2178 P. Fonk

Uber Flachen mit lauter geschlossenen geodatischen Linien.*)

Von

P. Fuxk in Salzburg.

Einleitung.

Mit den beiden Fragen: Wie findet man auf einer gegebenen Fliche
die geschlossenen geodiitischen Linien, und wie findet man Flichen, auf
denen alle geoditischen Linien geschlossen sind, haben sich bereits mehrere
Arbeiten beschiftigt. Fiir uns kommen hauptsiichlich die folgenden in
Betracht. Darboux**¥) hat zuerst in den Noten zum Cours de mécanique
vom Despeyrous und spiter in seinen ,Lecons sur la théorie générale des
surfaces“ die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angegeben,
daB auf einer Rotationsfliche alle geoditischen Linien geschlossen sind.
Angeregt durch Herrn Prof. Hilbert hat Zoll***) in seiner Dissertation
unter Benutzung der Entwicklungen von Darboux eine geschlossene
singularitéitenfreie Rotationsfliche mit lauter geschlossenen geoditischen
Linien angegeben. Stiickel{) hat den Verlauf der geoditischen Linien auf
Liouvilleschen Flichen untersucht. Auch hierbei hat sich die Moglichkeit
herausgestellt, daB alle geoditischen Linien geschlossen sein ktnnen, und
Stéckel hat eine ausgedehnte Flichenklasse angegeben, bei der dieser Fall
wirklich eintrifft. Dagegen ist es ihm nicht gelungen, die Frage, wann
alle geoditischen Linien geschlossen sind, in voller Allgemeinheit zu be-
antworten. Poincaré{{) hat auf zweifache Art bewiesen, daB auf jeder
geschlossenen konvexen Oberfliche mindestens eine geschlossene geoditische
Linie existiert. Beim ersten Beweis zeigh er zunichst die Richtigkeit des

*) Die ersten drei Kapitel dieser Arbeit stimmen, abgeschen von unwesent-
lichen Anderungen im zweiten Kapitel, mit denen meiner unter dem gleichen Titel
erschienenen Dissertation (Géttingen 1911) iiberein.

**) Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces 3, S. 4.
*¥) Zoll, Diss. Gottingen 1901. Math. Ann. 57, S. 108.

1) Stéckel, J. f Math. 130, S. 89.

+1) Poincaré, Trans. Am. Math. Soc. 1905, 8. 237.
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Satzes fiir Flichen, die nur wenig von der Kugel verschieden sind. Er
benutzt dabei seine eigenen Untersuchungen iiber die Existenz periodischer
Losungen von Differentialgleichungen, die er im 3. Kapitel des 1. Bandes
seiner ,Méthodes nouvelles de la mécanique céleste” angestellt hat, und
schlieft dann durch Kontinuititsbetrachtungen auf die allgemeine Giiltig-
keit des Satzes.

In der vorliegenden durch Prof. Hilbert angeregten Arbeit werden
nun im 1. Kapitel die Ergebnisse von Darboux und Zoll auf eine neue
Art bergeleitet und vervollstindigt. Gegenstand des 2. Kapitels ist eine
gewisse Funktionalgleichung fiir Funktionen des Ortes auf der Kugel, die
denn im 3. und 4. Kapitel zur Anwendung kommt. Integriert man eine
Funktion des Ortes auf der Kugel lings eines grofiten Kreises, so ist im
allgemeinen der Wert des Integrals eine Funktion der Parameter, die den
Kreis charakterisieren. Ich bezeichne sie als Kreisintegralfunktion und
l6se auf zweifache Art die Aufgabe: Wie bestimmt sich eine Funktion
des Ortes auf der Kugel, wenn ihre Kreisintegralfunktion bekannt ist?
Die erste Losung bentitzt Kugelfunktionen, die zweite besteht in der
Zuriickfiihrung der vorgelegten Aufgabe auf die Auflosung der Abelschen
Integralgleichung. Im 3. Kapitel wird der OStickelsche Ansatz zur Be-
handlung der Liouvilleschen Flichen durch einen einfacheren ersetzt und
die bei thm offen geblicbene Frage*) beantwortet. Das 4. Kapitel enthilt
einen Ansatz zur allgemeinen Losung der Aufgabe: Wie muB man die
Kugel variieren, damit aus ihr wieder eine Fliche mit lauter geschlossenen
geoditischen Linien entsteht? Dieser letztere Gedanke rithrt von Herrn
Prof. Hilbert her und hat mir die Anregung zu den im 2. Kapitel ent-
wickelten und im 3. und 4. Kapitel angewandten Betrachtungen iiber die
Kreisintegralfunktion gegeben.

1. Kapitel.
Rotationsflichen,

In diesem Kapitel wollen wir die Frage behandeln, unter welcher
Bedingung auf einer Rotationsfliche alle geoditischen Linien geschlossen
sind. Wir wollen uns dabei auf den Fall beschrinken, daB sich die geo-
ditischen Linien schon mach einem Umlauf schlieBen. Die Gleichung der
geoditischen Linie auf einer Rotationsfliiche lautet:
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Dabei bedeutet ¢ den Winkel der Meridianebene mit der Ebene eines
festen Nullmeridianes,  den Radius eines Parallelkreises, w die Liinge auf
dem Meridian und zwar vom groften Parallelkreis aus nach der einen
Seite hin positiv, nach der anderen Seite hin negativ gerechnet, a die
Clairautsche Konstante. Wir nehmen nun an, das Maximum von » sei
gleich 1 und setzen ]

r=2cosv, &= Cosi.
u wird dann irgend eine Funktion von % werden.

u=n-+ ¢(77):

du = dy + &' (y) dy.

Fir die Kugel wird ¢ und also auch ¢’ gleich Null. Wir verfolgen
nun eine geoditische Linie von ihrem Schnittpunkt mit dem gréBten
Parallelkreis aus nach beiden Seiten hin, bis sie zum ersten Mal einen
Parallelkreis berithrt. Durch die beiden Beriihrungspunkte denken wir uns
die Meridianebenen gelegt, den Winkel, den sie miteinander einschliefen,
bezeichnen wir mit Q. Damit sich nun die geoditischen Linien nach einem
Umlauf schlieBen, muB fiir alle Werte ¢

+i
_ fleosi (Af-mydn

¢08 7 cos®n— cos®s
=

sein, Wir wissen nun, fir ® = 0, fir die Kugel, ist dies der Fall. Be-
zeichnet % die geographische Breite, £ die geographische Linge, so lautet
die Gleichung der geoditischen Linie auf der Kugel (wie man aus der
sphirischen Trigonometrie entnehmen kann):

tgy =tgisn k.
Beniitzen wir nun gerade diese Gleichung, um im obigen Integral { statt

n als Integrationsverinderliche einzufithren, so wird, wie man ohne jede
Rechnung sofort schlieBen kann,

+3 0 4]
Q= fat + [y(tgisin &)k,
-3 -1

wobei statt
&' (n) = z(tg )

gesetzt ist. Soll Q gleich = sein, so muB das zweite Integral verschwinden.

Dies ist dann der Fall, wenn y eine ungerade Funktion seines Argumentes

ist, und es ist dies auch nur dann der Fall. Das zweite Integral kdnnen

wir nimlich auch in der Form schreiben:

ﬁx(tgi sin &) + g(—tg ¢ sin &) dE.
0
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Nehmen wir an, der Integrand sei stetig, wechsle nicht unendlich oft sein
Zeichen und verschwinde nicht identisch, so kinnte man tg¢ so bestimmen,
daB auch das Integral von Null verschieden ausfalit*).

Fir das Folgende ist es bequemer ¢ (sin %) statt y(tg %) zu schreiben,
Wenn y eine ungerade Funktion von tg % ist, so muf natiirlich auch ¢
eine ungerade Funktion von sin 5 sein. Wir denken uns nun, die Rotations-
achse falle in die Z-Achse und wihlen zur XY-Ebene die Ebene des
groBten Parallelkreises, fiir die Meridiankurve in der X Z-Ebene erhalten
wir dann wegen

G+ (3= ()= (A +wein

die Parameterdarstellung

7
z=cos1, 2 =f]/(1 + Y (sin))*— sin ndy.
0

Soll hierdurch eine reguldre geschlossene Kurve erklirt sein, so muB %
im Intervall —1 bis + 1 regulér erklirt sein, und ferner muB

|1+ ¢ (sing)| = |sin 5],

und weil % in unserem Fall eine ungerade Funktion sein soll, so muB auch

|1—|w(sing)|| = |sin 5],
[¥(sin )| £ 1 —|sinn|.
P(—1) =yp(-+1)=0.

Fiir das Linienelement erhalten wir
ds? = (1 + (sin n) dy? + cos® 5 do?.

Die gefundene notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
sich auf einer Rotationsfliche alle geoditischen Linien nach einem Um-
lauf schliefen, 148 sich folgendermaBen geometrisch deuten. Wir bezeichnen
zwei Punkte der Rotationsfliche als einander entsprechend, wenn die Ver-
bindungsgerade parallel zur Rotationsachse ist. Denken wir uns in die
Rotationsfliche so eine Kugel hineingelegt, daB ihr Aquator mit dem
groBten Parallelkreis der Fliche zusammenfallt. Es moge ferner auf jeder
Seite des Aquators ein Punkt der Fliche und ein Punkt der Kugel als
einander gegenseitig entsprechend gelter, wenn ihre Verbindungsgerade
ebenfalls parallel zur Rotationsachse ist. Dann gilt fiir die gesuchten
Flichen: Die Summe der Liingen zweier auf der Fliche einander ent-
sprechenden Meridianstiicke ist gleich der Summe der Lingen der beiden
einander gleichen Meridianstiicke, die ihnen auf der Kugel entsprechen.

also

Hieraus folgt auch

*) Eine shnliche Frage wird ausfiihrlicher im 2. Kapitel besprochen.
Mathematische Annalen. LXXIV. 19
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Als Beispiel wihlen wir erstens:
¥ (sin 5) = sin 9.
Dieser Wahl von ¢ entspricht nach dem obigen keine singularitéiten-
freie Rotationsfliche, auf der alle geoditischen Linien geschlossen sind.
Wohl aber sind alle diejenigen geodiitischen Linien geschlossen, die
vollkommen in dem durch die Ungleichungen

— = <ZLsing < % ’
also
b4 T
— =T =5
gekennzeichneten Gebiet verlaufen.
Das sind also diejenigen fiir die
k4 . v
—FSisT
ist. Setzt man fiir
sinyg=1—p,
so erhélt man fir das Linienelement
2
ast = (—g— — 1) (do® + o*do®H¥®).

In der Tat die Extremalen, die zur Forderung

SVt ViET+ear-o

gehoren, sind geschlossene Kurven, sie sind ndmlich Ellipsen, wenn man
o und ¢ als gewOhnliche ebene Polarkoordinaten deutet. Denn wendet
man auf den Fall, daB ein festes Zentrum auf einen beweglichen Punkt
eine nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz wirkende Kraft ausiibt,
das Jacobische Prinzip der kleinsten Wirkung an, so gelangt man zum
oben angeschriebenen Variationsproblem.

Setzt man

sing=1~—¢°, ¢=27p,

a5t = 4(2— %) (dg*+0*dF).
Dies entspricht dann dem Fall, wo die Kraft proportional dem Abstand
vom anziechenden Zentrum ist. Bekanntlich sind auch dann die Bahn-
kurven ebenfalls Ellipsen.

Wihlt man fiir

so wird

T .
¥ = 5 sin g cos® 9,

*) Siehe Darboux II, 8. 452. Die Gestalt der Rotationsflichen, die zu diesem
Linienelement gehtren, wurden von A, Pfister (Kieler Diss. 1904) genauer untersucht.
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80 erhalten wir nach dem obigen eine singularititenfreie Fliche und zwar
entspricht dieser Wahl von 3 das Beispiel, das von Zoll angegeben wurde.

Schlieflich erwihnen wir noch zwel Sitze, die sich unmittelbar be-
weisen lassen, indem man unsere Parameterdarstellung fiir die Meridian-
kurve der gesuchten Flichen verwendet.

1) An jener Stelle, wo die Meridiankurve den gréBten Parallelkreis
schneidet, ist ihr Kriimmungsradius .ebenso groB wie der des griBten
Parallelkreises. (Dieser Satz wurde auch schon von Zoll auf andere Weise
bewiesen.)

2) Die Oberfliche einer singularititenfreien Rotationsfliche, auf der
sich alle geoditischen Linien nach einem Umlauf schliefen, ist stets vier-
mal so groB wie die Fliche des griBten Parallelkreises.

2. Kapitel.

Uber eine gewisse Funktionalgleichung fiir Funktionen des Ortes
auf der Kugel.

Mit ®(uv) wollen wir im folgenden immer eine eindeutige Funktion
des Ortes auf der Kugel bezeichnen. wu sei der Abstand vom Nordpol,
v die geographische Linge. Wir beschrinken uns zuniichst auf solche
Funktionen, die in eine gleichm#éfBig konvergente Reihe von Laplaceschen
Kugelfunktionen entwickelbar sind.

Es sel also
O, v)=Y,+ ¥, + Y, + T,
Die Funktion

% (P, ) + Px—u,v+nm) =Y+ Y, + Y, -
wollen wir als den geraden Bestandteil und die Funktion
% (O, v) — dx—u, v+m) =Y, + ¥y + X, - -

wollen wir als den ungeraden Bestandteil von @ bezeichnen, ferner soll
eine Funktion eine gerade Funktion des Ortes auf der Kugel heiflen, wenn
ihr ungerader Bestandteil identisch verschwindet, d. h. wenn sie an dia-
metral entgegengesetzten Stellen der Kugel den gleichen Wert annimmt,
sie soll eine ungerade Funktion des Ortes auf der Kugel heifien, wenn
ihr gerader Bestandteil identisch verschwindet, also wenn sie an diametral
entgegengesetzten Stellen der Kugel Werte vom gleichen absoluten Betrag,
aber entgegengesetzten Vorzeichen annimmt.

Wir denken uns nun auf der Kugel einen beliebigen groBten Kreis
gezoichnet, der mit einem Richtungssinn versehen sein moge. Es sei &

19%
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die geographische Linge eines seiner Schnittpunkte S mit dem Aquator,
¢ der Winkel, den der mit Richtungssinn versehene Kreis mit dem im
Sinn der wachsenden v durchlaufenen Aquator einschlieBt. P sei ein be-
liebiger Punkt auf dem Kreis. Die Linge des Bogens SP sei 1 und zwar
moge A wachsen, wenn sich P in dem auf dem Kreis vorgegebenen
Richtungssinn bewegt. Die beiden Pole, die zu diesem grofiten Kreis ge-
horen, haben die Koordinaten

N T
== ?)=/8"—§‘
bez. bez.
B T
U= —1 ’U=:ﬂ'+vé—.

Nun betrachten wir ® lings eines groBten Kreises als Funktion von A,
d. h. wir ersetzen in ® % und v durch

# == arccos (sin 7 sin 1),
v = & + arctg (tg i cos 7).
2

Jetzt berechnen wir [. ¢ di und ordnen den Wert dieses Integrals jedem
b
der beiden Pole zu, die zu diesem Kreis gehoren. Indem wir uns dies

fiir alle groBten Kreise getan denken, erhalten wir eine gerade Funktion
des Ortes auf der Kugel, die wir als , Kreisintegral-Funktion von @ be-
zeichnen wollen. Wir bezeichnen sie mit y(4, #) und schreiben also:

L
fd)dl = 2(4, &) =g(x—1, #+x).
°

Uber die Kreisintegral-Funktion gelten folgende Shtze:
I Die Kreisintegral-Funktion einer ungeraden Funktion ist Null.
II. Die Kreisintegral-Funktion einer Konstanten C ist 2zC.

III. Die Kreisintegral-Funktion einer Laplaceschen Kugelfunktion ge-
rader Ordnung Y,, ist 2xF,,(0)Y;,, wobei P,, das Legendresche Poly-
nom bedentet¥).

Pyy(0) = (-1 =it

Zum Beweise erinnern wir an die Relationen
1 ?”
2',;,/Yzhd” = Ao By, (cos ), Pyy(—1) = Py (+1) =1
b

*) Vgl. die Minkowskische Arbeit tber Kérper konstanter Breite. Minkow ski,
Ges. Werke II, 8. 277.
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A, ist der Wert von X,, an den Polen und 2xP,,(0)4, ist der Wert
der zu Y,, gehorigen Kreisintegral-Funktion an den Polen. Da aber die
Pole keine ausgezeichneten Punkte sind, so ist mithin der Beweis fiir die
obige Behauptung schon erbracht.

IV. Die Kreisintegral-Funktion einer endlichen oder gleichmiBig kon-
vergenten unendlichen Summe von Funktionen ist gleich der Summe der
Kreisintegral-Funktionen der einzelnen Summanden.

2n i
V. Die Kreisintegral-Funktion von / ®(u,v) dv ist j x(4,9)do.
@
Dieser Satz ergibt sich, wenn man bei der Berechuung der Kreis-
2
integral-Funktion von ‘/ & (u, v),dv statt v: 9 als -Integrationsvariable ein-

5
fithrt und dann die Reihenfolge der Integrationen nach & und 1 vertauscht.

VI. Der Mittelwert der Kreisintegral-Funktion ist gleich dem Mittel-
wert der Funktion selbst multipliziert mit 2x; d. b,

P2 7T 27 ba
1 i . e g 1 .
L—ﬂéjd%s/};(z, &) smzdz=—2—0fdvaf¢(@t, v) sin u du.

Es ist nimlich

fdajxsznzdz fdxfsmz(fqndfr)dz

2n

Nun 1aBt sich f ® d9 auch so bilden, daB man zuerst f & (u, v) dv bildet

und hernach cosu durch das Produkt sin7.sin 4 ersetzt Es ist somit
b

f ®dP in ¢ und 2 symmetrisch und demnach kénnen wir ¢ und 1 ver-
2n I 27
tanschen. 41—7[ (')f di stin 2 ( (f ) dﬂ) di ist aber der iiber die ganze Kugel

n
genommene Mittelwert von f ®dv und demnach das 2a-fache des Mittel-
¢

wertes von .

Wenden wir uns jetzt der Aufgabe zu, eine Funktion zu bestimmen,
wenn ihre Kreisintegral-Funktion bekannt ist. Nach Satz III und IV
kénnen wir so vorgehen. Wir entwickeln 4 nach Kugelfunktionen. Ks
seien 4,, , die Koeffizienten der Entwicklung. Wir setzen nun eine Reihe
an, die nach Laplaceschen Kugelfunktionen fortschreitet und deren Koef-

fizienten lanten. Wenn die so gebildete Reihe gleichmiBig kon-

5—P2, (0)
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vergiert*¥) so stellt sie den geraden Bestandteil einer Funktion dar, deren
Kreisintegral-Funktion 4 ist. Bei Voraussetzung der glerchmiBigen Kon-
vergenz der Reihe fiir ¢ folgt unmittelbar, dal der gerade Bestandteil der
Funktion durch die Kreisintegral-Funktion eindeutig bestimmt ist.

Wir wollen hierfiir jetzt noch einen zweiten Beweis geben, der von
Kugelfunktionen keinen Gebrauch macht. Wir beschrinken uns dabei

auf stetige Funktionen des Ortes auf der Kugel, bei denen fiir ein be-
2

stimmt gewihltes Koordinatensystem die Funktion f ® (4, v)dv nicht un-
b

endlich oft ihr Zeichen wechselt und in der Umgebung der Pole von Null
verschieden ist. Da die Differenz zweier Funktionen mit gleicher Kreis-
integral-Funktion Null zur Kreisintegral-ﬁunktion hat, so kommt es nur
darauf an, folgenden Satz zu zeigen.

VIL Ist die Kreisintegral-Funktion identisch Null, so ist auch der
gerade Bestandteil der Funktion, zu der sie gehort, Null, d. h. die Funktion
ist eine ungerade.

Beweis: Angenommen, es gibe eine von Null verschiedene gerade
Funktion des Ortes auf der Kugel, deren Kreisintegral-Funktion Null ist.

Nun wihlen wir dag Koordinatensystem entsprechend den obigen Annahmen,
9

bilden das Integral f & (u, v)dv und bezeichnen die so erhaltene Funktion
0

mit W(cos u). Sie ist nach unseren Voraussetzungen stetig, wechselt nicht
unendlich oft ihr Zeichen und ist mindestens in der Umgebung der Pole
von Null verschieden. Nach Satz V miiBite aber die Kreisintegral-Funktion
von ¥ Null sein, d. h. es miiBite fiir alle ¢

27
S¥(sinisin2)dr—0
0

gein und demnach auch fiir ¢ = 0, also miiite auch gelten:
Y(0)=0.

Andererseits kdnnen wir stets zwei positive Zahlen ¢ und b, @ < b, wihlen,
sodaB fir alle Werte von
—bLcosulh

*) Eine hinreichende Bedingung hierfiir und somit fir die Stetigkeit der Funk-
tion @ habe ich in meiner Dissertation angegeben. Der Zusammenhang zwischen den
Koeffizienten der Entwicklung von @ und y liefe sich #hnlich wie bei Satz VI auch
direkt herleiten, wodurch man dann auf die Gleichm#Bigkeit der Konvergenz ver-
zichten kinnte.
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¥ sein Zeichen nicht indert und daB fiir alle Werte von cos u, fir die
aZleosul b
ist, |W| groBer als eine feste positive Zahl ¢ ist. Wihlen wir nun ¢ so, daB
sin¢=>5,
80 wird fiir diesen Wert von 4

2
Sfwai
0
was im Widerspruch steht mit der Feststellung, daB die Kreisintegral-
Funktion identisch verschwinden sollte.

Vom obigen kdnupen wir folgende geometrische Anwendung machen.
Die Funktion des Ortes auf der Kugel deuten wir als das halbe Quadrat
des Radiusvektors einer geschlossenen Fliche, die in gewdhnlichen riunm-
lichen Polarkoordinaten dargestellt sein moge. Die Kreisintegral-Funktion
bedeutet dann den Inhalt jener Flichenstiicke, die die Fliche auf den oco?
durch den Koordinstenanfangspunkt gehenden Ebenen ausschneidet. Man
kann also noch unendlich viele Flichen angeben, bei denen jene Flichen-
inhalte gegeben sind, aber nur eine einzige Mittelpunktsfliche. Insbesondere
ergibt sich:

Die Kugel ist die einzige Mittelpunkisfidche, wo fiir alle durch den
Mittelpunkt gehenden Ebenen der Flicheninhalt denselben Wert hat.

Deuten. wir © als Stitecbenenfunktion, so folgt der Minkowskische
Satz, daff Korper von konstantem Stitzzylinderumfang auch stets Korper
von konstanter DBreite sind.

Das obige steht auch in Beziehung mit einem Problem der Mechanik,
das Abel*) geldst hat, und es 148t sich die dort angewandte Methode dazu
beniitzen, um noch auf eine zweite Art den geraden Bestandteil einer
Funktion des Ortes auf der Kugel bei gegebener Kreisintegral-Funktion
zu berechnen.

Zunichst beschrinken wir uns auf den Fall, daf die Kreisintegral-
Funktion von & unabhingig ist. Dann wird auch die gesuchte gerade
Funktion des Ortes auf der Kugel von » unabhingig sein. Wir bezeichnen
sie mit F(cos? w). Ferner setzen wir
cos® u =g, sinf§ =z,

b f b ‘
i ‘ f dicosw)
>4a|;/‘d(cm)cz(cow)|=4e1a >,

2
1) = [ F(sin?i sin* 1) dA = ().
4]

*) Ausfithrlicher habe ich diesen Zusammenhang in meiner Dissertation besprochen,
Leider sind an dieser Stelle zwei Druckfehler.
8. 14 Zeile 9 lief U(0) =0,
8. 14 Zeile 15 a <0, b>>0 gehdrt zwei Zeilen tiefer.
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Wegen
co8 % = sin ¢ sin 4
wird

di— — Gleosw) =_Vg;:.
Venti—costn  2Vr—y

Berticksichtigen wir ferner, daf in unserm Fall, wo es sich um eine gerade
von v unabhiingige Funktion handelt

/2

f(bdl-4fd>dl

so erhalten wir fiir die aufzulésende Funktionalgleichung

2 Fly)
Vv T
Va—y

ay
p(z) =

Hierin ist F' gesucht und ¢ bekannt. Wir erhalten die Losung in der
Form (s. Goursat, Cours d'Analyse, 2. éd., S.343)

rp(O) Vy g
Fy) = + Vo= 4

Aber auch im allgemeinen Fall 148t sich die Abelsche Methode ver-
werten. Es sei y4(49) die gegebene Kreisintegral-Funktion. Angenommen
es existiert zu ihr eine stetige gerade Funktion des Ortes auf der Kugel,

die wir mit ®(u,v) bezeichnen wollen. Die Funktion 2% f ® (u,v) dv ist
0

unabhingig von v, besitzt an den Polen denselben Wert wie & und ihre
PE

Kreisintegral-Funktion ist 2—-1 fx(z«‘}) d®. Also kdénnen wir den Wert der
x
0

Funktion ® an den Polen berechnen, und da wir durch eine Koordinaten-
transformation jeden beliebigen Punkt nach den Polen hin verlegen kinnen,
so ist @ allgemein bekannt.
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3. Kapitel.

Liouvillesche Flichen,

Unter Liouvilleschen Flichen versteht man bekanntlich solche, deren

Linienelement sich auf die Form bringen a8t
§ = (Uw) — V) (du®+ dv¥).
Bei unseren Untersuchungen werden wir das Linienelement in der Form
' dst = (1—a* —¢?) (XP@) da® + YP) dy)

zugrunde legen, was keinen wesentlichen Unterschied bedingt. Wir be-
schrinken uns darauf, folgende Frage zu beantworten. Wie miissen die

Funktionen X(x) und ¥(y) bestimmt werden, damit die Extremalen, die
zur Forderung

8 [ VI=a—¢) (X% + T2y’?) do =0
gehoren, lauter geschlossene Kurven darstellen, wenn 2 und y als gewdhn-
liche rechtwinklige Koordinaten in der Ebene gedeutet werden? Wihlt man

X@y=1, Yy =1
so sind die Extremalen Ellipsen. (Vgl. Kap, 1.)
Die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung lautet in
unserem Fall
(BS) (a S)
Xig T Tty

(0

+ 2% = sin? 4, A—v(—)—}-y = cos®y,

setzen wir
)
oz,
X ()
go wird

7 S 4
8 = [ X(z)VeinTi — #* do + S¥@)Veor® i = dy
b 0
und fiir die Extremalen erhalten wir

Y Xwde £ Y@dy
Vsinti — 2t Veosti—yB
0

¢+ und 7, sind die Integrationskonstanten®).

" Beildufig mag folgendes bemerkt werden. Wenn wir uns fiir den Fall X(z) =1,
Y(y) =1 der im Kapitel 1 angegebenen physikalischen Deutung bedienen, so bedeutet
den Arcustangens des Amplituden-Verhiltnisses der zundy Komponente der Schwingung,
t, die Phasenverschiebung. (Bei der zugehérigen Rotationsfiiche hat die Infegrations-
konstante ¢ jetzt eine andere Bedeutung als im ersten Kapitel)
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Fiir die in dieser Gleichung dargestellten Kurven verschaffen wir uns
eine Parameterdarstellung, indem wir setzen:

z Yy
Xedr _ o [ X0dy o o
Veinti — x2 Veosti —y?
¢ 0
Lisen wir die erste (leichung nach #, die zweite Gleichung nach y auf,
80 erhalten wir nach einem Satz von WeierstraB*) 2 und y als periodische
Funktionen von 7z und zwar hat x die Periode
-+ sing
_y [ E@ds_
z Yein®i— z?

und y hat die Periode

-k cos i

—o [ IWdy |
= 2f1/cos’i—-y’

—c08¢

Hierbei wird vorausgesetst, daB X (z) bez. ¥ (y) im Intervall —siné <o <sinig
bez. — cos ¢ <y < cost ihr Zeichen nicht wechseln. Setzen wir

x=sgin7sind, y=cosicosd,

daher
27
Q, =fX(sini sin 1)d4,
[
27
Q, =fY(cosi cos 1)d A
)
und fermer
Q
> =

Im aligemeinen wird ¢ eine Funktion von 7 sein.

Sollen die Extremalen geschlossen sein, so muB ¢ einen rationalen
Wert annehmen. (Wird ¢ irrational, so schlieBt man #hnlich wie in der
bereits in der Einleitung genannten Arbeit von Stickel, da8 dann die
Extremalen den rechieckigen Bereich

—sin ¢ < x <sin 4, —cosi <y<Lcosd
iiberall dicht tiberdecken). Die Frage, die wir zu Anfang des Kapitels
gestellt haben, verwandelt sich jetzt in die folgende: Wie miissen die
Funktionen X(z), Y(y) bestimmt werden, damit die Relation

27 2n
_[X(sini sinA)di = qfY(cosi sini)di
0 0

*) Vgl. WeierstraB, Werke Band 2, 8. 1,
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fiir alle Werte ¢ erfilllt ist, wobei ¢ jetzt eine feste ratiomale Zahl be-
deuten soll? Die Antwort lautet: Man wihle die rationale Zahl ¢ und
die Funktion ¥ vollkommen willkiirlich und berechne die linke Seite der
obigen Gleichung. Man deute die so gebildete Funktion von ¢ als Kreis-
integral-Funktion und berechne nach den Vorschriften des vorigen Kapitels
den geraden Bestandteil der dazu gehorigen Funktion des Ortes auf der
Kugel. Schlieflich ersetze man cosu durch z und fiige noch irgend
eine ungerade Funktion von x hinzu, auf diese Art findet man das all-
gemeinste Funktionenpaar, das der obigen Gleichung fiir alle Werte von ¢
geniigt.

Um den Voraussetzungen zu geniigen, die notig sind, damit der
Weierstrafische Satz anwendbar wird, wollen wir Y(y) als eine Funktion
denken, die im Intervall —1 <y <C 1 nur positive Werte annimmt. Ebenso
wollen wir die ratiomale Zahl g positiv annehmen. Jetzt kinnte es aber
vorkommen, daB X(«) an einzelnen Stellen Null oder negativ wird. In
diesem Fall wollen wir nachtriglich zu Y (y) eine geeignet gewiihlte Kon-
stante addieren, sodaB dann auch X(z) bestindig positiv ausfillt. Gleich-
zeitig erreichen wir dadurch, daB das Flichenelement im Innern des Ge-
bietes z® + % < 1 nicht verschwindet.

Der Gleichung, die zwischen "X(2) und Y(y) besteht, kénnen wir
folgende einfache geometrische Bedeutung geben. Deuten wir den Wert
der Funktion X(z) als das halbe Quadrat des Radiusvektors einer Rota-
tionsfliche R,, die Variable x als den Cosinus der Neigung des Radius-
vektors gegen die Rotationsachse, verfahren wir ebenso mit der Funktion
¥(y) und bezeichnen die zugehorige Rotationsfliche mit E, dann kdnnen
wir sagen: Auf je zwei Ebenen durch den Ursprung mit komplementirer
Neigung gegen die Rotafionsachse schneiden E_ bez. R, Flicheninhalte
aus, die zueinander in einem festen rationalen Verhdltnis stehen.

Im Fall X(z)=1, Y(y)=1 arten die Ellipsen zu Geraden aus,
wenn 7, = hm, wobei % irgend eine ganze positive oder negative Zahl
oder Null bedeutet. Das Analoge tritt natiirlich auch im allgemeinen Fall
auf und zwar wenn

1= | —Ade f V{(-'{)_‘f_ﬂ +hQ, + 59,

Veints — ot c0s%4 —

wobei % und %k ganze Zahlen oder Null bedeuten. Fiir diese singuldren
Werte von ¢ und 7, erhalten wir keine geschlossenen Extremalen.
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4. Kapitel.

Ein Apsatz zuar Aufsiellung simtlicher Flichen mit launter
geschlossenen geoditischen Linien, die durch kontinuierliche
Variation aus der Kugel hervorgehen.

Der von Herrn Prof. Hilbert herriihrenden Problemstellung, wie man
die Kugel variieren muf, damit aus ihr wieder eine Fliche mit lauter
geschlossenen geodatischen Linien entsteht, wollen wir jetzt folgende Form
geben: Wie miissen im Variationsproblem

f(l +S y"(b,,) Vy'® + cos? y dz = Min.
1

der Reihe nach ¢, ®,, - - -, ®, als eindeutige Funktionen des Ortes auf der
Kugel bestimmt werden, damit in der vollstindigen Liosung der Fuler-
Lagrangeschen Gleichung, die wir in der Form

Y=Y tuy+ eyt
ansetzen, der Reihe nach ¢, - .-, y, fir alle Werte der Integrationskon-
stanten, periodische Funktionen von z mit der Periode 2z werden? Dabei
verwenden wir jetzt im Gegensatz zuin 2. Kapitel = statt v und y statt

% — u zur Bezeichnung der Koordinaten eines Punktes auf der Kugel.

Im iibrigen behalten wir die Bezeichnungen des 2. Kapitels bei.

Fiir p =0 ist die allgemeine Losung der Euler-Lagrangeschen Glei-
chung gegeben durch:
ey tg y = tg ¢ sin (z—9).
Insbesondere erhalten wir fiir ¢ =0 als partikulire Losung y = 0. Wir
bezeichnen den Wert von y, fiir ¢ = 0 mit %, und suchen die Differential-
gleichung, der %, geniigen muf. Wir werden sie erhalten, indem wir in
der linken Seite der Euler-Lagrangeschen Gleichung filr y: u¥, einsetzen
und hierauf den Koeffizienten der ersten Potenz von u gleich Null setzen.
Es ist nun, wenn wir zur Abkiirzung den Integranden wunseres obigen
Integrales gleich F' setzen,

0 dE’ d oy — s —
[‘aﬂ ( de - Fy)l:'o dx (Fy‘y'yl + Fy'yy1+ Fy’u) - (Fyy’yl + Fyyyl+ Fyﬂ)'
Dabei sind von den Funktionen ¥, ¥, F, .
y =1y =p =0 zu nehmen. Da aber fiir diese Werte
F F,py=0, F,=-1,

vy = 1 vy

F,,, F,, die Werte fir

Yu
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so erhalten wir fiir die gesuchte Differentialgleichung

gxn + ¥, = fl(w)}

fi(x) = (5?/)/ 0

gesetzt ist. Die allgemeine Losung der obigen Differentialgleichung ist

wobei zur Abkiirzung

7, = f £.(5) sin (s—£) & + oy cos 2 + B, sin s

Wann ist nun %, eine periodische Funktion mit der Periode 22? Die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen hierfiir lauten: 1. Es mufB
fi(z) diese Periode besitzen. Diese Bedingung ist stets erfiillt sobald nur
o, eine eindeutige Funktion des Ortes auf der Kugel ist. 2. Es miissen

27 in
die Integrale [‘ fi(z) sin z dz und f fi(x) cos & dx verschwinden. Diese
0 0

beiden Integrale sind aber identisch mit den Differentialquotienten der

Kreisintegral-Funktion von ,: (aale) _ bez. (%)f-o‘ Es ist nimlich:

I=0

G=—

27
T ai aa> 3y 01 an
]

Hierbei haben wir uns y und 1 vermdge der (leichungen (1) und

2
2

_ tg a9
tgd == cos 1

als Funktionen von 2 ausgedriickt zu denken. Es ergibt sich aligemein
fir ¢ =0

oL %L 2y .
ge =L gam=0 5 —sinle—9),
also
irn
by .
on f(é*i) sin (. — @) dz*)
9120 \OY y=0
0
*) Im AnschluB an diese Gleichung wollen wir folgende Bemerkung anfiigen.
Bezeichnet g%), g% den Differentialquotienten normal zur Richtung & — const. bez.

% == const,, ferner Jf das Maximum von A

on
Hieraus kann man Folgendes schliefen: Sei @, die durch 2u dmdxerte Kreisintegral-

, 80 wnd} ‘<JM |sin{z—9)|de<4e M.
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und somit
2z 27
0 . 0]
% ("d)l) sin xdz, o f@— 1) cos z dx.
Yizo Y /y=o 0% ;=0 0y /y—o
F=0 0 3:—3;—

Nun wollen wir ja, daB y, nicht nur fiir den Wert ¢ = 0 periodisch in z
mit der Periode 2z sei, sondern y, soll fir alle Werte von ¢ und &
diese Eigenschaft besitzen, demnach miissen wir fordern, daB die Differen-
tialquotienten von g, in simtlichen Punkten der Kugel verschwinden d. h.
1, mub eine Konstante sein. Nach dem 2. Kapitel erhalten wir somit:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl y, fiir alle
Werte der Integrationskonstanten periodisch in z mit der Periode 27 sei,
lautet: Die Kreisintegral-Funktion von ®; und somit der gerade Bestand-
teil der Funktion ®;, muf eine Konstante sein.

Wir behaupten nun den folgenden Satz: Angenommen

1. Die Funktionen #,, ¥,, - - -, ¥, selen 80 bestimmt, daB in der linken
Seite der Euler-Lagrangeschen Gleichung unseres Variationsproblemes

dFy. 0
vz — =0

nachdern fiir
@) y=Y%tuy+-+oty,
eingesetzt wurde, das von u freie Glied und die Koeffizienten von g, - -, u”
identisch verschwinden,

2. die Funktionen ®,, ®,, -+, &, _; seien bereits so gewidhlt, daB
Y5, *** Y,_y periodisch in z mit der Periode 2z sind,

dann ergibt die Forderung, es mdge auch y, diese Periode besitzen,
eine Gleichung fiir die Kreisintegral-Funktion von ®, als notwendige und
hinreichende Bedingung.

Bevor wir den Beweis fiir die aufgestelite Behauptung erbringen,
fithren wir zunfichst zur Abkiirzung einige Bezeichnungen ein. Wir setzen

B = Ve F T (14 0 0) Vi T .
1

Denken wir uns in irgend eine Funktion F(yy'w) fiir ¥ und ¢’
(2a) y’=y?+uy}+----|—u ?/1/,.,
Y ="Y%+tuy +- -+ oy,

Funktion von ¢ und allgemein @, ,,, die durch 2x dividierte Kreisintegral-Funktion
vor &, so ist I, P, eine Konstante und zwsr nach Satz VI im 2. Kapitel gleich
V=03

dem Mittelwert von .
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eingesetzt und entwickeln wir hierauf die Funktion nach Potenzen von g,
so bezeichnen wir den Koeffizienten von p* mit {F}. Wird fiir y und ¢

(2b) Y= bRt
Yy =y +- -+ uy,

eingesetzt und denken wir uns dann denselben Prozef durchgefiihrt, so
bezeichnen wir den Koeffizienten von y” mit {F}2.

Setzen wir nun in der linken Seite der Euler-Lagrangeschen Glei-

chung fiir y: 2@’% ein und entwickeln wir nach Potenzen von g, so
0

erhalten wir i
2 uw[c_ld?c{Fw'}:—{Fyy}:J = 0.
]

Bezeichnen wir allgemein den Wert von y, fir =0 mit 7,. Soll der
Koeffizient von w" in der Euler-Lagrangeschen Gleichung verschwinden,

so mub 7" der Differentialgleichung
d il n v 7
(3) H{Fny'}n"—{Fny}n=0

gentigen. Untersuchen wir, wie 7, und 7, in {F,}, und {F, }" vor-
kommt, so erhalten wir

{Fny’}:, = ?7; + {Fwy'}:—lr

{Fny}: =_?7n+ {Fny}:—-li
somit erhalten wir fiir die obige Differentialgleichung
(33’) y:z, + gn = fn(x))

also:

¥, =ffn (&) sin (x—E&)dE + «, cos  + B, sin z,
0

wobei zur Abkiirzung:
d 7= Fogn
fn(x) = H{Fny’}n-1 + {Fny}n-l

gesetzt ist. £, (x) setzt sich in rationaler Weise aus den Funktionen

et

—_— e— — — Py & -t ) -~
Y% 3 ¥nt5 Ys Y2y 9 ¥Yn1s Y ¥ 2 ¥na

und den Funktionen ®,, ®,,- -, &, und deren Ableitungen zusammen und
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1st somit periodisch mit der Periode 2. Damit nun auch %, diese Periode
besitze, muf wieder

2n 25
‘ﬁ“m(:c) sin zdz =0, 'ffn(x) cos zdx =0
[] [
sein,
Zundchst formen wir diese beiden Integrale durch Anwendung par-
tieller Integration um. Indem wir dabei die Periodizitit der Funktionen

{F,, \%_,sing, bez. {F, }"_, cos x beriicksichtigen, erhalten wir:

,.y}

ff(x)smxdx—f«——— F, I—I—{F—M}Z_l]sinxdx

=‘['[{Fﬂy,};'_1 cos & + {F,,}._, sinz]dz
0
und ebenso wird:
ﬁ(x)cosxdxwﬁ yimoy S0z +(F, 47, cos z]da.
Wieder lassen sich diese beiden Integrale als Differentialquotienten

eines einzigen auffassen. Setzen wir

2

80 behaupten wir

ff (z) sin zda = <g—{S | ),.=g,

7 n
'[‘fﬂ(x) Cosxdx= (é‘.i'{sn}n—l)i=0 "
0 3=_12’_
Es ist n#mlich:
27

(éii{sﬂ}n—l)i.-:o: W(W[(Fny Fri + Fns’ az) dx)#
Da es sich um die Bildung des Koeffizienten von u* handelt, so brauchen

wir die Potenzreihen fir F, und F, ny DUr bis zum s'® Glied zu ent-
wickeln und erhalten

(5a) ( {8,}n 1)_;%0f?”[sa_:ﬁ_<2# F,, Zu (ayv)
+ S S )]s
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CORCIERHN) on,f E (2# P S ().
+n2—t“’ Z—;’l" (%)i:O)] da

#1807 ) 51702029,

1=

Indem wir die Differentiationen nach g fiir das erste Integral in (5h)
ausfiihren, erhalten wir fiir dasselbe:

2 f [1F 05+ E, () Jaa,

Jedes einzelne (lied in dieser Summe ist aber identisch gleich Null.
Denn durch Anwendung von partieller Integration kénnen wir ihnen die
Form geben

[{FW'}:(E%li:?)izﬁ}:i.jﬂl:{ﬁ"y}: — Ed—{ v ](af/n._v dox-

Wegen der Annahme 1 verschwindet der Klammeransdruck unter dem Inte-
gralzeichen und wegen der Annahme 2 verschwindet der Klammeraus-
druck vor dem Integralzeichen. Indem wir

2Ys

(_97)1-=o

oY, 0Ye 3y
By (G v (s G

& F= 0 g==2
2

" ||

nach Gleichung (1) bilden und im zweiten Integral von (Hb) einsetzen,
ergibt sich in der Tat die Richtigkeit der Gleichungen (4). Die not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ¥, eine periodische Funk-
tion von z mit der Periode 2x ist, 148t sich somit ausdriicken: Es miissen
die beiden Differentialquotienten

(Z1802), 0 (&),

3=0 9___’_’_
2

verschwinden.

Hieraus schlieBen wir wie im Fall n = 1:

Die notwendige und hinreichende Bedingung daftir, daB y, fiir alle
Werte der Integrationskonstanten eine periodische Funktion von # mit
der Periode 2z sei, lautet:

(6) {Sutnmr =0
wobei ¢, eine willkiirlich wihlbare Konstante bedeutet.

Mathematische Annalen. LXXIYV, 20
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Nun ist
gx
(8,01 s = {8, 1)y +[®, Veosty, + g2 dr
[}

und
di

cos” g, + 3 o' = da)

somit ist das zweite Glied auf der rechten Seite die Kreisintegral-Funktion
von ®,. Also ist Gleichung (6) in der Tat eine Gleichung fiir die Kreis-
integral-Funktion von ®,. Wenn wir nun fordern, daf y, fiir alle Werte
von «y, Py, &g, Be, * - v &, B, periodisch von der Periode 2z ist, so muf
Gleichung (6) fir alle Werte von e, B, ¢y, fs, - = €n_1, B,_, identisch
erfiilllt sein. Dies ist nur dann méglich, wenn {S,_;}_; von allen diesen
GrdBen nnabhingig ist. Das ist aber auch wirklich der Fall. Denn differen-
zieren wir {S,_,},_, etwa mnach «, wobei x irgendeine Zahl der Reihe
1,2, n—1 ist, so erhalten wir:

+2u Vo) 2# )]

Genau so wie beim ersten Integral der Gleichung (Bbb) zeigt sich, daB
dieses Integral identisch verschwindet. Es ist also tatstichlich gezeigt, daB
sich unter den gemachten Annahmen die Kreisintegral-Funktion von ¢,
und mithin &, seibst so bestimmen 1a8t, daf y, fir alle Werte der
Integrationskonstanten die gewiinschte Periodizitit besitzt. Wie im Fall
n =1 ist wieder nur der gerade Bestandteil von ®, eindeutig bestimmt
und der ungerade Bestandteil kann noch vollkommen willkiirlich gewdhlt
werden.

Nun fragen wir noch nach der geometrischen Bedeutung der Kon-

stanten ¢,. Setzen wir
2n
S =chZx,
§

wobei wir uns fiir y irgendeine Losung der Euler-Lagrangeschen Glei-
chung eingesetzt denken, so wird

a1 () = 8.0
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nun ist aber

(8,) /[<Iw>y_ya Yo+ (Foy)y oy, w1 do + (8,00

¥ =g v =y
oder, indem wir auf das erste Integral partielle Integration anwenden und
die Differentialgleichung fir 4, beriicksichtigen

{S'n} = [(T0y>y _yoyn_‘zﬂ { }Z 1’
Y =y

wenn nun alle geoddtischen Linien doppelpunktfrei und geschlossen sind,
so ist y, periodisch von der Periode 2w, und mithin verchwindet der
Klammerausdruck auf der rechten Seite. S bedeutet die Linge der geo-
datischen Linien und wir erhalten somit

1 /0"°8 )
= 1 (dy. ),,._

Wollen wir die Kugel so variieren, daf dabei die Linge der ge-
schlossenen geodifischen Linien erhalten bleibt, so missen demnach die
Konstanten ¢, = 0 gewdhlt werden.

Aus dem Obigen folgt auch der Satz: Wenn auf einer Fliche alle
goodiitischen Linien doppelpunktfrei und geschlossen sind, so besitzen sie
alle die gleiche Linge. Dieser Satz findet sich auch schon bei Zoll. Der
Vollstindigkeit halber wollen wir fiir ihn noch einen einfachen Beweis
angeben. Wir beschrinken uns auf eine Schar geoditischer Linien, die
durch einen Punkt gehen. Es ist dies erlaubt, denn alle geschlossenen
doppelpunkifreien geodatischen Linien miissen sieh mindestens zweimal
schneiden, wie man aus dem Satz iiber die Totalkriimmung leicht erkennt.
Das Koordinatensystem auf der Fliche depken wir uns nun so gewshlt,
daB y = O eine beliebige geoditische Linie ist und z die Bogenlinge auf
ihr bedeutet. Nun bezeichnen wir den Winkel, den eine beliebige andere
geodiitische Linie unserer Schar mit y =0 im Schnittpunkt z = 2z, ein-
schlieBt mit «, ferner die Linge von y =0 mit s. Fir die Linge einer
beliebigen Kurve unserer Schar erhalten wir somit ein Integral von der

Form
o o]

S =='/‘F(xyy’) dz.

Zo+ 8
o8 oy’ oy
(3_‘;)03 f(Fy, 5; + Fy 5;) dx.

To

Jetzt bilden wir

Dieses Integral ist aber die erste Variation von § und somit Null,
weil 2¢ am Anfangs- und Endpunkt des Intervalles verschwindet. Da
o«

20*
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aber y =0 eine beliebige Kurve unserer Schar ist, so gilt allgemein
@ =
oo
Um den obigen Ansatz zur Aufstellung siimtlicher singularititenfreier
Flichen mit lauter geschlossenen doppelpunktfreien geodatischen Linien
zu vervollstindigen, wiren insbesondere noch zwei Fragen zu beantworten:
1. Es wire eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der

0 und S muB somit eine Konstante sein.

aufgestellten Reihe (1 +2 W(Dv) aufzustellen.
1

2. Es wire die Bedingung anzugeben, der der Flichenmafstab bei
konformer Abbildung der Fliche auf die Kugel, aufgefaft als Funktion

des Ortes auf der Kugel, bei uns der Ausdruck (1 —i—E p”d)y), zu ge-
1

niigen hat, damit man ihm eine geschlossene singularititenfreie Fldche
zuordnen kann.



