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l~ber F l~chen  m i t  l au t e r  geschlossenen geodh t i schen  Linien .*)  

Von 

P. F u ~  in Salzburg. 

Einleitung. 
Mit den beiden Fragen: Wie finder man auf einer gegebenen Fl~che 

die geschlossenen geod~tischen Linien, und wie finder man Fl~chen, auf  
denen aUe geod~tischen Linien geschlossen sind, haben sich bereits mehrere 
Arbeiten beseh~ftigt. F~ir uns kommen haup~siichlich die folgenden in 
Betracht. Darboux**) hat zuerst in den 1%ten zum Cours de m~canique 
veto Despeyrous und sparer in seinen ,,Lemons sur la thgorie ggn~rale" des 
surfaces" die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angegeben, 
dab auf einer Rotationsfl~che alle geodiitischen Linien geschlossen sind. 
Angeregt durch Herrn Prof. Hilbert hat Zoll***) in seiner Dissertation 
unter Benutzung der Entwicklungen yon Darboux eine geschlossene 
singularit~tenfreie Rotationsfl~che mit lauter geschlossenen geod~tischen 
Linien angegeben. St~ekel~) hat den Verlauf der geod~itischen Linien auf  
Liouvillesehen Fl~ichen untersucht. Auch hierbei hat sich die MSglichkeit 
herausgestellt, dab alle geod~tischen Linien geschlossen sein kSnnen, und 
St~ickel hat eine ausgedehnte Fl~ichenklasse angegeben, bei der dieser Fall  
wirkiich eintrifi~. Dagegen is~ es ibm nicht gelungen, die Frage, wann 
alle geod~tischen Linien geschlossen sind, in yeller Allgemeinheit zu be- 
antworten. Poincar~-t) hat auf zweifache Art bewiesen, dab auf jeder 
geschlossenen konvexen Oberfl~iehe mindestens eine geschlossene geod~tische 
Linie existierk Beim ersten Beweis zeigt er zun~ichst die Richtigkeit des 

*) Die ers~en drei Kapitel dieser Axbeit stimmen, abgesehen yon unwesent- 
lichen Anderungen im zweiten Kapitel, mit denen meiner unter dem gleichen Ti~el 
erschienenen Dissertation (G~ttingen 1911) fiberein. 

**) Darboux, Lemons sur la th~orie g~n~rale des surfaces 3, S. ~. 
***) Zoll, Diss. GSttingen 1901. Math. Ann. 57, S. 108. 

t) S~ekel, J. f. M~th. 130, S. 89. 
-~j-) Poinearg, Trans. Am. Math. Soc. 1905, S. 237. 



Flachen mit geschlossenen geodt~tischen Linien. 279 

Satzes fiir F|~chen, die nur wenig yon der Kugel verschieden sind. Er 
benutz~ dabei seine eigenen Untersuchungen tiber die Existenz periodischer 
L~sungen yon Differentialgleichungen, die er im 3. KapRel des 1. Bandes 
seiner ,,M6thodes nouvelles de la mgcanique c~leste" angestellt hat, und 
schliel~t dann dutch Kontinuit~tsbetraehtungen auf die aUgemeine Gfiltig- 
keit des Satzes. 

In der vorliegenden durch Prof. Hilbert angeregten Arbeit werden 
nun im 1. Kapitel die Ergebnisse yon Darboux und Zoll auf eine neue 
Art hergeleitet und vervollst:,indigt. Gegenstand des 2. Kapitels ist eine 
gewisse Funktionalgleiebung fiir Funk~ionen des Ortes anf der Kugel, die 
dann im 3. und 4. Kapitel zur Anwendung kommt. In~egriert man eine 
Funktion des Ortes auf der Kugel liings eines gr~t3ten Kreises, so ist im 
allgemeinen der Weft des Integrals eine Funktion der Parameter, die den 
Krels eharakterisleren. Ich bezeichne sie als Kreisintegralfunktion und 
l~se auf zweifache Art die Aufgabe: Wie bestimmt sich eine Funktion 
des Ortes auf der Kugel, wenn ihre Kreisintegralfunktion bekannt ist? 
Die erste LSsung bentitzt Kugelfunktionen~ die zweRe besteht in der 
Zurfickftihrung der vorgelegten Aufgabe auf die AuflSsung der Abelschen 
Integralgleichung. Im 3. Kapitel wird der St~ckelsche Ansatz zur Be- 
haadlung der Liouvilleschea Fl~ehen dutch einen einfaeheren ersetzt und 
die bei ibm often gebliebene Frage*) beantwortet. Das 4. Kapitel enth~.lt 
einen Ansatz zur aUgemeinen LSsung tier Aufgabe: Wie mul~ man die 
Kugel variieren, damit aus ihr wieder eine Fl~che mit lauter geschlossenen 
geod~itischen Linien entsteht? Dieser letztere Gedanke rtihrt yon Herrn 
Prof. ttilbert her und ha~ mir die Anregung zu den im 2. Kapitel eat- 
wickelten und ira 3. und 4. Kapitel angewandten Be~rachtungen fiber die 
Kreisin~egralfunktion gegeben. 

1. K~pitel. 

Rotationsfl~chen. 

In diesem Kapitel woUen wir die Frage behandeln, unter welcher 
Bedingung auf einer ttot~tionsfi~che alle geod~tischen Linien geschlosse~ 
sind. Wir wol]en uns dabei auf den Fail beschr~nken, daI~ sich die geo- 
d~tischen Linien schon nach einem Umlauf schliet~en. Die Gleichu~g der 
geod~tischen Linie auf einer [~otationsfl~ehe lautet: 

~t 

f a d~ q~ - -  ~ o  = -~- V , . , _ _ a ,  

0 

*~ 1. c. S. 11~. 



280 P. F ~ .  

Dabei bedeute~ ~ den Winkel der Meridianebene mi~ der Ebene eines 
festen Nu]lmeridianes, r den Radius eines Parallelkreises, u die Liknge au f  
dem Meridian und zwar yore grSB~en Parallelkreis aus naeh der einen 
Seite hin positiv, nach der anderen Seite bin negativ gerechnet, a die 
Clairau~sche Konstan~e. Wir nehmen nun an, das Maximum yon r sei 
gleich 1 and setzen 

r ~ c o s , l ~  a ~  cosi.  

u wird dann irgend eine Funktion yon ~ werden. 

+ r  

- d r  + 

Flit die Kugel wird r und also auch $ '  gleich Null. Wit verfolgen 
nun eine geod~itisehe Linie yon ihrem Schnittpunkt mi~ dem grSf t en  
Parallelkreis aus nach beiden Seiten bin, his sie zum ers~en Mal e inen 
Parallelkreis berfihrt. Durch die beiden Berfihrungspunkte denken wir u n s  
die Meridianebenen gelegt, den Winkel, den sie miteinander einschlieBen, 
bezeichnen wir mit ~. Damit sich nun die geodiitischen Linien nach e inem 
Umlauf schlieBen, muB fiir alle Werte i 

+ i  

--_ f o o B i  = 
f} ,_] cos ,~ ] /r  cos~i 

- - i  

sein. Wir wissen nun, ftir q )=  0, fiir die Kugel, ist dies der Fall. Be-  
zeiehnel ~ die geographisehe Breite, ~ die geographisehe Liinge, so IauSe~ 
die Gleiehung der geodKiischen Linie auf der Kugel (wie man ans d e r  
sphiirisehen Trigonometrie entnehmen kann): 

tg V ---- tg i sin ~. 

Beniitzen wir nun gerade diese Gleiehung, um im obigen Integral f s t a r t  
als Integrationsveriinderliehe einzuftihren, so wird, wie man ohne j e d e  

Reehnung sofor~ sehlieSen kann, 

~$ 7g 

wobei s~att 
r  (~) = Z (tg ~) 

gesetz~ ist. Soll ~ gleieh ~t sein, so mug das zweite Integral versehwinden. 
Dies ist dann der Fall, wean Z eine ungerade Funktion seines Argumen~es 
ist, und es ist dies auch nut dann der Fail. Das zweite Integral k~maen 
wir n~mlich auch in der Form sehreiben: 

J~Z (tg i sin ~) + ~ (-- ~g i sin ~)) d ~. 
0 
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Nehmen wir an, der Iutegrand sei s~etig, weehsle nieht uaendlich oft sein 
Zeiehen und versehwinde nicht identiseh, so kSnnte man tg i  so bestimmen, 
dal~ aueh das Integral yon Null versehieden ausf~llt*). 

Far alas Folgende is~ es bequemer V(sin 7) s~att ~(~g 7) zu sehreiben. 
Wean ~ eine uagerade Funktion yon ~g ~ ist~ so mug na~iirlieh auch 
eine ungerade Funk~ion yon sin 7 sein. Wir denken uns nun, die Rotations- 
aehse falle in die Z-Aehse und wKhlen zar X Y-Ebene die Ebene des 
gr61~en Parallelkreises, fiir die Meridiankurve in der XZ-Ebene erhalten 
wir dann wegen 

(dx~ ~ { dz'~ ~ du 
+ = --- (1 +  (si. v ) '  

die Parameterdarstellung 
tl 

0 

Soll hierdurch sine regul~ire geschlossene Kurve erklart soin, so mu$ ~p 
im Interval1 - -1  bis -/-1 reguliir erkl~r~ sein, and ferner mu$ 

I 1 § ~ (sin 7) 1 > I sin 71, 
and weil ~ in unserem Fall eine ungerade Funktion sein soll, so muB aueh 

[ 1 -- [ O(sin ~)11 > [sin 71, 
&ISO 

I < 1 - I 7 I. 
Hieraus folgt aueh 

, ( - - 1 )  = ~ ( + 1 )  = 0. 

F~ir das Linienelement erhalten wir 

ds  ~ = (1 + ~(sin ~))~d7 ~ + cos ~ ~ dv  ~. 

Die gefundene notwendige nnd hinreiehende Bedingung dafiir, da$ 
sieh auf einer Rotationsflgehe alle geod~isehen Liaien nach einem Um- 
lauf sehlie$en, lgg~ sich folgendermagen geome~riseh deuten. Wir bezeiehnen 
zwei Punkte der Rotationsfl~che a]s einander en~sprechend, wenn die Ver- 
bindungsgerade parallel zur Rotationsachse ist. Denken wir uns in die 
Rotationsflgehe so eine Kugel hineingelegt, dab ihr Aqna~or mi~ dem 
grSl~en,Parallelkreis der Fl~che zusamraenf~llt. Es rn~ge ferner auf jeder 
Sei~e des Xqua~ors ein Puakt der Fliiche und ein Punkt der Kugel als 
einander gegensei~ig entsprechend gelten~ wenn ihre Verbindungsgerade 
ebenfalls parallel znr Ro~a~ionsaehse ist. Dann gilt ftir die gesuehten 
Fl~ichen: Die Summe der L~ngen zweier auf der FlKche einander ent- 
spreehenden MeridianstLicke ist gleieh der Summe der Li{ngen der beiden 
einander gleichen Meridianstfieke, die ihnen auf der Kugel en~sprechen. 

*) Eine ~hnliche Frage wird a, usffihrlicher ira ~. Kapitel besprochen. 
Mathemati~che Annalen. LXXIV. 19 



'282 P. Fv~. 

Als Beispiel w~ihlen wir erstens: 

(sin ~/) = sin ~, 

Dieser Wahl  yon ~p entspricht nach dem obigen keine singularit~ten- 
freie Rotationsfl~che, auf der alle geodiitischen Linien geschlossen sind. 

Wohl aber sind a]le diejenigen geod~tischen Linien geschlossen, die 
vollkommen in dem (lurch die Ungleiehungen 

1 < sin ~7 < ~-,  
2 ~ 

also 

gekennzeichneten Gebiet verlaufen. 
Das sind also diejenigen ffir die 

is~. Setzt man fiir 
sin ~ ---- 1 --  Q, 

so erh~lt man fiir das Linienelement 

In der Tat die Extremalen, die zur Forderung 

f ]//-~ ]// [do]'..b @~ r u  1 d ~ = o  r\d~/ 
gehSren~ sind gesehlossene Kurven, sie sind n~mlieh Ellipsen, wenn man 
0 und q~ als gewShnliche ebene Polarkoordinaten deutet. Denn wende~ 
man auf den Fall~ daiS ein festes Zentrum auf einen bewegliehen Punkt  
eine nach dem New~onschen Gravitationsgese~z wirkende Kraft ausiibt~ 
das Jaeobisehe Prinzip der kleinsten Wirkung an, so gelangt man zum 
oben angesehriebenen Variationsproblem. 

Setzt man 
sin ~ = 1 --  03, q~ = 2~, 

so wird 
ds ~ = 4(2- -~  ~) (dQ~+@~d~'). 

Dies entsprieht dann dem Fall,  we die Kraft  proportional dem Abstand 
veto anziehenden Zentrum ist. Bekanntlich sind aueh dann die Bahn- 
kurven ebenfalls Ellipsen. 

Wghlt  man ffir 
1 

~p ~ y sin ~/ cos ~ 7, 

*) Siehe Darboux II, S. t52. Die Gest~Mt~ tier Rotat~ionsfl~chen, die zu diesem 
Linienelemen~ gehSren~ wurden yon A. Pilsner (Kieler Diss. 1904) genauer un~ersuch~. 
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so erhalien wir nach dem obigen eine singularitiitenfreie FliicJae and zwar 
entspricht dieser Wahl yon r das Beispiel, das yon Zoll angegeben warde. 

Schliel~lich erwiihnen wir noch zwei Siitze, die sich unmitielbar be- 
weisea lassen, indem man unsere Parameterdarstellung fiir die Meridian- 
kurve der gesuchten Fliichea verwendet. 

1) An jener S~elle, wo die Meridiaakurve den griig~en Parallelkreis 
schneider, ist ihr Kriimmungsradius ~ebenso grog wie der des griil~ten 
Parallelkreises. (Dieser Sa~z wurde auch schon yon Zoll auf andere Weise 
bewiesen.) 

2) Die Obertti~che einer singulariti~tenfreien Rotationsfli~ch% auf der 
sich alle geodiitischen Linien nach einem Umlauf schliel~en, ist stets vier- 
real so grol~ wie die Fl~iche des grSl~ten Parallelkreises. 

2. K~pi te l .  

Uber  eine gewisse F u n k t i o n a l g l e i e h u n g  fiir Funktionen des Ortes 
auf der Kugel. 

MR O(uv) wollen wir im fblgenden immer eine eindeu~ige Funktion 
des Ortes auf der Kugel bezeichnen, u sei der Abs~and yore lgordpol, 
v die geograph[sche Li~nge. Wir beschr'~nken uns zu~iichst auf solche 
Funk~ionen, die in eine gleichmi~Big konvergente Reihe yon Laplaceschen 
I~ugelfunk~ionen entwickelbar sind. 

Es sei also 
r v)----- J~o+ r ,  + r~ + r ~ . - . .  

Die Funk~ion 

-~ ( r  (u, v) + r ( ~ -  u, v + ~)) = Y0 + Y~ + Y~ " "" 2 

women wir als den geraden Bestandteil und die Funktioa 

i (r v ) -  r  v+~)) -- I71 + rs + Iz5". 
2 

wol]en wir als den ungeraden Bestandteil yon (P bezeiclmen, ferner soll 
eine Funktion eine gerade Funktion des 0rtes auf der Kugel heiBen, wenn 
ihr ungerader Bestandteil iden~isch verschwindet, d. h. wean sie an dia- 
metral entgegengesetzten Stellen der Kugel den gleichen Wert annimmt, 
sie soll eine ungerade Funktion des 0rtes auf der Kugel heiBen, wenn 
ihr gerader Bestandteil identisch verschwindet, also wenn sie an diametral 
entgegengese~zten Stellen der Kugel Werte yore gleichen absoluten Be~rag~ 
abet enigegengesetzten u annimrat. 

Wi t  denken uns nun auf der Kugel einen beliebigen grSgten Kreis 
gezeichnet, d e r m i t  einem Richiungssinn versehen sein mSge. Es sei & 

19" 



284 P. FunK. 

die geographisehe L~nge sines seiner Schni~tpunkte S mit dem ~_quator 7 
i der Winkel, den der mit Richtungssinn versehene Kreis mit dem ira 
Shin der waehsenden v durchlaufenen Aqua~or einschlieBk P sei sin be- 
liebiger Punkt auf dern Kreis. Die L~inge des Bogens S P  sei s und zwar 
mSge ;~ wachsen, wenn sieh /~ in dem auf dem Kreis vorgegebenen 
Richtungssinn beweg& Die beiden Pole, die zu diesem ~o~r6~ten Kreis ge- 
hSren, haben die Koordinaten 

u ~ i  v = & - - - -  2 
bez. bez. 

Nun betrachten wir �9 l~ngs eines grSfl~en Kreises als Funktion yon ~t, 
d. h. wir ersetzen in ~ u und v dureh 

u ~ aroeos (sin i sin ;~), 

v = ~ + arctg (~g X cos i). 
27r 

Je~z~ berechnen w i r j ~  d~ und ordnen den Wer~ dioses Integrals jedem 
0 

der beiden Pole zu, die zu diesem Kreis gehiiren. Indem wit uns dies 
fiir alle grSl~ten Kreise getan denken, erhalten wir efile gerade Funktion 
des Ortes auf der Kugel, die wir als ,,Kreisintegral-Funktion yon O '~ bo- 
zeichnen wollen. Wit bezeichnen sis mit ~(i, &) und schreiben also: 

2rt  

0 

Uber die Kreisintegral-Funk~ion golden fo]gende S~tze: 
I. Die Kreisiniegral-Funktion einer ungeraden Funktion ist Null. 

II. Die Kreisintegral-Funklion einer Konstanten C ist 2:rC. 
III. Die KreisintegrM-Funk~ion einer Laplaceschen Kugel~hnktion ge- 

rader Ordnung Y~h is~ 2~rP~^(0)Y~, wobei P ~  das Legendresche Poly- 
nora bedeute~*). 

P,+(o) = (-1)+ ~ 3 5 . . .  ~ : ~  1 ~.~.g : ....... 

Zum Beweise erinnern wit an die Relationen 

~ j ~ d v  = AoP,~ (cos ~), P,~(--1)  = ~ ( + 1 )  = 1 
0 

*) Vgl. die Minkowskische Arbeit ~iber K~rper konstan~er Brei%e. ~finkowski, 
Ges. Werke tI, S. 277. 
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A o ist der Wert yon :Y2h an den Polen und 2~Psa(O)A o ist der Weft 
tier zu Y~h geh~irigen Kreisin~egral-Funktion an den Polen. Da abet die 
Pole keine ausgezeichneten Punkte sind, so is~ mithin der Beweis f i r  die 
obige Behauptung schon erbracht. 

IV. Die Krelsintegral-Funktion einer endliehen oder g]eichmii$ig kon- 
vergenten unendlichen Summe yon Funktionen ist gleieh der Summe der 
Kreisintegral-Funktionen der einzelnen Summanden. 

2 t :  ' 2~  

Kreisintegral-Funklion yon j~)(u ,  v)dv isl ]Z ( i ,  ~))d~). V. Die 
0 0 

Dieser Satz ergibt sich, wenn man bei der Berechnung der Kreis- 

integral-Funk~ion yon j'O(u, v),dv start v: ~ als-Integrationsvariable ein- 
0 

fiihrt und dann die Reihenfolge der Integrationen naeh @ and ;~ ve~rtauseht. 
VI. Der Mi~telwer~ der Kreisintegral-Funktion ist gleieh dem Mi~el- 

wert der Funktion selbst multiplizier~ mit 2z; d. h. 
2 r t  :,'t 27r 

~ j d @ / z ( i ,  @)sinidi ~/r sinudu. 
0 0 0 0 

Es ist nimlich 

;~ sin i @ sin i di = 
t 
0 0 0 0 

di. 

2 ~  

Nun first sieh,[q) d@ auch so bilden, daI =an z u e r s t / ~  (u, v)dv bildet 
0 0 

und hernach cos u dureh das Produkt sin i .  sin ,t erse~z~. Es is~ sorai~ 

Odq  in i and 
0 

2z t  

tausehen.~---~/di 

2 symme~risch und demnaeh kSnnen wit i u n d  2 vet- 

" ( / : )  , in~s 2 d@ di  ist aber der iber die ganze Kugel 
0 

2 z  

MiStelwert yon .]~ dv und demnach das 2z-lathe des Mittet- genomlnene 
0 

wertes yon dp. 
Wenden wit uns jetz~ der Aufgabe zu, eine Funktion zu bes~immen, 

wean ihre Kreisintegral-Funktion bekannt ist. Nach Satz III und IV 
kSnnen wir so vorgehen. Wit entwickeln Z naeh Kugelfunktionen. Es 
seien A~,~ die Koeffizienten der En~wicklung. Wit setzen nun eine Reihe 
an, die nach Laplaceschen Kugelfunktionen fortschreite~ und deren Koef- 

.A  2 h .v 
fizienten u~p~t,(o ) lauien. Wenn die so gebildete Reihe gleiehmiBig ken- 
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vergiert,*) so stellt sie den geraden Bestandteil einer Funktion dar, deren 
Kreisintegral-Funktion ~ ist. Bei Voraussetzung der gle}chm~Bigen Kon- 
vergenz der Reihe fiir r folg~ unmittelbar, dab der gerade Bestandteil der 
Funktion dutch die Kreisintegral-Funk~ion eindeutig bestimmt is~. 

W i t  wollen hierfiir jetz~ noeh einen zweiten Beweis geben, der yon 
Kugelfunktionen keinen Gebraueh macht. Wit  beschr~nken uns dabei 
auf stetige Funk~ionen des Ortes auf der Kugel, bei denen fiir ein be- 

stimmt gew~hRes Koordinatensystem die Funktion . r e ( u ,  v)dv nieht un- 
0 

endlich oft ihr Zeichen wechselt und in der Umgebung der Pole yon Null  
versehieden ist. Da die Differenz zweier Funktionen mit gleieher Kreis- 
integral-Funktion Null zur Kreisintegral-~unktion hat, so kommt es nu t  
darauf an~ folgenden Satz zu ze~gen. 

VII. Ist die Kreisintegral-Funktion identisch Null, so ist auch tier 
gerade Bestandteil der Funktion, zu der sie gehSrt, Null, d. h. die Funktion 
ist eine ungerade. 

Bewei s :  Angenommen, es g~be eine yon Null verschiedene gerade 
Funktion des Ortes auf der Kugel, deren Kreisin~egral-Funktion Null ist. 
Nun w~hlen wir das Koordinatensystem entspreehend den obigen Annahmen, 

2 z  

bilden das Integral _f'C(u, v)dv und bezeichnen die so erhaltene Funktion 
0 

mit U/(eos u). Sie ist uach unseren Voraussetzungen stetig, wechselt nicht 
unendlich oft ihr Zeiehen und is~ mindestens in der Umgebung der Pole  
yon Null verschieden. Nach Satz V mii~te aber die Kreisintegral-Funktion 
yon ~/ Null sein~ d. h. es miiBte ffir alle i 

y ~ ( s i n  i ~) X = sin d 0 
@ 

sein und demnach auch ffir { = O, also miiB~e auch gelten: 

o. 

Andererseits kSnnen wit stets zwei positive Zahlen a und b, a < b, w~h.len, 
sodaB s alle Werte yon 

- - b _ < c o s u ~ b  

*) Eine hinrelchende Bedingung hierffir und somi~ f~ir die S~e~igkeit der Funk- 
trion r babe ich in meiner Dissertation angegeben. Der Zus~mmenh~ng zwisehen den 
Koeffizien~en tier Entwicklung yon r and ~ liei~e slch i~hnlich wie bei S~tz VI aueh 
direk~ herleRon, wodurch man dana ~uf die Gleichm~l~igkei~ der Konvorgenz ver- 
zichtea k~nnte. 
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sein Zeiehen nicht ~inder~ und daft fiir alle Werte yon cos u, f~r die 

=< Ir ut < b 
is~, IT] grSl~er als eine feste positive Zahl e ist. W~ihlen wit nun i so, da~ 

sin i = b, 
so wird f~r diesen Wer~ yon i 

[ d (cos u) 

was ira Widersprueh steh~ rai~ der Fests~ellung~ dab die Kreisintegral- 
Funktion identiseh verschwinden solRe. 

Vora obigen kSnnen wir s geometrische Anwendung raachen. 
Die Funk~ion des Ortes auf der Kugel deuten wit als das halbe Quadra~ 
des Radiusvektors einer geschlossenen Fl~che~ die in gewShnlichen riiura- 
lichen Polarkoordinaten dargestell~ sein raSge. Die Kreisintegral-Funktion 
bedeute~ dann den Inhal~ jener Fls die die Fl~iehe auf den ~ 
dutch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Ebenen ausschneidek Man 
kazan also noeh uaendlich viele Fl~chen angeben, bet denen jene Flgehea- 
inhaI~e gegeben sind, aber nut eine einzige ~lR~elpunktsfl~ehe. Insbesondere 
ergibt sich: 

Die Kugd ist die ein~ige Mit~elpunktsfl&he, we fiir alle durch den 
Mittelpun~t gehenden Ebenen der F~heninhal t  densdben Weft hat. 

Deuten ~vir r als Stiitzebenenfunktion, so folgt der Minkowskis&e 
Satz, daft K6rloer yon konstantem Stiitzzylinderumfang auch stets Kgrper 
yon lconstanter Breite sin& 

Das obige steh~ auch in Beziehung rai~ einera Problem der Mechanik, 
das Abel*) gelSs~ hat~ undes  l~Bt sich die dort angewandte Methode dazu 
bentitzen, um noch auf eine zweRe Art den geraden Bestandteil einer 
Fuaktion des Ortes auf der Kugel bet gegebener Kreisin~egral-Funktion 
zu berechnen. 

Zun~chs~ beschr~nken wir uns auf den Fail, dal] die Kreisinteg'ral- 
Funktion yon & unabh~ingig ist. Dann wird auch die gesuchte gerade 
Funktion des Ortes auf tier Kugd yon v unabh~ngig sein. Wit bezeichnen 
sie rai~ F(cos 2 u). Ferner setzen wir 

cos ~ u = y, sin ~ i = x, 
2 ~  

z(i) = f F ( s i n '  i sin ~ Z) dZ = ~(x).  

�9 ) Ausf~ihrlicher habe ich diesen Zusammenhang in meiner Disser~ion be~prochea. 
Leider sind an dieser Stelle zwei Druckfehler. 

S. 14 Zeile 9 lie{~ U(0)~ 0, 
S. 14 Zeile 15 a ~ 0 ,  b ~ 0  geh~rt zwei Zeilen tiefer. 
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Wegen 

wird 
cos u = sin i sin 

1 

d ~ -  d(cosu) V-ydy 
F~sin~ i 2- costal eVx--y 

Beriicksichtigen wir ferner, da~ in unserm Fall, woes  sich um eine gerade 
yon v unabh~ngige Funktion handelt 

0 0 

so erhalten wit fiir die aufzul~sende Funktionalgleichung 

2 :F(y) d y 

0 

Hierin ist .F gesueh~ und ~o bel~anng. Wir erhalten die LSsung in der 
Form (s. Goursat, Cours d'Analyse, 2. 6d., S. 343) 

- y 

0 

Aber auch im allgemeinen Fall liiBt sich die Abelsche Methode ver- 
werten. Es sei %(i#) die gegebene Kreisintegral-Funktion. Angenommen 
es exis~iert zu ihr eine ste~ige gerade Funktion des Ortes auf der Kugel~ 

2 z  

I J r  (u, v) dv ist die wir mR r v) bezeichnen wollen. Die Funktion 
0 

unabh~ngig yon v~ besitz~ an den Polen denselben Weft wie r und ihr~ 
2~z 

Kreisialtegral-Funktion ist ~--~.l~(i@)d~. Also kSnnen wit den Wer~ der 
0 

Funktion �9 an den Polen berechnen~ und da wir dutch eine Koordina~em 
transformation jeden beliebigen Punk~ nach den Polen hin verlegen kSmaen, 
so ist r allgemein bekannt. 
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3. Kapitel. 

Liouvil lesche Fl~ichen. 

Under Liouvilleschen Fl~chen versteht man bekanntlich solche, deren 
Linienelement sich auf die Form bringen l~Bt 

ds ~ = (V(u)- -V(v) )  (du ~ + dye). 

Bei unseren Untersuchungen werden wir das Linienelement in der Form 

ds ~ = (1-- x ~ - y ~ )  (X~(x) dx  ~ + Y~(y) dy ~) 

zugrunde legen, was keinen wesentlichen Unterschied bedingt. Wir be- 
schriknken uns darauf, folgende Frage zu beantworten. Wie miissen die 
Funktionen X ( x )  und Y(y) bestimmt werden~ damit die Extrem~len, die 
zur Forderung 

f = o 
gehSren~ lauter geschlossone Kurven darstellen, wenn x und y als gewShn- 
liche rechtwinklige Koordin~ten in der Ebeno gedeutet werden? WiihR man 

X (x) = 1, Y(y) = 1 

so sind die Extremalen Ellipsen. (Vgl. Kap. 1.) 
Die Hamilton-Jacobische partielle 

unserem Fall 
(? s V (~ s~ , 

setzen wir 

so wird 

? x] x~ X~(x~ § ---- sin~ i, 

Differentialgleichung lautet in 

+ y ~ - -  i ,  

\~v/_ § y2 __ cos' i ,  

0 0 

und fiir die Extremalen erhalten wit 

x g 

i / ~  _ ~, j V ~ ,  = ~o" 
fl 0 

i und ~o sind die Integrationskons~anten*). 

*) Beil~iufig mag folgendes bemerk~ werden. Wenn wit uns fiir den Fall X ( x )  .-~ 1, 
:Y(y) = 1 der ira Kapitel 1 angegebenen physikalischen Deutmag bedienen, so bedeutet i 
den Arcustangens des Amplituden-Verh~ltnisses der x undy Komponente der Schwingung, 
% die Phasenverschiebung. (Bei der zugehSzigen Rot~tionsfli~che hat die Integra~ions- 
konatante i jetzt eine andere Bedeutung als im ersten Kapitel.) 
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Fiir die in dieser Gleichung dargestellten Kurven verschaffen wit uns 
eine Parameberdarstellung, indem wit setzen: 

y 

. . . .  i" r<y> a~ f X(x) dx 
d Ki~,~_~p~, ~, j V~,~z_y" = v - -  %. 
0 D 

Liisen wir die erste (]leiohung nach x, die zweite Gleichung nach y auf, 
so erhalten wi t  nach einem Satz yon WeierstraB*) x und y als periodische 
Funktionen yon v und zwar hat x die Periode 

+ s ini  

2 {'. X(~)d% 

und y ha~ die Poriode 
+cos~ 

Qy = 2 f ~ 7 _ ~ _ y ,  y(y) ~y " 
- - c o s  ~: 

t t ierbei wird vorau sgese~zt, dab X (x) bez. Y (y) im Intervall --  sin i s x s sin i 
bez. - cos i < y < cos i ihr Zeichen nieht; wechseln. Se~zen wit  

x ----- sin i sin ~, y ---- cos i cos ~, 
daher 

Q~ = f X ( s i n  i sin ;~)d ~, 
0 

Q~ = f Y(cos i cos ;t) d 
0 

und ferner 

~-~ = q .  

Im allgemeinen wird q eine Funk~ion yon i sein. 
Sollen die Ex~remalen geschlossen sein, so muB q einen rationalen 

Wer~ azmehmen. (Wird q irrational, so schlieBt man iihnlich wie in der 
berei~s in der Einleitung genannten i rbei~ yon S~iickel, dab daan die 
Extremalen den rech~eckigen Bereich 

- -  sin i_~ x < sin i, - -  cos i ~ y ~  cos i 

fiberall dieht iiberdecken). Die Frage, die wir zu Anf~ug des Kapitels 
gestellt haben, verwandelt sich jetzt in die folgende: Wie mfissen die 
Funktionen X(x), Y(y) bestimmt werden, dami~ die Relation 

----j'~x (sin i sin it) d), = qfy (cos i sin z) dX 
0 O 

*) Vgl. WeierstzaB, Werke Band 2, S. 1. 
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ffir alle Werte / erftillt ist, wobei g jetzt eine feste rationale Zahl be- 
deutea sell? Die Antwort lautet: Man w~ihle die rationale Zahl q und 
die Funktion 17 vollkommen willkiirlich und berechne die linke Seite der 
obigen Gleichung. Man deute die so gebildete Funktion yon i als Kreis- 
in~gral-Funktion und berechne nach den Vorschris des vorigen Kapitels 
den geraden Bestandteil der dazu gehSrigen Funktion des Ortes auf der 
Kugel. Schliel~lich ersetze man cos u (lurch x und ftige noch irgend 
eine ungerade Funk~ion yon x hinzu, auf diese Art finder man das all- 
gemeinste Funktionenpaar, das der obigen Gleichung fiir allo Wer~e yon i 
gentigt. 

Um den Vorausse~zungen zu geniigen, die nS~ig sind, damit der 
Woierstral~sche Sa~z anwendbar wird, wollen wit :Y(y) als eine Funkfion 
denken, die im Intervall -- 1 < y < 1 nut positive Werte annimmt. Ebenso 
wollen wit die rationale Zahl q posi~iv annehmen. Je~z~ k~nnte es aber 
vorkommen, dab X(x) an einzelnen Stellen Null oder negativ wird. In 
diesem Fall wollen wit naehtr~iglieh zu IZ(y) eine geeignei gew~hlte Kon- 
stante addieren, sodal~ dann auch X(x) bes~gndig positiv ausfgllt. Gleich- 
zeitig erreichen wir dadurch, dal~ das Fliichenelement im Innern des Ge- 
bietes x ~ + y~ < 1 nieht verschwindei. 

Der Gleichung, die zwisehen X(x) und IZ(y) besteht, kSnnen wir 
folgende einfaehe geometrisehe Bedeutung geben. Deuten wlr den Weft 
der Funktion X(x) als das halbe Quadrat des Radiusvektors einer Rota- 
~ionsflKehe 1 ~  die Variable x als den Cosinus der Neigung des Radius- 
vektors gegen die Rotationsaehse, verfahren wir ebenso mi~ der Funktion 
:Y(y) und bezeiehnen die zugehSrige Rotationsflgehe mit ]~u' dann kSnnen 
wir sagen: Auf je zwei Ebenen dutch den Ursprung mit komplement~rer 
Neigung gegen die Rotationsachse sehneiden iq, bez. /~u Fl~eheninhalte 
aus, die zueinancler in einem festen ra~ionalen Verhiiltnis stehen. 

Im Fall X(x)= 1, I t ( y ) =  1 arden die E1]ipsen zu Geraden aus~ 
wenn v o = h~r, wobei h irgend eine ganze positive oder negative Zahl 
oder Null bedeutet. Das Analoge ~riit nat~irlieh aueh im allgemeinen Fall 
auf und zwar wenn 

sin i cos I 

O 0 

wobei h und k ganze Zahlen oder Null bedeuten. Ftir diese singulgren 
Werte yon i und v o erhalten wir keine gesehlossenen Extremalen. 



4. Kapitel .  

Ein Ansatz zur Aufstellung s~mtl icher  Fliiehen mi t  lauter  
geschlossenen geod~tischen Linien, die durch kontinuierliche 

Yariation aus tier Kugel hervorgehen. 

Der yon Herrn Prof. tti].bert herrtihrenden Problemstellung~ wie man 
die Kugel variieren muB, dami~ aus ihr wieder eine Flgche mi~ lauter 
geschlossenen geod~tischen Linien entsteht, wollen wit jetzt folgende Form 
geben: Wie m~issen im Variationsproblem 

1 

der Reihe naoh dp,, dps,..., ~ als eindeutige Funktionen des Ortes auf der 
Kugel bestimm~ werden, damit in der vollst~ndigen LSsung der Euler- 
Lagrangeschen Gleichung, die wit in der Form 

ansetzen, der Reihe nach Yl, "" ", Y,~ far alle Wer~e der Integra~ionskon- 
stan~en, periodische Funl~tionen yon x mit der Periode 2s  werden? Dabei 
verwenden wit jetzt im Gegensatz zuflx 2. Kapitel x stafit v und y statt; 

- ~ - -  u zur Bezeichnung der Koordinaten eines Punktes auf der Kugel. 

Im tibrigen behalten wir die Bezeichnungen des 2. Kapi~els bei. 
Ftir /~ = 0 ist die allgemeine LSsung der Euler-Lagrangoschen Glei- 

chung gegeben dutch: 
(1) y = 

Insbesondere erhalten wir ftir i ~ 0 als partikulgre LOsung y ~ 0. W i t  
bezeichnen den Wert yon Yl flit i ~ 0 mit Yt und suchen die Differential- 
gleichung, der Yl geafigen mul~. Wit werden sie erhalten, indem wit in  
der linken Seibo der Euler-Lagrangeschen Gleichung fiir y: #~, einsetzen 
und hierauf den Koeffizienten der ersten Potenz yon ~ gleich lqull setzen. 
Es ist nun, wenn wir zur Abktirzung den Integranden unseres obigen 
Integrales gleich _P se~zen, 

V~ p ,s_ - ,  

Dabei sind yon den Funktionen ~,~,,  .~;',~, .F,,, ]:i',,,, ~ ,~  d~e Werte fiir 
y ~ y ' ~ , #  = 0 zu nehmen. Da aber fiir diese Wer~e 
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so erhalten wir ffir die gesuchte Differentialgleichung 

wobei zur Abkiirzung 
y~" + ~, = f~(x), 

t; (~) = V @ 4 - o  

gesetzt ist. Die angemeine Liisung der obigen Differentialgleichung ist 

~1 ~ j  fl(~) sin ( x - - ~ ) d ~  "4- al cos x + fll sin x. 
0 

Wann ist nun Yl eine periodische Funk~ion mi~ der Periode 2 z ?  Die 
no~wendigen und hinreichenden Bedingungen hierfiir lauten: 1. Es mut~ 
f~(x) diese Periode besitzen. Diese Bedingung isf, sise~s erfii]l~ sobald nut  
r eine eindeutige Funktion des Or~es auf der Kugel ist. 2. Es mfissen 

~rt flzt 

die Integrale . / ' f i (x )  sin x d x  und j ' f x  (x) cos x d x  verschwinden. Diese 
0 0 

beiden Integrale sind abet  iden~isch mit den Differontialquo~ienten der 

Kreisin~egral-Funktion "iron %: 

2 

-f, 
- -  -- ~ E~ d x  + % dx. 

0 0 

Hierbei haben wir uns y und 2 vermSge der Gleiehungen (1) und 

U~ cos i 

als Funktionen yon x ausgedriickt zu denken. Es ergibt sich allgemein 
fiir i = 0  

~ ~"~ = 0 ~Y = sin ( x - -~ ) ,  

[(~_~] sin (x--@)dx*)  

also 

*) Im Ansehlul~ an diese Gleiehung wollen wit folgende Bemerkung anfiigen. 

~r 0~ den Differen~ialquo~ien~en normal zur Richtung r ~ cons~, bez. Bezeichnet ~-~, 

ferner M dtrs l~t~xiraum yon "~"r 1, so wh.d OZ ~ g ~ cons~., - I  -< f2'/l sin(x--#)l dx<4_ M. 

Hieraus kann man Folgendes schliel~en: Sei r die durch 2x dividierte Kreisintegral- 



294 

und somit 
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J \ Y /y -O ~ ~ii=o J \r 
0-=0 0 ~ 0 

2 

Nun wollen wit ja, dab Yi nich~ nut fiir den Weft i = 0 periodisch in x 
mit der Periode 2z  sei, sondern Yl so]l ffir alle Werte yon i und 
diese Eigenschaft besitzen, demnach miissen wit  fordern, dab die Differen- 
tialquotienten yon Zl in siimtlichen Punk~en der Kugel verschwinden d. h. 
Zl mul~ eine Konstante sein. Nach dem 2. Kapitel erhalten wir somit: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft Yl fiir alle 
Werte der Integrationskonstanten periodisch in x mit der Periode 2 z  sei, 
lautet: Die Kreisintegral-Funktion yon r und somit der gerade Bestand- 
teil der Funktion r muff eine Konstanto sein. 

Wir behaupten nun den folgenden Satz: Angenommen 
1. Die Funktionen Yo, Y l , ' "  "~ Y, seien so bestimmt, dait in der linken 

Seite der Euler-Lagrangeschen Gleichung unseres Yariationsproblemes 

d x  .Fy = O, 

nachden~ ffir 

(2) Y = Y0 + ~Y~ + "'" + 9~Y, 

eingesetzt wurd% das yon 9 s Glied und die Koeffizienten yon 9 1 . . ,  
iden~isch versehwinden, 

2. die Funktionen O1, r  r  seien bereits so gewiihl~, da~ 
YJ, "" ", Y~- i  periodisch in x mit der Periode 2~ sind, 

dann ergibt die Forderung~ es mSge auch y~ diese Periode besitzen~ 
eine Gleichung s die Kreisintegral-Funk~ion yon r  ~ls notwendige und 
hinreichende Bedingung. 

Bevor wit den Beweis fiir die aufgestellte Behaup~ung erbringen~ 
fiihren wir zuniichst zur hbkiirzung einige Bezeichnungen ein. Wir se~zen 

1 

Denken wir uns in irgend eine Funktion .F(yy' l~ ) ffir y und y' 

Y = Yo + t~Yl + " " " + P"Y,~, 

Y ' =  Yo + t~y'~ + . . .  + t~ Y,~ 

Funktion yon r und allgemein r die durch ~ dividierle Kr(~isin~egr~l-Funktion 
yon O(~), so ist L r eine Kons~n~e und zwsr nach Satz u im 2. K~pi~el gleizh 

dem Mi~elwert yon r 
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eingesetzt und entwiekeln wir hierauf die Funktion naeh Potenzen yon ttr 
so bezeichnen wit  den Koeffizienten y o n / ~  mit {F}~.  Wird ffir y und y' 

(~) y = gy~  + �9 . .  + #"~1,~, 

y ' =  ~9~ + . .  �9 + t~"-'y,, 

eingesetzt und denken wir v_us dann denselben Proze$ durchgeffihr~, sc~ 
bezeichnen wir den Koeffizienten yon v mit {~}~,,. 

Se~zen wir nun in dor linken Seite der Euler-Lagrangeschen Glei- 

ehung ffir y: ~ .~ /~y~  ein und entwickeln wir naeh Potenzen yon g, so 
0 

erhalten wir 

0 

Bezeichnen wir allgernein den Wert  yon y, far i = 0 mit if,. Soll der 
Koeffizient yon ~ in der Euler-Lagrangeschen Gleichung versehwinden, 
so mug ff~ der Differeniialgleichung 

gentigen. Untersuchen wir,  wie y~ und y~ in - '~ - '  { ~ r  und {f f~}  vor- 
komm~, so erhal~en wir 

somit erhalte.n wir ffir die obige Differentia]gleiehung 

(3a) 
also: 

~ + y~ = f~(x), 

r 
0 

wobei zur Abkiirzung: 

gesetzt isk f , , ( x )  setzt sich in ra~ionaler Weise aus den Funktionen 
- . . z  _ r  _ p  . . . d r  . - . # r  - - f f  

Y l ,  Y~ ,  " " "~ f f , , - x ;  Y l ,  Y2~ " " "~ Y , , - 1  ; Y~ ,  Y~ ,  " " ", Y , , - 1  

und den Fuuk~ionon O1, r �9 �9 .~ ~ ,  und deren Ablei~ungen zusammen und 
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ist somit periodisch mit der Periode 2:r. Damit nun auch ~ diese Periode 
besitze, mug wieder 

21r ~ z  

0 0 
sein. 

Zungchs~ formen wit diese beiden Integrale dutch Anwendung par- 
tieller Integration urn. Indem wir dabei die Periodizitii~ der Funktionen 
{ ~,,},_~ sin x, bez. { ~ , } ~ _ ~  cos x beriicksichtigen, erhalten wir: 

'2z$ 2 ~  

0 0 

j [  { -- ~ ~ V  sin x] dx ~,}~_, ~o~x + ( }:_~ 
0 

und ebenso wird" 

j f ~  (x)cos xdx~f[--{.F,,,,}~,_l-- ~ sin x +{  __F,~},_~ cos xldx .  
0 9 

Wieder lassen sich diese beiden Integrale als Differentialquotienten 
eines einzigen auffassen. Setzen wir 

so behaup~en wir 

(4) 

I s . } :  = ( ( F . i D d x ,  
0 

0 ~ = 0  

O ~ =  

Es ist n~mlich: 

S ~ ~Y = d x  ~ , = o .  

' + ),=o 
Da es sich um die Bildung des Koeffizienten yon ~ handelt, so brauchen 
wir die Po~enzreihen fiir _~',~ und F~,  nut his zum ~iten Glied zu ent- 
wickeln und erhal~en 

o o t-~'1,=o 

+27." 
0 ~=0  0 = 
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~1~ I- f ~--i n--I 

1 

0 1 it=O 

Indem wir die Differentiationen nach y fiir das ersb Integral in (5b) 
ausfiihren~ erhalten wir ftir dasselbe: 

n - - I  ~ 

dx" 
I 0 

Jedes einzelne Glied in dieser Summe is~ abet identisch gleioh Null. 
Denn dutch Anwendung yon partieller Integration k6nnen wir ihnen die 
Form geben 

-1 

Wegen der Annahme 1 versohwindet der Klammerausdruck unter dem Inte- 
gr~lzeichen und wegen der Annahme 2 verschwindet der Klammeraus- 
druck vor dem Inte~alzeichen. Indem wir 

~=o e=o , ~ = _ ~  ~.=_ ~ 
2 2 

nach Gleichung (1) bilden und im zweibn Integral yon (5b) einse~zen, 
ergibt sich in der Tat die RichUgkeit der Gleiohungen (4). Die not- 
wendige und hinreiohende Bedingung dafiir~ dab y~ eine periodische Funk- 
Uon yon x mit der Periode 2~ ist, l~ifl~ sich somit ausdr~icken: Es miissen 
die beiden Differentialquotienbn 

3 = 0  Z 

verschwinden. 
Hieraus schliet~en wir wie im Fall n = 1: 
Die notwendige und hinreichende Bediagung daf~ir, dab y~ filr alle 

Werte der Integra~ionskonstanWn eine periodische Funktion yon x mit 
der Periode 2~r sei, laubt: 

(6) { & } : - i  ----c~, 

wobei c, eine willktirlich wiihlbare Konstante bedeub~. 
Mathematfsche Annalen,  LXXI~% 20 
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nnd 

Nun is~ 
~Tg 

( s . ) . _ ,  = { s . _ , } . _ ,  + _ ~ V ~ o s ~ s  + ~0 ~x 
0 

Vcos~  y 0 + yo,~ = ,s~ . 
d x  ~ 

somil ist alas zweite Glied auf der rechten Seite die Kreisintegral-Funktion 
yon (b~. Also ist Gleichung (6) in der Tat cine Gleichung fiir die Kreis- 
integral-Funktion yon (b~. Wenn wir nun fl)rdern, da~ y~ ffir aIie ~Verte 
yon al, ill, a~, f l~ , . . . ,  a~, fin periodisch yon der Periode 2~ ist, so mul~ 
Gleichung (6) flit alle Werte yon ~l,/711 ~ ,  fl~, " "', a , - 1 ,  ft ,-1 identisch 
erfiillt sein. Dies ist nut dann m5glich, wenn {S,_~ }:-1 yon allen diesen 
Grii~en unabh~ngig ist. Das ist aber auch wirklich der Fall. Denn differen- 
zieren wit {S,,_1}:_ ~ etwa nach a~., wobei u irgendeine Zahl der Reihe 
1, 2 , . . . ,  n - - 1  ist, so erhalten wit :  

~ 1 ~y 

- ~Y'I = 0  

c~ z 
o 

n - - 1  n- -1  

o " ,. ~ : , . ) ]  .... o 

Genau so wie beim erstea Integral der Gleiehung (5b)  zeig~ slob, daiS 
dieses Integral identisch versehwindet. Es ist also tatsi~ehlich gezeigt, dais 
sich unter den gemachten Annahmen die Kreisintegral-Funktion yon O~ 
und mithin (b~ selbsf~ so bes~immen l~l~t, dal~ <iD, fiir alle Wer~e der 
Iutegrationskons~anten die gewfinschte Periodizit~t besitzt. Wie  im Fall 
n = 1 is~ wieder nut der gerade Bestandteil yon (b~ eindeutig bestimmt 
und der ungerade Bestandteil kann noeh vollkommen willkiirlieh gewiihlt 
werden. 

Nun fragen wir noch nach der geometrisehen Bedeutung der Kon- 
stanten c~. Setzen wit  

2 z  

S = T F d x ,  
o 

wobei wit uns fiir y irgendeine LSsung der Euler-Lagrangeschen Glei- 
chung eingesetzt denken, so wird 
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nun ist uber 
2 z  

{& }: v: + yn] dx + { &}:_, 
0 Y' = Yo' V' = tYo' 

oder, indem wir auf das erste integral partielle InLegration anwenden und 
die Differentialgleiehtmg ffir Yo berticksichtJgen 

{&}:  = [(Fov')v = . o V i d ' +  { & } L , ,  
Y' = ~o' 

wenn nun ~lle geodgtischen Linien doppetpunk~frei und gesehlossen sind, 
so ist Yn periodiseh yon der Periode 2z,  und mi~hin verchwindet der 
Klammerausdruek auf der reehten Seite. S bedeuteg die Lgnge der geo- 
diitischen Linien und wir erhalten somit 

i (Cs  . 

on = n !  \~ l*"J~,= o 

Wollen wir die Kugel so variieren, dab dabei die Liinge der ge- 
sehIossenen geodgtisehen Linien erhalten bleibg, so mfissen demnaeh (tie 
Konst,nten c,~ = 0 gewiihlt werden. 

Aus dem Obigen folgt aueh der Satz: Wenn auf einer F]~ehe alle 
geodiitisehen Linien doppelpunktfrei und geschlossen sind, so besitzen sie 
alle die gleiehe L~nge. Dieser Satz finder sieh aueh sehon bei Zolt. Der 
Vol]stiindigkeit halber wotlen wir fiir itm noch einen einfachen Beweis 
angeben. Wir beschrgnken uns auf eine Sehar geodiitischer Linien, die 
dm'eh einen Punkt gehen. Es ist dies erlaubt, denn alle geschlossenen 
doplodpunk~freien geodgtisehen Linien miissen sich mindestens zweimal 
sehneiden, wie man aus dem Satz fiber die Totalkrtimmung leicht erkennt. 
Das Koordinatensystem auf der Fl~iehe denken wir uns nun so gewiihlt, 
dag y - - 0  eine beliebige geodiL~ische Linie ist und x die Bogenli~nge auf 
ihr bedeuie~. Nun bezeichnen wir den Winkel, den eine beliebige andere 
geod~itisehe Linie unserer 8ehar mi~ y = 0 im Sehnittpunkt x == x o ein- 
sehliegt mit a, ferner die Lgnge yon y = 0 mit s. Far die Litnge einer 
beliebigen gurre  unserer Schar erhalien wir somit ein Integral yon der 

F o r m  
Xo+3 

s dx. 
~o 

Jetzt bilden wir 
xo+S 

xo 

Dieses Ingegral ist aber die erste Variation yon S und somit Null, 

weil Off am Anfangs- und Endpunkg des Ingervalles versehwinde~. Da 
0 a  

20* 
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abet y = 0 eine betiebige Kurve unserer Schar ist, so gil~ allgemein 
~S 
~-~-----0 und S muB somit eine Konstante sein. 

Um den obigen Ansa~z zur Aufs~ellung s~mtlicher singularit~tenfreier 
Fl~chen mit lauter geschlossenen doppelpunktfreien geod~tischen Linien 
zu vervollst~ndigen, w~ren insbesondere noch zwei Fragen zu beantworten: 

1. Es w~re eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der 
co 

aufgestelRen Reihe (1 +~ .~ /~ r  aufzustellen. 
1 

2. Es w~re die Bedingung anzugeben, der der Fl~chenma~stab bei 
konformer Abbildung der Fl~iche auf die Kugel, aufgefal~t als Funktion 

oo 

des 0rtes auf der Kugel, bei uns der Ausdruck (1-~_j~  ,~r zu ge- 
l 

nfigen hat, dami~ man ibm eine geschlossene siugularR~itenfceie Fl~che 
zuordnen kann. 


