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1. Ein Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und seine Anwendung auf die Strahlungstheorie;

von M, v. Laue.

In einer Arbeit mit derselben Uberschrift behandeln Ein-
stein und Hopt?) die Frage, ob es berechtigt ist, in einer
Fourierreihe, welche die Schwingung natirlicher Strahlung
darstellen soll, die Koeffizienten als statistisch voneinander
unabhiinglg zu betrachten. Die Wichtigkeit dieser Frage fiir
die Strabhlungs- und damit fiir die gesamte Quantentheorie
geht daraus hervor, daB alle die Uberlegungen, welche zum
Rayleigh-Jeansschen Strahlungsgesetz fithren, auf ihrer Be-
jahung fuBlen. Das gilt unmittelbar von der von Jeans selbst
herrithrenden Ableitung?), die die Strahlung im Hohlraum
in eine dreifache Fourierreihe entwickelt und auf jeden ihrer
Koeffizienten den Gleichverteilungssatz der Energie anwendet,
gleich als wire er ein Freiheitsgrad im Sinne dér Boltzmann-
Gibbsschen Statistik. Das gilt aber auch fir die Plancksche
Hypothese der natiirlichen Strahlung3), bei der die Phasen
benachbarter Glieder solcher Reihen als unabhingig vonein-
ander angenommen werden; und diese Hypothese fithrt zu
jenem bekannten Zusammenhang zwischen der Energie U
eines Resonators von der Schwingungszahl » und der Dichte
der Strahlung u,, der in der Formel

" =8nsv”U
[+

1 4

ausgesprochen ist und unmittelbar das genannte Strahlungs-
gesetz enthdlt, wenn man auf U den Gleichverteilungssatz

1) A. Einstein u. L. Hopf, Ann. d. Phys. 83. p. 1096. 1910.

2) L. H. Jeans, Phil. Mag. 10, p. 91. 1905. — Es #@ndert sich nichts
Wesentliches daran, wenn man nach M. Laue (Ann. d. Phys. 44, p. 1197.
1914) die Freiheitsgrade der Hohlraumstrahlung durch die des Strahlen-
biindels ersetzt.

3) M. Planck, Ann. d. Phys. 1. p. 69. 1900.
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U = kT anwendet. Aber auch der Gedankengang von Ein-
stein und Hopfl), der von der Brownschen Molekular-
bewegung zu diesem Strahlungsgesetz fithrt, macht von dieser
Hypothese Gebrauch. Da nun doeh in allen Ableitungen des
Rayleigh-Jeansschen Gesetzes eine der Wirklichkeit nicht
entsprechende Voraussetzung enthalten sein mull, und zwar
vermutlich in allen die gleiche, so ist eine Priifung der oben
erwihnten Frage in der Tat von grofiter Wichtigkeit.

Binstein und Hopf kommen nun a. a. 0. zu einer
Bejahung ihrer Frage. Allein das Zusammenwirken vieler
Strahlungsquellen soll nach ihnen die erforderliche Ungeordnet-
heit der Strahlung liefern. Ihre Uberlegung besteht aus den
folgenden zwei Schritten:

1. Wenn sich die statistische Unabhingigkeit der Fourier-
koeffizienten unter Annahmen beweisen 158t, welche der Wirk-
lichkeit gegeniiber die Einfithrung eines Ordnungsprinzipes
bedeuten, so besteht in Wirklichkeit diese Unabhiéngigkeit
a fortiori.

2. Die statistische Unabhingigkeit der Koeffizienten 1a B8t
sich rechnerisch erweisen unter den folgenden Annahmen:
Die Strahlung stammt aus einer grofen Zahl punktférmiger
Quellen, die auf einem kleinen Teil einer groBen Kugelfliche
um den Aufpunk{ liegen, und deren Schwingungen durch
die gleiche Fourierreihe dargestellt sind, nur daB diese Schwin-
gungen eine rein zufdllige Phasendifferenz gegeneinander be-
sitzen.

An dieser Antwort miissen wir Kritik tiben. Wir wollen
ndmlich auf anderem Wege, und zwar schrittweise von ein-
fachen zu verwickelteren Fillen ubergehend, den Einfluf§
rdumlicher Ungeordnetheit der Strahlungsquellen untersuchen.
Wir finden, daf dieser EinfluBl im allgemeinen nicht zur statischen -
Unabhingigkeit der Fourierkoeffizienten fithrt. Da wir trotz-
dem das Ergebnis 2 von Einstein und Hopf ausdriicklich
bestédtigen miissen, so sind wir gezwungen, der in 1. aus-
gesprochenen Behauptung zu widersprechen. Und in der Tat
scheint diese Behauptung, so plausibel sie auch klingt, leicht
widerlegbar (Abschnitt IV).

1) A. Einstein u. L. Hopf, Ann. d. Phys. 83. p. 1105. 1910.
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Als Hilfsmittel benutzen wir einen Satz, der eigentlich
schon vollstdndig bei Markoff?) zu finden ist. Doch mifiten
wir die dort benutzte Ausdrucksweise etwas verindern und
auch den Satz etwas verallgemeinern. Es erscheint uns ein-
facher, ihn in der von uns gewiinschten Form neu zu beweisen,
obwohl wir im Grunde dabei nur Markoffs Verfahren an-
wenden.

I. Der Wahrscheinlichkeitssatz.

Die Variablen z,, 2,, ... zy (N eine groBle Zahl) kénnen
unabhingig voneinander jeden Wert im Bereich zwischen a
und b annehmen. Die Wahrscheinlichkeit, daB sie in einem
Teilintervall von der GroBe d z liegen, ist fir alle die gleiche,
nédmlich g (z) d z. Wir bilden die Funktionen

fr (=), fa(za), -« fu(zy) und gy (2y), g5 (22), - - gu(zy) -
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daB gleichzeitig

N
(1 v < Dufula) <t
und '

N
(2) W< Dng.r) < u

T

ist? Wir wollen dabei die Funktionen f, und g, keinen
anderen Einschrinkungen unterwerfen, als daf ihre mathe-
matischen Hoffnungen

b b
®  [fledew)ds, =0, [g()ew)dzr,=0

sein sollen. Die Allgemeinheit der Untersuchung wird damit
kaum beschrinkt; denn wire

b
fﬁ;(zn)g(zn) dxn = an’

so miiBten wir statt f, die Funktion f, — a, benutzen, welche
der Gleichung (8) geniigt. Die Ubertragung des abzuleitenden

1) A, A. Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch von
H. Liebmann, Leipzig und Berlin 1912, §§ 16 und 33. Derselbe Satz
hat sich auch fiir die Theorie der Beugung des Lichtes an unregelmiGig
verstreuten Teilchen niitzlich erwiesen; vgl. M. Laue, Berliner Sitzungs-
berichte 1914. p. 1144.
55*
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Wahrscheinlichkeitsausdruckes auf diesen Fall wire aber ein
leichtes. Wir wollen noch von vornherein die Abkiirzungen
einfithren:

N b al
Z,'.ffnz(xu)g(xn)dx,,=eff,, Ef.f/,.’(w)o(w)dz
1 a 1
N b
l D fEg@e@)de, = 7,,.
l a

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gleich dem Integral

fJ f‘) o0(z,)...o@ydz dz,...day,

iiber den Teil eines N-dimensionalen Wirfels von der Kanten-
linge a—b im Raume der N-rechtwinkligen Koordinaten
* ... Ty, in welchem beide Ungleichungen (1) und (2) er-
fillt sind. Mit einem schon von Markoff a.a. O. angewandten
Kunstgriff kénnen wir dafiir schreiben:

b b b
ffj H(f\H(g)o (2,)0@,)...0(zx)d 2, day...dzy,

wenn wir die Faktoren H (f) und H (g) so wihlen, daB
H(f) = {1 wenn (1) erfallt ist,
~ 10 wenn (1) nieht erfullt ist;
wenn (2) erfillt ist,
H(g) = {0 wenn (2) nicht erfullt ist.

Solche Faktoren sind die Dirichletschen Integrale

+ oo

o iy & 1 i
(4a) H(n——f"“‘ "0 ag, Hig) = ¢ [T an,

4

wenn wir setzen

[w=%(t—t, e=L{t+ 1), 7—2f ) — &,
.
| b=, L=bletn), 0= Shgia)
L
Denn die genannten Integrale sind gleich 1 oder 0, je nachdem

—a<y<a, —p<o<B
ist oder nicht; diese Ungleichungen sind aber mit (1) und (2)

I
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gleichbedeutend. Wir finden also fir die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit

TR E+¢n) (fi () & (=) )
sma§ sin —ies+in ifi@)§+alz)y
—J fdgd En b1, f o) da
-_—00 =00 a
3
L (fo () & + g2 () ) i(fy =y E+ gnlzpy)n)
xfe”’ ‘””’g(xs)dxz...xfe'l"”‘ WERT o (2p) day.

Das hier auftretende Integral nach #, konnen wir in die
folgende Reihe entwickeln (vgl. 8):

b
i(fi@)&+g(x)m
fe 9 (z)d z)

_f() dx+zf[f1 1)§+91(""1 1] 0(%)d

a

- —f[fl &+ glm)n) oley)da,

=1—%[§”ffl( >g<x11dx1+2§nff1<r ZENTIEALES

+ 772[912(z1)9(z1)d$1J ’
Das Produkt aller Integrale nach den z hat in derselben
Néherung nach (4) den Wert:
1= [J, 2+ d, 02+ 2d; Eq] = e~ U8+ Jpomt 4 20s080),

Die Berechtigung, hierbei stehen zu bleiben, liegt darin, daB
jedes der Integrale

b
f ettt anlEn) o (2 d

a
dem absoluten Wert nach kleiner als

fgdw=1

ist, aufler wenn £=#n=20. Das Produkt dieser N Integrale
wird also nur bei sehr kleinen Werten von & und % iberhaupt
einen mit 1 vergleichbaren Wert besitzen. Die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit ist somit dargestellt durch das Integral:
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+00 400 . .
J = igffd§d7l smaism ﬂ_r] e—z(sE+Cn)-1}—(J,/5‘=+J”,,a+2J,,Eq);
n—oo —00 g
seine Abhingigkeit von ¢, t', w und ' ist durch die Glei-
chungen (5) bedingt.
Um es umszuformen, differentiieren wir es nach t und
nach u:

aJg Ny 3
_ 1 —it&+nn)— (Jffﬁ'-l-J,g')"i'?Jngq)
®a)  —raa —(2m*11fd§d”e

—00 —c0

Dies Integral bedeutet nach Multiplikation mit dt. du die
Wahrscheinliehkeit w dt du, daB gleichzeitig

N N
t< E”fn(“'n)<t+d‘ und uz < E”.qn(“'n)<“+d"
T 1

ist. Hier lassen sich beide Integrationen nach & und # durch
Benutzung der Formel

+w —
1 -—i—pz“—q:dz= 1 Zp

(5b) 2 2mp ¢
(p reell, > 0, g beliebig komplex)
ausfithren und liefern unmittelbar die Wahrscheinlichkeit
wdt du,
Jggt’--?.ffntu-FJffu2
(6) wdtdu = ——_—L_—_' e 2(JIJJ',” - J/g,)
2n VJff oo — I
Fiir die endlichen Bereiche von ¢ bis ¢ und %' bis u folgt daraus
die Wahrscheinlichkeit durch Integration nach ¢ und w fiber
diese Bereiche.

Zur Probe auf die Richtigkeit wollen wir hier die Inte-
gration nach % von — co bis -+ oo ausfithren; sie liefert als
die Wahrscheinlichkeit, daf die Summe 2X'f,(x,) zwischen t
und ¢t + dt liegt,

3l
(62) LT 4
V211 J 7
was mit sonst bekannten FErgebnissen iibereinstimmt. Die
Wahrscheinlichkeit, daf X g,(z,) zwischen u und u +du

liegt, ist entsprechend gleich

8b 1 T, du.
() Vm;;e waU
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Die Wahrscheinlichkeit (6), daB beides zugleich stattfindet,
st aber keineswegs das Produkt dieser letzteren Wahrschein-
lichkeiten. Das trifft nur zu, wenn J 2 gegen J,.J , ver-
nachlédssigt werden kann. Das Verhdltnis J,,2/JJ,, mit so-
mit den Grad der statistischen Abhingigkeit der Summen
= (x) nd =g, (z,).

Der Gang der Rechnung zeigt die Zulassigkeit der folgenden
Verallgemeinerung: die Wahrscheinlichkeit, daB gleichzeitig

t< 2 fo(x,) < t4+dt,
< gz, <u+du,
v < 2 hy(z) <vA+dv.

ist, ist der Glelchung (5a) entsprechend
[ wdtdudv.

l _d(t;f:lilvfff d§d17a’§ i(t$+u11+v§'...)—1/,F,

wo M die Anzahl der bet1achteten Summen
=f@), 2g,.()...

=J 8+ 20,8 + 20,80+
+ Jggrl2+2efghn§+...
(7) + L8+

= St s - et

ist. Statt hier die Integrationen nach &, n, { usw. nacheinander
auszufithren, was sehr umstindlich wire, transformieren wir
die homogene quadratische Form F auf eine reine Quadrat-
summe:
(7) F=a;, &? + ayme® + a5 &p®
Dazu dient uns eine orthogonale Substitution

§0 = “1(1) § + a2(1)7] + “8(1) ; + ...

%o = “1(2) § -+ “2(2) 7+ “3(2) g 4 ...

L= E+ e, P+ a®L ...
Zwischen deren Koeffizienten bestehen die Orthogonalitéts-
bedingungen

(6¢)

bedeutet, und
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o (3 — o ) g ) =
2“"1‘"' 1, Z?“jm“j") 0,

aus denen in bekannter Weise folgt, daB die Determinante
dieser Koeffizienten, die zugleich die Funktionaldeterminante
der &y, 5y, Co - . - nach &, n, £ ist, den Wert 1 hat. Die Werte
@y, @y ... ayaber sind die Wurzeln der Gleichung:

Jyp—a Iy, /;

rh
Jgf Jyy_a Jgh T l=0
s o/ J— ...

Da deren absolutes Glied (abgesehen vom Vorzeichen)

e Ty T
(Ta) D= ']yf Jay Jyh
J;lf Jhg J;lh"'
ist, ist das Produkt
(8) GGy ... axy=D.

Durch diese Substitution wird aus (6¢)
wdtdudv. ..

o 3 e 1
1 —id, §o— 3 a &S  —idyme— ag e
=2nfd§0e ! infd'/,oe X ...dtdudv...
—_— -—®

(4, =e®t+e,Vut a®v+...)
und, wenn man Gleichung (5b) anwendet?):

1 A2 A48 | A®
dtdudo...  ~z(G+ET)

Vi a, o ay

a; oy ag

wdtdudv =

1) DaB die Koeffizienten a, in (7’) alle positiv sind, geht aus der
Gleichung

F= [ + @)1+ i@+ f da,
1

hervor, da nach ihr F eine positiv definite Funktion der &,7,{ ist. Aus
demselben Grunde ist auch die Determinante D samt allen ihren Unter-
determinanten, welche gleiche obere und untere Indizes tragen, positiv.
In den Formeln (9) und (10) haben deswegen die Quadrate von ¢, u,v...
alle negative Koeffizienten.
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Nach einer in der Determinantentheorie bekannten Formel?)
ist aber

4 4 L Sl (pwey D@4 DO 4
et =5 (D \ X
+2D,®tu+2D®to+2D,®uv+ )

wobei die D™ die Unterdeterminanten von D sind. Da nach
(7Ta) und (7) D eine symmetrische Determinante ist, ist dabei

D = pimy
m n

Unter Beriicksichtigung von (8) wird also:
wdtdudv...
9 dtdudv -%(D,mF+D,(i)u'+n,(9)u*+...+2Dlwzu+21'>.<suu+n,wmu+...)
V@m®D ¢

Man erkennt leicht die Formel (6) als besonderen Fall dieser
Verallgemeinerung, da dort

M=2,D=Jd,J -2 DWO=J , D@=d, D®=—J,k
ist. Auch ist es nicht schwer, die Formel (6) aus (9) durch
fortgesetzte Integration nach v, u usw., von — oo bis + o
herzustellen, bis nur noch zwei von den Variablen ¢, u usw,
ibrig sind, Die Integration nach t liefert némlich im Hinblick
auf (5b)

dudv---fwdt

_ Gudv... e——l— [De® ut + Dy®1 4 ... 2 D@ uv + ...}
@i —1 2D
]/— H -
+ o
7 f - —-[D,(l)t'?-i-?t(D,(?Ju+D1(‘)v+ )]
2nD
—®
— dudo... o 2DD 5 [(D,0 D@ — D®%)u* 4 (D) D® — D302
V—(2 a—1pw + (Dy(1) Dy®) = Dy(V DB ev 4. . . ]

Die Faktoren von u2, v2 und von 2 u v sind hier die Determi-
nanten

1) G. Kowalewski, Eiﬁfiihrung in die Determinantentheorie. § 104.
p- 241 u. f. besonders p. 243. Leipzig 1909.
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a @ w g ®
R T e A B
D@ pw® =L M2y D,® D@ = Badt:]
1 2 1 3
w7y ©
Dl Dl _ _D DI‘Z
D@ T M T:]
2 2

Somit findet sich die Wahrscheinlichkeit, dafl ohne Riicksicht
auf den Wert von 2'f,(x,)

el g xy<ut+du, v< b (z)<v+dy...
ist, zu:
(10) dudv... e—L)Dl—l(U(D,gl'lzc'-’+D13‘“v?+...Dm“uv-i-...).
Vem¥-1D,
Bedenkt man, daB die Determinante D, fir die Summen
2 ga(2,), = hy(z,) ... dieselbe Rolle spielt, wie D fir diese
Summen einschlieBlich X'f,(z,), so erkennt man, daB sich
die Formel (9) beim Schlufl von M auf M — 1 wiederherstellt,
so daB man schlieBlich zu dem Wahrscheinlichkeitsgesetz (6)
und von da zu (6a) und (6b) zurickgelangt. Wiren in (7)
alle Koeffizienten I mit gemischten Indizes gleich 0, so wire
der Ausdruck (9) einfach das Produkt der Wahrscheinlichkeiten
(6a), (6b) und der entsprechenden fir v, w usw. Denn in
diesem Fall wiire

D = JffngJ ceny ])(1) J J - D2(2)=Jfthh
(>) D“"’ =0’
also
t'.! “‘Z v'z
wdtdudv = —c{t_d_u__zlv__.._. —e 27, 2J, 25,7
V(2H)MJ/nythh"-

Dafl die Swmmen 27f,(z,), 2¢,(z,) - .. im allgemeinen nicht
voneinander statistisch unabhiéngig sind, beruht somit auf
dem Auftreten der Koeffizienten I mit gemischten Indizes.
Das Kennzeichen fiir statistische Unabhdngigkeit dieser Summen
ast, daf in der Determinante D (in 7 a) die Diagonalglieder gegen
die anderen sehr grof3 sind.

Eine weitere Verallgemeinerung dieses Satzes bezieht
sich auf den Fall, daB jede der Funktionen f,, g,, h, usw.
von mehr als einer Verdnderlichen abhédngt. Und zwar sollen

fis 91, hy Funktionen von =z, ¥y, # ...

fss Go» By Funktionen von @, yp, 23 .-
usw.
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gein. Fir die Variablen z,, ¥,, 2, ... soll unabhingig vom
Index n der gleiche Bereich in einem mehrdimensionalen Raum
vorgeschrieben sein; die Wahrscheinlichkeit, daB sie in dem
durch dz, dy, dz ... gemessenen Teilbereich liegen, soll eben-
falls unabhingig vom Index n gleich o(z, ¥y, 2...)dzdydz. ..
sein. Die einzige Anderung, die an unserem Ergebnis dadurch
notwendig wird, ist, daB in (7) alle Integrale nach z,, ¥,, 2, - . .
iiber den ganzen genannten Bereich auszufithren sind; also:

(Jff=Z:v}fff...ﬁfgdmndyndzn...,
N

.]{.g:Z.ff wofng,0de, dy. dz, ...
1

usw. Das Wahrscheinlichkeitsgesetz (9) aber bleibt unveréndert
bestehen.

(11)

II. Die Strahlungsquellen liegen vom Aufpunkt aus alle in
derselben Richtung und fiihren die gleiche Schwingung aus.
Wir nehmen an, eine Reihe von Resonatoren, welche wir
durch die Nummern 1, 2,...n,... N unterscheiden, fithren
in der Zeit von — T bis + T alle die gleiche Schwingung in
der gleichen Richtung aus, die durch die Reihe

(12) %{2%3"(’%""1’)}

dargestellt ist. Vom Aufpunkt aus gesehen, liegen sie alle
in einem kleinen korperlichen Winkel, dessen Richtung wir
beliebig gegen die Schwingungsrichtung legen diirfen. Von
dieser Wahl hingt im folgenden nur ein konstanter und des-
wegen iiberhaupt unterdriickter Faktor ab. Innerhalb dieses
korperlichen Winkels sind die Resonatoren iber eine gegen
die Wellenldnge groBe Strecke von der Lidnge 2cz lediglich
nach Zufall, und zwar mit unverdnderlicher Wahrscheinlich-
keitsdichte, verteilt (d. h. die Wahrscheinlichkeit eines Teiles
dieser Strecke ist seiner Lénge proportional). Die Schwingung
im Aufpunkt wird dann dargestellt durch:

:tp(t

LD S-S
P S oo

o )-iin (2540,
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Den Abstand aller Resonatoren vom Aufpunkt betrachten wir
vorldufig als so grofl gegen die Strecke 2c¢7, daBl die Ab-
standsunterschiede keinen merklichen EinfluB auf die Inten-
sitdt der im Aufpunkt ankommenden Strahlung haben.
Dabei sind die Verzogerungen t, rein nach Zufall iiber
eine der genannten Strecke entsprechende Zeit verteilt, als
deren Grenzen wir +7t und — t wihlen. T mufBl kleiner als
T sein. Denn die Reihe (12) stellt die Schwingung nur fiwr
einen Zeitraum von der Linge 27T dar; daritber hinaus ergibt
sie eine der Wirklichkeit nicht entsprechende periodische
Wiederholung derselben Sehwingung. Die von den Resona-
toren Nr. » und Nr. n' erregten Schwingungen kommen aber
mit der Zeitdifferenz {,—{y im Aufpunkt an. Die N betrach-
teten Schwingungen iiberlagern sich im Aufpunkt daher nur
in einem Zeitraum von der Lénge T — 7; nur fiir diesen gilt
die Reihe (18). Wollte man = T setzen, so giilte sie iiber-
haupt nicht mehr.
Die Koeffizienten der Reihe (18) sind nun
~

»
(14)‘11: = apchos (”pt + & ), Bp = ap_’nsm(npt 4 )
1 1

Wir wollen den Wahrscheinlichkeitssatz (9) auf diese Summen

und auf
N N

(13) 4y = ay Z:Lcos(”pl—l—ﬁ ) B,_GPIZ;sm( AL N )
1 1

anwenden; dazu setzen wir

f(t)=a, cos("”’ +ﬁ) gn(t)—apsm( +a)

)= ay cos (“B 4 3y, g/ () =y sin (k1 ).

Zunichst miissen wir nachweisen, daB fir diese Funktionen
entsprechend der Annahme (8) die mathematischen Hoffnungen
verschwinden. Da nach unserer Annahme tuber die statistische
Gleichwertigkeit aller Teile des Zeitraumes von —7 bis +7

(16) olt) =5

ist, so wird die mathematische Hoffnung fir f,

(15a)
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+z
ay TPy
—2rfcos ( T p)dtn,

d. h. proportional zu dem Mittelwerte der Kosinusfunktion
fir die Zeit 27. Diesen Mittelwert diwrfen wir gleich Null
setzen, da nach Voraussetzung 27 gegen die Periode sehrgroB, also

ng‘ t>1
ist. Entsprechendes gilt fur die Funktionen f,, ¢, und g,
Nach (7), (15a) und (16) wird die GréBe

N 4+t
Jff = Z‘—ffnz(“ltn

=_A;‘:L [l +cos( ( ;,t+¢‘fp))]dt=%NaP2,

17

da man den Mittelwert der Kosinusfunktion wieder gleich Null
setzen kann; ebenso:

(18) Jgg = ]f‘Napz! J—f’f’ = Jg ‘g’ =3 Nap
Hingegen sind
N 4+ N 4z

19) J,= Dr[fig,0dt,=0, Jp, '=2ff g, 0dt,=0.
1 —1¢

" Besonders wichtig ist nun, daB

N 4+
Jff/ = Z‘ffnfn’gdtn
1 -2
+T
—Na ap’ Ttpt T[p ¢
| et
i . (n(p —p)t
1 sm(—T——) )
= _2—Napap' cos (0‘11 — ) n(p—pt
T

1) Bei derUmrechnung ist der Mittelwert von cos (n(p ;'p il +3,+9p )

vernachlissigt, da L}’;ﬂ gegen 1 groB ist; den Mittelwert von

cos (n (p Tp L +9pr~9p I) miissen wir aber beibehalten, da |p—p'|=1

sein kann und = < T ist.
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N +r

h = S fougi 0
1 -~z
+7
_ Nayapr . [(apt . (np't
0) ___2:; fsm( T +0p)sm( T +0p,) dt
1 sin (ﬂ_;‘p ) ’)
=§Na?ap1005(&p—0pl)'w'
T
N 4z
Jrgr = Z"_ff..gn'é’ dt,
1 —=2

+z
_ Nagap npt . [np't
= —2"!—fcos (—T— +19P) sin (—T— + 1‘},,,) dt

sin (“_ (» _TP') 1')
n(p-pIt
(21) z

N 4=z

g = Z;"ffn'y,.odr
1 -z
+z

N ’ . t ki
= ‘;"Ta” fsm (% + 01,) cos ("—T— + &Pl) dt

1 .
= —5Na,a, sin(F,— Iy)-

-

= s Na,a, sin (3, — %) -

Aus (19) folgt unmittelbar, daB die Koeffizienten 4,
und B, (und desgleichen 4, und B,) voneinander statistisch
unabhéngig sind. Da ferner nach (17) und (18) fiir 4, und B,
das gleiche Wahrscheinlichkeitsgesetz gilt, so ist fiir die Phase
der durch p gekennzeichneten Schwingung jeder Wert zwischen
0 und 27 gleich wahrscheinlich, solange man die Phasen der
anderen Schwingungen noch nicht kennt; dasselbe gilt natiir-
lich fir die Phase der Schwingung p’. Nach (20) und (21)
hingegen sind weder 4, und 4,, noch B, und By, noch 4,
und By, noch B, und 4, voneinander statistisch unabhingig.
Sie werden auch durch Vergréferung von N nicht unabbiangiger
voneinander; denn dabei wachsen alle in (17) bis (21) aufge-
zahlten Glieder der Determinante D (vgl. 7Ta) proportional zu N.
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Selbstverstéindlich besteht diese statistische Koppelung nicht
fir weit voneinander entfernte Glieder unserer Fourierschen
Reihe; ihr MaB ist nach (20) und (21) im wesentlichen der Bruch

sin (n___(p ;&)
Ry "
a{p—pHt
|
Die Kurve, welche ihn als Funktion von (p — p’) darstellt,
ist aus der Theorie der Beugung am Spalt wohl bekannt. Er
besitzt seinen gréBten Wert 1 bei p— p’=0, verschwindet, wenn

p—p = kTT (h eine ganze Zahl, auBer 0)

und nimmt dazwischen eine Reihe von allméhlich immer
niedriger werdenden Maximalwerten an. Zu vernachlissigen
ist er gegen 1 erst, wenn

el T
z|p—p'|>-

Bedenken wir, daB T/r >1 ist, so finden wir zwischen den
Koeffizientenpaaren 4, und 4,.,, oder B, und B,,,, oder
A4, und B,,,, oder B, und 4,,; im allgemeinen sogar eine
ziemlich enge Koppelung.

Man darf ibrigens auf die besondere Form dieser Koppe-
lungsfunktion keinen Nachdruck legen. Sie ist lediglich durch
zwei recht willkirliche Annahmen bedingt, nédmlich erstens
durch die Voraussetzung, daB die Wahrscheinlichkeitsdichte
¢(t,) in dem ganzen Bereich von —7 bis 4+t konstant ist
— sowie der die Strahlungsquellen enthaltende Kdérper von
verdnderlicher Dichte wire, trife dies nicht mehr zu —;
zweitens dadurch, daB wir unseren Aufpunkt als von allen
Resonatoren so weit entfernt angenommen haben, dafBl alle
Schwingungen mit der gleichen Amplitude in ihm ankommen
— genau genommen aber ist die Amplitude der vom nten
Resonator herrithrenden Schwingung umgekehrt proportional
za B +¢t,, wenn R die Entfernung des Mittelpunktes jener
Strecke 2 ¢t angibt, auf welcher unsere Resonatoren verstreut
sind. Wir wollen jetzt diese beiden Voraussetzungen fallen
lassen.

Dann ist zuniichst die Reihe (13) zu ersetzen durch eine
andere, in der die Koeffizienten statt durch (14) und (15) durch
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N

Ap=ap2sﬁ—_:Tt"cos( 7;,—1" )
v

Ay =,aP'2R -i-lct,. cos (in’fn + 191:’)
N

B, = aPZRR_:—ctnsin (“1;,1" + 19'?)

B, = ay S‘——— ;7 sin ("p b )

gegeben sind. An die Stelle von (15a) tritt deswegen

. t, . n
fﬂ=Ri"ctﬂcos(7p +t9) .9.,.=R_:"ctnsm("p +9)

Py np t, ap’ wp' i,
f"_R_’_ctncos( +{f) g, = TS sm( -[-0)

Wir haben zuerst nachzuwelsen, dal die mathematischen
Hoffnungen dieser vier Funktionen verschwinden.

Dazu dient uns der aus der Theorie der Fourierschen
Integrale entnommene Satz, daB, wenn F({) eine stetige
Funktion ist, ‘W

(23) lim [FE)e' dt——zhm(k‘ﬁ’
k=00
ist. R -+ ct, ist aber im Integrationsbereich eine langsam
verdnderliche Funktion und von of(f,) diirfen wir dasselbe
voraussetzen. Wenn dann

(2 4) 2 n p T > 1,
kénnen wir diesen Satz unbedenkhch auf die mathematische

Hoffnung von f, .,
et dén npl
apr_I_”"cos( +0>

-7

Bl

(22)

ikl &

anwenden und finden fiir sie und ebenfalls fir die mathe-
matischen Hoffnungen von g¢,, f, und g, einen zu vernach-
lassigenden Wert.

Wenn wir dann zur Berechnung der Glieder I, I,, usw.
der Determinante D nach (7) iibergehen, so stoBen wir auf
die Integrale:
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+ T

_edt odt z(p—p)t\ _
(B+cty =4, f(R+ct)2C°S( T )_B’

-T

" qat sin(“(p_p,)t) =C,

B+ olf T
" at [ t T
@ np _
f@m“OS?(TJ”%)}—E’
edt - [o(npt _
Bt oip® “_2(T+‘9”z»)]—1"’
o ed o+
9 TP P
Ja e + &, +0]
I t
(Ridctt)”ln'n(p”) + I+ P ] '

Die Integrale E’ , F, Gund H verschwinden nach dem Satz (28)
unter der Bedingung (24). Deswegen wird:

{Jff—J =4{Naj24, J, =0,
Jf,f/_Jg,_l-Nap A J,H—O

(26) Jip = Jyg = % Na,ay,[cos (P, — Fp) B — sin(P, —3)C].
@M —Jrg=dpy=1Na,ay, [sin Fp —Fy) B+ cos (I, — ) C].
Da

(25)

(R + et) >0,
sind zwar stets B und C kleiner als 4, und dasselbe gilt daher’
auch von den Klammern in (26) und (27); damit aber diese
Klammern gegen 4 verschwinden, damit also die vier Koef-
fizienten (22) statistisch unabhéngig sind, muBl ganz wie oben

(28) 2“|p;p|7>1
sein. Die an die Gleichungen (17) bis (21) angeschlossene

Erorterung 1aBt sich also in allen wesentlichen Zigen auf
diese Formeln tibertragen.

III. Die Lage der Resonatoren ist beliebig, ihre Schwingungen
gehorchen nur demselben Wahracheinlichkeitsgesetz.

Wir betrachten wieder N in der gleichen Richtung schwin-
gende Resonatoren, deren Lage wir durch die vom Aufpunkt
gemessenen Polarkoordinaten r, &, @ festlegen. Dabei konnen

Annalen der Physik., IV. Folge, 47. 56
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wir wieder wie in Abschnitt II statt r, die Verzogerungszeit ¢,
benutzen, indem wir 7, = R + ct, setzen. Der fiir die Reso-
natoren zur Verfigung stehende Raum soll innerhalb zweier
Kugelflichen um den Aufpunkt von den Radien R 4 ¢t,
liegen. Die Wahrscheinlichkeit, daB die Koordinaten des nten
Resonators zwischen ¢, und ¢, +dt,, &, und O, +d6,, ¢,
und @, + do, liegen, bezeichnen wir mit

© (ty, 0, ¢,)dt,d6, dp,.

Da @ in gewissen Teilen jener Kugelschale Null sein kann,
ist der wirkliche Verteilungsraum noch in weitem MaBe will-
kiirlich begrenzt.

Die Schwingung des nten Resonators stellen wir fir die
von — T bis + T durch die Reihe

29) %| Sa,, Rl _o,,n)}

dar. Wie frither soll T > sein. Die Koeffizienten a,,, @y,
und &,,, &, sollen nun unabhéingig von dem Index n einem
Wahrscheinlichkeitsgesetz gehorchen; die Wahrscheinlichkeit,
daB sie bei einem bestimmten Resonator in den Grenzen ay,,

und a,, + day,, @y, und oy, + da,, usw. liegen, soll gleich
G Ty day, dd, dd,,

pn) ' Vpny ) »'n
sein, Darin liegt ausgesprochen, daf die Schwmgungsform
aller Resonatoren einem unbekannten, aber gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsprinzip unterliegt; auflerdem, da doch von
diesen Koeffizienten die Intensitdt der Schwingung abhidngt, daf3
sie im zeitlichen Durchschnitt alle die gleiche Intensitidt haben.
Im Aufpunkt betrachten wir die resultierende elektrische
Schwingung in einer beliebigen Richtung, die mit der Schwin-
gungsrichtung der Resonatoren nicht iibereinzustimmen braucht.
Jedenfalls ist diese dargestellt durch eine Reihe

ola

fm{zz,e"’%'zvl O, 0,9,)a,
(30){ :
l x[cos(”pt-i-‘} )—iSin(ﬂpt +9, )]}

in der @(,,0O,, ¢,) eine leicht angebbare, aber fiir uns be-
langlose Funktion der Entfernung und der Richtung des nten
Resonators vom Aufpunkt aus bedeutet. Die Koeffizienten
dieser Reihe haben die Werte:
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N
Ap = 2& almd’(l,,, On’ q)n) cos (nz;'tn + 01’”)
1
N

Ay = 2 ay., D¢, 0, p,) cos (’LTt" + &p,,,)
(31)

1
!

B,= Dla, 0,0, ¢)sin (52 +9,)
1

N
'Bp' = 2” a}" n (D (tn! @n’ ¢n) Sin (71 pT tﬂ + 6?' n) .
1

Um den Markoffschen Wahrscheinlichkeitssatz (9) anzu-
wenden, miissen wir setzen:

[ fy = Gpu @l O pJoos (240, )

! fo = ayn P, 0, p,)cos (”—’?,i + ;)
°2) | g, =a,, P, 0,p,)sin (ll%ﬁ' + ﬁpn)

l 9n = dpn o, 0,p,)sin ("PTtn + n)

und jede dieser Funktionen als abhdngig von den sieben

Veranderlichen 1, @, ,@n, Gpny Gprp, Fpn und 9, betrachten.

Die Wahrscheinlichkeit, daB diese in einem gewissen unendlich

kleinen Bereich liegen, ist nach den Voraussetzungen dieses

Abschnittes

Q(tm On’ @1 Qs p'ny 19.pn7 19.1"‘") dtnd@ndq)ndapndaP'"dﬁ'pnd&P'ﬂ
=o(t, 0, @,)- 0(@yns Gprny 01,,.’ Fpra)
X dt, dO,dop, da, day,dF, dyn,.

Die mathematische Hoffnung von f, ist infolgedessen gleich

Sttt it
Forwen (#2549, ),

Nach dem Satz (23) liefert die Integration nach %, etwas zu
Vernachlissigendes, so daB f, und ebenso g,, f,’ und g, der
Voraussetzung (3) geniigt. Beil der Berechnung der Koeffi-
zienten I, I,, I, ... nach (7) haben wir die folgenden
Integrale auszuwerten:

56*
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+T
ffffapnzadap"dal,,,,dﬂp"d&p,nffd@dtpfdﬂwdt
—ap 4, &
wenn wir mit a,? die mathematische Hoffnung von a,,2, mit

4 das Integral: +r
ffd@d(pf(l)gmdt
bezeichnen. Ferner: B

[ [armarnont, — By)da,,day,dd,,d %, [[10dg

= a a,"“(d —‘09' .B

P sin

@pnyin oo (P — Fprn)day, day,d S, do: dOde
P sin »

f(cha sin (pr)tdt

— cos (4G __ .
—-apapfsin(ll)‘p 19'1,/ C,

wo a,a, % (F, — Op)

P P sin
die mathematische Hoffnung von
a_pn p'n sm ('91)71 P n)
bedeutet und

ffd@dq)fcb @ cos = p)tdt_B

ffd@dtpffl)"wsmﬂ——ﬂidt =C

gesetzt ist. Den Index n haben wir bei diesen mathematischen
Hoffnungen fortlassen dirfen, weil sie nach Voraussetzung
fiir alle Resonatoren den gleichen Wert haben. In allen anderen
bei diesen Berechnungen auftretenden Integralen kommen stets
Integrale nach ¢ vor, die von einer der Formen

ot 2[4 4 2,

81n
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+7
0s [ (p + p
feralr| B4+ Oy di,
sind und nach (28) vernachlissigt werden diirfen. Infolgedessen
finden wir:

(83) J,p=4d, -—1Na 4, d,,=0,Jpp=dyy= L Na,? 4, Jpy =
(34) J =, :—EN[a a ,cos(z‘f - P,)-B—apaprsm({ip—-ﬁpl)-()]
(35) — Jry =y, ‘

= 4N[e,a,sin (P, — &) B+ e,a,co8(d, —&,):C].
Ahnlich wie in Abschnitt II sind hier die Integrale B und C

stets kleiner als 4, weil @2w > 0 ist. Damit sie aber gegen 4
zu vernachlissigen sind, mubB wieder die Bedingung (28),

2 — 7
| PT plr >1,
erfullt sein. Sollen daher alle Koeffizienten der Reibe (80)
voneinander unabhingig sein, so ist dazu notwendig, daBl fur

den einzelnen Resonator die Mittelwerte a,ay (3 (3, — &)

gegen die Mittelwerte a,% und a,?2 verschwinden. Diese Be-
dingung ware z. B. dann erfiillt, wenn die Phasen &, und &,
in der Schwingung des einzelnen Resonators unabhanglg von-
einander und von den a,, und a,, alle Werte von 0 bis 2
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit annehmen kénnten. Aber
weder rdumliche Ungeordnetheit in der Verteilung der Reso-
natoren noch eine VergroBerung ihrer Anzahl N vermag diese
statistische Unabhingigkeit herbeizufithren.

Hiermit wollen wir unsere Berechnungen abschlieBen.
Die einzige weitere Verallgemeinerung, die noch leicht durch-
zufithren wire, bestinde darin, daf man jedem Resonator
drei zueinander senkrechte, statistisch unabhingige, aber
dem gleichen, durch die Funktion ¢ gegebenen Wahrschein-
lichkeitsgesetz gehorchende Schwingungen zuschreibt. Da aber
diese Verallgemeinerung zu sehr umstindlichen Formeln fihrt,
begniigen wir uns mit der Angabe des Ergebnlsses daB sie
nichts Neues bringt.l)

1) Zu den in (33), (34) und (35) auftretenden Integralen 4, B und
C kommen dabei einfach aus zwei anderen Funktionen @ (t,, &,, ¢,) und
@ (¢, 6., ¢,) genau ebenso gebildete Integrale 4’ und 4", B’ und B”, ¢’
und C” additiv hinzu.
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Vernachlissigt haben wir in allen Betrachtungen die
gegenseitige Beeinflussung der Resonatoren, die sich als Ab-
sorption, Dispersion und Zerstreuung der Strahlung &duBert.
Wir kénnen sie auch nicht ohne eine Verallgemeinerung des
Markoffschen Wahrscheinlichkeitssatzes nachtriaglich bertick-
sichtigen. Wir glauben aber kaum, daB bei Beseitigung dieses
Mangels das Ergebnis wesentlich anders lautete. Denn solange
wir nichts N#heres iiber den Mechanismus des einzelnen Reso-
nators festgesetzt haben, ist die Frage nach der Stirke dieser
Beeinflussung gar nicht zu beantworten. Wir konnten sie
z. B. durch starke Dimpfung weitgehend herabsetzen. Es
diinkt uns wenig wahrscheinlich, daf der Grad der Geordnet-
heit der Strahlung von solchen Einzelheiten im Mechanismus
der Resonatoren abhiingen sollte.

IV. Die Fragestellung von Einstein und Hopf.

Eine ganz von unseren bisherigen Voraussetzungen ab-
weichende Annahme iiber die Resonatoren legen Einstein
und Hopf?) ihrer Betrachtung zugrunde. Sie sollen némlich
alle auf einem kleinen Teil einer groBen Kugelfliche liegen,
deren Mittelpunkt der Aufpunkt ist. Ferner sollen ihre Schwin-
gungen dargestellt sein durch

:zp(tln)_d )}
T F 3
b

R {E a,e (
wobei die Verzogerungen t, zwischen — T und -+ T mit iiberall
gleicher Wahrscheinlichkeitsdichte liegen. Diese Schwingungen
sind somit verschiedene, aber gleich groBe Ausschnitte aus
derselben sich mit der Periode 27T wiederholenden Schwin-
gungskurve.

Die Schwingung im Aufpunkt ist infolgedessen dargestellt
durch die Reihe (18); fiir I, usw. konnen wir unmittelbar die
in (18), (19), (20) und (21) angegebenen Werte benutzen, wenn
wir 7 = T setzen. Dabei verschwinden alle I mit gemischten
Indizes, so daB die Koeffizienten 4,, B,, 4,, B, voneinander
statistisch unabhéingig werden. Dies ist genau das Krgebnis
von Einstein und Hopf.

Da wir somit in einem durch hohere Geordnetheit aus-
gezeichneten Fall statistische Unabhéngigkeit finden, im all-

1) Vgl. p. 1.
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gemeinen aber nicht, so missen wir dem Satz (1) von Ein-
stein und Hopf: ,Koénnen wir die statistische Unabhin-
gigkeit unter Zugrundelegung von Ordnungsprinzipien be-
weisen, so gilt sie a fortiori fir den Fall, daB man diese
Ordnungsprinzipien fallen 148t unsere Anerkennung versagen.
Auch ist es leicht zu verstehen, warum er im allgemeinen
nicht zutrifft, Ist M die Zahl der moglichen Fille, so bedeutet
die Einfilbrung eines Ordnungsprinzips die Einschrinkung
dieser Zahl. Wie sich dabei die Zahl G der firr ein bestimmtes
Ereignis giinstigen Fille dndert, ist ohne ndhere Angaben nicht
zu tiibersehen; man kann dessen Wahrscheinlichkeit dabei
noch in den weitesten Grenzen abidndern. Besteht das Fr-
eignis aus zwei Teilereignissen, so koénnen diese sehr wohl
ohne das Ordnungsprinzip statistisch abhingig, mit diesem
Prinzip aber unabhidngig sein.

Betrachten wir z. B., wie am Anfang des Abschnittes I,
die Wahrscheinlichkeit, daB gleichzeitig

t< Zfpxy) <t +dt, u<Zg,(z,) <u-+du

ist, wenn alle z, nach demselben Wahrscheinlichkeitsgesetz o(z)
zwischen ¢ und b liegen kénnen. Es bedeutet die Einfiithrung
eines Ordnungsprinzips, wenn wir o(z) so abdndern, daB es
nur in dem Teilbereich von a’ bis b’ von Null verschieden ist,
in diesem Teilbereich abér Werte erhilt, die zu den alten bis
auf einen konstanten Faktor proportional sind. Bei dieser
Verénderung kann nach (4) I,, auch dann Null werden, wenn
es zunichst nicht Null ist.

Soviel wir sehen, liegen im Grunde die gleichen Verhalt-
nisse auch schon in ganz einfachen Beispielen geometrischer
Wahrscheinlichkeiten vor. Es soll etwa den (im gewdhnlichen
Sinn) unabhéngigen Verénderlichen # und y das Innere des
Kreises

22+ y? = r?
vorgeschrieben sein, und zwar so, daB gleichen Flachenstiicken
die gleiche Wahrscheinlichkeit entspricht. Die Wahrschein-
lichkeit, daB gleichzeitig

gLz, +dz ud y<y<y,+dy
ist, ist dann

(36) d:—iy , wenn z,% 4 y,2 < r?, sonst 0.
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Die Wahrscheinlichkeit, daB bei vorgeschriebenem y

g Llr<lz,t+der
ist, ist aber

dx
A wenn |z,| < Yr?*—y,*, sonst 0;

und die Wahrscheinlichkeit, daB, ohne dal man etwas von
y weill,

a<rlz,+dz
ist, betragt

2dxvr =5 °2, wenn |z,| < r, sonst O;

ganz entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit fiir y bei unbe-
kanntem =z

2d_z/Vr = °2, wenn |y,| < r, sonst 0.

Das Produkt der beiden letzten Ausdriicke ist keineswegs
gleich der Wahrscheinlichkeit. (36), « und y sind somit sta-
tistisch nicht unabhéngig. Will man fiir das Innere d¢s
Kreises statistisch unabhingige Veriinderliche haben, so muB
man, wie leicht einzusehen, zu Polarkoordinaten tbergehen,
die vom Mittelpunkt des Kreises aus gerechnet werden.

Beschrinken wir aber durch ein Ordnungsprinzip den Be-
reich fir z und y auf ein Rechteck im Innern jenes Kreises,
dessen Begrenzungen durch die Gleichungen z=+4a, y=410
gegeben sind, so finden wir als Wahrscheinlichkeit, daB gleich-
zeitig

zg <z L2y +dry, und y, <y <y, + dy,

den Wert

dxdy
“ab

die Wahrscheinlichkeit, daB bet bekannten oder unbekanntem y
r, <z L xy+ dx,

, wenn |x0]<a und |y, | < b, sonst 0;

ist, betrigt

ﬁ, wenn |z,| < a, sonst O;

und die entsprechende Wahrseheinlichkeit fiir y ist

lzi_‘z’ 'wenn |y,| < b, sonst 0.
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Es sind also die Verdnderlichen z und y, die urspriinglich
nicht unabhidngig waren, durch Einfithrung eines Ordnungs-
prinzips statistiseh unabhingig geworden.

V. Ergebnis.

Das Zusammenacirken noch so wvieler, rdumlich ungeordneter
Schwingungszentren kann der Strahlung mnicht den Gred vom
Ungcordnetheit verlethen, der zur statistischen Unabhdngigkert
benachbarter Kceffizienten in den Fourverschen Reihen fiir die
Strahlung notwendig wére. Ist in Wairklichkeit eine solcle Un-
geordnetheit bei der Sirahlung vorhanden, so Leruht sie auf einer
Ungeordnetheit in der Schwingung des einzeinen Rescnators.

Mit diesem Ergebnis stellen wir die folgenden Tatsachen
zusammen :

1. Die theoretische Unméglichkeit des Jeansschen Strah-
lungsgesetzes beruht darauf, daB die wellentheoretisch be-
rechnete Zahl der Freiheitsgrade der Strahlung?!) zu groB
ist, und zwar besonders fir hohe Schwingungszahlen und
niedrige Temperaturen, d. h. geringe Energien.

2. Nach der von Einstein aus der Quantentheorie ab-
geleiteten Formel?2) sind die Schwankungen der Strahlung
grofer, als es der Zahl der wellentheoretisch berechneten
Freiheitsgrade entspricht; es sieht rein qualitativ so aus, als
hitte man wenigstens fiir schwache Schwingungen diese Zahl
zu grof angesetzt.

8. Schon die Plancksche Hypothese der Energiestufen
fir den einzelnen linearen Resonator bedeutet eine Beschrin-
kung des einen Freiheitsgrades, den dieser hat; eine Be-
schrankung, die freilich mit wachsender Energie immer be-
deutungsloser wird.

Wir kniipfen daran die Frage: Gibt es vielleicht ein Natur-
gesetz, das die hoehste denkbare Ungeordnetheit in der Schwin-
gung des einzelnen Resonators erst bei groBen Energiebetrégen
zuldBt und infolgedessen die Zahl der Freiheitsgrade bei der
Strahlung im allgemeinen unter das wellentheoretische Maf

1) J. H. Jeans, Phil. Mag. 10, p. 91. 1905. — M. Laue, Ann. d.
Phys. 44, p. 1197. 1914.

2) A. Einstein, La théorie du rayonnement et les quanta, rap-
ports et discussions de la réunion tenue 3 Bruxelles, du 30 octobre au
3 novembre 1911 sous les auspices' de M. E. Solvay, p. 419ff.; M. Laue,
Verh. d. D. Phys. Ges. 17, p. 198. 1915.
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herabsetzt ? Der fiir die Quantentheorie kenngzeichnende
Quotient aus dem Produkt des Planckschen k mit der
Schwingungszahl und aus der Energie miiite dann vermutlich
ein MaB fiir die Geordnetheit abgeben.?)

Nun gibt es sicherlich eine groBe Reihe von Einwinden
gegen diese Vermutung, die sich erst entkréften lieBen, wenn
es gelinge, sie mathematisch zu formulieren und Folgerungen
aus ihr zu ziehen. Vorldufig mag aber schon auf einen Ein-
wand gegen die Vereinbarkeit der Quantentheorie mit der
sonstigen theoretischen Physik hingewiesen werden, der durch
ein solches Ordnungsgesetz sofort beseitigt wire. DBetrachten
wir némlich in einem von vollkommen spiegelnden Winden
abgeschlossenen Hohlraum die Strahlung im Gleichgewicht
mit einem System Planckscher Resonatoren, so muBite man
bisher eine proportionale VergréBerung aller Schwingungs-
amplituden (bei der Strahlung und den Resonatoren) ohne
sonstige Verdnderung, also eine Erhéhung der Energie ohne
die Wiensche Spektralverschiebung, fiir mdglich erklaren.?)
Die Einfithrung eines von der Energie abhingigen Ordnungs-
gesetzes macht diese VergroBerung unmdéglich.

Frankfurt, Juni 1915,

1) Zusatx bei der Korrektur: Ganz éhnlich duBert sich W. Wien,
(Festrede ,,Uber die Ziele und Methoden der theoretischen Physik‘* zur
Feier des 332jahrigen Bestehens der Universitit Wiirzburg, gehalten am
11. Mai 1914): ,,Wie nun auch die Theorie des Atoms und ihre Beziehung
zu den Energieelementen sich in Zukunft gestalten mag, eines muff man
doch vor allem im Auge behalten, daB diese Energieelemente nur durch
die Statistik eingefithrt sind. Und man kann die Ergebnisse der Theorie
auch so deuten, daB die Unordnung in den Molekularbewegungen, wie
sie durch die Warmebewegung hervorgerufen wird, nur bei sehr hohen
Temperaturen eine vollsténdige ist, sonst aber in einer von der Schwin-
gungszahl abhiéingigen Weise mit der Temperatur die Bewegung in eine
vollstindig geordnete iibergeht. Die gewdhnliche Wahrscheinlichkeits-
rechnung kénnen wir auf molekulare Vorginge nur anwenden, wenn wir
nach dem Satz vom zureichenden Grund jede Abweichung von der
vélligen UnregelmiBigkeit leugnen. Wenn aber in der Natur der Mole-
kularbewegungen irgendwelche RegelmiBigkeiten liegen, so kann die An-
wendung der gewthnlichen Statistik versagen ...

2) Nach einer miindlichen Mitteilung von A. Einstein.

(Eingegangen 17. Juni 1915.)



