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1. E l m  Sat% der W a h ~ s c h e ~ m l ~ c ~ ~ d t ~ e c ~ u ~ g  
umd s d n e  Amwemdumg awf &e Strahlumgstheor4e; 

vom X. v. Laue .  

In einer Arbeit mit derselben Uberschrift behandeln E i n -  
s te in  und Hopfl)  die Frage, ob es berechtigt ist, in ejner 
Fourierreihe, welche die Schwingung natiirlicher Strahlung 
darstellen soll, die Koeffizienten als statistisch voneinander 
unabhangig zu betrachten. Die Wichtigkeit dieser Frage fur 
die Strahlungs- und damit f i i r  die gesamte Quantentheorie 
geht daraus hervor, daS alle die Uberlegungen, welche zum 
Rayleigh-  Jeansschen Strahlungsgesetz fiihren, auf ihrer Be- 
jahung fuSen. Das gilt unmittelbar von der von Jeans  selbst 
herriibrenden Ableitung 2), die die Strahlung im Hohlraum 
in eine dreifache Fourierreihe entwickelt und auf jeden ihrer 
Koeffizienten den Gleichverteilungssatz der Energie anwendet, 
gleich als ware er ein Freiheitsgrad im Sinne der Bol tzmann- 
Gibbsschen Statistik. Das gilt aber auch fur die Plancksche 
Hypothese der natiirlichen Strahlung s), bei der die Phasen 
benachbarter Glieder solcher Reihen als unabhiingig vonein- 
ander angenommen werden ; und diese Hypothese fuhrt zu 
jenem bekannten Zusammenhang zwischen der Energie U 
eines Resonators von der Schwingungszahl Y und der Dichte 
der Strahlung u,, der in der Formel 

ausgesprochen ist und unmittelbar das genannte Strahlungs- 
gesetz enthiilt, wenn man auf U den Gleichverteilungssatz 

1) A. Einstein u. L. Hopf, Ann. d. Phys. 88. p. 1096. 1910. 
2) I. H. Jeans, Phil. Mag. 10. p. 91. 1905. - Es iindert sich nichts 

Wesentliches daran, wenn man nach M. Laue (Ann. d. Php. 44.9. 1197. 
1914) die Freiheitsgrade der Hohlraumstrahlung durch die des Strahlen- 
biindels ersetzt. 

3) M. Planck, Ann. d. Phys. 1. p. 69. 1900. 
Aonalen der Phyoik. IV. Fdge. 47. 55 
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U = kT anwendet. Aber auch der Gedankengang von E i n -  
s t e i n  und Hopfl) ,  der von der Brownschen Molekular- 
bewegung zu diesem Strahlungsgesetz fuhrt, macht von dieser 
Hypothese Gebrauch. Da nun doch in allen Ableitungen des 
Ray le igh -  Jeanssohen Gesetzes eine der Wirklichkeit nicht 
entsprechende Voraussetzung enthalten sein muB, und zwar 
vermutlich in allen die gleiche, so ist eine Prufung der oben 
erwahnten Frage in der Tat von grol3ter Wichtigkeit. 

E i n s t e i n  und Hopf kommen nun a. a. 0. zu einer 
Bejahung ihrer Frage. Allein das Zusammenwirken vieler 
Strahlungsquellen sol1 nach ihnen die erforderliche Ungeordnet- 
heit der Strahlung liefern. Ihre Uberlegung besteht aus den 
folgenden zwei Schritten : 

1. Wenn sich die statistische Unabhangigkeit der Fourier- 
koeffizienten unter Annahmen beweisen 18Bt, welche der Wirk- 
lichkeit gegenuber die Einfiihrung eines Ordnungsprinzipes 
bedeuten, so besteht in Wirkljchkeit diese Unabhangigkeit 
a fortiori. 

2. Die statistische Unabhangigkeit der Koeffizienten l&Bt 
sich rechnerisch erweisen unter den folgenden Annahmen : 
Die Strahlung stammt BUS einer groBen Zahl punktformiger 
Quellen, die auf einem kleinen Teil einer groBen Kugelflache 
um den Aufpunkt liegen, und deren Schwingungen durch 
die gleiche Fourierreihe dargestellt sind, nur dal3 diese Schwin- 
gungen eine rein zufallige Phasendifferenz gegeneinander be- 
sit Zen. 

An dieser Antwort mussen wir Kritik uben. Wir wollen 
namlich auf anderem Wege, und zwar schrittweise von ein- 
fachen zu verwickelteren Fallen ubergehend, den EinfluB 
raumlicher Ungeordnetheit der Strahlungsquellen untersuchen. 
Wir finden, daB dieser EinfluB im allgemeinen nicht zur statischen 
Unabhangigkeit der Fourierlroeffizienten fuhrt. Da wir trotz- 
Clem das Ergebnis 2 von E i n s t e i n  und Hopf ausdrucklich 
bestatigen mussen, so Find wir gezwungen, der in 1. aus- 
gesprochenen Behauptung zu widersprechen. Und in der Tat 
scheint diese Behauptung, so plausibel sie auch klingt, leicht 
widerlegbar (Abschnitt IV). 

1) A. Einstein u. L. Hopf, Ann. d. Phys. 88. p. 1105. 1910. 
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Als Hilfsmittel benutzen wir einen Satz, der eigentlich 
schon vollstiindig bei Markof f l )  zu finden ist. Doch miifiten 
wir die dort benutzte Ausdrucksweise etwas verandern und 
nuch den Satz etwas verallgemeinern. Es erscheint uns ein- 
facher, ihn in der von uns gewiinschten Form neu zu beweisen, 
obwohl wir im Grunde dabei nur Markoffs  Verfahren an- 
wenden. 

I. Der Wahreoheinlichkeitaet%ts. 

Die Variablen zl, z2, . . . zN ( N  eine groBe Zahl) konnen 
unabhkngig voneinander jeden Wert jm Bereich zwischen a 
und b annehmen. Die Wahrscheinlichkeit, dal3 sie in einem 
Teilintervall von der GroSe d 5 liegen, ist fur alle die gleiche, 
namlich p (5) d 2 .  Wir bilden die Funktionen 

Wie groB ist die Wahrscheinliohkeit, daf3 g le ichze i t ig  
f l ( 4 1  f 2  * * * fN(%v) und g, ($117 g2 (4, - * ' YN(%PN) ' 

('1 
Ulld 

i s t?  Wir wollen dabei die Funktionen f, und g,, keinen 
anderen Einschrankungen unterwerfen, als daB ihre mathe- 
matischen Hoffnungen 

B 

(3) Sr,, (zn) B (xn) d x n  = 0 9 

a 

sein sollen. Die Allgemeinheit 
kaum beschrankt ; denn war0 

b 

J f n  (XJ e (xn) d x n  = a n  9 

a 

so miiBten wir stat,t fn  die Funktion f, - a, benutzen, welche 
der Gleichung (3) geniigt. Die Ubertragung des abzuleitenden 

1) A. A. Markof f ,  Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch von 
H. Liebmann, Leipaig und Berlin 1912, $5 16 und 33. Derselbe Satz 
hat sich such fur die Theorie der Beugung des Lichtes sn unregelrniiflig 
verstreuten Teilchen nutzlich erwiesen; vgl. M. La ue, Berliner Sitzungs- 
berichte 1914. p. 1144. 

55* 



856 -M. v. Law. 

Wahrscheinlichkeitsausdruckes auf diesen Fa.11 w&re aber ein 
leichtes. Wir wollen noch von vornherein die Abkiirzungen 
einfdxen : ' 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gleich dem Integral 

JJ ...Se(,r , ) e (  zz) ... g(zLv)c~zl dzz ... dxN, 
uber den Teil eines N-dimensionalen Wiirfels von der Kanten- 
lange a--b im Raurne der N-rechtwinkligen Koordinaten 
z1 . . . zN, in welchem beide Ungleichungen (1) und (2) er- 
fullt sind. Mit einem schon von Markoff  a. a. 0. angewandten 
Kunstgriff konnen wir dafur schreiben: 

~ ~ . . . ~ ~ (  ~ ~ H ( s ) p ( ~ ~ ~ ~ (  ~ z ~ . . . y ( z ~ ) d z ,  dzZ...dxN, 
a a  a 

wenn wir die Faktoren H ( f )  und H (g) so wahlen, dal3 
1 wenn (1) erfullt ist, 
0 wenn (1) nicht erfullt i s t ;  
1 wenn (2) erfullt ist,, 

H (9) = { 0 wenn (2) nicht erfullt ist. 
Solche Faktoren sind die Dirichletschen Integrale 

H ( f )  = { 

wenn wir setzen 

Denn die genannten Integrale sind gleich 1 oder 0, je nachdem 
- u < y < a ,  - j 3 < d < B  

ist oder nicht; diese Ungleichungen sind aber mit (1) und (2) 
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gleichbedeutend. Wir finden also fiir die gesuchte R a h r -  
acheinlich keit 

Das hier auftretende Integral nach z1 kiinnen wir in die 
folgende Reihe entwickeln (vgl. 3) : 

a h h 

n 

a a 
I ,  

+ ~ ' J 9 1 ~ ( ~ 1 )  e (x1 )  d x 1 ]  . 
a 

Das Produkt aller Integrale nach den 2 hat in derselben 
Naherung nach (4) den Wert: 

1 - ~ ~ ~ 1 ; 1 2 + 2 ~ ~ ~ 6 q ]  = e - ~ [ J / / C ' + J ~ ~ ~ ' + ' J / ~ C ~ I .  

Die Berechtigung, hierbei stehen zu bleiben, lie@ darin, daB 
jedes der Integrale 

e (xJ dxr2 je irr,(m)t+g,(*,)v) 

U 

(lem absoluten Wert nach kleiner als 
b 

S p d x = l  
U 

ist,, aul3er wenn 5 = q =  0. Das Produkt dieser N Integrale 
wird also nur bei sehr kleinen Werten von und 7 uberhaupt 
einen mit 1 vergleichbaren Wert besitzen. Die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit ist somjt dargestellt durch clas Integral: 
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-m -m 

seine Abhhgigkeit von t ,  t', u und u' ist durch die Glei- 
chuiigen (5) bedingt. 

Um es umzuformen, differentiieren wir es nach t und 
nach u:  

-m -m 

Dies Integral bedeutet nach Multiplikation mit d t . d u die 
Wa.hrscheinlicbkeit w d t d u ,  da6 gleichzeitig 

ist. 
Benutzung der Formel 

Hier lassen sich beide Integrationen nach 5 und 7 durch 

[ ( p  reell, > 0, g beliebig komplex) 
ausfiihren und liefern unmittelbar die Wahrscheinlichkeit. 

a t  a u, 

Fur die endlichen Bereiche \-on t' bis t und u' bis u folgt daraus 
die Wahrscheinlichkeit durch Integration nach t und u iiber 
diese Bereiche. 

Zur Probe auf die Richtigkeit wollen wir hier die Inte- 
gration nach u von - 00 bis + 00 ausfuhren; sie liefert als 
die Wahrscheinlichlieit, daB die Summe xffn(zn) zwischen t 
und t + d t liegt, 

+P 
1 -- 

2 J j j  d t  me 
was mit sonst bekannten Ergebnissen ubereinst,immt. Die 
Wahrscheinlichkeit, daB Z gn(zn) zwischen u und u + d u 
liegt, ist entsprechend gleich 

3 
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Die Wahrscheinlichkeit (6), daS beides zngleich stattfindet, 
ist aber Beineswegs das Produlit dieser letzteren Wahrschein- 
lichkeiten. Das trifft nur zu, wenn J f q 2  gegen J f t J g g  ver- 
nachlassigt werden liann. Das Verhaltnis J f u 2 /  J!, J,, nd3t so- 
n i t  den Grad der statistischen Abhangigkeit der Summen 

Der Gang der Rechnung zeigt die Zulassigkeit der folgenden 
3 fn (2,) und 25- g n ( 4 .  

Verallgemeinerung : die Wahrscheinlichkeit, daS gleichzeitig 
t < 25- fn(xn) < t + a t  , 
u < q L h l )  < u  + d u ,  
V < i X J L n ( X n )  < v  + d v  . 
. . . . . . . . . .  

ist, ist der Gleichung (5a) entsprechend : 
I w d t d u d v  ... 

wo M die hizahl  der betrachteten Summen 

becleutet, und 
Sf, (4 9 2% (4 ' 

p = J f f % 2 + 2 J f g ~ ? + 2 J f h l c + . . .  
J q q q 2 +  2 J g h q < +  

+ J h h c 2  + .. 9 

9 b 

(4g = 2J-L (4 * 9 , k )  ' Q (2,) d % )  

I 
(7) I l a  

ist. Statt hier clie Integrationen nach t, 7 ,  [ usw. nacheinander 
auszufuhren, was sehr umstandlich ware, transformieren wir 
die homogene quadratische Form F auf eine reine Quadrat- 
summe : 
(7') F = a, t o 2  + a2 yo2 + a3 c o 2  + - - 

Eo = ccl(l) 6 + a2(1) q + u3(l) 5 + . . . 
TIo = u p  g + a2'2) q + a3@) < + . . . 
go = 4 3 )  + a2(3) q + UJ3)  5 + . . . 

Dazu dient uns eine orthogonale Substitution 

Zwischen deren Koeffizienten bestehen die Orthogonalitats- 
bedingungen 
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Jrh ... J f f  - a 4s 
J g f  J s s - a  Jsh  ... 
Jh f J h s  Jhh- a . . .  

-&,a= 1 ,  -&(m)ap = 0,  

aus denen in bekannter Weise folgt, da13 die Determinante 
dieser Koeffizienten, die zugleich die Funktionaldeterminante 
der Eo; qo,  C o . .  . nach f , ? ,  C ist, den Wert 1 hat. Die Werte 
nl,  a2 . . . a N  aber sind die Wurzeln der Gleichung: 

= o  

= (7 4 
' f f  4 g  $ h e "  

Jsf  J s g  Jk* 
Jhf Jhg ' h h * . '  . . . . . . .  

Durch diese Subst,itution wird aus (6c) 
w d t d u d v . .  . 

- m  --m 

(An = t q " )  t + a,'") u + u p  v + . . .) 
und, wenn man Gleichung (5b) anwendet l) : 

1) DaB die Koeffizienten an in (7') alle positiv sind, geht aus der 
Gleichung 

21' 

J' = z n J ( f n  (xn l  6 + g n  (0,) T + hn (0s) 5 + * * *Y d xn 
1 

hervor, da nach ihr F eine positiv definite Funktion der 8,  7, ist. Aus 
demselben Grunde ist auch die Determinante D samt allen ihren Unter- 
determinanten, welche gleiohe obere und untere Indizes tragen, positiv. 
In den Formeln (9) und ( 10) haben deswegen die Quadrate von t, u, v . . . 
alle negative Koeffizienten. 
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Nach einer in der Determinantentheorie bekannten Formel l) 
ist aber 

+ 2 0 , ( 2 ) t ~ + 2 ~ ~ ~ ) t ~ + 2 0 ~ ( 3 ) ~ ~ v +  ... 
wobei die Dz) die Unterdeterminanten von D sind. Da nach 
(7a) und (7) D eine symmetrische Determinante ist, ist dabei 

B ! n )  = B(m) .  
m n 

Unter Berucksichtigung von (8) wird also: 
w d t d u d v . . .  

(D,(1) tP+Dl(Nd+D8(s)us +... +2 DJP) I it +2 Dl(~)~u+DgWuu+. . .) 

Man erkennt leicht die Formel (6) als besonderen Fall dieser 
Verallgemeinerung, da dort 

ill = 2 ,  B 2 4, Jgg - Dl(l) = Jgg , B2t2J = +,, D1t2)= - J,, 

ist. Auch ist es nicht schwer, die Formel ( 6 )  aus (9) durch 
fortgesetzte Integration nach v ,  u usw. von - 00 bis + oc, 
herzustellen, bis nur noch zwei von den Variablen t ,  u usw. 
ubrig sind. Die Integra.tion nach t liefert nilmlich im Hinblick 
auf (5b) 

+ m  

d u d v -  - * [ m d t  
- m  

1) G. Kowalewski,  Einfiihrung in die Determimntentheorie. 3 104. 
p. 241 u. f. besonders p. 243. Leipzig 1909. 
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Soniit findet sich die Wahrscheinlichkeit, daB ohne Rucksiclit 
auf den Wert von 2'fn(xn) 

< 2g,,i.zn) < u + d u ,  v < X',,(X,) < 2, + dv. .. 
ist, z u :  

Bedenlit man, daB die Determinante D,(I) f t u  die Sumnien 
C g n ( x n ) ,  Xhn(xn)  , . . dieselbe Rolle spielt, wie D fiir diese 
Suminen einschlieBlich S f n  (xn), so erliennt man, daB sich 
die Formel (9) beini SchluB von A1 auf M - 1 wiederherstellt, 
so daB man schlieBlich zu dem Wahrscheinlichkeitsgesetz (6) 
uncl von da zu (6a) und (6b) zuruckgelangt. Waren in (7) 
alle Koeffizienten I mit gemischten Indizes gleich 0,  so ware 
cler Ausclruck (9) einfach das Produkt der Wahrscheinlichkeiten 
(6a), (6b) uncl der entsprechenden fiir 9 ,  w usw. Denn in 
dieseni Fall v%re 
D = Jf,Jg,Jhh ..., B,cl)= J g g J h h  ..., B,(')= J f fJhh  ..., 

I),(>) = B,'3' , . . = 0, 
also 

DaB die Summen Cfn(zn) ,  2g9,(zn) . . . im allgemeinen nicht 
voneinander statistisch unabhangig sind, beruht somit auf 
Clem Auftreten cler Koeffizienten 1 n i t  gemischten Inclizes. 
Das Iiennxeickert fur statistische Unabliangigkeit dieser Summen 
ist, dug i n  der Deterntinante D (in 7 a )  die Diagonalglieder gegen 
d ie  anderen sehr grop sind. 

Eine weitere Verallgemeinerung dieses Satzes bezieht 
sich auf den Fall, claB jecle der Funktionen fn ,  g T L ,  h, usw. 
von mehr als einer VerBnderlichen abhangt. Und zwar sollen 

f,, g,, h, Funktionen von xl, gl, x1 . . . 
f 2 ,  g2, h, Funktionen von x2, y,, x ,  . . . 

usw. 
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sein. Fur die Variablen x,, y,, z, . . . soll unabhangig vom 
Index n (ler gleiche Bereich in einem mehrdimensionalen Raum 
vorgeschrieben sein ; die Wahrscheinlichkeit, da13 sie in dem 
clurch dx, dy ,  dx  . . . gemeseenen Teilbereich liegen, soll eben- 
falls unabhangig vom Index n gleich e(s,  y,  x . . .) ds  d y  d x  . . . 
sein. Die einzige hde rung ,  die an unserem Ergebnis dadurch 
notwendig wird, ist, dalj in (7) alle Integrale nach x,,, y,, z,, . . . 
iiber den ganzen genannten Bereich auszufiihren sind ; also : 1 Jff = ZlJJ.. .f," p d z n  dy,  dzn  . . . , 

N 

1 
(11) N 

usw. Das Wahrscheinlichkeitsgesetz (9) aber bleibt unverandert 
bes tehen. 

I[. Die Strahlungsquellen liegen vom Aufpunkt &us alle in 
derselben Richtung und fiihren die gleiche Schwingung &us. 

Wir nehmen an, eine Reihe von Resonatoren, welche wir 
durch die Nummern I ,  2,  . . . n, . . . N unterscheiden, fuhren 
in der Zeit von - T bis + T alle die gleiche Schwingung in 
der gleichen Richtung aus, die durch die Reihe 

dargestellt ist. Vom Aufpunkt aus gesehen, liegen sie alle 
in einem kleinen korperlichen Winkel, dessen Richtung wir 
beliebig gegen die Schwingungsrichtung legen diirfen. Von 
dieser Wahl hangt im folgenden nur ein konstanter und des- 
wegen uberhaupt unterdruckter Faktor ab. Innerhalb dieses 
korperlichen Winkels sind die Resonatoren iiber eine gegen 
die Wellenlange grol3e Strecke von der Lange 2 c t  lediglich 
nach Zufall, und zwar mit unveranderlicher Wahrscheinlich- 
keitsdichte, verteilt (d. h. die Wa.hrschein1ichkeit eines Teiles 
dieser Strecke ist seiner Lange proportional). Die Schwingung 
im Aufpunkt wird dann dargestellt durch: 



864 M .  v. Laue. 

Den Abstand aller Resonatoren 1-oni Aufpunkt betrachten wir 
vorlaufig als so groS gegen die Strecke 2 cz, daB die Ab- 
standsunterschiecle keinen merlilichen EjnfluB auf die Inten- 
sitat der ini Aufpunlit anlioiiinienden Stralilung liaben. 
Dabei sind die Yerzbgerungen f, rein nach Znfall uber 
eine der genannteii Streclie entsprechende Zeit verteilt, als 
deren Grenzen wir +t und - t wahlen. T niuB lileiner als 
T sein. Denn die Reihe (12) stellt die Schwingung nur fur 
einen Zeitraum yon der Lange 2 T dar; dariiber liinaus ergibt 
Pie eine der Wirklichlreit niclit entsprechende periodische 
Wiederholung derselben Schwir:gung. Die ~70n clen Resona- 
toren Nr. n und Er. n' erregten Schwingungen koniinen aber 
mit der Zeitclifferenz t,,-t,,T im Aufpunlrt an. Die N betrach- 
teten Schwingungen uberlagerii sich ini Aufpnnkt daher nur 
in einem Zeitrauni von cler Lange T - t; nur fur cliesen gilt 
die Reihe (13). Wollte man t =  T setzen, so @lte sie iiber- 
haupt nicht mehr. 

Die Koeffizienten der Reihe (13) sincl nun 

Wir wollen den Wahrscheinlichkeitssatz (9) auf diese Sunmien 
und auf 

h7 A, 
(16) A @ =  u p r ~ c o s ( ~ ~ + ~ p . ) ,  ~ , , = u ~ , E s i i i  (-?;-+;t..) 7 l  P' t, 

1 1 

anwenden; dazu setzen m-ii 

Zunachst mussen wir nachweisen, daB fur ditse Yunktioiitn 
entsprechend cler Annahine (3) die mathematischen Hoffnungen 
verschwinden. Da nach unserer Annahme iiber die statistische 
Gleichwertigkeit aller Teile des Zeitraumes \-on -t his +t 

1 
(16) B (tn) = 2t 

ist, so wird die niathemntische Hoffiiuiig fur f n  
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C r  

- r  
d. h. proportional zu dem Mittelwerte der Kosinusfunktion 
fur die Zeit 2r. Diesen Mittelwert diirfen wir gleich Null 
setzen, da nachVoraussetzung 2t gegen diePeriode sehrgroB, also 

ist,. Entsprwhendes gilt fur die Funktionen fn), y, und g;. 
Nach (7), (15a) und (16) w i d  clje GroBe 

N 4-r  

da man den Mittelwert cler Kosinusfunktion wieder gleich Null 
setzen kann : ebenso : 
(1 8) Jgg = k N a p a ,  JfRf, = Jgrgt = + N a p , z .  
Hingegen sind 

N + r  

1) Bei derUmrechnung ist derMittelwert von COB 

vernachliissigt, da -__ n‘p ;p’)F gegen 1 groB ist; den Mittelwert von 

a,.) miissen wir aber beibehalten, da I p - p’ 1 = 1 T 
sein kann und T < T ist. 

’ 
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I N C r  

N C T  

1 - -T 

AUS (19) folgt unmittelbar, claa die Koeffizienten A, 
und B, (und desgleichen A,' und Bpt) voneinander statistisch 
unabhangig sind. Da ferner nach (17) und (18) f i i r  A ,  und B, 
das gleiche Wahrscheinlichkeitsgesetz gilt, so ist f i i r  die Phase 
der durch p gekennzeichneten Scbwingung jeder Wert zwischen 
0 und 237 gleich wahrscheinlich, solange man die Phasen der 
anderen Schwingungen noch nicht kennt ; dasselbe gilt natur- 
lich fiir die Phase der Schwingung p'. Nach (20) und (21) 
hingegen sind weder A ,  und Ap', noch B, und B,,, noch A, 
und Bpt, noch B, und Apt voneinander statistisch unabhangig. 
Sie werden auch durch VergroBerung von N nicht unabhangiger 
voneinander; denn dabei wachsen alle in (17) bis (21) aufge- 
zahlten Glieder der Determinante D (vgl. 7a) proportional zu N .  
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Selbstverstandlich besteht diese statistische Koppelung nicht 
fur weit voneinander entfernte Glieder unserer Fourierschen 
Reihe; ihr MaB ist nach (20) und (21) im wesentlichen der Bruch 

Die Kurve, welche ihn als Funktion von ( p  - p')  clarstellt, 
ist aus der Theorie der Beugung am Spalt wohl bekannt. Er 
besitzt seinen groBten Wert 1 bei p -p'=O, verschwindet, wenn 

p - p ' =  h -  * (h eine game Zahl, auSer 0) 

und nimmt dazwischen eine Reihe von allniahlich immer 
niedriger werdenden Maximalwerten an. Zu vernachliissigen 
ist er gegen 1 erst, wenn 

T 
4 P - P P ' I > , t -  

Bedenken wir, dal3 T/r  > 1 ist, so finden wir zwischen den 
Koeffizientenpaaren A, und Ap+l, - oder B, und BPkl, oder 
A,  und Bpfl, oder B, und A,,, im allgemeinen sogar eine 
ziemlich enge Koppelung. 

Man darf ubrigens auf die besondere Form dieser Koppe- 
lungsfunktion keinen Nachdruck legen. Sie ist lediglich durch 
zwei recht willkiirliche Annahmen bedingt, namlich erstens 
durch die Voraussetzung, daB die Wahrscheinlichkeitsdiohte 
e(tn) in dem ganzen Bereich von --t bis + r  lionstant ist 
- sowie der die Strahlungsquellen ent'haltende Korper von 
veranderlicher Dichte ware, trafe dies nicht mehr zu -; 
zweitens dadurch, daB wir unseren Aufpunkt als von allen 
Resonatoren so weit entfernt angenommen haben, daB alle 
Schwingungen mit der gleichen Amplitude in ihm ankommen 
- genau genommen aber ist die Amplitude der vom nten 
Resonator herriihrenden Schwingung umgekehrt proportional 
zu R + c t,, wenn R die Entfernung des Mittelpunktes jener 
Strecke 2 c z  angibt, auf welcher unsere Resonatoren verstreut 
sind. Wir wollen jetzt diese beiden Voraussetzungen fallen 
lassen. 

Dann ist zunachst die Reihe (13) zu ersetzen durch eine 
andere, in der die Koeffizienten statt durch (14) und (15) durch 
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gegeben sind. An die Stelle von (15a) tritt deswegen 

Wir haben zuerst nachzuweisen, daR die mathematischen 
Hoffnungen dieser vier Funktionen verschwinden. 

Dazu dient uns der aus der Theorie der Fourierschen 
Integrale entnommene Satz, dafi, wenn P(5.) eine stetige 
Funktion ist, FI 

i k 5  (; 1 i k t l ; )  lim d c  = - i lim - Pe 
k = m  k =  m 

(2 3) 

ist. R + ct, ist aber im Integrationsbereich eine langsani 
vertinderliche Funktion und von q (t,) diirfen wir desselbe 
voraussetzen. Wenn dann 

51 

27ZpT (24 -T-> 1 ,  

konnen wir diesen Satz unbedenklich nuf die mathematische 
Hoffnung von f,, ~- 

- 7  

anwenden und finden fur sie und ebenfalls fiir die mathr- 
matischen Hoffnungen von g,, fnf und g,' einen zu vernach- 
lassigenden Wert. 

USW. 

der Determinante D naoh (7) ubergehen, so stol3en wir auf 
die Integrale : 

Wenn wir dann zur Berechnung der Glieder Iff, I 
O! 
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- 7  
+ T  

- 2  
A7 

- r  

- - T  

Die Integrale E, F ,  Gund H verschwinden nach dem Satz (23) 
unter der Bedingung (24). Deswegen wird: 

(25) { ::f,=i ;;,g, = $ N a p , 2 A ,  Jftr = 0. 

(26) 
(27) 
Da 

sind zwar stets B und C kleiner als A ,  und dasselbe gilt daher 
auch von den Klammern in (26) und (27); damit aber diese 
Klammern gegen A verschwinden, damit also die vier Koef- 
fizienten (22) statistisch unabhangig sind, mu6 ganz wie oben 

J = + N a p 2 A ,  J f ,  = 0 ,  

Jfr = J s g t  = +Nup apt [cos (ap - apt) B - sin (8, - ?YP,) C] . 
- Jfs,= Jf,g=+Nupapt [sin (ap -a,r)B+ cos(ap -apl) C] . 

> 0, p G p  

276 IP - P' I T  (28) T >'  
sein. Die an die Gleichungen (17) bis (21) angeschlossene 
Erorterung la& sich also in allen wesentlichen Zugen auf 
diese Formeln ubertragen. 

III. Die Lage der Resonatoren iet beliebig, ihre Schwingungen 
gehorchen nur demeelben Wahrecheinlichkeitsgeeeta. 

Wir betrachten wieder N in der gleichen Richtung schwin- 
gende Resonatoren, deren Lage wir durch die vom Aufpunkt 
gemessenen Polarkoordinaten r ,  0, cp festlegen. Dabei konnen 

Annalen der Phyaik. IV. Folge. 47. 56 
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wir wieder wie in Abschnitt I1 statt r, die ~7erzogerungszeit tn 
benutzen, indem wir rn = R + c t, setzen. Der fur die Reso- 
natoren zur Verfugung stehende Raum soll innerhalb zweier 
Kugelflachen um den Aufpunkt von den Radien R & CT, 
liegen. Die Wahrscheinlichkeit, daB die Koordinaten des nten 
Resonators zwischen t, und t, + at,, 0, und 0, + d On, P),, 
und 97, + dv, liegen, bezeichnen wir mit 

Da o in geGssen Teileii jener Kugelschale Kull sein kann, 
ist der wirkliche Verteilungsraum noch in weitem MaBe will- 
kiirlich begrenzt. 

Die Schwingung des nten Resonators stellen wir f i i r  die 
von - T bis + T durch die Reihe 

(0 (C @w q n )  dtn On dvn * 

ditr. Wie friiher soll T >z sein. Die Koeffizienten a,,, aPln 
und 6,,, 6,1, sollen nun unabhangig von dem Index n einem 
Wahrscheinlichkeitsgesetz gehorchen; die Wahrscheinlichlceit, 
(1:tfi sie bei einem bestimmten Resonator in den Grenzen aDn 
und a,,, + da,,, aptn und a,., + da,., usw. liegen, soll gleich 

sein. Darin liegt ausgesprochm , daB die Schwingungsform 
aller Resonatoren einem unbekannten, aber gemeinsamen Wahr- 
scheinlichkeitsprinzip unterliegt ; aufierdem, da doch von 
diesen Koeffizienten die Intensita t cler Schwingung abhangt, daB 
sie im zeitlichen Durchschnitt alle die gleiche Intensitat haben. 

Im Aufpunkt betrachten wir die resultierende elektrische 
Schwingung in einer beliebigen Richtung, die mit der Schwin- 
gungsrichtung der Resonatoren nicht ubereinzustimmen braucht . 
Jedenfells ist diese clargestellt clnrch eine Reihe 

(a,,, aplnl ' p n f  'p'n) d a p n  d a p ' n  d ' p w  d'prn 

in der O(tn, On, yn) eine leicht angebbare, aber fur uns be- 
langlose Funktion der Entfernung und der Richtung des nten 
Resonators vom Aufpunkt aus bedeutet. Die Koeffizienten 
dieser Reihe haben die Werte : 
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Um den Markof fschen Wahrscheinlichkeitssatz (9) mzu-  
wenden, miissen wir setzen : 

f n  = apn (4 (tn, on, yn) cos r+ + apn) 
f (,’ = h,. n @ (tn, on, cpn) cos (n+ + apt ,) 

1 9, = apn @(tn. on, ?,I sin (-F + a,, I 
n p t n  

“P’t,  

(32) I 
\ 9; =: a p f n  (tn, en, Y,J sin (7 + a p r n )  

und jede dieser Funktionen als abhangig von den sieben 
Veranderlichen t,, 0, ,qn, a,,, a,~,, a,, und fi,!,, betrachten. 
Die Wahrscheinlichkeit, dal3 diese in einem gewissen unendlich 
kleinen Bereich liegen, ist nach den Voraussetzungen dieses 
Abschnittes 
e(t,, @,, ?,%l a,,,, a p t , ,  Qpn, a p r n )  dtnd0,dyndapnrlap,nd3pnd3pln 

x d t n d ~ n d T p n d a p n d a p ~ n d ~ , , d 8 p t n .  
Die mathematische Hoffnung von fn ist infolgedessen gltich 

= ~ ( f ,  on, ~p,). c(apn,  ap‘ni a,,, 9 p ’ J  

CT 

Jco U C O S  r+ + apn) dt , .  
- r  

Nach dem Satz (23) liefert die Integration nach t ,  &was zu 
Vernachl&ssigendes, so dab fn und ebenso g,, fl und g,’ der 
Voraussetzung (3) geniigt. Bei der Berechnung der Koeffi- 
zienten Iff, Igg ,  I,#. . . nach (7) haben wir die folgenden 
Integrale auszuwerten : 

56* 
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- 
wenn wir mit up2 die niathematische Hoffnung von aDn2, mit 

s [ d 0  d y S W m d t  
A das Integral: + r  

- r  
bezeichnen. Ferner : 

- r  
f r  

J h 0 d V J W m  s i n n x p ) i d t  r = C  
- T  

gesetzt ist. Den Index n haben wir bei diesen mathematischen 
Hoffnungen fortlassen clurfen, weil sie nach Voraussetzung 
fur alle Resonatoren den gleichen Wept haben. In  alleii anderen 
bei diesen Berechnnngen auftretenden Integralen koinmen stets 
Integrale nach t vor, die von einer der Formen 

+ r  



Ein Satz dey TBalwsclieinliclikeits~ecl~n~cng uszu. 873 

sind und nach (23) vernachlassigt werden durfen. Infolgedessen 
finden wir : 

(34) Jff,  = Jgd = &"ap up, cos ( I ? ~  - Q P r ) .  B - a P P  u I sin (ap- apt)* C] 

c- 1 N a a sin (8, - apT) B + ap up! cos (ap - aPr) a C] . 
Ahnlich wie in Abschnitt I1 sind hier die Integrale B und C 
stets kleiner als A ,  weil 02u, > 0 ist. Damit sie aber gegen A 
zu vernachlassigen sind, mu13 wieder die Beclingung (28), 

T 

- - 
(33) J f f  = Jgg=  NU^^ A, J f f  = O ,  Jfi,= Jgtgr = +Napr2 A,  J f g r  -0 

~- 

(35) - Jfgf  = J f ,  - 
2- [ P P  

2 'II \ P  - P' I T > 1 ,  

erfullt sein. Solltn daher alle Koeffizitnten der Reihe (30) 
voneinander unabhangig sein, so ist dazu notwendig, da13 fur 
den einzelnen Resonator die Mittelwerte upup' :::(ap - apt) 
gegen clie Mittelwerte 2 und a,2verschwindtn. Diese Be- 
dingung wiire z. B. dann erfiillt, wenn die Phasen 29; und GPl 
in der Schwingung des einzelnen Resonators unabhangig von- 
einander und von den a,, und a,,', alle Werte von 0 bis 2 z 
rni t  der gleichen Wahrscheinlichkeit annehnien konnten. Aber 
weder raumliche Ungeordnetheit in der Verteilung der Reso- 
natoren noch eine VergroBerung ihrer Anzahl N vermag diese 
statistische Unabhangigkeit herbeizufuhren. 

Hiermit wollen wir unsere Berechnungen abschlieaen. 
Die einzige weitere Verallgemeinerung, die noch Ieicht durch- 
zufuhren ware, bestande darin, daJ3 man jedem Resonator 
drei zueinander senkrechte, statistisch unabhangige, aber 
dem gleichen, durch clie Funktion 0 gegebenen Wahrschein- 
lichkeitsgeseta gehorchende Schwingungen zuschreibt. Da aber 
diese Verallgemeinerung zu sehr umstandlichen Formeln fiihrt , 
begnugen wir uns niit der Angabe des Ergebnisses, dal3 sie 
nichts Neues bringt.l) 

1) Zu den in (33), (34) und (35) auftretenden Integralen A ,  B und 
C kommen dabei einfach aus zwei anderen Funktionen @' (t,,, @., cp,,) und 
@" (tn, O,,, cpn) genau ebenso gebildete Integrale A' und A", B' und B', C' 
und C" additiv hinzu. 
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Vernachlassigt haben wir in allen Betrachtungen die 
gegenseitige Beeinflussung der Resonatoren, die sich als Ab- 
sorption, Dispersion und Zerstreuung der Strahlung auBert. 
Wir konnen sie auch nich t ohne eine Verallgemeinerung des 
Mark  o f f schen Wahrscheinlichkeitssatzes nachtraglich beruck- 
sichtigen. Wir glauben aber kaum, daB bei Beseitigung dieses 
Mangels das Ergebnis wesentlich anders lautete. Denn solange 
wir nichts Naheres uber den Mechanismus des einzelnen Reso- 
nators festgesetzt haben, ist die Frage nach der Starke dieser 
Beeinflussung gar nicht zu beant worten. Wir konnten sie 
z. B. durch starke Dampfung weitgehend berabsetzen. Es 
diinkt uns wenig wahrscheinlich, daB der Grad der Geordnet- 
hcit der Strahlung von solchen Einzelheiten im Mechanismns 
der Resonatoren abhiingen sollte. 

IV. Die Fragestellung von Einstein und Hopf. 

Eine ganz von unseren bisherigen Voraussetzungen ab- 
weichende Annahme iiber die Resonatoren legen E i n s t e i n  
und H o p  f 1) ihrer Bet#rachtung zngrunde. Sie sollen niimlich 
alle auf einem kleinen Teil einer groBen Kugelflache liegen, 
deren Mittelpunkt der Aufpunkt ist. Ferner sollen ihre Schwin- 
gungen dargestellt sein durch 

wobei die Verzogerungen t, awischen - T und + T mit uberall 
gleicher Wahrscheinlichkeitsdich te liegen. Diese Schwingungen 
sind somit verschiedene, aber gleich groBe Ausschnitte aus 
derselben sich mit der Periode 2 T wiederholenden Schwin- 
gungs kurve. 

Die Schwingung im Aufpunkt ist infolgedessen dargestellt 
durch die Reihe (13); fur Iff usw. kijnnen wir unmittelbar die 
in (18), (19), (20) und (21) angegebenen Werte benutzen, menn 
wir T = T setzen. Dabei verschwinden alle 1 mit gemischten 
Indizes, so dab die Koeffizienten A,, B,, A,g, B,' voneinander 
statistisch unabhangig werden. Dies ist genau das Ergebnis 
von E i n s t e i n  und Hopf .  

Da wir somit in einem durch hohere Geordnetheit aus- 
gezeichneten Fall statistische Unabhangigkeit finden, im all- 

1) Vgl. p. 1. 
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gemejnen aber nicht, so mussen wir dem Satz (1) von E i n -  
s t e i n  und Hopf :  ,,Konnen wir die statistische Unabhan- 
gigkeit unter Zugrundelegung von Ordnungsprinzipien be- 
weisen, so gilt sie a fortiori fur den Fall, daB man diese 
Ordnungsprinzipien fallen la Bt" unsere Anerkennung versagen. 
Auch ist es leicht zu verstehen, warum er im allgemeinen 
nicht zutrifft. 1st M die Zahl der moglichen Falle, so bedeutet 
die Einfi.lbrung rines Ordnungsprinzips die Einschrankung 
dieser Zahl. Wie sich dabei die Zahl G der f i i r  ein bestimmtes 
Ereignis giinstigen Falle iindert, ist ohne nahere Angaben nicht 
zu ubersehen ; man kann dessen Wahrscheinlichkeit dabei 
noch in den weitesten Grenzen abandern. Besteht das Er- 
eignis aus zwei Teilereignissen, so konnen diese sehr wohl 
ohne das Ordnungsprinzip statistisch abhangig, mit diesem 
Prinzip aber unabhangig sein. 

Betrachten wir z. B., wie am Anfang des Abschnittes I ,  
die Wahrscheinlichkeit, daB gleichzeitig 

ist, wenn alle xn nach demselben Wahrscheinlichkeitsgesetz e (5) 

zwischen a und b liegen konnen. Es bedeutet die Einfuhrung 
eines Ordnungsprinzips, wenn wir e(s) so abandern, daB es 
nur in dem Teilbereich von a' bis b' von Null verschieden ist, 
in diesem Teilbereich ab6r Werte erhalt, die zu den alten bis 
auf einen konstanten Faktor proportional sind. Bei dieser 
Veriinderung kann nach (4) I,g auch dann Null werden, wenn 
es zunachst nicht Null ist. 

Soviel wir sehen, liegen im Grunde die gleichen Verhiilt- 
nisse auch schon in ganz einfachen Beispielen geometrischcr 
Wahrscheinlichkeiten vor. Es sol1 etwa den (im gewohnlichen 
Sinn) unabhangigen Veranderlichen x und y das Innere des 
Kreises 

x2 + y2 = ra 
vorgeschrieben sein, und m a r  so, daB gleichen Flachenstiicken 
die gleiche Wahrscheinlichkeit entspricht. Die Wahrschein- 
lichkeit, daB gleichzeitig 

ist, ist dann 

t < Zfn(xn) < t + d t ,  u < sgn(xn) < u + d u  

2 0  < 2 < ql+ dx und yo < y < yo + d y  

wenn xoz + yo2 < r 2 )  sonst 0. d x d y  
7' 
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Die Wahrscheinlichkeit, dalj bei vorgexhriebenem y 

ist., ist aber 
2" < X < " O  + d x  

d x  ~, wenn lxo 
2 l / rbJ , e  

uncl die Wahrscheinlichkeit , 
y weiB, 

$0 < z 
ist, be tragt 

da13, ohne daB man etwas von 

'1/rz - x: 2 d x - . , - - ,  wenn / zo I  < r ,  sonst 0 ;  
n ,r- 

ganz entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit fiir y bei unbe- 
kanntem x 

2 d y v 5 : 1  wenn I yo I < T sonst 0 .  

Das Produkt der beiden letzten Ausdrucke ist keineswegs 
gleich der Wahrscheinlichkeit (36), z und y sind somit sta- 
tistisch nicht unabhangig. Will man fiir das Innere dts 
Kreises statistisch unabhangige Veranderliche haben, SO muB 
man, wie leicht einzusehen , zu Polarkoordinaten ubergehen, 
die vom Mittelpunkt des Kreises aus gerechnet werden. 

Beschranken wir aber durch ?in Ordnungsprinzip den Be- 
reich fur x und y auf ein Rechteck im Innern jenes Kreises, 
dessen Begrenzungcn durch die Gleichungen z = f a ,  y = f b 
gegeben sind, so finden wir als Wahrscheinlichkeit, daB gleich- 
zeitig 

und 
den Wert 

~ 

n r  

2 0  < z <.zo + dx, Yo < y < Yo + dyo 

, wenn j x 0 I < a  und I y o l < b ,  sonst 0 ;  d z d y  
a b  

__ 

die Wahrscheinlichkeit , dalj bei bekannten oder unbekanntem y 

ist, betragt 
2 0  < 3 < 2 0  + d x ,  

d x  - wenn I xo I < a, sonst 0 ;  
2 a' 

und die entsprechende Wahrscheinlichkeit fur y ist 

2, wenn lyol < b ,  sonst 0. 
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Es sind also die Veranderlichen 2 nnd y, die urspiiinglicll 
nicht unabhangig waren, durch Einfiihrung eines Ordnungs- 
priilzips statistisch unabhhgig geworden. 

V. Ergebnis. 
Dus Zusammenuirken noch so cieler, raiim/ich ungeoi dneter 

S'chwingungszenti en  knnn der Strahlung nicht den Grcd t o n  
Ungtoidnetheit vc r ld i en ,  der xur stntistischcn Unabhangiykeit 
bcnachbarter Iiceffizienttn in den Four ie r schen  Reilzeti j u r  die 
Strnhlung notwendig ware. I s t  in Wirklichkeit eine solcLe Un-  
geordneiheit bei der Sirahlung torlianden, so Eeruht sie auf einer 
Ungeordnethcit in der Sthwingung des einzeinen Rescnatcrs. 

Mit diesem Ergebnis stellen wir die folgenden Tatsachen 
zusammen : 

1. Die theoretische Unrnoglichlieit des Jeansschen Strah- 
lungsgesetzes beruht darauf, dal3 die wellentheoretisch be- 
rechnete Zahl cler Freiheitsgrade der Strahlungl) zu grol3 
ist, und zwar besonclers fur hohe Schwingungszahlen nnd 
niedrige Temperaturen, d. h. geringe Energien. 

2. Nacli der von E i n s t e i n  aus der Quantentheorie ab- 
geleiteten Formel 2) sind die Schwankungen der Strahlung 
groaer, als es der Zahl der wellentheoretisch berechneten 
Freiheitsgrade entspricht ; es sieht rein qualitativ so aus, als 
hatte man wenigstens fur schwache Schwingungen diese Zahl 
zu grol3 angesetzt. 

3. Schon die Plancksche Hypothese der Energiestufen 
f t u  den einzelnen linearen Resonator bedeutet eine Beschran- 
kung des einen Freiheitsgrades, den dieser ha t ;  eine Be- 
schrankung, die freilich mit wachsender Energie immer be- 
deutungsloser wircl. 

Wir knupfen daran die Frage: Gibt es vielleicht ein Natur- 
gesetz, das die hochste denlibare Ungeordnetheit in der Schwin- 
gung des einzelnen Resonators erst bei grol3en Energiebetragen 
zulaBC und infolgedessen die Zahl der Freiheitsgrade bei der 
Strahlung im allgemeinen unter das wellentheoretische Ma13 

1) J. H. Jeans, Phil. Mag. 10. p. 91. 1905. - RI. Laue, Ann. d. 
Phys. 44. p. 1197. 1914. 

2) A. Einstein, La thhorie du rayonnement et les quanta, rap- 
ports et discussions de la rbunion tenue B Bruxelles, du 30 octobre au 
3 novembre 1911 sous les auspices de M. E. Solvay, p. 419ff.; M. Lauc, 
Verh. d. D. Phys. Ges. 17. p. 198. 1915. 

- 
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herabsetzt 1 Der fur die Quantentheorie kennzeichnende 
Quotient aus dem Produkt des Planckschen h mit der 
Schwingungszahl und aus der Energie mu13te dann vermutlich 
ein Ma13 fur die Geordnetheit abgeben.l) 

Nun gibt es sicherlich eine grol3e Reihe von Einwanden 
gegen diese Vermutung, die sich erst entkraften lieBen, wenn 
es gelange, sie mathematisch zu formulieren und Folgerungen 
aus ihr zu ziehen. Vorlaufig mag aber schon auf einen Ein- 
wand gegen die Vereinbarlieit der Quantentheorie mit der 
sonstigen theoretischen Physik hingewjesen werden, der durch 
ein solches Ordnungsgesetz sofort beseitigt ware. Betrachten 
wir namlich in einem von vollkommen spiegelnden Wanden 
abgeschlossenen Hohlraum die Strahlung im Gleichgewicht 
mit einem System P l a n e  kscher Resonatoren, so mu13te man 
bisher eine proportionale VergroBerung aller Schwingungs- 
amplituden (bei der Strahlung und den Resonatoren) ohne 
sonstige Veranderung, also eine Erhohung der Energie ohne 
die Wi ensche Spektralverschiebung, fur moglich erklaren.2) 
Die Einfihrung eines von der Energie abhangigen Ordnungs- 
gesetzes macht diese VergroBerung unmoglich. 

F r a n l i f u r t ,  Juni 1915. 

1) Zusatx bei der Kwrektur: Ganz iihnlich iiul3ert sich W. Wien, 
(Festrede ,,tfber die Ziele und Methoden der theoretischen Physik" zur 
Feier des 332 jiihrigen Bestehens der Universitiit Wiirzburg, gehalten am 
11. Edai 1914): ,,Wie nun auch die Theorie des Atoms und ihre Beziehung 
zu den Energieelementen sich in Zukunft gestalten mag, eines muB man 
doch vor allem im Auge behalten, daB diese Energieelemente nur durch 
die Statistik eingefuhrt sind. Und man kann die Ergebnisse der Theorie 
auch so deuten, daB die Unordnung in den Molekularbewegungen, mie 
sie' durch die Wiirmebewegung hervorgerufen wird, nur bei sehr hohen 
Temperaturen eine vollstiindige ist, sonst aber in einer von der Schwin- 
gungszahl abhiingigen Weise mit der Temperatur die Bewegung in eine 
vollstiindig geordnete ubergeht. Die gewohnliche Wahrscheinlichkeits- 
rechnung konnen wir auf molekulare Vorgiinge nur anwenden, wenn wir 
nach dem Satz vom zureichenden Grund jede Abweiohung von der 
volligen UnregelmiiBigkeit leugnen. Wenn aber in der Natur der Mole- 
kularbewegungen irgendwelche FbgelmiiBigkeiten liegen, so kann die An- 
wendung der gewohnlichen Statistik versagen . . ." 

(Eingegangen 17. Juni 1915.) 

2) Nach einer mundlichen Mitteilung von A. Eins te in .  


