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Geometria differenziale delle congruenze rettilinee. 

Di 

GusTAvo SA~N~A a Torino. 

w 

Le forme fondamentali dells congruenza. 

La geometria differenziale dei sistemi ~2  di raggi (congruenze) 'ha 
facto non grandi progressi dope la pubblicazione della elassiea memoria 
di K u m m e r * ) ;  per convincersene basra paragonarli a quelli ben pifi 
rapidi ed importanti eonseguiti dalla teoria dei sistemi ~ di punti. 
Cib ~ dovuto certamente alia maggiori diffieolt~ the presenta lo studio 
dello spazio rigato; ma non credo infondato il sospetto the possa anche 
esser dovuto in par~e a11a poca efficaeia dei metodi fin qui adoperati. 

Ed ~ perci5 the io mi permeate di richi~mare l'attenzione dei Geometri 
sopra alcunl recenti lavori**), nei quali he posto i fondamenti di un 
metodo forse fecondo. Esso consis~e nel ridurre lo studio delle eongruenze 
rettilinee allo studio di una coppia di forme differenziali quadratiehe, eel 

quindi perfettamente analogo al metodo di Gauss per lo s~udio delle 

superficie. 
Esso in sostanza non ~ del tutto nuovo, ch~ gi/r il K u m m e r  si 

propose lo stesso scope. Ma una delle forme quadratiche da lui introdotte 
pete eonveniente per varie ragioni, che he esposte nei lavori eitati. 

Qui ne addurr5 una sola, ma ebe ~ essenziale: ad una stessa colrpia ds 
[orme di Kummer eorrispondono infinite congr~nze ben distinte. 

Cib premesso, riassumerb le pardi fondamentali del nuovo motodo, 
senza insistere nei partieolari e tralasciando le dimostrazioai. 

Per definite analitieamente una eongruenza di raggi eonsideriamo 
una saperficie di parte~za ehe ineontri ogni raggio g della eongruenza in 

*) A~#emeine Theorie der geradtinigen Stra~densysteme (Crelles Jouznal, 57, 1859). 
**) ~uova esposizione delia geome~'ia infinitesimale de~le congruence rettitimee 

(A.nnall di Maeematica, T. 15, serie HI, 1908), ~uovv formule utili ~er Io studio dellr 
eongruenze rettilinee (Atti della R. Aecademia delle Svienze di Torino, 44, 1909); 
Sull' invilUFl~ata me3ia di una eongruenza di rette (in corse di stampa, ibid. 45, 1910). 
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Un pantO M e diamo le coordinate x, y, z di M ed i coseni direttori 
X,  Y~ Z eli g in funzione di due parametri u, v. 

I1 punto M ' ( X ,  Y, Z)  della sfera 

X 2  + Y~ + Z ~ =  I 

.~ l'immagine sferica di y e, v~riando u e v, descrive l'immagine sferica 
della congruenza. Supporremo sempre che questa non si riduca ad 
nna linea. 

L'angolo infinitesimo ds' dei due raggi infinitamente vicini g(u,  v "~, 
~q'(u q-du,  v q -dr)  non ~ che Yarco elementare sferico, ed ~ qnindi de- 
finite datla forma quadratica differenziale 

{1) ds '~ = E d u  ~" § 2 F d u d v  + G d v  ~', 

\ a u l  ' a g  av  G = \ a v l  

La (1) ha la c~r -4- 1 ed ~ definita, essendo 

E G - - F ~ >  O. 

La diremo ~r forma fondamentale della congruenza. 
Detta poi dq la minima distanza tra g e g', sar~ ~x = d~ ds" il me-  

mento dei raggi y e g'~ e sar~ espresso da una forma quadratica 

(2) --  # = D d u  '~ § 2 D ' d u d v  + ] ) " d r  ~ 

r diremo seconda forma tbndamentale della congruenza. I saoi coeffi- 
~ienti (e 4) sono funzioni di u, v definite dalle formole: 

D = g  F au au 

D'+a  = a  2' au a, 

D ' - - * t =  Z- G Ou au 

D" ' (  ~ a x a x  
= A- G Ou av 

F ~ 7  o x ~ x  Ov ~-4)' 

E Z  ax  ax -a-gag)' 

z-- -gg ~ ) ,  

.F Z ~X ax T~ gr ' 

ore A b il valor positive del radicale } / ~ - - 2 " .  

w 

Angolo. Pa ramet ro  distr ibutore.  

I1 punto Q eve la comune perpendicolare d a a  g e g' ineontra g ed 
il piano gdo  sono il lounto centrale ed il 2oiano centrale d ig  relativi a g'. 
Q ~ ua pun~o della linen di stringimen~o per ogni rigata della eongrueaza 
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contenente g e g'. Tall rigate si toccano in ogni punto di g, perch~ in 
ciascuno di essi hanno a comune il piano tangen~e: questo piano nel 
punto Q ~ il piano centrale e in ogni altro punto d ig  si pub determinate 
con Ia nota legge di Chasles sulla distribuzione dei piani tangenti 

t 
tg 0 = io-, 

ore t ~ Fascissa del punto rispotto al punto centrale, 0 ~ l'angolo del 
piano iangenie corrispondente col piano centrale o p ~ il 29aramet~'o 

dis tr ibutore 
da D d u 2 +  2D'du, d v +  I ) " d v  ~ 

(3) l o =  7Y = Z d ~ ' +  2FcZ~,dv+ Ga~' 

Considerando due rigate della congruenza passanti per g e rispetti- 
vamente per due raggi infinitamen~e vicini 

g'(u+du, v+dv), g"(u+~u, v+~v), 
diremo angolo deIle due rigate in  g l'angolo dei corrisponden~i piani centrati, 
ossia l'angolo ehe formano tra loro le minime distanze da e ~ di g da 
g' e g". Si redo facilmenCe che l'angolo di due rigate ~ eguale all' angolo 
delle loro immagini sferiche~ ed ~ quindi dato dalla i'ormola 

E du ~u + 2"(du ~v + dv ~u) + G dv dv 

w 

Indicatrice. Rigate notevoli. 
L'espressione (3) di p ~ iden~iea a quolla della eurvatura delle sezioni 

normali di una superficie in un suo punto, e perb d~ iuogo a considerazioni 
analoghe ehe ei limi~eremo ad aceennare. 

p ~ eostante in quei raggi nei quali risulta 

D D' D'" 
- ~ = - F =  G 

e the diremo cireolari. 

In ogni aRro easo varia co1 rappor~o d . ~ : d v ,  ossia col piano cea~rale, 
ed amme~e un valor massimo ed un valor minimo ~v L e p~, ehe ehia- 
meremo pverametri distributori  pr inc ipa l i .  

Sono principalmente importan~i ]e due seguonti funzioni di essi 

K ~ p l / o 2 ,  H = p l + p ~  

(~he diremo parame t ro  assoluto e parame t ro  medio dell~ congruenza in #. 
Essi si esprimono in funzione dei coeffieienti delle due forme fondamontali 
mediante le formole 

D D "  - -  .D " ~ 2 F D" - -  Ig iD ~ " - -  G D 
K = - -  H =  E G --  1 ~ ~ ~ JE G - -  17n 

e perb sono due invarianti algebrici simuRanei dello due forme. 
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Noti Pl e P2, ogni altro valore d i p  pub dedursi dalla formola 

(4) 1o = p~ cos ~ e + Pl sen~ O, 

eve 0 b l'angolo the il piano eentrale corrispondente a p fa con quello 
corrispondente a 103. 

Questa formola, come quella di EuIero per le curvature delle sezioni 
normali di una superficie, conduce nel modo pifi naturale al concerto di 
indicatrice. 

In un punto qualunque C d i g  eonduciamo il piano z normale a g, 
consideriamo su questo piano le tracce dei piani centrali passanti per g 
e su eiascuna traccia portiamo il segmento 

C P =  * - _ . . _ - - .  

V'pt 

I1 luogo dei punti P ~ l'indicatrice. 
Essa ~ una ellisse nei raggi in cut K >  0, e the diremo ellittici; 

una coppia di iperboli coniugate net raggi in cut K <  0, e che diremo 
iperbolici. 

In generale, in ogai congruenza esiste una regione di raggi ellittici 
ed una di raggi iperbolici, confinanti con una rigata di raggi parabolici 
net quali b K =  0. 

Diremo superficie distributricc ogni rigata della congruenza i cut plant 
r hanno per traccia sul piano z un asse dew indicatrice. In ogni 
r si ha dunque un doppia sistema ortogonale sempre reale di 
superficie distributrici, di equazione differenziale 

[ E d u + _ F d v  F d u + G d v  ( = 0 ,  
O =  D d u +  D'dv D ' d u +  D"dv i 

il cui primo mem'bro ~ il covarian~e simultaneo deUe due forme fonda- 
mentati. Assumendole come rigate coordinate u,  v, si ha F = 0 ,  D ' = 0 .  

Diremo superficie asin~otica ogni rigata della congruenza i cut piani 
cen~rali hanno per traccia su ~ un asintoto dew indicatrice. 

Essa ~ una sviluppabile, perch~ in ogni sue raggio ~ p =O.  In 
ogni eongruenza si ha dunque un doppio sistema di sviluppabili, di equa- 
zione differenziale 

Ddu  ~ + 2D 'dudv  + D"dv ~ = O. 

Esse per5 sono reali solo helle regioni dei raggi iperbolici; sono immagi- 
narie nelle regioni dei raggi ellittiei. Assumendole come rigate coordinate 
u~ v, risulta D = D" = 0. 

Ed era si eapisce come si possano definite i doppi sistemi coniugati 
di rigate. 
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I)iremo infine superficie larinci~ali della eongl~enza quelle rigate i cui 
piani cen~rali biseeano uno degli angoli formati dai piani centrali delle 
superficie distributrici. Esse formano un doppio sistema ortogonale 
sempre reale. 

w  

Superflcie luoghi di punt i  eentrali.  

Consideriamo una rigata della congrueaza passante per g e g'. Per 
t r il punto centrale Q d i g  relativo a g, basra conoscere l'aseissa 

r-~ M Q su g rispetto al punto M ore g seea la supeMicie di partenza 
della congruenza. Quest' aseissa g data dalla formola 

IF1) - E ( D ' - -  z)] d ~ ' +  ( a ~  ~ ~ '~"  + ~F~) au dv + [G(D' + ~) - -  FD"] do' 
A(E du'-~ 2F dudv -~ G dv ~) 

~ una funzione nora definita dalle (2). 
In partieolare, s i  trova che i punti cent/rali d i g  relativi alle due super- 

ficie distributrici coincidono in ~m unico punto Qo di ascissa 

Questo punto dicesi ~vunto medio del raggio. Superficie media della 
eongruenza ~ il luogo dei punti medii de[ suoi raggi. Essa ~ il luogo 
delle linee di stringimen~o di tuite le superficie disiributriei della con- 
gruenza. Assumendola tome superfieie di partenza~ risulta 2 ~ 0. 

0ttenuto il punto medio, si pub ottenere ogni altro pun~o centrale 
di g mediante la formola 

1 
(5) r = r o + ~- (Pl -- PJ) sen 2 0, 

eve 0 ~ l'inclinazione della correspondente rigata sulla rigata distributrice 
di paramelro P2- 

I valori estremi di r 
�9 1 I 

~ = r0 + -~- (p~ - p , ) ,  ~.. = % - ~ (p~ - ~ )  

si hanno per 0 ~ ~: ~ dunque: i punti centrali corrispondenti alle superfwie 

principali hanno 2er ascisse i valori estremi di r; tutti gli altri punti 
centrali cadono nell' inferno del segmento da essi determinato. Perci5 si 
ehiamano i punti limiti del raggio. La loro dis~anza 

I1 luogo d.ei punti limiti ~ una supe~cie a due falde, eiascuaa dells 
quali si ehiama una su~erficie limite della congruenza. 

Dalle (4) e (5) risul~a, eliminando e ,  

(r--ro)~ + p ~ -  Hp  -b K =  O. 
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In particolare~ per 1o ~ 0~ si ha che i !~unii centrali rdativi alle svilup- 
pabili sono simmetrici rispetto al punto medio Qo ed hanno per ascisse 

r = r, •  

Si dicono i fuochi del raggio. La loco distanza ~, 2 V - K .  Ciascun 
fuoco genera una superf~cie focale, luogo degli spigoli di regresso delle 
sviluppabili di uno dei due sistemi. 

L'angolo ~ dei piani fbcali (piani tangenti alle superfieie focali nei  
punti di contatto col raggio g) ~ definito da 

w  

Congruenze notevol i .  

Le congruenze normali, cio~ i cut raggi sono normali ad una superfi- 
cie, sono caratterizzate da H----0. 

Le congruenze i cut raggi son tutti parabolici son queUe costituite 
daUe tangenti ad un sistema di asintotiche di una superficie. Esse sono 
caratterizzate da K ~ 0. 

Congruenze isotro2e son quelle i cut raggi son tutt i  circolari e son 
caratterizzate da 

19 D" D'" 
E F G 

w  

Teorema  fondamenta le .  

a) Date le due forme differenziali quadratiche 

IEdu~  -~- 2~'  d u d v  ~- G d v  2, 

(I) ( D d u  2 § 2D" d u d v  § D" dv ~, 

la prima delle quali definita ed a curvatura ~- 1, affinch~ esse sieno ris~et- 
tivamente la prima e la seconda forma fondamentale di una congruenza 
necessario e sufficiente che tra i loro coefficienti ~assi l'unica relazione 

ore si ~ posto 2er brevitd 

b11~ ~ ~D ~19' 

*) bll 2 e b221 sono i coefiicieuii distinti e non nulli dl una cert~ forma trilinezro 
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La corrispondente congruenza ~ individuata. 
b) Ad  ogni funzione r o di u, v, assegnata ad arbitrio, corrisponde una 

superficie di partenza per la congruenza. Note X,  Y,, Z in fu~zione di u, v~ 
essa si ottiene mediante quadrature con le formole 

( ~  ~-~- Ov (bx a**, 
= -r x ,  

(III) 

e le analoghe in y e z. 
In particolare, assumendo 

r o -~0  o r 0 = _ + V - - ~ ' ,  o r o = + ] / H  i - 4 K ,  

si hanno rispettivamente la superficie media, le superficie recall, le superfi- 
tie limiti. 

Per brevit~ non ci fermeremo a dimostrare che dalla (II) si posson(> 
dedurre i notissimi tuoremi di M a l u s - D u p i n  e di B e l t r a m i  sulle con- 
gruenze normali ed altri, in an certo sense, pifi generali. N~ ci ~ermer~m~ 
a considerate il case, particolarmente notevole, delle congruenze normali r 
e del mode come si possono ritrovare le formole di Codazzi per le 
superficie ortogonali ai raggi. Infine non ei fermeremo ad esamiaare tutti 
i semplici e notevoli aspetti che prende il ~eorema fondamentale, quando 
come rigate coordinate u, v si assumono le superficie distributrici, le svilup- 
pabili, ecc. 

w  

Coordinate radiali .  

Una congruenza si pub anche definire dando le sei coordinate radiali 
di un raggio 

X, Y , Z ,  l, m , n  

in funzione di due parametri u, v legate dalle relazione 

X1 + Yr~ + Z n  ~ O. 

Precisamen~e assumeremo 

l ~  y Z '  m = i z  n ~  y ,  

dove x, y, z sono le coordinate di un punto qualunque del raggio. 
I coefficienti delle due forme fondamentali si calcoleranno facilmente 

mediante le (1') e le altre 

covariante rispetto aI sis,ema delle due forme (I). I simboli {7} sono i noti simboli 
di Christoffel costrui$i con i coefficientrl della prima forma (I). 
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~ O x  Ol - - D =  ~ '  
Ou ~ 

essendo 

Geometria differenziale delle eongruenze re~flinee. 

2D'-~ Uu Ov + Ov Ou' ~ ~v' 

- , =. aaax. 

Vieeversa: date le due forme fondamentali, le X, :Y, Z si ealcoleranno 
integrando un' equazions di Riceati ed l, m, n integrando il sistema 
illimitatamente integrabile 

Ou t t i J-~u + } ~  -- EI  + 2D X + Anl ~ - +  AIt ~ - ,  

~- ( i l 0-~ + { s J -- F1 + 2 D' X + AI~ 1 ~ + Als ~ 

L ~ = t  1 / b - u + {  - ~ - - G I + 2 D " X + A ~ i ~ - + A ~ - ~  

e gli analoghi in m, Y ed in n, Z.  
I simboli a tre indici Aall, �9 �9 �9 sono eerte funzioni note dei coefiicienti 

dslls due forme fondamentali e dells loro derivate parziali prime, ehe non 
trascriviamo per brevith. 

E non trascriviamo aRre relazioni pure 
Per finire consideriamo il determlnante 

D All i Aii ~ 

D' Als 1 Als ~ 

D" A ~  A ~  

JEsso ~ un invariante differenziale simultaneo 
ehe ha un importante, significato geometrico: 

interessaati. 

i 
i 

delle due forms fondamentali 
il suo annullarsi ~ condizione 

necessaria e sufficiente affinch(~ la congruen~a individuata dalle due forme 
(1) sia una congruenza W (ossia una congruenza suUe eui falde focali 
si corrispondano le asintotiche). 

lqota. Quanto precede credo che sia sufficisnb a provare che que- 
sto metodo h a  sugli altri il vantaggio di ridurrs al minimo gli elementi 
indispensabfli per individuare e studiare una eongruenza: questi elementi 
~ono le forme (I) ed ha~no un significato geometrico che non dipends 
<la elemeati es~aaei aUa congillenza. 

Esso ~ anche applicabile allo studio dei sistemi oo a di rette (comlvlessi). 

T o r i n o ,  i0 luglio 1909. 


