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Uber die Grundlagenforschung in der Geometrie.’)
Von Friedrich Rulf in Wien.

In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch gemacht, den
Kongruenzbegriff zu definieren. Dabei wird, um es gleich hier zu
betonen, vorausgesetzt, dafi man die Dinge, mit denen man Geometrie
treibt, genan kennt und auch die richtigen Sitze iiber sie von den
falschen unterscheidet. Auf erkenntnistheoretische Fragen wie die,
was ein richtiger Satz ist, wird nicht eingegangen. Dann wird
naber ausgefiihrt, wie man sich bel Annahme der gegebenen
Definition zu den Axiomensystemen von Hilbert und Schur
zu stellen hat. Durch eine mit ganz elementaren Hilfsmitteln durch-
gefithrte Anwendung auf das System der Ballschen Schrauben er-
gibt sich der Satz, daB die Geometrie im allgemeinen Schraubennetz
elliptisch ist, falls man eine geeignete Mallbestimmung trifft. Sonst
wird noch dem ebenen Anordnungsaxiome Hilberts eine ein-
gehendere Beachtung zugewendet.

Einige vorbereitende Bemerkungen.

Hilbert teilt die Axiome in finf Gruppen und kennzeichnet
diese durch jene Begriffe, um die es sich bei den betreffenden
Axiomen handelt. So wird z. B. durch die Axiome der Anordnung
der Begriff ,zwischen® definiert. Dieses Definieren eines geome-
trischen Begriffes ist so aufzufassen: Jeder geometrische Begriff ist
eine Summe von Beziehungen zu anderen Begriffen. Gibt man
von diesen Beziehungen so viele an — und das geschieht durch
Aufstellung von Axiomen — als ausreichen, um die iibrigen er-
fahrungsgemill auftretenden Beziehungen des betr. Begriffes aus
ihnen durch logische Sckliisse abzuleiten, so ist der Begriff als
definiert anzusehen. Bei Anwendung dieses Prinzips auf die Geometrie
sind als jene ,anderen Begriffe* nur nicht-geometrische und bereits
definierte geometrische zu gebrauchen.

Gegen diesen Vorgang hat Frege!) Stellung genommen.
Auf seine Kritik kann hier nicht eingegangen werden, es soll aber
an die von ihm aufgeworfene Frage angekniipft werden, ob die
wenigen in den Axiomen festgelegten Merkmale nicht ehensogut
wie auf die Begriffe der Geometrie auf andere Dinge, etwa seine

%) Vortrag in der Wiener mathematischen Gesellschaft im Miarz 1911,
1) Jahrber. d. Deutsch. Math. Ver. 12, 1903,
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Taschenuhr ?), passen konnten, Das ist nicht unmoglich, aber
keineswegs bildet dieser Umstand -einen Nachteil, -es wiire vielmehr
nur freudigst zu begriilen, wenn es gelidnge, ein System von dem
tiglichen Leben entnommenen Dingen und Ereignissen anzugeben,
fir die Hilberts Axiome gelten. Dann kénnte man die Geometrie
in der neuen, unterhaltenden Form betreiben, dafl man einen Roman
erzihlt, in dem sich die Handlung logisch aus Primissen entwickelt,
und im Schlufiwort. erklirt, daff durch den Roman etwa der
pythagoriische Lehrsatz bewiesen sei, wie man sich iiberzeugen
konne, indem man an Stelle eines bestimmten Wortes Hypotenuse,
an Stelle zweler anderer Katheten setze u. s. f. und endlich
Exposition und Ausgang nachpriife. Auf gewissem Gebiete findet
eine derartige Ubertragung tatsdchlich in vollkommenster Weise
statt, ndmlich in der analytischen Geometrie. Und gerade diese
Ubertragung wird nur dadurch ermoglicht, daB man die geometrischen
Begriffe nicht wie Euklid als in ihrer urspriinglichen Bedeutung
gegeben, sondern wie Hilbert als durch eine Reihe von Merk-
malen definiert auffafit. Das wird klar, wenn man z. B. an die
sog. Zahlenlinie und den Begriff ,gleich grof“ denkt. Wiirde
man definieren oder erkliren: ,Zwei Strecken sind gleich groB,
wenn man sie zur Deckung bringen kann“, so wiirde das keines-
wegs das Entsprechen von Strecke und Differenz erkennen lassen,
den 8—6 und 13—11 kann man doch nicht zur Deckung bringen.
Etwas anderes ist es, wenn man Hilberts Axiome der Kongruenz
heranzieht, Das erste besagt, daBl es auf einer Geraden zu einem
Punkte zwei weitere gibt, deren Entfernungen von ihm gleich der
Entfernung zweier gegebener Punkte sind. Dem entspricht un-
mittelbar der Satz, dall es zu jeder Zahl zwel weitere gibt, deren
Unterschied von ihr gleich dem ‘Unterschied zweier gegebener
Zahlen ist. Wir brauchen also nur an Stelle von Punkt und Ent-
fernung die Worte Zahl und Unterschied setzen. Die tiefere Auf-
fassung, die wir demnach obigem Axiome zu Grunde zu legen
haben, ist die: ,Zu jedem Dinge & (Punkt, Zahl,...) einer
Mannigfaltigkeit 6 (Gerade, Zahlenlinie, ...) gibt es zwei weitere
Dinge "', @' derselben Mannigfaltigkeit 4, die zu a' in derselben
Beziehung ¢ (Entfernung, Unterschied,...) stehen, wie zwei be-
stimmte Dinge @ aus & zu einander.“3)

, Dieses Zurtickgehen auf nicht geometrische Grundbegriffe ist
wohl . das wichtigste logische Moment, das die modernen ,Grund-
lagen der Geometrie* von dem Werke Euklids unterscheidet.
Das Aufgeben der rein geometrischen Grundbegriffe tritt nicht in
allen neueren Arbeiten gleich stark hervor; verhiltnismifig schwach
bei Hilbert, stirker bei anderen, die z. B. den Inbegriff dreier
Zahlen Punkt nennen, dann scheinbar ganz willkiirliche Sitze

%) p. 370.
3) Eine ganz abstrakte Fassung von Hilberts Axiomen hat Korselt
angegeben : Jahrber. d; Deutseh, Math, Ver. 17, 1908, q. 114—117.
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aufstellen und mit diesen operieren. Als Berechtigung derartiger
»Geometrien kann, vom ,Selbstzweck” abgesehen, wohl nur die
Hoffnung angesehen werden, daf es einmal gelingen wird, Systeme
nicht geometrischer und nicht mathematischer Dinge anzugeben,
fur die ibre Axiome gelten.

Die Begriffe identisch, gleich und kongruent.

In jedem Aufbau der Geometrie, er sei pidagogisch oder
nicht, sind die Begriffe ,dasselbe“ oder ,identisch“, ,gleich“ und
nkongruent® von grofiter Wichtigkeit. So ist es die grundlegende
Uberzeugung jedermanns, daB alle Punkte, alle Geraden, alle Ebenen
kongruent sind, d. h. daB alles, was in der Geometrie von einem
Punkte, einer Geraden oder Ebene gilt, auch von jedem anderen
Punkte, jeder anderen Geraden und KEbene gilt. Die oben ge-
nannten drei Begriffe sind im allgemeinen Gebrauch nicht immer
scharf getrennt. Wir miissen deshalb zunichst sie detinieren. Von
zwel Dingen d, und d, sagen wir, sie wiiren dasselbe oder identisch,
wenn in jedem richtigen Satze, in dem d, vorkommt, an seine
Stelle d, gesetzt werden kann, obne dafl er falsch wird. Von
Veronese?* wird das Wort identisch in anderer Bedeutung ge-
braucht. So lautet z. B. sein erstes Axiom: ,Es gibt verschiedene
Punkte. — Alle Punkte sind identisch® (p. 226). Nach unserer
Definition sind nicht je zwei Punkte identisch, da z. B. der Satz:
»Der Punkt p liegt auf der Geraden G", nicht fiir jeden anderen
Punkt ¢ gilt. Wir bezeichnen vielmehr alle Punkte als kongruent,
indem wir diesen Begriff folgendermafien definieren: Zwei geometrische
Gebilde nennen wir dann kongruent, wenn wir in jedew richtigen
Satze, in dem das erste Gebilde in Verbindung mit einer Reihe
anderer geometrischer Gebilde vorkommt, die letzteren auf mindestens
eine Art durch je gleichartize Gebilde so ersetzen konnen, dafl,
wenn wir an Stelle des ersten Gebildes das zweite setzen, der
Satz richtig bleibt. Der Begriff ,gleichartig® wird weiter unten
definiert werden, sein Sinn diirfte aber hier ohne weiters klar sein.
— Kehren wir zum obigen Beispiele zuriick, so konnen wir jetat
G durch eine Gerade ersetzen, die durch ¢ geht, und der be-
trachtete Satz bleibt richtig. .

Betrachten wir es wie oben als Zweck eines abstrakten
Axiomensystems, die Erkennungsmoglichkeit zu geben, ob man
mit irgend einem System von Dingen Geometrie treiben kann oder
nicht, so wird es nicht empfehlenswert sein, das Axiom: Alle
Punkte sind kongruent“, an die Spitze zu stellen. Denn wir konnen
doch nicht untersuchen, ob wir in allen richtigen Sitzen, die jenes
System betreffen, die geschilderten Operationen ausfiibren k¢nnen.
Es wird vielmehr notig sein, die Tatsache, dafi alle Punkte kon-
gruent sind, schrittweise zu entwickeln. Dies ermiglichen folgende
Uberlegungen :

%) Veronese-Schepp: ,Grundziige der Geometrie. . .“ Leipzig 1894.
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Es liege ein System & (p) von Dingen p vor, dann ein
zweites & (g), ein drittes 3, dann S(e), S(),.... Wir nehmen
noch alle im gewthnlichen Sinne aus allen diesen Dingen definier-
baren Dinge hinzu und bezeichnen die Gesamtheit von Dingen,
zu der wir so gelangen mit 8. Die einem und demselben System
angehoérigen Dinge nennen wir gleichartig und ebenso die in der-
selben Weise aus gleichartigen Dingen definierbaren Dinge. Alle
richtigen Sitze, in denen Dinge aus P vorkommen, zerfallen in
zwei Gruppen, von denen nicht beide existieren miissen. In die
erste Gruppe nehmen wir alle Sitze der Eigenschaft, daf, falls
man irgendein in ibm explizit oder implizit vorkommendes p durch
irgend ein anderes p ersetzt, auf mindestens eine Art alle iibrigen
Dinge aus B durch je gleichartige so ersetzt werden kinnen, dafl
der Satz richtig bleibt. Alle iibrigen Sitze weisen wir der zweiten
Gruppe zu. Existiert die erste Gruppe nicht, so koénnen wir in P
mit den p sicher keine Geometrie treiben, weil eben das 1. Axiom
Veroneses nicht erfiillt ist. Existiert dagegen die erste Gruppe,
so nennen wir sie ,Gteometrie der p in P.45) Der Fundamental-
satz dieser ,Geometrie® ist der Satz, daf sich aus geometrischen
Priamissen nur geometrische Folgerungen ergeben konnen. Er
ermiglicht ein schrittweises Verfolgen der Frage, ob p in den
jeweilig betrachteten Systemen von Dingen kongruent auftritt, und
damit einen schrittweisen Aufbau der Geometrie. So folgt z. B.
in einer axiomatisch aufgebauten Greometrie der Umstand, daff alle
eigentlichen Punkte kongruent sind, lediglich daraus, daf alle
Punkte in den Definitionen und Axiomen gleichberechtigt auftreten,
diese also der Punktgeometrie angehsren. Das Wort gleichberechtigt
haben wir hier in einem Sinne gebracht, der zusammenfillt mit
dem von ,gleich in Bezug auf ein Merkmal“ bei Veronese.®) In
der Tat kann auch mittels dieses Begriffes der Begriff ,kongruent
schrittweise entwickelt werden.

Die Systeme gleichartiger Dinge konnen sich gegeniiber
unserer Geometrie ganz verschiedenartig verhalten. Es kann unter
ihnen Systeme & (g9) von der Eigenschaft geben, daff falls man in
irgend einem geometrischen Satze ein g durch irgend ein anderes
ersetzt, auf mindestens eine Art alle iibrigen in dem betreffenden
Satze vorkommenden Dinge aus B durch je gleichartige ersetzt
werden konnen, ohne dafl der Satz falsch wird. Dann sind die ¢
in der Geometrie der p ebenso untereinander kongruent wie diese.
Wir nennen alle derartigen Dinge fundamental. In der Geometrie
der Punkte sind das z. B. die Geraden, die Ebenen, die Linien-
elemente, die Speere u. a. m. Neben diesen Dingen gibt es andere,
die obige Eigenschaft nicht haben und folglich zu den gleichartigen
Dingen nicht kongruent sind. Ein Beispiel hiefiir ist die Entfernung

5) Diese Definition ist willkiirlich, Z. B. betrachtet E. Meyer, Math.
Ann, 64 (1907) ,Geometrien, in denen nicht alle Pankte in dem oben definierten
Sinne kongruent sind.

L e p 4 §9.

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik. XXIV. Jahrg. 10
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zweier Punkte. Wir konnen ja nicht sagen, dafl, weil eine Ent-
fernung A B b em betrsigt, auch die CD b com betrage, wobei zu
beachten ist, daB b kein geometrischer Begriff ist. Ein anderes
Beispiel wire der Begriff Dreieck.

Wir greifen jetzt ein Ding e heraus, das nicht zu allen gleich-
artigen Dingen e kongruent, also nicht fundamental in unserer
Geometrie & (p) der p in P ist. In dieser & (p) kann es immer-
hin Sitze von der Eigenschaft geben, daf, falls man irgend ein in
ihnen vorkommendes e durch irgend ein anderes e ersetzt, alle
tibrigen Dinge aus P durch je gleichartige so ersetzt. werden konnen,
dafl der Satz richtig bleibt. Alle diese Sitze denken wir gesammelt.
Sie bilden eine in der & (p) enthaltene Geometrie & (¢) der e in .
Betrachten wir die & (e) gleichzeitiz mit der & (p), so werden wir
die in der & {¢) aber nicht mehr in der & (p) fundamentalen Dinge
nicht kengruent nennen, sondern zur Bezeichnung dieser Eigenschaft
ein anderes Wort withlen. Ist z. B. & (p) die Euklidische Geometrie
und ¢ die Entfernung zweier Punkte, so ist & (¢) die Geometrie
der Ahnlichkeitstransformationen und wir nennen in ihr fundamentale
Gebilde shnlich. Ist ¢ das eigentliche Dreieck, so erhalten wir die
Dreiecksgeometrie, d. h. die Gesamtiheit aller geometrischen Satze,
die fir alle Dreiecke gleichzeitig gelten. Ist ¢ das eigentliche
Punktquadrupel, von dessen Punkten keine drei auf einer Geraden
liegen, so entbdlt & (¢) die projektive Geometrie, Diese kann man
dadurech erhalten, daffl man als ¢ das Teilverhiltnis dreier Elemente
eines Grundgebildes erster Stufe den fundamentalen Gebilden von
& (p) adjungiert.

- Stellen wir das hier erlduterte Prinzip, Geometrien zu charak-
terisieren in Parallele mit dem von Klein im Erlanger Pro-
gramm (1872) aufgestellten! Betrachten wir etwa die projektive
Geometrie! Sie wird von Klein durch die linear gebrochenen
Substitutionen charakterisiert. Ihre wichtigsten Invarianten sind
die Inzidenzgleichung und das Doppelverhiltnis. Wihrend der
ersteren entsprechend das Linienelement auch bei der oben anfge-
stellten Charakterisierung der projektiven Geometrie ein funda-
mentales Gebilde ist, ist das Doppelverhiltnis nicht fundamental,
sondern nur das Teilverhiltnis, oder anders gesagt, die aus drei
Elementen eines Grundgebildes erster Stufe bestehende Figur.
Wie nun hei Problemen der Invariantentheorie die Aufgabe dahin
eingeschrinkt wird, ein vollstindiges System unabhingiger In-
varianten zu finden, so werden wir unsere Aufgabe, alle Sitze
anzugeben, fiir die ein bestimmtes System von Dingen fundamental
ist, auf die Aufgabe einschrinken, ein System unabhingiger Sitze
anzugeben, aus denen sich alle iibrigen ableiten lassen. Sie werden
wir als Grundsitze unserer Geometrie aufzustellen haben.

Von dem gewonnenen Standpunkte aus soll nunmehr daran
geschritten werden, ein abstraktes Axiomensystem anzugebhen. Da
dieses, wie schon wiederholt hervorgehoben wurde, aufier dem
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Selbstzweck nur den Zweck haben kann, bei irgend einem Systeme
von Dingen erkennen zu lassen, ob man mit ihnen elementare Geo-
metrie treiben kann oder nicht, und die betreffenden Axiome fiir
diese Dinge durchaus nicht Axiome zu sein brauchen, werden wir
statt dessen Merkmale sagen.

Verkniipfung.

Wir stellen zunichst die Merkmale der sog. ebenen Ver-
kniipfung auf.

Neben den Dingen p betrachten wir Dinge ¢. Aus den
Dingen p und g denken wir uns auf die geschilderte Art ein
System P, gebildet. Sollen dann in der Geometrie der p in P
die ebenen Verkniipfungssiitze gelten, so miissen folgende Merk-
male "erfiillt sein.

I. 1.: Je zwei verschiedene p bestimmen ein g: [p, p,] =2y.

I. 2.: Es gibt unendlich viele g.

1. 8.: Dasselbe ¢ kann auf unendlich viele verschiedene Arten
durch je zwei p bestimmt werden.

I. 4.: Bestimmen p, und p, dasselbe ¢ wie p, und p,, so
bestimmen: je zwel verschiedene dieser vier p dasselbe g.

Die Unabhingigkeit von I 4. ergibt sich, indem man die p
durch die in einem Punkte angreifenden Krifte, die g durch ihre
Resultierenden ersetzt. Mit demselben Erfolge konnte man auch
die p durch Punkte und die g,, ={[p, p,] je durch den Mittelpunkt

der Strecke p,p, als Durchmesser ersetzen.

In diesen Merkmalen sind die Axiome I. 1—3. Hilberts
bis auf den zweiten Teil von I. 3. enthalten. Dieser sagt aus,
dal es wenigstens drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte
gibt. Diesen Satz beweisen wir in folgender Form: ,Zu jedem g¢
gibt es p, die mit keinem anderen p eben dieses g bestimmen,*
Wiire dieser Satz falsch und wiren p, und p, irgend zwei p, so miifite
es ein p, und ein p, geben, so daB [p, ps] =g =p, p,] wire.
Dann wire aber nach I. 4. [p, p,] =y und es gibe, da p, und p,
zwei beliebige p sind, nur ein g, was [. 2. widerspriche.

Da in obigen Merkmalen alle p sowie alle g gleichberechtigt auf-
treten, so folgt aus dem Fundamentalsatz, dafl sie auch in allen
aus ihnen gezogenen Folgerungen gleichberechtigt auftreten.

Es soll nunmehr als Anwendung gezeigt werden, dafi die
Merkmale I. 1-—4. auf die Schrauben passen. Unter Schraube
verstehen wir folgendes:”) Jedes System von auf einen starren
Korper wirkenden Kréften kann man durch eine Kraft (Stab) und
eip Kriftepaar (Vektor) ersetzen, dessen Ebene auf der Richtung
der Kraft lotrecht steht. Den Inbegriff dieser beiden nennt man
Dyname. Sieht man von der absoluten Grofie der Kraft sowie
des Kriiftepaares ab und betrachtet nur das Verhiltnis der Mafizahl

Y Ball-Gravelius: ,Theor. Mechanik starrer Systeme® 1889.
10*
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des letzteren zu der der ersteren, so gelang man zum Begriff der
Schraube 8). Ebenso konnte man zu diesem Begriffe gelangen, in-
dem man an Stelle der Kraft eine unendlich kleine Drehung, an
Stelle des Kriftepaares eine unendlich kleine Schiebung setzt. Zu
jeder Schraube gehdren co! Dynamen. Greifen wir irgend zwei
Schrauben beraus und kombinieren wir alle zu ihnen gehorigen
Dynamen auf alle moglichen Arten, so erhalten wir co? resultierende
Dynamen. Die Gesamtheit der zu ihnen gehorigen Schrauben
bezeichnen wir als Schraubenbiischel und setzen dieses an Stelle
des obigen ¢g. I. 1. ist erfill. Wahlen wir nun irgend zwei zu
obigen zwei Schrauben gehirige Dynamen und vergriflern wir
beide Stibe und beide Vektoren in demselben Verhiltnisse, so
wird auch ihre Resultierende nur insofern geiindert, als ihr Stab
und ihr Vektor in eben demselben Verhsltnisse vergrifert werden.
Die zu ihr gehorige Schraube bleibt dabei ungedndert. Daraus
erkennen wir, dafl wir das ganze Biischel erhalten, indem wir
eine Dyname festhalten und die andere sich beliebig dndern lassen.
Das Schraubenbiischel enthilt demnach co! Schrauben. Da es oob
Schrauben gibt, ist I. 2. erfiillt. Nunmehr wollen wir uns davon
tiberzeugen, dafl I. 3 und I. 4. erfillt sind. &; und &, mogen
dem durch &, und &, bestimmten Biischel angehtren. Wir zeigen,
dafi jede Schranbe &, des Biischels [&;, &,] auch dem Biischel
[©, &,] angehort. Es gibt zwei zu &; und &, gehorige Dynamen
®; und D,, deren Resultierende D, =D, + D, zu ©; gehort.
Nun ist D, =D, + D, und D, = D) 4 Dz, wobei D,, D; zu &,,
Dy, Dy zu S, gehorige Dynamen sind, und folglich ist
D, = (D, + D1) + (D, + D;) nach dem Gesetz der Superposition.
Anderseits gehoren &, und &, dem Biischel [©;&,] an, wie
folgende Gleichungen erliutern: 9, =9, 4-D,, D, =—D, -+ i,
D, =9, +9, =D, + D). Die Merkmale I. 1—4. sind dem-
nach simtlich erfiillt. _

Kehren wir zu unseren allgemeinen Entwicklungen zuriick,
so sind zwei Moglichkeiten des Weiterweges scharf zu trennen.
Wir konnen einerseits die rdumlichen Verkniipfungsmerkmale auf-
stellen, wie dies in den Grundlagen Hilberts und nahezu séimt-
lichen anderen Arbeiten geschieht, Anderseits konnen wir uns auf
die Ebene beschrinken und die Forderung aufstellen, die Geometrie
der Ebene in dieser allein ohne ein Stetigkeitsaxiom aufzubauen.
Diesen Weg beschritt zuerst Hilbert?), indem er die gestellte
Aufgabe fiir die hyperbolische Geometrie loste. Dann fiibrte
Hessenberg?) dasselbe fiir die elliptische Geometrie durch und
endlich entwickelte Hjelmslev ') in gleicher Weise ohne Beniitzung
eines Parallelenaxioms eine allgemeine ebene Geometrie, aus der
sich durch Festsetzung der Winkelsumme im Dreieck die drei
besonderen ebenen Geometrien ableiten lassen. Der Beweis der

% Vergl. Enc. IV 2 Timerding 13, — %) Math. Ann. 75, 1903, — 1°) Math,
Aunn. 61, 1905. — 1) Math. Ann, 64, 1907.
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grundlegenden Sitze auf diesem ebenen Wege ist aber, wie Schur #)
mit Recht hervorhebt, sehr verwickelt und uniibersichtlich. Die
Hauptschwierigkeit besteht in dem Beweise der Giiltigkeit der
Verkniipfungssitze fiir uneigentliche Elemente. Aus I. 1—4. folgt,
dafl zwel Greraden hochstens einen Punkt gemeinsam haben. Nun
kann es Paare von Geraden geben, die sich nicht schneiden. Von
ihnen sagen wir, daB sie sich in einem uneigentlichen Punkte
schneiden. Wir werden uns auch weiterhin vom Kontinuitéits-
prinzip leiten lassen und es erreichen wollen, daB die Verkniipfungs-
sitze aunch bei Hinzunahme der uneigentlichen Punkte zu den
eigentlichen gelten. Dazu wird eine Reihe weiterer Definitionen notig
sein, die wir erst nach Aufstellung weiterer Merkmale geben konnen.

Die Gleichberechtigung aller Geraden ist durchs Einbeziehen
der aus zwei sich nicht (in einem eigentlichen Punkte) schneiden-
den Geraden bestehenden Figur, des uneigentlichen Punktes;, in
den Kreis unserer Betrachtungen unterbrochen.  Denn es ist offen
gelassen, ob es nicht zugleich Geraden gibt, die jede andere in
einem. eigentlichen Punkte schneiden, und solche, die mit anderen
Geraden auch uneigentliche Punkte bestimmen. Als Beispiel zeichne
man in der Ebene einen Kreis und bezeichne alle in seinem Innern
liegenden Punkte als uneigentlich, alle anderen, einschlieflich der
auf der unendlich fernen Geraden liegenden als eigentlich, Dann
gelten die Merkmale I. 1—4. und auch unsere Definition, es sind
aber nicht mehr alle Geraden gleichberechtigt.

Um zu einem der Ebene entsprechenden Begriff bei Schrauben
zu kommen, definieren wir das Schraubennetz als Gesamtheit der
Schrauben, die man erhilt, wenn man die in zwei sich schneiden-
den Schraubenbiischeln enthaltenen Schrauben auf alle mdglichen
Arten verbindet. Dann konnen wir zeigen, dafi in der Geometrie
in diesem Schraubennetz uneigentliche Schrauben nicht auftreten,
indem wir beweisen, dall je zwei Biischel des Netzes sich schneiden.
&, sei der Schnitt der zwei oben zur Definition des Netzes ver-
wendeten Biischel, &, und &; bezw. &, und &; seien den Biischeln
angehorige Schrauben. D, sei eine beliebige zu &, gehorige Dyname.
Dann bestimmen wir vier der Reihe nach zu &,,&,, €,, S, ge-
horige Dynamen 9®,, ®,, ,, D, der Eigenschaft, dall D, =D, D,
und D, =9, +D,. & und &, seien die zu den Dynamen
D =D, — P, und D, =D, — D, gehorigen Schrauben. Durch
Einsetzen folgt: O, =-—9, D, =9,. Dann ist aber auch
©; = &, und die Biischel [&, &,] und [, &,] schneiden sich in &;.
Daraus folgt %), dafl je zwei Biischel des Netzes sich schneiden.

Anordnung.
Neben & (p) und & (g) betrachten wir einen Begriff 3, wollen
uns aber im folgenden der Sprache der Geometrie bedienen.

12y Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1909, p. 160,
13) Postulat von Pieri. Ene. III A, B 1 Enriques 18,
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Auf die Notwendigkeit, Axiome der Anordnung aufzustellen,
wies als erster Gaull hin. Der erste, der sie tatsiichlich aufstellte,
war Pasch®¥). Manchmal treten sie nicht abgesondert, sondern
in Verbindung mit den Axiomen der Verknupfuncf auf, wie z. B.
bei Peano!®) und Schur.

Hilbert teilt die Axiome der Anordnung in zwei Gruppen,
in die linearen, die nur Aussagen iiber die Punkte einer Geraden
enthalten, und das ebene Axiom der Anordnung. Das erste An-
ordnungsaxiom Hilberts lautet:

IL 1.: Wenn @, b, ¢ Punkte einer Geraden sind und es liegt
b zwischen ¢ und @, so liegt auch b zwischen ¢ und c.

Der Begriff zwischen hat nur in den (teometrien mit un-
eigentlichen Punkten eine unmittelbare Existenz. Uber die An-
ordnungsmerkmale fiir Geometrien ohne uneigentliche Punkte werden
wir spiter ein Erwdhnung machen. Als zweites Anordnungsmerkmal
beniitzen wir das Axiom II 3. Hilberts:

II. 2.: Unter irgend drei Punkten einer Greraden gibt es stets
einen und nur einen, der zwischen den beiden anderen liegt.

Das Axiom II. 2. Hilberts, das aussagt, daB es immer
zwischen zwel Punkten einer Geraden mindestens einen weiteren
gibt und ebenso mindestens einen in bestimmter Richtung
auflerhalb, stellen wir nicht als Merkmal auf. Bei unserer etwas
abweichenden Fassung der Merkmale ist es eine Folge von I. 2.
und dem noch aufzustellenden Merkmale II. 3.

Die Gesamtheit zweler Punkte und der zwischen ihnen
liegenden Punkte nennen wir Strecke.

Zu den linearen Axiomen der Anordnung kommt ein ebenes,
das bei Pasch als Lehrsatz auftritt und dem wir folgende Form
geben:

II. 8.: Drei nicht in einer Geraden liegende Punkte bestimmen
drei Strecken. Wird eine von diesen von einer Geraden in einem
Punkte geschnitten, so wird noch genau eine der beiden anderen
Strecken in einem Punkte geschnitten, abgesehen von dem Falle,
dafl die Gerade durch einen jener drei Punkte geht.

So einfach und anschaulich dieses Merkmal auf den ersten
Blick aussieht, so wichtig ist es durch einige Folgen, die es mehr
versteckt nach sich zieht. So konnen z B. ans den linearen
Merkmalen der Anordnung allein nicht alle Sitze tiber Anordnung
auf der Geraden, soweit sie natiirlich mit Dichte und Stetigkeit
nichts zu tun haben, gefolgert werden. So ist schon der Satz, daf,
wenn b zwischen ¢ und ¢ und d zwischen & und ¢ liegt, auch o
zwischen @ und ¢ liegt, erst unter Hinzunahme des ebenen Merk-
mals beweishar 1), auch unter Beibehaltung des Axioms II. 2. von
Hilbert. Dieses Merkmal vervollstindigt bei Hilbert erst die
Definition der Strecke. Ferner ist es unter allen ebenen Axiomen

1Y) Vorlesungen iiber neuere Geometrle, Leipzig 1882,
1) Rivista di Mat. IV, 1894.
18) Moore, Transact. of the American Math, Soc. 1902,
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Hilberts das einzige, das im Raum nicht mehr gilt. Es
charakterisiert demnach die Ebene und wird auch von Peano
und Schur zu ihrer Definition beniitzt. Endlich enthilt dieses
Merkmal in den (Gteometrien mit uneigentlichen Punkten Aussagen
tber deren Anordnung gegeniiber den eigentlichen Punkten und
gilt in einer Geometrie ohne uneigentliche Punkte iiberhaupt nicht.
Auf die letzten Behauptungen crehen wir niher ein: Als Winkel
definieren wir die Gesamtheit aller Greraden, die eine Strecke aus
einem auflerhalb liegenden Punkte projizieren. Nach dieser Definition
ist ein Winkel durch seine Schenkel noch nicht bestimmt. Es
seien 4 und B irgend zwei Geraden, Durch den ihnen nicht an-
gehorenden Punkt p legen wir zwei Geraden Cund D, die 4 und
B in eigentlichen Punkten schneiden. Verbinden wir alle Punkte
von 4 mit p, so zerfallen die so erhaltenen Geraden in zwei Gruppen.
Die der einen Gruppe bilden einen Winkel von den Schenkeln C,
D, die anderen gehoren ihm nicht an. Nun kann es Geraden durch

geben, die 4 aber nicht B schneiden. Die Anschauung lehrt,
dafi derartige Geraden nur in einer der erwihnten Gruppen ent-
halten sein konnen. Diesen Satz spricht Vahlen!7) in der Form
us: Zwei eigentliche und zwel uneigentliche Punkte trennen sich
nicht, Legt man die projektive Ebene zu Grunde, so folgt hieraus,
dall entweder die eigentlichen oder die uneigentlichen Punkte in
ihr ein konvexes Gebiet erfiillen. Wir nehmen das letztere an.
Dann gibt es neben eigentlichen Dreiecken der gewdhnlichen
Form, die von einer durch keine Ecke gehenden Geraden in
keinem oder in zwei Punkten geschnitten werden, auch eigentliche
Dreiecke von der dualen Form, die von einer durch keine Ecke
gehenden Geraden in einem oder drei Punkten geschnitten werden.
Das ebene Merkmal der Anordnung besagt folglich, dall nicht die
uneigentlichen, sondern die eigentlichen Punkte ein ovales Gebiet
erfiillen. Man erkennt auch sofort, daf in der elliptischen Geometrie,
in der es keine uneigentlichen Punkte gibt, beide Arten von Drei-
ecken gleichberechtigt nebeneinander stehen.

Die letzten Entwicklungen legen den Gedanken nahe, das
Merkmal II. 3. in seine Bestandteile zu zerlegen. KEs wiren hiezu
mindestens vier neue Merkmale erforderlich, von denen das erste
die linearen erginzt, das zweite die Ebene charakterisiert, das
dritte die eigentlichen und uneigentlichen Punkte in zwei Gebiete
trennt, das vierte das konvexe Gebiet den eigentlichen Punkten
zuweist. Ansitze in dieser Richtung finden sich, soweit mir die
Literatur bekannt ist, nur bei Vahlen, doch setzt dieser die
Giltigkeit der Verkniipfungssiitze auch fiir uneigentliche Elemente
voraus. . Da aber diese erweiterte Giltigkeit, wie noch des niheren
auseinandergesetzt werden soll, an die Giltigkeit des Desarguesschen
Satzes gebunden ist, dieser aber ohne Zuhilfenahme der Anordnungs-
axiome bisher nicht bewiesen warde, so fehlt es den diesbeziiglichen
Untersuchungen Vahlens an Tragweite.

M1, ¢ p. 179.
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Um in der Geometrie ohne uneigentliche Punkte die ganze
Anordnung zu beherrschen, geniigt es, wie man leicht erkennt,
neben einem System linearer Merkmale, das alle linearen reinen
Anordnungssitze mit sich bringt, die Projektivitit der Anordnung 1)
zu fordern, d. h. dafl aus sich trennenden Elementenpaaren durch
Schneiden und Projizieren ebensolche hervorgehen.

Diesen Merkmalen geniigen die Schrauben. Wir betrachten

das durch &, und &, bestimmte Biischel. D, sel eine zu &,
D, eine zu @2 gehorlge Dyname. Lassen wir dann in @ =9, 4
—[— u®, p alle Werte von — oo bis ~}-co durchlaufen, so durch-
lauft die zu © gehorige Schraube gerade einmal das Schrauben-
bitschel und wir konnen seine Schrauben nach den zugehdrigen
Parameterwerten p anordnen. Es ist noch zu zeigen, dafl diese
Anordnung von der besonderen Wahl von &, und &, sowie von
D, und @ unabhiingig ist. Dazu beniitzen wir eine Uberlegung,
die wir anch firs Spitere brauchen. Die Geraden G, und @,
seien die Triger von &, und &,, € sei ihr Gemeinlot. Auber
der eindeutigen Existenz von £ nehmen wir noch an, daf D,
und D, bestimmte endliche Parameterwerte haben, so daf ihre
Stibe nicht die Linge Null haben. Falls G, und @, nicht in
einer Ebene liegen, verschiehen wir ®, parallel zu & bis dies
eintritt. . Dabei kommt zu unserem System ein Vektor hinzu.
Die Stibe von D, und D, bestinmen nun eine Resultierende, die
mit dem resultierenden Vektor wohl in einer zu & normalen
Ebene liegt, aber noch nicht dieselbe Richtung haben mufi.  Wir
werden deshalb den resultierenden Stab noch einmal parallel zu &
so verschieben, dafl der hinzutretende Vektor mit den schon vor-
handenen eine Resultierende liefert, die in die Richtung des Stabes
fallt. Lassen wir nun g kontinuierlich von — oo bis 4 oo wachsen,
so wichst auch der zu p®, geborige Stab kontinuierlich von — oo
bis + oo. Die hlchtung der resultierenden Kraft durchlduft dabei
kontinuierlich die Richtungen eines Biischels und die natiirliche
Anordnung in diesem ist identisch mit der durch p definierten.
Ebenso elementar kann man die noch ausgeschlossenen Fille er-
ledigen. Daraus folgt, daB alle linearen Anordnungssitze erfiillt
sind und insbesondere zwei Schrauben eines Biischels durch eine
dritte nicht getrennt werden.

Um die Projektivitit der Anordnung nachzuweisen, betrachten
wir in einem Schraubennetze vier Schraubenbiischel %1, B,, B, By,
die sich in einer Schraube &, schneiden. Sie werden von zwel
Biischeln B¢ und B; der Reihe nach in &, &,, &;, &, und &,
&, ©;, &, geschnitten. Der Schnitt &; von B, und 586 liege in
keinem der anderen Biischel. Den Schrauben von #B; ordnen wir
in irgend einer kontinuierlichen Weise Dynamen zu, etwa indem
wir verlangen, da ihre Stibe eine bestimmte Linge besitzen. Ist
dann D, irgend eine zu &; gehdrige Dyname, so konnen wir zn

%) Vahlen p. 141.
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G, &,, &;, &, gehorige Dynamen ®,, D,, Dy, D, so finden,
dalf D, =D, -} 1; s ist. Dasselbe fiihren wir mit derselben
Dyname ®; fiir B; durch und kommen so zu Parameterwerten p;.
Wir behaupten, daf die y; ebenso angeordnet sind wie die y,,
woraus ja die Projektivitit der Anordnung folgt. Lassen wir D,
in der auf B, vorgeschriebenen Weise, ohne durch ©; zu gehen,
in ®; tibergehen, so konnen wir gleichzeitig p, kontinuierlich so
dndern, dal D, in D, iibergeht und dabei bestindig zu einer
Schraube von B, gehort. Dasselbe gilt fiir p; und p,. Hitte sich
wihrend dieses Vorganges die Anordnung der p, gedindert, so
miifiten mindestens einmal zwei yu einander gleich geworden sein.
Dann miiiten sich aber mindestens zwei der Biischel %, B,,
B,, B, in einer von &, verschiedenen Schraube schneiden, was
unmdglich ist.

Kongruenz.

Neben S(p), ©(g), 3 betrachten wir noch die Systeme &(e)
und & (i) der Entfernungen und Winkel.

Ist (a,0) irgend ein Punktepaar und ¢ irgend ein dritter Punkt,
so mufl es, falls wir mit den Punkten in dem soeben erweiterten
Gebiete wirklich ,Geometrie“ treiben konnen, wenigstens einen
vierten Punkt d so geben, dall jeder Satz, der tiir (a, b) gilt, auch
fir (¢, d) gilt. Die von diesen Punktepaaren begrenzten Strecken

sind kongruent, ab=cd. Zu ¢ gibt es aber in unserer Erfahrungs-
geometrie nicht nur einen Punkt d obiger KEigenschaft, sondern
viele und das mufl durch ein Merkmal festgelegt werden. Vorher
miissen wir ein neues Gebilde definieren. Wir betracbten in der
Ebene eine Gerade, einen in dieser liegenden Punkt, eine Richtung
in der Geraden und einen Drehsinn um den Punkt. Die aus allen
diesen Elementen bestehende Figur nennen wir Soma.!®) Die
Begriffe Richtung und Drehsinn konnen mit Hilfe der Anordnungs-
siitze definiert werden. Dann lautet das erste Kongruenzmerkmal :

IIL. 1.: Alle Somen sind kongruent.

Zu dem oben betrachteten Punkte ¢ gibt es demmnach un-

endlich viele Punkte d, so daB cd mit einer willkiirlich gegebenen

Strecke ab kongruent ist. Dafl aber nicht alle Strecken und nicht
alle Winkel kongruent sind, folgt aus den weiteren Merkmalen:

III. 2.: Von zwei nicht identischen, kongraenten Strecken
kann keine ganz innerhalb der anderen liegen.

III. 3.: Von zwei nicht identischen, kongruenten Winkeln
kann keiner ganz innerhalb des anderen liegen.

IIL 1. Fillt mit dem 11. Grundsatze von Schur zusammen,
der aussagt, dali wan zwei Somen durch Bewegung in einander
iiberfithren kann, nur ist oben der Begriff , Bewegung® durch den in
den Folgerungen gleichbedeutenden ,kongruent® ersetzt. Die Grund-

19) Vergl. Study, Jahrber. d. Deutsch. Math, Ver. 19, 1910, p. 255.
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sitze 12 und 13 von Schur, die die Umkehrbarkeit des Winkels
bezw. der Strecke aussagen, folgen unmittelbar aus III. 1. und
II1. 3. bezw. ITI. 2. Aus der Kongruenz aller Somen folgt ferner
die aller sie zusammensetzenden Gebilde wie z. B. der Speere.

Ganz anders ist der Vorgang Hilberts. Die ersten b unter
seinen Kongruenzaxiomen befassen sich mit der Gleichheit von
Strecken und Winkeln sowie der Eindeutigkeit ihres Auftragens
im Soma. Das 6. sagt aus, da zwei Dreiecke, die zwel Seiten
und den eingeschlossenen Winkel paarweise gleich haben, auch
die beiden anderen Winkel gleich haben, und stellt S0 einen
Zusammenhang zwischen der Gleichheit von Strecken und Winkeln
auf. Daraus, dafl in diesen Axiomen alle Somen gleichberechtigt
auftreten, folgt ihre Kongruenz,

Warum wurde dann der unseren prinzipiellen Uberlegungen
entsprechende Weg der schrittweisen Entwicklung oben plétzlich
verlassen? — Diese Inkonsequenz ist nicht so arg, als es auf den
ersten Blick aussieht. Wir konnten wobl niche mit Veronese von
Anfang an fordern, dafi alle Punkte kongruent sind, da dies blos
eine formale Definition der Geometrie gewesen wire und keine
Moglichkeit gegeben hiitte, ihre Grundlehren zu entwickeln. Etwas
anderes ist es, wenn wir von anderen Gebilden aussagen, dafl sie
in der Gesamtheit aller richtigen Sitze, in denen die Punkte
gleichberechtigt auftreten, ebenfalls gleichberechtigt (d. h. kongruent)
sind. Daraus lassen sich schon Folgerungen ziehen. Freilich ist
noch die Frage zu beantworten, wie sich die Anwendung dieses
Merkmals gestalten wird, wie wir bei irgend einem System von
Dingen erkennen kionnen, dafi alle Somen kongruent sind. Das
wird dann der Fall sein, wenn wir eine, sagen wir Transformation,
angeben konnen,  die Jedes Soma in Jedes andere tiiberzufiithren
gestattet und der gegeniiber alle Merkmale und Definitionen in-
variant sind. Kine solehe Transformation werden wir bei den
Schranben finden.

Mit Hilfe der aufgestellten Merkmale kann man ohne
Schwierigkeit alle Sitze iiber Kongruenz der Dreiecke beweisen
und beherrseht folglich, ohne etwas iiber Stetigkeit vorausgesetzt
zu haben (abgesehen von II. 3.), einen groflen Teil der ebenen
Geometrie. Z. B. kann jetzt die Existenz von rechten Winkeln
bewiesen werden.2%) ab sei irgend eine Strecke, c¢ ein aullerhalb
ihrer Geraden liegender Punkt., Wir verbinden ihn mit ¢ und &
und erhalten so zwei Winkel < cad und < cba. Sind beide
gleich, so schreiben wir d fiir ¢. Ist dagegen etwa Ccab < X cba,
so tragen wir ersteren so als JC abd auf, daB [6d] im < abe
liegt. Dann schneidet [6d] nach den Anordnungssiitzen ac in einem
elgenthchen Punkte d. Nun spiegeln wir noch jeden der beiden
gleichen Winkel an [a4]. Die neuen Schenkel schneiden sich in

%) Einen andersn Beweis, der nur fiir die cuklidische Geometrie gilt, gibt
Schor, Math. Ann. 58, 1904.
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einemn eigentlichen Punkte e. [de] schneidet dann, da d und e
auf verschiedenen Seiten von [ab] liegen, diese Gerade in einem

eigentlichen Punkte m.?!) Lige m auflerhalb ad, so lige nach
deu - Anordnungssiitzen einer der Punkte o und 6 zwischen dem
anderen und m. Da aber bei Umkehrung der Strecke m fest

bleibt, ist am =0>bm. Da ferner von diesen zwei Strecken eine
ganz in der anderen enthalten ist, ergibt sich ein Widerspruch

wit 1. 2. und es folgt, daB m in eb liegt. Daraus folgt wieder,
daf die Winkel <C eamd und T & md nicht derselbe Winkel sind.
Mit Hilfe der Sitze tiber Dreieckskongruenz and des Satzes, dafl
gleichen Winkeln gleiche Seiten gegeniiberliegen, folgt leicht, daf
Xamd=—<bmd ist, womit die Existenz des rechten Winkels
nachgewiesen ist. Im TFalle als keine uneigentlichen Punkte
existieren, werden die Uberlegungen ein wenig umstindlicher. Es
sei wegen des folgenden noch einmal darauf hingewiesen, dafi der
Beweis nur unter Zuhilfenahme der Anordnungssiitze gelang.

Um die Unabhingigkeit seines Axioms 1II. 6. von den vorher-
gehenden zu beweisen, stellt Hilbert eine Geometrie auf, in der
alle diese, aber nicht mehr III. 6. gilt. Das Wesen dieses Be-
weises liegt nach E, Meyer??) in folgendem: der absolute Kegel-
schnitt der Ebene hat drei Aufgaben zu erfiillen. Erstens hat er
die MafBbestimmung fir die Strecke, zweitens die fiir den Winkel
zu liefern und drittens hat er die eigentlichen von den uneigentlichen
Punkten zu trennen. LaBt man in der projektiven Ebene den die
1. Aufgabe erfiillenden Kegelschnitt mit dem die 3. aber nicht
mit dem die 2. erfiillenden zusammenfallen, so ist klar, daf alle
III. 6. vorangehenden Axiome gelten. Dafi IIL. 6, nicht gilt, wird
durch Beispiele gezeigt. Man gelangt so sogar zu Geometrien, in
denen nicht alle Punkte kongruent sind, insofern als nicht zu
‘jedem Dreieck ein kongruentes gezeichnet werden kann, in dem
ein bestimmter Punkt Kckpunkt ist,

Wir haben noch die Existenz jener Transformation, von der
oben die Rede war, fiir Schrauben nachzuweisen. Dazu brauchen
wir einige Vorbereitungen. Wir haben erkannt, dai zwei von
nicht parallelen Geraden getragene Schrauben mit endlichen Para-
metern ein Biischel bestimmen, dessen Schrauben von Geraden
getragen werden, deren Richtungen die eines Strahlenbiischels er-
filllen. Ebenso erkennt man, daB in den ausgeschlossenen Fillen
die Triger jener Schrauben des Biischels, die einen endlichen
Parameter haben, zueinander paralle]l sind. Verbinden wir ein
derartiges Biischel mit einer auflerhalb liegenden Schraube
endlichen Parameters, so erhalten wir folglich ein Netz, dessen
Schrauben mit endlichem Parameter von Geraden getragen werden,
die alle zu einer und derselben Ebene parallel sind, deren Richtung
durch die der parallelen Triger und die des Tridgers der hinzu-!

21y Hilbert, 3. Aufl, p. 6—17.
22) Math. Ann. 64, 1907.
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gekommenen Schraube’ bestimmt ist. In Ausnahmefillen werden
nun alle Triger untereinander parallel. Nehmen wir nun drei
Schrauben mit endlichen Parametern an, deren Triger nicht zu
einer Ebene parallel sind, so kann das durch sie bestimmte Netz
kein Biischel enthalten, dessen Schrauben mit endlichem Parameter
parallele Triiger besitzen. Ein solches Netz nennen wir allgemein.
Die Richtungen der seine Schrauben tragenden Geraden erfiillen
die Richtungen eines Strahlenbiindels. Als Entfernung zweier
Schrauben definieren wir den Winkel ihrer Triger, als Winkel
zweier Biischel die Entfernung der beiden ihnen angehorigen
Schrauben, die von der ihnen gemeinsamen Schraube die Ent-

ki .
fernung 5 haben. Nunmehr sehen wir uns nach den gesuchten

Transformationen um. Solehe sind alle Bewegungen und Spiegelun-
gen des Raumes, die Multiplikationen aller Parameter mit dem-
selben Faktor, ihre VergroBerung um denselben Betrag u. a. m.
Die beiden zuletzt genannten Transformationen brauchen wir hier
nicht, dagegen ganz andere, von denmen wir aut folgendem Wege
ein klares Bild bekommen: Wir nehmen ein Schraubenbiischel B
und eine auflerhalb liegende Schraube & an, die ein allgemeines Netz
definieren. Dann halten wir B fest dndern aber kontinuierlich den
Parameter von &. Dabei geht das Netz kontinuierlich in ein anderes
tiber, ohne dafl Verkniipfung, Anordnung Entfernung und Winkel ge-
gndert werden, so lange nur der Parameter von & endlich bleibt.
Dasselbe gilt, wenn wir & parallel verschieben. Das Schrauben-
soma haben wir durch ein Biischel 8B, eine ihm angehtrende
Schraube &,, ecine Richtung auf threm Triger und einen Durch-
laufungssinn in B zu definieren. Letzteren konnen wir dadurch
ersetzen, dafl wir eine Schraube &, in B angeben, die von &, eine
T
2
der ausgezeichneten Richtung hat. Wir werden beweisen, daf wir
irgend zwei Somen eines aligemeinen Netzes mit Hilfe der oben
angegebenen Transformationen ineinander iiberfithren konnen, wobei
wir freilich aus dem betrachteten Netze heraustreten werden. B und
B’ seien die den beiden Somen angehtrenden Biischel, &,, &, und
©;, &, die anzugebenden Schrauben. Das Netz bezeichnen wir
mit N oder ', je nachdem ob wir B oder B’ als thm angehorig
betrachten. Zunichst bewegen wir ' so. daf der Triger von &;
auch der Richtung nach mit dem von &, zusammenfillt. Durch
eine Drehung von 9’ um diesen jetzt gemeinsamen Triger kann
es dann erreicht werden, daB der Triiger von &; parallel zu dem
von &, wird. Ist &' eine beliebige B’ nicht angehorige Schraube
von N', so transformieren wir nunmehr N', indem wir das Biischel
[©; &] festhalten und nacheinander Triiger und Parameter von &)
in die von &, iibergehen lassen und indem wir [&, ©'] festhalten
und den Parameter von &; in den von &, iibergehen lassen. Die
beiden Somen sind jetzt identisch. Da die Richtungen der Triger

ein fir allemal fest gewihlte von verschiedene Entfernung in
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sowohl der Schrauben von M als der von ' die Richtungen eines
Strahlenbiindels erfiillen, so folgt, daB es in N eine Schraube &
gibt, deren Triger zu dem von &' parallel ist. Fiihren wir endlich
€ m & iiber, indem wir B'=2D festhalten, so wird ' mit N
identisch. Damit haben wir aber die Kongruenz aller Somen eines
allgemeinen Schraubennetzes nachgewiesen. Da auch die Merk-
male der Stetigkeit und MeBbarkeit im Schraubennetz selbstver-
stindlich erfilllt sind, so kinnen wir als Resultat den Satz aus-
sprecben: ,Die Greometrie im allgemeinen Schraubennetz ist unter
den zu Grunde gelegten Definitionen von Abstand und Winkel
identisch mit der elliptischen Geometrie in der einseitigen Ebene.“23)

Verkntipfung der uneigentlichen Elemente.

Der gebrduchliche Weg, die Verkniipfungssitze fiir die un-
eigentlichen Elemente zu beweisen, ist folgender: Neben den ebenen
werden auch die rdumlichen Verkniipfungsaxiome aufgestellt. Die
Desarguessche Figur, die aus zwei perspektiven Dreiecken besteht,
von denen zu ‘zeigen ist, dafi entsprechende Seiten sich in Punkten
einer Gteraden schneiden, erkennt man leicht als Projektion einer
Pyramide, die von zwei Kbenen in zwei Dreiecken geschnitten
wird, deren entsprechende Seiten sich in Punkten der Schnitt-
geraden jener Ebenen schneiden. Um aber die Ausgangselemente
jeder Desarguesschen Figur als Projektionen entsprechender eigent-
licher Elemente der zugehorigen riumlichen Figur zu erkennen,
sind Anordnungssiitze notwendig, so dafl Anordnungsaxiome, ins-
besondere das ebene, nicht zu entbehren sind. Zeichnet man nun
zwei Dreiecke, deren Seiten sich paarweise in Punkten einer
Gteraden schneiden, bei denen sich aber die Verbindungslinien
entsprechender Ecken nicht in einem eigentlichen Punkte schneiden,
so werden wir von diesen sagen, dal sie sich in demselben un-
eigentlichen Punkte schneiden. Dureh passende Wahl der Dreiecke -
konnen wir dann jeden eigentlichen Punkt der Ebene mit dem
uneigentlichen Schnittpunkt zweier Geraden verbinden. Um aber
zu zeigen, dal} diese Verbindungsgerade eindeutig bestimmt ist,
mufl man erfahrungsgemifl noch einmal in den Raum zuriick-
gehen und aus dem Desarguesschen Satz fiir Biindel folgern, dal
zwel Biindel, die die Punkte einer Ebene e projizieren, dadurch
so auf einander bezogen sind, dafi drei Geraden des einen Biindels,
die in einer Ebene liegen, immer drei ebensolche des zweiten ent-
sprechen, auch wenn die KEbene & von ihnen in uneigentlichen
Punkten geschnitten wird. Ebenso folgen auch die iibrigen Ver-
kniipfungssitze.

Der andere Weg ist der schon erwihnte ebene. Der Grund-
gedanke bei ihm ist der, dafl alle Lote zu einer Geraden durch

2%) Dieser Satz ist selbstverstiandlich, sowie man nur weif, dab die Rich-
tungen der Triger eines allgemeinen Schraubennetzes ein Strahlenbiindel erfiillen.
Oben handelte es sich mir darum, die Anwendung von IIL 1. zu erliutern.
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denselben uneigentlichen -Punkt gehen, den wir als absoluten Pol
der Geraden bezeichnen wollen. Eine uneigentliche Gerade ist
dann zu definieren .als der Ort der absoluten Pole aller Geraden
durch einen Punkt. Dali .die neue Definition des uneigentlichen
Punktes mit der frither gegebenen zusammenfillt, folgt ans dem
Satze, dall zwei sich nicht in einem eigentlichen Punkte schnei-
dende Geraden immer ein Gremeinlot besitzen. Daraus folgt zugleich,
dafl zwel uneigentliche Punkte immer eine Verbindungsgerade
besitzen u. s. f. Dieser Gedankengang wurde von Hilbert an-
gegeben und von Hjelmslev genauer ausgefiihrt. Die Be-
merkung Hjelmslevs, bei seinen Entwicklungen von den An-
ordnungsaxiomen kaum Gebrauch machen zu miissen, ist keineswegs
so aufzufassen, als ob zu erwarten wire, dafl es gelingen konnte,
sie als entbehrlich nachzuweisen. Sie sind vielmehr, wie schon
hervorgehoben wurde, zum Beweise der Existenz rechter Winkel
notwendig, die freilich Hjelmslev als Axiom annimmt, IFerner
enthilt das von Hjelmslev vorgeschlagene Axiom, daf die
Mittelpunkte der Dreiecksseiten nicht auf einer Geraden liegen,
Anordnungselemente und gilt in der elliptischen Geometrie nicht
mehr,

Aus dem Beweise der Verkniipfungssiitze  fiir uneigentliche
Elemente folgt, daf alle Punkte bezw. Geraden, ob sie nun
eigentlich sind oder uneigentlich, in der auf den Merkmalen der
Verkniipfung und Anordnung begriindeten Geometrie fundamental
sind. Diese Geometrie ist, wenn wir noch ein Stetigkeitsmerkmal
hinzunehmen, die projektive Geometrie. In der metrischen Geo-
metrie sind nur mehr alle eigentlichen Punkte bezw. Geraden
fundamental.



