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Uber die Grundlagenforschung in der Geometrie. ~ 
Von Friedrich Rulf in Wien. 

In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch gemacht, den 
Kongruenzbegriff zu definieren. Dabei wird, um es gleich hier za 
betonen, vorausgesetzt, dal~ man die Ding% mit denen man Geometrie 
treibt, genau kennt und auch die richtigen SKtze fiber sie yon den 
falschen unterscheidet. Auf erkenntnistheoretische Fragen wie die, 
was ein riehtiger Satz ist~ wird nicht eingegangen. Dann wird 
naher ausgeflihrt, wie man sich bei Annahme der gegebenen 
Definition zu den Axiome~3systemen yon H i l b e r t  und S e h u r  
zu stellen hat. Durch eine mit ganz eIementaren Hilfsmitteln dureh- 
geffihrte Anwendung auf das System der Ballschen Sehrauben er- 
gibt sich der Satz, daI~ die Geometrie ~m allgemeinen Schraubennetz 
elliptiseh ist~ falls man eine geeignete Mal~bestimmung trifft. Sonst 
wird noch dem ebenen Anordnungsaxiome H i l b e r t s  eine ein- 
gehendere Beachtung zugewendet. 

Einige vorbereitende Bemerkungen. 
H i lb  e r t  teilt die Axiome in ffinf Gruppen und kennzeichnet 

diese durch jane Begriff% um die as sich bei den betreffenden 
Axiomen handelt. So wird z. B. dureh die Axiome der Anordnung 
der Begriff ~#wisehen" definiert. Dieses Definieren eines geome- 
trisehen Begriffes ist so aufzufassen : Jeder geometrische Begriff ist 
eine Summe yon Beziehungen zu anderen Begriffen. Gibt man 
yon diesen Beziehungen so viele a n -  und alas geschieht dutch 
Aufstellung yon A x i o m e n -  als ausreichen, um die iibrigen er- 
fahrungsgemal~ auftretenden Beziehungen des betr. Begriffes aus 
ihnen durch logische Schliisse abzuleiten, so ist der Begriff als 
definiert anzusehen. Bei Anwendung dieses Prinzips auf die Geometric 
sind als jene ,anderen Begriffe" nut nieht-geometrisehe und bereits 
definierte geometrische zu gebrauehen. 

Gegen diesen Vorgang hat F r e g e  1) Stellung genommen. 
Auf seine Kritik kann bier nieht eingegangen werden, es sell aber 
an die yon ihm aufgeworfene Frage angeknfipft werden~ ob die 
wenigen in den Axiomen festgelegten Merkma[e nieht ebensogut 
wie auf die Begriff'e der Geometrie auf andere Ding% etwa seine 

o) Vortrag in cler Wiener  mathemat lschen Gesellschaft im M~rz 1911. 
1) Jahrber .  d. Deutsch. Math. Ver. 12, 1903. 
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Taschenuhr2), passen k6nnten. Das ist nieht unmSglich, aber 
keineswegs bildet dieser Umstandeinen Nachteil, es ware vielmehr 
nur freudigst zu begrtigen, wenn es gelange, ein System y o n  dem 
tagliehen Leben entnommenen Dingen und Ereignissen anzugeben, 
far die H i 1 b e r t s Axiome gelten. Dann ki~nnte man die Geometrie 
in der neuen, nnterhaltenden Form betreiben, dag man einen Roman 
erzi~hlt~ in dem sich die Handlung logisch aus Pri~missen entwickelt, 
und im Schlugwort erklart, dag durch den Roman etwa der 
pythagorKische Lehrsatz bewiesen sei, wie man sich iiberzeugen 
kSnne, indem man an Stelle eines bestimmten Wortes Hypotenuse,. 
an Stel|e zweier anderer Katheten setze u. s. f. und endlieh 
Exposition and ..Ausgang naehprttfe. Auf gewissem Gebiete finder 
eine derartige Ubertragung tatsi~chlich in vollkommenster Weise 
s..tatt, n~mlich in der analytischen Geometrie. Und gerade diese 
Ubertragung wird nur dadurch ermSglicht~ dais man die geometrischen 
Begriffe nicht wie E u k l i d  als in ihrer ursprtinglichen Bedeutung 
gegeben, sondern wie H i l b e  r t als dureh eine Reihe yon Merk- 
malen definiert auffagt. Das wird klar, wenn man z. B. an die 
sog. Zahlenlinie und den Begriff ,,gleieh grog" denkt. Wtirde 
man definieren oder erklaren: ,,Zwei Streeken sind gleich grog, 
Wenn man sie zur Deekung bringen kann :~, so wiirde das keines- 
wegs das Entsprechen yon Strecke und Diflerenz erkennen lassen, 
den 8- -6  und 13--11 kann man doch nicht zur Deckung bringen. 
Etwas anderes ist es, wenn man H i 1 b e r t s Axiome der Kongruenz 
heranzieht. Das erste besagt, dag es auf einer Geraden zu einem 
Punkte zwei weitere gibt, deren Entfernungen yon ibm gleich der 
Entfernung zweier  gegebener Punkte sind. Dem entspricht un- 
mittelbar der Satz~ dag es zu jeder Zah| zwei weitere gibt, deren 
Untersehied yon ihr gleich dem "Unterschied zweier gegebener 
Zahlen ist. Wir brauchen also nur an Stelle yon Punkt und Ent- 
fernung die Worte Zahl und Unterschied setzen. Die tiefere Auf- 
fassnng~ die wit demnach obigem Axiome zu Grunde za leben 
haben, ist die: , Z u  jedem Dinge a' (Punkt~ Z a h l , . . . )  einer 
Mannigfalfigkeit b (Gerade, Zahlen l in ie , . . . )  gibt es zwei weitere 
Dinge a", a '"  derselben Mannigfaltigkeit b, die zu a' in derselben 
Beziehung c (Entfernung, Unterschied, . . . )  stehen: wie zwei be- 
stimmte Dinge a aus b-zu einander. "8) 

Dieses Znrtickgehen auf nieht geometrisehe Grundbegriffe ist 
wohl  das wiehtigste logische Moment, das die modernen ,,Grund- 
lagen der Geometrie" yon dem Werke E n k l i d s  unterscheidet. 
Das Aufgeben der rein geometrisehen Grundbegriffe tritt nieht in 
allen neueren Arbeiten gleieh stark hervor; verhi~ltnismal~ig schwach 
bei H : i l b e r t ,  starker bei anderen~ die z. B. den Inbegriff dreier 
Zahlen Pankt  nennen, dann scheinbar ganz willktirliche Satze  

~) p. 870. 
8) Eino ganz abstrakte Fassung yon H i l b e r t s  Axlomen hat K o r s e l t  

angegeben; 5ahrber. d: Deutsch. Math. Ver. 17, 1908, q. 114--117. 
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aufstellen und mit diesen operieren. A[s Bereehtigung derartiger 
.Geometrien ~ kann~ yore ,Setbstzweck :' abgesehen, wohl nur die 
Hoffnung angesehen werden, dal~ es einmal gelingen wird, Systeme 
nicht geometrischer und nicht mathematischer Dinge anzugeben, 
t'iir die ihre Axiome gelten. 

Die Begriffo ideat isch,  gleich und kongruent .  

In jedem Aufbau der Geometrie~ er sei p~tdagogisch oder 
nicht~ sind die Bcgriffc ,dasselbe" oder ,identiseh~:~ ,gleich" und 
:.kongruent ~ yon grtil~ter Wichtigkeit. So ist es die grundlegende 
Uberzeugung jedermanns~ dal~ alle Punkte~ alle Geraden~ alle Ebenen 
kongruent sind~ d. h. dal~ alles~ was in der Geometric yon e i n e m  
Punkt% e i n e r  Geraden oder Ebene gilt~ auch yon jedem anderen 
Punkt% jeder ~nderen Geraden und Ebene gilt. Die oben ge- 
nannten drei Begriffe sind im allgemeinen Gebraueh nieht immer 
scharf getrennt. Wir mtissen deshalb zun~tehst sic definieren. Von 
zwei Dingen d 1 und dz sagen wir~ sie w~tren dasselbe oder identisch~ 
wenn in jedem richtigen Satze, in dem d 1 vorkommt~ an seine 
Stelle d~ gesctzt werden kann, ohne dal~ er falsch wird. Von 
V e r one  se ~) wird das Wort identisch in anderer Bedeutung ge- 
braucht. So lautet z. B. sein erstes Axiom: ,Es gibt verschiedene 
Punktc. -- Alle Punkte sind identiseh" (p. 226). ~aeh unserer 
Definition sind nicht je zwei Punkte identiseh, da z. B. der Satz: 
,,Der Punkt/9 liegt auf der Geraden G"~ nieht ftir jeden anderen 
Punkt q gilt. Wir bezeichnen vielmehr alle Punkte als kongruent, 
indem wit dicsen Begriff folgendermal~en definieren : Z wei geometrische 
Gebilde nennen wir dann kongruent, wenn wir in jedem richtigen 
Satze, in dem das erste Gebilde in Verbindung mit einer Reihe 
.anderer geometrischer Gcbilde vorkommt~ die letzteren auf mindestens 
eine Art durch je gleichartigc Gebilde so ersetzen ktinnen~ dal~, 
wenn wir an Stelle des ersten Gebildes das zweite setzen, der 
Satz richtig bleibt. Der Begriff ~,gleiehartig :~ wird welter unten 
definiert werden, sein Sinn dtirfte aber hier ohne welters klar sein. 
- -  Kehren wir zum obigen Beispiele zurtiek, so kSnnen wir jctzt 
G durch einc Gerade ersetzcn~ die dureh q geht~ und d er be- 
trachtete Satz bleibt riehtig. 

Betrachten wir es wie oben als Zweck eines abstrakten 
Axiomensystems~ die Erkennungsmtiglichkeit zu geben~ ob man 
mit irgend einem System yon Dingcn Geometric treiben kann oder 
nicht, so wird es nicht empfehlenswert sein~ das Axiom: ,,Alle 
Punkte sind kongruent~ an die Spitze zu stelien. Denn wit ktinnen 
doch nieht untersuehen, ob wir in allen richtigen Siitzen, die jenes 
:System betreffen~ die gesehilderten Operationen ausftihrcn ktinnen. 
Es wird vielmehr nStig sein~ die Tatsache~ dal~ alle Punkte kon- 
gruent sind~ sehrittweise zu entwickeln. Dies ermtigliehen folgende 
Uberlegungen : 

4) Veronese-Schepp: ,,Grundziige der Geometrie..." Leipzig 1894. 
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Es liege ein System ~ (p) yon Dingen p vor, dann ein 
zweites ~Cq), ein drittes $, dann | | . . . .  Wit nehmen 
noch alle im gewOhnliehen Sinne aus allen diesen Dingen definier- 
baren Dinge  hinzu und bezeiehnen die Gesamtheit yon Dingen, 
zu der wir so gelangen mit ~. Die einem und demselben System 
angeh6rigen Dinge nennen wir gleiehartig und ebenso die in der- 
selben Weise aus gleichartigen Dingen definierbaren Dinge. Alle 
richtigen Satze, in denen Dinge aus ~ vorkommen, zerfallen in 
zwei Gruppen: yon denen nieht beide existieren mtissen. In die 
erste Gruppe nehmen wir alle Satze der Eigensehaft, dag, falls 
man irgendein in ibm explizit oder implizit vorkommendes p dureh 
irgend ein anderes p ersetzt, auf mindestens eine Art alle tibrigen 
Dinge aus ~ dutch je gleiehartige so ersetzt werden kSnnen, dag 
der Satz richtig bleibt. Alia tibrigen S~tze weisen wir der zweiten 
Gruppe zu. Existiert die erste Gruppe nieht, so k(innan wir in 
mit den p sieher keina Geometrie treiben, weft eben das 1. Axiom 
V e r o n e s e s  nieht erf~illt ist. Existiert dagegen die erste Gruppe, 
so nennen wir sia ,,Geometrie derp in ~."5) D e r F u n d a m e n t a l -  
s a t z  dieser ,Geametrie" ist tier Satz, dag sieh aus geometrisehen 
Pramissen nut geometrisehe Folgerungen ergeben kSnnen. Er 
ermSglieht ein schrittweises Verfolgen der Frage~ ob p in den 
jeweilig betrachteten Systemen yon Dingen kongruent auftritt, und 
damit einen sehrittweisen Aufbau tier Geometrie. So folgt z. B. 
in einer axiomatisch aufgebauten Geometrie der Umstand, dag alle 
eigentlichen Punkte kongruent sind~ lediglieh daraus, da$ alle 
Punkte in dan Definitionen und Axiomen gleiehbereehtigt auftreten, 
diese also der Punktgeometrie angeh(iren. Das Wort gleiehbereehtigt 
haben wit hier in einem Sinne gebraeht, der zusammenfallt mit 
dem yon ~gleieh in Bezug auf ein Merkmal" bei V e r o n e s e .  6) In 
tier Tat kann aueh mittels dieses Begriffes der Begriff ,,kongruent" 
sahrittweise entwiekeh werden. 

Die Systeme gleiehartiger Dinge kSnnen sieh gegentiber 
unserer Geometrie ganz verschiedenartig verhalten. Es kann unter 
ihnen Systeme | (g) yon der Eigenschaft geben~ dag falls man in 
irgend einem geometrischen Satze ein g dureh irgend ein anderas 
ersetzt, auf mindestens eina Art alle tibrigen in dem betreffenden 
Satze vorkommenden Dinge aus ~ dureh je gleiehartige ersetzt 
werden kSnnen, ohne dag der Satz falsch wird. Dann sind die g 
in der Geometrie der p ebenso untereinander kongruent wie diese. 
Wir nennen alle derartigen Dinge fundamental. In der Geometrie 
der Punkte sind das z. B. die Geraden, die Ebenen, die Linien- 
elemente~ die Speere u. a. m. Neben diesen Dingen gibt es andere, 
die obige Eigensehaft nieht haben und folglieh zu den gleiehartigen 
Dingen nieht kongruent sind. Ein Beispiel hieftir ist die Entfernung 

5) Diese Definition ist wiIlkiirlieh. Z. B. betraehtet E. M e y e r, ~ Math. 
Ann. 64 (1907) .Geometrien", in denen nieht alle Pankto in dem oben definierten 
Sinne kongruent slnd. 

~) 1. e. p. 4, w 9. 

Monatsh. fiir Mathema~ik u. Physik. XXIV. gahrg. 10 
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zweier Punkte. Wir ki3nnen ja  nieht sagen~ dag~ well eine Ent- 
fernung A B  5cm betrag b a u c h  die CD 5cm betrag% wobei zu 
beaehten ist~ dug 5 kein geometriseher Begriff ist. Ein anderes 
Beispiel ware der Begriff Dreieck. 

Wir greifen jetzt ein Ding e heraus~ das nieht zu allen gleieh- 
artigen Dingen e kongruent~ also nicht fundamental in unserer 
Geometrie | (p) der p in ~ ist. In dieser (~ (p) kann es immer- 
bin Satze yon der Eigenschaft geben~ dag, falls man irgend ein in 
ihnen vorkommendes e durch irgend ein anderes e ersetzt~ nile 
tibrigen Dinge aus ~ dutch je gleichartige so ersetzt werden k(innen~ 
daft der Satz riehtig bleibt. Aile diese S~ttze denken wir gesammelt. 
Sie bilden eine in der (~ (p) entha|tene Geometrie (~ (e) der e in ~. 
Betrachten wir die (~ (r gleichzeitig rait der (~ (p), so werden wit 
die in der | (e) aber nicht mehr in der (~ (p) faadamentalen Dinge 
nicht kongruent nennen~ sondern zur Bezeieimung dieser Eigenschai~ 
ein anderes Wort w~thlen. Ist z. B. (~ (p) die Euklidisehe Geometrie 
und e die Entfbrnung zweier Punkte~ so ist (~ (e) die Geometrie 
der Ahnlichkeitstransformationen und wir nennen in ihr fundamentale 
Gebilde i~hnlich. Ist r das eigentliche Dreieek~ so erhalten wir die 
Dreieeksgeometri% d. h. die Gesamthelt al|er geometrischen S~ttze, 
die far alle Dreiecke gleiehzeitig gelten. Ist e das eigentlieh e 
Punktquadrupel~ yon dessen Punkten keine drei auf einer Geraden 
liegen, so enthalt {~ (e) die projektive Geometrie. Diese kann man 
dadureh erhalten~ dab man als e das Teilverh~tltnis dreier Elemente 
eines Grundgebildes erster Stu% den fundamentalen Gebilden yon 
(~ (p) adjungiert. 

Stellen wit das hier erli~uterte Prinzip, Geometrien zu eharak- 
terisieren in Parallele mit dem yon K l e i n  im Erlanger Pro- 
gramm (1872) aufgestellten! Betraehten wir etwa die projektive 
Geometrie! Sie wird von K l e i n  dutch die linear gebroehenen 
Substitutionen eharakterisiert. Ihre wiehtigsten Invarianten sind 
die Inzidenzgleiehung und das Doppe|verhiiltnis. W~thrend der 
ersteren entspreehend das Linienelement aueh bei der oben aufge- 
stellten Charakterisierung der projektiven Geometrie ein funda~ 
mentales Gebilde ist, ist das Doppelverhaltnis nieht fundamental~ 
sondern nur das Teilverh~tltnis~ oder anders gesagt, die aus drei 
Elementen eines Grundgebildes erster Stufe bestehende Figur. 
Wie nun bei Problemen der Invariantentheorie die Aufgabe dahin 
eingesehr~tnkt wird, ein vollstandiges System unabh~tngiger In- 
varianten ztt finden~ so werden wir unsere Aufgabe, nile S~ttze 
anzugeben~ fiir die ein bestimmtes System yon Dingen fundamental 
ist~ auf die Aufgabe einschrlinken~ ein System unabh~tngiger Satze 
anzugeben, aus denen sich alle tibrigen ableiten lassen. Sie werden 
wir als Grundsatze unserer Geometrie aufzustellen haben. 

Von dem gewonnenen Standpunkte arts soll nunmehr daran 
gesehritten werden~ ein abstraktes Axiomensystem anzugeben. Da 
dieses, wm sehon wiederholt hervorgehoben wurde, auger dem 
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Selbstzweek nnr den Zweek haben kann~ bei irgend einem Systeme 
von Dingen erkennen zu lassen~ ob man mit ihnen elementare Geo- 
metrie treiben kann oder nicht, und die betreffenden Axiome ftir 
diese Dinge durchaus nicht Axiome zu sein brauchen, werden wir 
statt dessert Merkmale sagen. 

Verknf ipfung.  

Wir stellen zun~tchst die Merkmale der sog. ebenen Ver- 
kntipfung auf. 

Neben den Dingen p betraehten wir Dinge g. Aus den 
Dingen p und g denken wir uns auf die geschilderte Art ein 
System /~ gebildet. Sollen dann in der Geometrie der p in I~ 
die ebenen Verkntipfungssatze gelten, so mtissen iblgende Merk- 
male erftillt sein. 

I. 1.: Je zwei versehiedene p bestimnqen ein g: [pl_p~] ~ g .  
I. 2.: Es gibt unendlieh viele g. 
I. 3. : Dasselbe 9 kann auf unendlieh viele versehiedene Arten 

durch je zwei 1) bestimmt werden. 
I. 4.: Bestimmen /)1 und p~ dasselbe 9 wie p~ und 194, so 

bestimmen je zwei versehiedene dieser vier p dasselbe /7- 
Die Unabh~tngigkeit von I. 4. ergibt sich~ indem man die p 

durch die in einem Punkte angreifenden Kr~fte, die g dutch ihre 
Resultierenden ersetzt. Mit demselben Erfolge kSnnte man auch 
die p dutch Punkte und die gik--~ [PiPkl je dureh den Mittelpunkt 
der Streeke P~Pk als Durchmesser ersetzen. 

In diesen Merkmalen sind die Axiome I. 1 - -3 .  H i l b  e r t s  
bis auf den zweiten Teii yon I. 3. enthalten. Dieser sagt aus, 
daI5 es wenigstens drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte 
gibt. Diesen Satz beweisen wir in folgender Form: ,,Zu jedem 5' 
gibt es p, die mit keinem anderen _p eben dieses g bestimmen." 
Ware dieser Satz falsch und w~ren Pl and p~ irgend zwei p, so initiate 
es ein Ps und ein p~ geben~ so dal~ [PlP~I ~-tT~-[1o2P~] w~re. 
Dann w~re aber naeh [. 4. [PlP2] = g  und es g~be, da Pi und p~ 
zwei beliebige is sind~ nur ein g~ was I. 2. widersprttehe. 

Da in obigen Merkmalen alle p sowie alle g gleiehbereehtigt a u f  
treten~ so folgt aus dem Fundamentalsatz~ dal~ sic aueh in allen 
aus ihnen gezogenen Folgerungen gleiehbereehtigt auftreten. 

Es soll nunmehr als Anwendung gezeigt werden, dal~ die 
Merkmale I. 1--4. auf die Sehrauben passen. Unter Sehraube 
verstehen wir folgendes: 7) Jedes System yon auf einen starren 
KSrper wirkenden Kraften kann man dureh eine Kraft (S tab)und 
eia Kraftepaar (Vektor) ersetzen, dessen Ebene auf der Riehtung 
der Kraft lotreeht steht. Den Inbegriff dieser beiden nennt man 
Dyname. Sieht man y o n  der absoluten GrSl3e der Kraft sowie 
des Kraftepaares ab und betraehtet nur das Verhaltnis der Mal3zahl 

7) B a l l - G r a v e l i u s :  ,,Theor. Mechunik starrer Systeme" 1889. 

t0* 
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des letzteran zu der der ersteren, so gelang man zum Begriff der 
Schraube s). Ebenso kSnnte man zu diasem Begriffe gelangen, in- 
dem man an Stelle der Kraft eine unendlich kleine Drahung: an 
Ste|le des Kr~tftepaares eine unendlich kleine Sehiebung setzt. Zu 
jeder Sehraube gehiiren cx) 1 Dynamen. Greifen wir irgend zwei 
Scbrauben heraus und kombinieren wir alia zu ihnen gehSrigen 
Dynamen auf a[le miiglichan Arten~ so erhalten wir ~ 2  resultierende 
Dynamen. Die Gesamtheit der zu ihnen gehSrigen Schrauben 
bezeichnen wir als Sehraubenbtisehel und setzen dieses an Stelle 
des obigen g. I. 1. ist erfiillt. Wi~hlen wir nun irgend zwei zu 
obigen zwei Sehrauben gehiirige Dynamen und vergr~il]ern wir 
beide Stiibe und beide Vektoren in demselben Verhi~ltnisse~ so 
wird auch ibre Resuitierende nur insofern geiindert~ als ihr Stab 
und ihr Vektor in eben demselben Verh~ltnisse vergrSgert warden. 
Die zu ihr gebSrige Sehraube bleibt dabei ungei~ndert. Daraus 
erkennen wir~ dag wit das ganze BiiseheI erhalten, indem wit 
eine Dyname festhalten und die andere sieh beliebig ~tndern lassen. 
Das Sehraubenbtisehel enthiilt demnach ~ 1  Schrauben. Da es ~ 5  
Schrauben gibt~ ist I. 2. erftillt. Nunmehr wollen wit uns davon 
liberzeugen~ dad I. 3 und I. 4. erfiiilt sind. ~s und ~ m(igeu 
dem durch ~ l  und ~ bestimmten Btischel angehSren. Wit  zeigen~ 
dal~ .iede Sehraube ~5 des Btischels [| ~4] aueh dem Btisehel 
[| ~ ]  angehOrt. Es gibt zwei zu | und ~ gehtirige Dynamen 
~.~ und ~)~ deren Resuhierende ~)5 ~ a - ~ - ~ ) ~  zu ~a gehort. 
Nun ist ~)a = ~)1 -~- ~)~ und ~)~ = ~)i -~- ~)~, wobei ~)1, ~); zu ~1, 
~)2~ ~); zu ~ gehSrige Dynamen sind, and tblglich ist 
~)s ~--- (~)~ ~-  ~)i) @ (~)~ -]- ~)~) naeh dem Gesetz der Superposition. 
Anderseits gehSren ~ und ~ dem Biisehel [ ~ a ~ ]  an~ wie 
folgende Gleichungen erlautern : ~)a ~ ~)~ Jr- ~):~ ~)~ = - -  ~)1 + ~2~ 
~s  ~ ~)a -~- ~)r ~ (~)~ -~- ~)~'). Die Merkmale I. 1--4. sind dam- 
nach s~tmtlich erftillt. 

Kehren wir zu unseren allgemeinen Entwieklungen zurtiek~ 
so sind zwei MSgliehkeiten des Weiterweges seharf zu trennen. 
Wi t  kiinnen einerseits die riiumliehen Verkntipfungsmerkmale auf- 
stellen~ wie dies in den Grundlagen H i l b e r t s  und nahezu saint- 
lichen anderen Arbeiten geschieht. Anderseits kSnnen wir uns auf 
die Ebene besehr~tnken und die Forderung aufstellen, die Geometrie 
der Ebene in dieser allein ohne ein Stetigkeitsaxiom aufzubauen. 
Diesen Weg besehritt zuerst H i l b e r t  0), indem er die gestelhe 
Aufgabe fiir die hyperbolische Geometrie 15ste. Dann ftihrte 
H e s s e n b er  g ~o) dasselbe fiir die elliptische Geometrie durch und 
endlich antwiekehe H j e I m s 1 e v ~ ~) in gleieher Weise ohne Beniitzung 
eines Parallelenaxioms eine allgemeine ebene Geometri% aus der 
sich dureh Festsetzung der Winkelsumrne im Dreieck die drei 
besonderen ebenen Geometrien ableiten lassen. Der Beweis der 

s) Vergl. :Enc. IV 2 Timerding 13. - -  9) Math. Ann. 757 1903. -- lo) Math. 
Ann. 61, 1905. - -  11) Math. Ann. 64, 1907. 
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grundlegenden Stttze aufdiesem ebenen Wege ist aber, wie Sehu r  1~) 
mit Recht hervorhebt, sehr verwickelt und uniibersichtlich. Die 
Hauptschwierigkeit besteht in dem Beweise der Gtiltigkeit der 
Verkniipfungssatze far uneigentliche Elemente. Aus I. 1--4. s 
dag zwei Geraden hSehstens einen Punkt gemeinsam haben. Nun 
kann es Paare yon Geraden geben~ dm sich nicht schneiden. Von 
ihnen sagen wir~ dag sie sich in einem uneigentlichen Punkte 
schneiden. Wir werden uns auch weiterhin vom Kontinuittits- 
prinzip leiten lassen und es erreiehen wollen, dag die Verkniipfungs- 
satze auch bei Hinzunahme der uneigentlichen Punkte zu den 
eig.'entlichen gelten. Dazu wird eine Reihe weiterer Definitionen nStig 
seln, die wit erst naeh Aufstellung weiterer Merkmale geben kSnnen. 

Die G leichberechtigung aller Geraden ist durehs Einbeziehen 
der aus zwei sich nieht (in einem eigentlichen Punkte) schneiden- 
den Geraden bestehenden Figur, des uneigentlichen Punktes, in 
den Kreis unserer Betrachtungen unterbrochen. Denn es ist often 
gelassen~ ob es nieht zugleieh Geraden gibt~ die jede andere in 
einem eigentlichen Punkte schneiden~ und solehe~ die mit anderen 
Geraden aueh uneigentliche Punkte bestimmen. Als Beispiel zeichne 
man in der Ebene einen Kreis und bezeiehne alle in seinem Innern 
liegenden Punkte als uneigentlich, alle anderen, einschlieglich der 
auf der unendlieh fernen Geraden liegenden als eigentlieh. Dann 
gelten die Merkmale I. 1--4. und aueh unsere Definition~ es sind 
aber nieht mehr alle Geraden gleiehberechtigt. 

Um zu einem der Ebene entspreehenden Begriff bei Sehrauben 
zu kommen~ definieren wir das Sehraubennetz als Gesamtheit der 
Sehrauben~ die man erhalt, wenn man die in zwei sich sehneiden- 
den Sehraubenbtiseheln enthaltenen Sehrauben auf alle m~glichen 
Arten verbindet. Dann kSnnen wir zeigen~ dal~ in der Geometrie 
in diesem Schraubennetz uneigentliche Schrauben nieht auftreten, 
indem wir beweisen~ da$ je zwei Btischel des bTetzes sich schneiden. 
a l  sei tier Sehnitt der zwei oben zur Definition des ~etzes ver- 
wendeten BCischel~ a 9 und aa bezw. a~ und a 5 seien den Biiseheln 
angehSrige Schrauben. ~)1 sei eine beliebige zu a 1 gehsrige Dyname. 
Dann bestimmen wir vier der Reihe nach zu ~2~a3~ a4, a s  ge- 
h~rige Dynamen ~)2, ~)3, ~)4, ~5 der Eigensehaft, dais ~1 ~---~--~-~)3 
und ~ t  ~ ) ~ - ~ . ~ .  as  und av seien die zu den Dynamen 
~ ~ ~ - -  ~ und ~ m_ ~ --~)~ gehSrigen Schrauben. Dureh 
Einsetzen s ~)~ = - - ~ ) ~  ~-~)~ =~)~.  Dann ist abet aueh 
as ~ av und die Biischel [a  s a~] und [a  s as] schneiden sieh in a s. 
Darsus iblgt~S)~ da~ je zwei Biisehel des l~etzes sich sehneiden. 

/knordnung. 
~eben a (p) und a (g) betrachten wir einen Begriff ~ wollen 

uns aber im folgenden der Sprache der Geometrie bedienen. 

13) Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1909, p. 160. 
18) Postulat yon Pieri. Eric. III A, B 1 Enrlques 18. 
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Auf die Notwendigkeit, Axiome der Anordnung aufzustellen, 
wies als erster Gaul~ bin. Der erst% der sie tatsi~ehlich aufstel|t% 
war P a s e h  1~). Manehmal treten sie nicht abgesondert, sondern 
in Verbindung mit den Axiomen der Verkniipfung auf, wie z. B. 
bei P e a n o  15) und S c h u r .  

H i l b e r t  teilt die Axiome der Anordnung in zwei Gruppen~ 
in die linearen~ die nur Aussagen tiber die Punkte einer Geraden 
enthalten~ und das ebene Axiom der Anordnung. Das erste An- 
ordnungsaxiom H i 1 b e r ts [autet : 

II.  1.: Wenn a, b, c Punkte  einer Geraden sind und es liegt 
b zwischen c und a, so liegt auch b zwischen a und c. 

Der Begriff zwischen hat nur in den Geomctrien mit un- 
eigentlichen Punkten eine unmittelbare Existenz. 1Jber die An- 
ordnungsmerkmale ffir Geometrien ohne uneigentliehe Ptmkte werden 
wit spater ein Erwahnung maehen. Als zweites Anordnungsmerkmal 
benfitzen wit das Axiom II. 3. H i l  b e r t s : 

II. 2.: Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stets 
einen und nur einen, der zwisehen den beiden anderen liegt. 

Das Axiom II. 2. t t i l b e r t s ,  das aussagt, dal~ es immer 
zwischen zwei Punkten einer Geraden mindestens einen weiteren 
gibt und ebenso mindestens einen in bestimmter Richtung 
aul~erhalb~ stellen wir nicht als Merkmal auf. Bei unserer etwas 
abweiehenden Fassung der Merkmale ist es eine Folge yon I. 2. 
und dem noch aufzustellenden Merkmale 1I. 3. 

Die Gesamtheit zweier Pankte  und der zwischen ihnen 
liegenden Punkte nennen wir SU'ecke. 

Zu den linearen Axiomen der Anordnung kommt ein ebene% 
das bei P a s c h  als Lehrsatz auftritt und dem wir folgende Form 
geben : 

II. 3. : Drei nicht in einer Geraden liegende Punkte bestimmen 
drei Strecken. Wird eine yon diesen yon einer Geraden in einem 
Punkte gesehnitten, so wird noch genau eine der beiden anderen 
Streeken in einem Punkte gesehnitten~ abgesehen yon dem Falle, 
dal3 die Gerade dureh einen jener  drei Punkte geht. 

So einf'ach und anschaulieh dieses Merkmal auf den ersten 
Blick aussieht, so wichtig ist es dureh einige Folgen~ die es mehr 
versteckt nach sich zieht. So kSnnen z. B. aus den linearen 
Merkmalen der Anordnung allein nicht alle Si~tze fiber Anordnung 
auf der Geraden, soweit sie natiirlich mit Dichte und Stetigkeit 
niehts zu tun haben: gefolgert werden. So ist schon der Satz, dal3~ 
wenn b zwischen a und c und d zwisehen b und c liegt, auch d 
zwischet~ a und c liegt~ erst unter Hinzunahme des ebenen Merk- 
reals beweisbar 16), aueh unter Beibehaltung des Axioms II. 2. yon 
H i l b e r t .  Dieses Merkmal vervollsti~ndigt bei H i l b e r t  erst die 
Definition der Streeke. Ferner ist es unter allen ebenen Axiomen 

1 .) Vorlesungen tiber neuere Geometrie, Leipzig 1882. 
15) Rivista di Mat. IV, 1894. 
16) Moore, Transact. of the American Math. Soc. 1902. 
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H i l b e r t s  das einzige, das im Raum nicht mehr gilt. Es 
charakterisiert demnaeh die Ebene und wird auch yon P e n n 0  
und S c h u r  zu ihrer Definition benfitzt. Endlich enth~It dieses 
Merkmal in den Geometrien mit uneigentlichen Punkten Aussagen 
tiber deren Anordnung gegenfiber den eigentliehen Punkten und 
gilt in einer Geometrie ohne uneigentliche Punkte tiberhaupt nieht. 
Auf die letzten Behauptungen gehen wir ngher ein: Als Winkel 
definieren wir die Gesamtheit aller Geraden~ die eine Strecke aus 
einem aul~erhalb liegenden Punkte projizieren. Naeh dieser Definition 
ist ein Winkel dutch seine Schenkel noeh nicht bestimmt. Es 
seien A und B irgend zwei Geraden. Durch den ihnen nicht an- 
gehSrenden Punkt p legen wir zwei Gerad.en C und D~ die A und 
B in eigentlichen Punkten schneiden. Verbinden wir alle Punkte 
yon A mit p~ so zerfallen die so erhaltenen Geraden in zwei Gruppen. 
Die der einen Gruppe bilden einen Winkel yon den Schenkeln C~ 
D~ die anderen gehSren ibm nicht an. Nun kann es Geraden durch 
p geben~ die A aber nieht B schneiden. Die Anschauung lehrt~ 
dal~ derartige Geraden nut in einer der erw~thnten Gruppen ent- 
halten sein k~nnen. Diesen Satz spricht V a h l e n  17) in der Form 
aus: Zwei eigentliche und zwei uneigentliehe Punkte trennen sieh 
n ieh t .  Legt man die projektive Ebene zu Grund% so folgt hierau% 
da~ entweder die eigentlichen oder die uneigentlichen Punkte in 
ihr ein konvexes Gebiet erf~illen. Wir nehmen das letztere an. 
Dann gibt es neben eigentlichen Dreieeken der gewShnlichen 
Form~ die yon einer dutch keine Ecke gehenden Geraden in 
keinem oder in zwei Punkten geschnitten werden, auch eigentliehe 
Dreiecke yon der dualen Form~ die yon einer dureh keine Ecke 
gehenden Geraden in einem oder drei Punkten geschnitten werden. 
Das ebene Merkmal der Anordnung besagt folglieh~ da~ nicht die 
uneigentliehen~ sondern die eigentliehen Pankte ein ovales Gebiet 
erfiillen. Man erkennt aueh sofort, dal~ in der elliptischen Geometric, 
in der es keine uneigentlichen Punkte gibt~ beide Arten yon Drei- 
eeken gleiehbereehtigt nebeneinander stehen. 

Die letzten Entwicklungen legen den Gedanken nahe, das 
Merkmal I I .  3. in seine Bestandteile zu zerlegen. Es waren hiezu 
rnindestens vier neue Merkmale erforderiieh~ yon denen das erste 
die linearen erggnzt~ das zweite die Ebene charakterisiert, das 
dritte die eigent|iehen und uneigentliehen Punkte in zwei Gebiete 
trennt~ das vierte das konvexe Gebiet den eigentlichen Punkten 
zuweist. Ans~ttze in dieser Richtung finden sieh~ soweit mir die 
Literatur bekannt ist~ nur bei Vahlen~ doch setzt dieser die 
Giltigkeit dec Verkntipfungss~tze auch f t i r  uneigenfliehe Elemente 
voraus. Da aber diese erweiterte Giltigkeit, wie noch des naheren 
auseinandergesetzt werden soll~ an die Giltigkeit des Desarguessehen 
8atzes gebunden ist, dieser abet ohne Zuhilfeuahme der Anordnungs- 
axiome bisher nicht bewiesen wurde~ so fehlt es den diesbez~igliehen 
Untersuehungen V a h i e n s an Tragweite. 

17) 1. c. p. 179. 
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Um in der Geometrie ohne uneigentliche Punkte die ganze 
Anordnung zu beherrschen~ gentigt es, wie man leieht erkennt~ 
neben einem System linearer Merkmale, das alle linearen reinen 
Anordnungssi~tze mit sich bringt, die Projektivitat der Anordnung is) 
zu fordern, d. h. dug aus sieh trennenden Elementenpaaren durch 
Schneiden und Projizieren ebensolehe hervorgehen. 

Diesen Merkmalen gentigen die Sehrauben. Wir betraehten 
das dutch ~l  und ~ bestimmte Btischel. ~)i sei eine zu ~1, 
~)~ eine zu ~ geh~irige Dyname. Lassen wir dann in ~) = ~ i  -~ 
~-u~)~ ~ alle Werte yon - - ~  bis ~-cx) durehlaufen: so dureh- 
lauft die zu ~) gehSrige Schraube gerade einmal das ~chrauben- 

bfisehe[ und wir kSnnen seine Schrauben nach den zugehtirigen 
Parameterwerten ,u anordnen. Es ist noch zu zeigen, daft diese 
Anordnun~ yon der besonderen Wahl yon ~l  und ~ sowie yon 
~ i  und ~)~ unabhingig ist. Dazu bentitzen wir eine ~berlegung, 
die wir aueh ftirs Spiitere brauehen. Die Geraden Gj und G~ 
seien die Trigger von | und ~2~ ~ sei ihr Gemeinlot. AuGer 
der eindeutigen Existenz yon ~ nehmen wir noeh an, dal~ ~ l  
und ~)~ bestimmte endliehe Parameterwerte haben~ so daG ihre 
Stlibe nieht die Liinge Null haben. Falls G 1 und G~ nieht in 
einer Ebene liegen, versehieben wit ~ parallel zu ~ his dies 
eintritt. Dabei kommt zu unserem System ein Vektor hinzu. 
Die Stiibe von ~)i und ~)~ bestimmen nun eine Resultierende, die 
mit dem resultierenden Vektor wohl in einer za g normalen 
Ebene liegt, abet noeh nieht dieselbe Riehtung haben muG. Wit  
werden deshalb den resultierenden Stab noeh einmal parallel zu 
so versehieben, dug der hinzutretende Vektor mit den schon vor- 
handenen eine Resultierende liefert, die in die Riehtung des Stabes 
flillt. Lassen wir nun # kontinuierlieh von - -  ~ his @ c~ waehsen, 
so wliehst aueh der zu ,u~)~ gehSrige Stab kontinuierlieh y o n - -  
his - t - ~ -  Die Riehtung der resultierenden Kraft durehlauft dabei 
kontinuierlieh dis Riehtungen eines Btisehels und" die natarliehe 
Anordnung in diesem ist identiseh mit der durch ~ definierten. 
Ebenso elementar kann man die noeh ausgesehlossenen Fiflle er- 
ledigen. Daraus tolgt, dab alle linearen Anordnungssiitze erftillt 
sind und insbesondere zwei Sehrauben eines Btisehels dutch eine 
dritte nieht getrennt werden. 

Um die Projektivitlit der Anordnung naehzuweisen~ betraehten 
wit in einem Sehraubennetze vier Sehraubenbiisehel ~i,  ~.~ ~3~ ~r 
die sieh in einer Sehraube ~5 sehneiden. Sie werden yon zwei 
Btiseheln ~ und ~3; der Reihe naeh in ~i ,  | ~ ,  | und ~'~, 
| | ~ ;  gesehnitten. Der Sehnitt ~ von ~3~ und !~; liege in 
keinem der anderen Btisehel. Den Sehrauben yon ~ ordnen wit 
in irgend einer konfinuierliehen Weise Dynamen zu~ etwa indem 
wir verlangen, daG ihre Stiibe eine bestimmte Liinge besitzen. Ist 
dann ~ irgend eine zu | gehsrige Dyname, so ktinnen wit zu 

is) Vahlen p. 141. 
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~1~ | | | geh~rige Dynamen ~31~ ~ ,  ~8~ ~ so finden, 
dag ~)i : ~)1 + ~ ti~)6 ist. Dasselbe ftihren wir mit derselben 
Dynamo ~)6 far ~'6 durch und kommen so zu Parameterwerten ,~'r 
Wir behaupten~ dal3 die ,~. ebenso angeordnet sind wie die p~i~ 
woraus ja  die Prqjektivitat der Anordnung folgt. Lassen wir ~)~ 
in der auf ~ vorgeschriebenen Weise, ohne durch | zu gehen~ 
in ~3~ tibergehen, so kSnnen wir gleiehzeitig ~9 kontinuierlich so 
andern, dab ~ in ~3': tibergeht und dabei bestandig zu einer 
Schraube yon ~-z gehSrt. Dasselbe gilt ftir ~ und ~ .  Hatte sich 
w~thrend dieses Vorganges die Anordnung der ~tr ge/indert~ so 
miigten mindestens einmal zwei ~ einander gleich geworden sein. 
Dann mtil3ten sich aber mindestens zwei der Biischel ~ :  ~2~ 
~3~ ~ in einer yon ~ verschiedenen Schraube schneiden~ was 
unmSglich ist. 

Kongruenz. 
Neben | ~(g)~/t betrachten wir noch die Systeme ~(e)  

und ~(ro) der Entfernungen und Winkel. 
Ist (a~ b) irgend ein Punktepaar und c irgend ein dritter Punk L 

so mufl es~ falls wit mit den Punkten in dem soeben erweiterten 
Gebiete wirklich ,Geometrie" treiben kSnnen~ wenigstens einen 
vierten Punkt d so geben~ dal~ jeder Satz, der ftir (a~ b) gilt~ auch 
ftir (c~ d) gilt. Die yon diesen Punktepaaren begrenzten Strecken 
sind kongruent~ ab-~- cd. Zu c gibt es aber in unserer Erfahrungs- 
geometrie nicht nur einen Punkt d obiger Eigenschaft~ sondern 
vide und das mug durch ein Merkmal festgelegt werden. Vorher 
mtissen wir ein neues Gebilde definieren. Wit betrachten in der 
Ebene eine Gerade, einen in dieser liegenden Punkt~ eine Richtun~ 
in der Geraden und einen Drehsinn um den Punkt. Die aus allen 
diesen Elementen bestehende Figur nennen wir Soma. 19) Die 
Begriffe Richtung und Drehsinn k0nnen mit LIilfe der Anordnungs- 
si~tze definiert werden. Dann lautet das erste Kongruenzmerkmal: 

II[. 1.: Alle Somen sind kongruent. 
Zu dem oben betrachteten Punkte c gibt es demnach un- 

endlich viele Punkte d~ so daft cd mit einer willktirlich gegebenen 
Strecke ab kongruent ist. Dalil abet nicht alle Strecken und nicht 
alle Winkel kongruent sind~ iblgt aus den weiteren Merkmalen: 

III. 2.: Von zwei nicht identischen~ kongruenten Strecken 
kann keine ganz innerhatb der anderen liegen. 

IlI. 3.: Von zwei nicht identischen~ kongruenten Winkeln 
kann keiner ganz innerhalb des anderen liegen. 

III. 1. FMlt mit dem 11. Grundsatze yon S c h u r  zusammer b 
der aussagt~ dal3 man zwei Somen dutch Bewegung in einander 
tiberftihren kann~ nur ist oben der Begriff ,Bewegung" durch den in 
den Folgerungengleichbedeutenden ,kon~,ruent ersetzt. Die Grundl 

1~) Vergl. Study, Jahrber. d. Deutsch. Math. Ver. 19, 1910, p. 255. 
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s~ttze 12 und 13 von S c h u r ,  die die Umkehrbarkeit des Winkels 
bezw. der Strecke aussagen: tblgen unmittelbar aus III. 1. und 
III. 3. bezw. III. 2. Aus der Kongruenz aller Somen folgt ferner 
die aller sie zusammensetzenden Gebilde wie z. B. der Speere. 

Ganz anders ist der Vorgang Hi l  be t  t s. Die ersten 5 unter 
seinen Kongruenzaxiomen befassen sieh mit der Gleichheit yon 
Strecken und Winkeln sowie der Eindeutigkeit ihres Auftragens 
im Soma. Das 6. sagt aus, daft zwei Dreiecke, die zwei Seiten 
und den eingesehlossenen Winkel paarweise gleieh haben, aueh 
die beiden anderen Winkel gleich haben 7 und stellt so einen 
Zusammenhang zwisehen der Gleiehheit yon Streeken und Winkeln 
auf. Daraus~ dab in diesen Axiomen alle Somen gleichbereehtigt 
auftreten, folgt ihre Kongruenz. 

Warum wurde dann der unseren prinzipiellen (~berlegungen 
entsprechende Weg der schrittweisen Entwieklung oben pl(itzlieh 
verlassen? - -  Diese Inkonsequenz ist nicht so arg, als es auf den 
ersten Blick aussieht. Wit konnten wohl niche mit Veronese von 
Anfang an fordern, dal3 alle Punkte kongruent sind, da dies blos 
eine ibrmale Definition der Geometrie gewesen ware und keine 
Msglichkeit gegeben hi~tt% ihre Grundlehren zu entwiekeln. Etwas 
anderes ist es~ wenn wir yon anderen Gebilden aussagen: dab sie 
in der Gesamtheit aUer richtigen S~ttze~ in denen die Punkte 
gleiehbereehtigt auftreten: ebenfalls gleiehberechtigt (d. h. kongruent) 
sind. Daraus lassen sieh schon Folgerungen ziehen. Freilich ist 
noeh die Frage zu beantworten~ wie sich die Anwendung dieses 
Merkmals gestalten wird, wie wir bei irgend einem System yon 
Dingen erkennen kSnnen: dag alle Somen kongruent sind. Das 
wird dann der Fall sein~ wenn wir eine, sagen wir Transformation~ 
angeben kSnnen~ die jedes Soma in jedes andere tiberzuffihren 
gestattet und der gegentiber alle Merkmale und Definitionen in- 
variant sin& Eine solehe Transformation werden wir bei den 
.Sehrauben finden, 

Mit Hilfe der aufgestellten Merkmale kann man ohne 
Schwierigkeit alle Si~tze tiber Kongruenz der Dreiecke beweisen 
und beherrscht folglich, ohne etwas fiber Stetigkeit vorausgesetzt 
za haben (abgesehen yon II. 3.), einen gro~en Tell der ebenen 
Geometrie Z . B .  kan~ jetzt die Existenz yon reehten Winkeln 
bewiesen werden. 2~ ab sei irgend eine Streck% c ein aul~erhalb 
ihrer Geraden liegender Punkt. Wir verbinden ihn mit a und b 
und erhalten so zwei Winkel <~ cab und "5~ cba. Sind beide 
:gleieh~ so sehreiben wir d fiir c. Is~ dagegen etwa <): c a b < <):: c b a~ 
so tragen wir ersteren so als <~ a b d  auf~ dag [bd I im <)2 abe 
liegt, l)ann schneidet [bd] nach den Anordnungssatzen a c in einem 
eigentliehen Punkte d. ~un spiegeln w i t  noch jeden der beiden 
gleiehen Winkel an [ab]. Die neuen Sehenke[ sehneiden sieh in 

3o) Einen anderen Beweis, dernur fiir die euklidische Geometrie gilt, gibt 
Schor, Math. Ann. 58, 1904. 
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einem eigentliehen Punkte e. [de] sehneidet dann, da d und e 
auf versehiedenen Seiten yon [ab] liegen~ diese Gerade in einem 
eigentliehen Punkte m. ~1) Litge m aul~erhalb ab, so ktge nach 
den Anordnungssiitzen einer der Punkte a und b zwischen dem 
anderen und ~n. Da aber bei Umkehrung der Streeke m lest 
bleibt, ist a m ~ b m .  Da ferner von diesen zwei Strecken eine 
ganz in der anderen enthalten ist, ergibt sich ein Widerspruch 
mit HI. 2. und es folgt~ dal3 ~n in ab liegt. Daraus folgt wieder, 
dal3 die V, inkel <)~ a m d  und 552 brad nieht derselbe Winkel sind. 
Mit Hilfe der Siitze tiber Dreieekskongruenz und des Satzes, dal~ 
gleiehen Winkeln gleiehe Seiten gegentiberliegen, folgt leieht~ dal~ 
<)2 a m d - - -  ~ brad ist, womit die Existenz des reehten Winkels 
naehgewiesen ist. Im Falle als keine uneigentliehen Punkte 
existieren, werden die [lberlegungen ein wenig umsti~ndlieher. Es 
sei wegen des folgenden noeh einmal darauf hingewiesen, dal3 der 
Beweis nur unter Zuhilfenahme der Anordnungss~ttze gelang. 

Um die Unabh~tngigkeit seines Axioms III, 6. yon den vorher- 
gehenden zu beweisen, stellt H i l b e r t  eine Geometrie auf, in der 
alle diese, aber nieht mehr III. 6. gilt. Das Wesen dieses Be- 
weises liegt naeh E. i~{eyer 22) in folgendem: tier absolute Kegel- 
schnitt der Ebene hat drei Aufgaben zu erftillen. Erstens hat er 
die Mal3bestimmung ftir die Streek% zweitens die ftir den Winkel 
zu liefern und drittens hat er die eigentlichen von den uneigentliehen 
Punkten zu trennen. Litl~t man in der projektiven Ebene den die 
1. Aufgabe erftillenden Kegelsehnitt mit dem die 3. aber nieht 
mit dem die 2. erftillenden zusammenfallen, so ist kiar~ dal3 alle 
III. 6. vorangehenden Axiome gelten. Dal3 III. 6. nieht gilt, wird 
dureh Beispiele gezeigt. Man gelangt so sogar zu Geometrien, in 
denen nieht alle Punkte kongruent sind, insofern als nieht zn 

jedem Dreieek ein kongruentes gezeiehnet werden kann, in dem 
ein bestimmter Punkt Eekpunkt ist. 

Wir haben noeh die Existenz jener Transibrmation~ yon der 
oben die Rede war, ftir Sehrauben nachzuweisen. Dazu brauehen 
wir einige Vorbereitungen. Wir haben erkannt, dal3 zwei yon 
nieht parallelen Geraden getragene Sehrauben mit endlichen Para- 
metern ein Bttschel bestimmen, dessen Sehrauben yon Geraden 
getragen werden, deren Riehtungen die eines Strahlenbiischels er- 
fttllen. Ebenso erkennt man, d/~13 in den ausgesehl0ssenen F~tllen 
die Tr~tger jener Sehrauben des B[ischels~ die einen endliehen 
Parameter haben, zueinander parallel sind. Verbinden wir ein 
derartiges Btischel mit einer augerhalb liegenden Sehraube 
endlichen Parameters, so erhalten wir folglich ein Netz, dessen 
Sehrauben mit endlichem Parameter von Geraden getragen werden, 
die alle zu einer und derselben Ebene parallel sind, deren Riehtung 
durch die der parallelen Triiger und die des TrIigers der hinzu-i 

31) H i l b e r t ,  3. Aufl., p. 6--7. 
~) Math. Ann. 64, 1907. 
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gekommenen Schraube" bestimmt ist. In Ausnahmefi~llen werden 
nun alie Tr~ger untereinander parallel. Nehmen wit nun drei 
Schrauben mit endlichen Parametern an, deren Trigger nicht zu 
einer Ebene parallel sind, so kann das dureh sie bestimmte Netz 
kein Bfisehel enthalten~ dessen Sehrauben mit endliehem Parameter 
parallele Tr~tger besitzen. Ein solches ]Netz nennen wir allgemein. 
Die Richtungen der seine Sehrauben tragenden Geraden erflillen 
die Richtungen eines Strahlenbtindels. Als Entfernung zweier 
Schrauben definieren wir den Winkel ihrer Trigger, als Winkel 
zweier Btischel die Entfernung der beiden ihnen angehSrigen 
Schrauben, die yon der ihnen gemeinsamen Sehraube die Ent- 

fernung ~- haben. Nunmehr sehen wir uns naeh den gesuehten 

Transformationen urn. Solehe sind alle Bewegungen und Spiegelun- 
gen des Raumes, die Multiplikationen aller Parameter mit dem- 
selben Faktor, ihre VergrSgerung um denselben Betrag u. a. m. 
Die beiden zuletzt genannten Transformationen brauchen wir bier 
nieht, dagegen ganz ander% yon denen wit aut' folgendem Wege 
ein klares Bild bekommen: Wit nehmen ein Sehraabenbtischel 
und eine aul~erhalb liegende Schraube | an~ die ein allgemeines Netz 
definieren. Dann halten wir ~ fest ~tndern aber kontinuierlieh den 
Parameter yon ~. Dabei geht das Netz kontinuierlich in ein anderes 
fiber, ohne da~ Verkntipfung, Anordnung Entfernung und Winkel ge- 
ttndert werden~ so lange nur der Parameter yon ~ endlich bleibt. 
Dasselbe gilt~ wenn wit ~ parallel versehieben. Das Sehrauben- 
soma haben wit dureh ein Btisehel ~, eine ihm angehSrende 
Schraube ~1~ eine Richtung auf ihrem Trttger und einen Durch- 
laufungssinn in ~ zu definieren. Letzteren ksnnen wit dadurch 
ersetzen~ dal~ wir eine Sehraube | in ~ angeben~ die yon ~1 eine 

ein fiir allemal s gewttblte yon -~- versehiedene Entfernung in 

der ausgezeichneten Riehtung hat. Wit werden beweisen, dal~ wir 
irgend zwei Somen eines allgemeinen Netzes mit Hilfe der oben 
al}gegebenen Transformationen ineinander tiberftihren kSnnen, wobei 
wlr freilich aus dem betraehteten Netze heraustreten werden. ~ und 
~ '  seien die den beiden Somen angeh(irenden Btischel~ ~1~ ~ und 
~ ~ die anzugebenden Sehrauben. Das Netz bezeiehnen wir 
mit ~ oder ~'~ je nachdem ob wir ~ oder ~ '  als ibm angehSrig 
betraehten. Zun~tchst bewegen wir ~ '  so. da[~ der Triiger -con ~ 
auch der Richtung nach mit dem von ~ zusammenfitlit. Durch 
eine Drehung yon ~ '  um diesen jetzt gemeinsamen Trigger kann 
es dann erreicht werden, dal~ der Trttger yon ~'~ parallel zu dem 
yon ~ wird. Ist ~ '  eine beliebige ~ '  nicht angeh(irige Sehraube 
von ~', so transformieren wir nunmehr ~', indem wit das Btisehel 
[~'~ ~'J festhalten und naeheinander Tr~tger und Parameter yon ~ 
in die yon ~ tibergehen lassen und indem wir [ ~  ~'] festh~lten 
und den Parameter yon ~'~ in den yon ~ fibergehen lassen. Die 

beiden Somen sind jetzt identisch. Da die Richtungen der Trigger 
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sowohl der Sehrauben yon ~ als der yon ~' die Richtungen eines 
Strahlenbtindels erfiillen~ so iblgt~ da$ es in ~ eine Schraube 
gibt~ deren Tr~tger zu dem yon 6 '  parallel ist. Ffihren wir endlich 
6 '  in ,~ ttber~ indem wir ~'----~ ~ festhalten~ so wird ~ '  mit 
identisch. Damit haben wit aber die Kongruenz aller Somen eines 
allgemeinen Sehraubennetzes nachgewiesen. Da aueh die Merk- 
male der Stetigkeit und Megbarkeit im Sehraubennetz selbstver- 
standlich erf(illt sind, so kSnnen wir als Resultat den Satz aus- 
sprechen: ~:Die Geometric im allgemeinen Schraubennetz ist unter 
den zu Grunde gelegten Definitionen yon Abstand und Winkel 
identisch mit der elliptischen Geometrie in der einseitigen Ebene. "23) 

Verknilpfung der uneigen~lichen Elemente. 
Der gebr~tuchliche Weg~ die Verkniipfungssi~tze ftir die un- 

eigentlichen Elemente zu beweisen, ist folgender: Neben den ebenen 
werden auch die r~tumlichen Verkntipfangsaxiome aufgestellt. Die 
Desargaessche Figur~ die aus zwei perspektiven Dreiecken besteht~ 
yon denen zu "zeigen ist~ dag cntsprechende Selten sich in Punkten 
einer Geraden schneiden~ erkennt man leicht als Projektion einer 
Pyramide~ die yon zwei Ebenen in zwei Dreiecken geschnitten 
wird~ deren entsprechende Seiten sich in Punkten der Schnitt- 
geraden jener Ebenen schneiden. Um aber die Ausgangselemente 
jeder Desarguesschen Figur als Projektionen entsprechender eigent- 
licher Elemente der zugehSrigen ri~umlichen Figur zu erkennen~ 
sind Anordnungssi~tze notwcndig~ so dag Anordnungsaxiome~ ins- 
besondere das ebene~ nicht zu entbehren sind. Zeichnet man nun 
zwei Dreiecke~ deren Seiten sich paarweise in Punkten einer 
Geraden schneiden~ bei denen sich abet die Verbindungslinien 
entsprechender Ecken nicht in einem eigentlichen Punkte schneiden, 
so werden wir yon diesen sagen, da~ sie sich in demselben un- 
eigentlichen Punkte schneiden. Durch passende Wahl der Dreiecke 
kSnnen wir dann jeden eigentlichen Punkt der Ebene mit dem 
uneigentlichen Schnittpunkt zweier Geraden verbinden. Um aber 
zu zeigen~ dag diese Verbindungsgerade eindeutig bestimmt ist~ 
mug man erfahrungsgemiig noeh einmal in den Raum zurgck- 
gehen und aus dem Desarguesschen Satz ftir Btindel folgern, dad 
zwei B~indel~ die die Punkte einer Ebene ~ projizieren~ dadurch 
so  auf einander bezogen sind~ dag drei Geraden des einen Btindels~ 
die in einer Ebene liegen~ immer drei ebensolche des zweiten ent- 
sprechen, aueh wenn die Ebene s yon ihnen in uneigentlichen 
Pul)kten geschnitten wird. Ebenso folgen auch die tibrigen Ver- 
kntipfungssatze. 

Der andere Weg ist der schon erwi~hnte ebene. Der Grund- 
gedanke bei ihm ist der~ dag alle Lote zu einer Geraden dutch 

2a) Dieser Satz~ ist selbstverstitndlieh, sowie m a n  n u t  wei$, dati die Rieh- 
tungen  der Trager  eines al lgemeinen Schraubennetzes  ein Strahlenbiindel erfiillen. 
Oben handel te  es sich mir  alarum, die Anwendung  yon I IL  1. zu  erI~utern. 
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denselben uneigentlichen Punkt gehen~ den wir als absoluten Pol 
der Geraden bezeichnen wollen. Eine uneigentliche Gerade ist 
dann zu definieren Ms der Oft der absoluten Pole aller Geraden 
durch einen Punkt. Dal~ die neue Definition des uneigentliehen 
Punktes mit der frtiher gegebenen zusammenfMlt, folgt aus dem 
Satz% dal~ zwei sich nicht in einem eigentlichen Punkte sehnei- 
dende Geraden immer ein Gemeinlot besitzen. Daraus folgt zugleich, 
da~ zwei uneigentliche Punkte immer eine Verbindungsgerade 
besitzen u. s. f, Dieser Gedankengang wurde yon H i l b e r t  an- 
gegeben u n d  yon Hj  e l m s l e v  genauer ausgeftihrt. Die Be- 
merkung Hj  e l m s l e v s ~  bei seinen Entwicklungen yon den An- 
ordnungsaxiomen kaum Gebmuch machen zu mtissen~ ist keineswegs 
so aufzufassen~ als ob zu erwarten wi~r% dai3 es gelingen kSnnte, 
sie als entbehrlieh nachzuweisen. Sie sind vielmehr, wie schon 
hervorgehoben wurde, z u m  Beweise der Existenz rechter Winkel 
notwendig~ die freilich H j e l m s l e v  als Axiom annimmt. Ferner 
enthiiJt das yon H j e l m s l e v  vorgeschlagene Axiom, dal~ die 
Mittelpunkte der Dreiecksseiten nieht auf einer Geraden liegen, 
Anordnungselemente und gilt in der elliptisehen C~eometrie nicht 
mehr. 

Aus dem Beweise der Ve:'kniipfungssatze ffir uneigentliehe 
Elemente ~blgt~ da~ alle Punkte bezw. Geraden~ ob s i e  nun 
eigentlich sind oder uneigentlich~ in der auf den Merkmalen der 
Verkntipfung und Anordnung begrtindeten Geometrie fundamental 
sind. Diese Geometrie ist, wenn wir noeh ein Stetigkeitsmerkmal 
hinzunehmen~ die projektive Geometrie. In der metrischen Geo- 
mettle sind nur mehr slle eigentlichen Punkte bezw. Gerader~ 
fundamental. 


