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SUR LA DECOMPOSITION DES PENEDETERMINANTS 
ET DETERMINANTS.  

Par M a u r i 0 e I. e 0 a t (Watermael). 

A d u n a n z a  de l  9 n o v e m b r e  i 9 1 9  . 

I. Avec L. H. RmE ') disons qu'un indice des 616ments d'une matrice est signant 
(nous conservons le vocable anglais) ou non-signant ~) suivant qu'on tient compte ou 
non du nombre des inversions darts sa rang6e pour trouver les signes des termes du 
d~termifiant. Un d6terminant de classe n poss~de le nombre pair 

d'indices signants, les d~terminants de classe impaire ayant un indice non-signant a) 

\ 

z) L. H. RICE, P-way Determinants [American Journal of Mathematics, Vol. XL (1918), pp. 242-262], 

, p. 246. 
2) De m~me pour une rang6e, un rang, une direction, un syst~me de files, un syst6me de 

tranches. 
8) I1 y a lieu de faire une tr~s importante remarque, qui s'applique h presque t o u s l e s  travaux 

qui ont ~t6 publi6s sur les d~terminants de classe sup6rieure. On entendait par indice fixe (abr6via- 
tivement pour: indice de la tangle fixe) l'indice ordonn~, c'est-~t-dire l'indice dont les valeurs dans les 

~16ments d'un terme sont rang~es par ordre de grancieur croissante. En cas de classe impaire, on 

donnait toujours, comme si c'~tait n6cessaire, ~ Hndice ordonn6 le rang non-signant, rang qui est 
impos~ (sauf dans des cas sp+ciaux de m~rog6n6it6). Or, s i ce  cumul de fonctions et l'emploi d'un vo- 

cable ~t signification double ne Sont pas illicites, puisque le choix du rang ordonnateur est arbitraire, ils 
peuvent pr6senter plusieurs inconv6nients. Signalons-en un: c'est de devoir compter les inversions dans 

les n -  i rang6es signantes; tandis que si l'indice ordonn6 est signant (ce qui a toujours l ieu  si la 

classe du d6terminant est paire), comme on n'a pas ~i s'inqui6ter des inversions des tangles non-si- 

gnantes, ce n'est plus que dans n - -  2 rang6es qu'il faut compter les transmutations. - -  R. F. SCOTT, 

L. GEGENBAUER et bien d'autres, qui emploient le vocable h double signification, placent toujours Hndice 

ordonnd au premier 6u au dernier rangs, ce qui simplifie souvent l'6criture; mais ~ tort il ne font 

jamais l'hypoth6se que l'indice non-signant occupe une autre place. C'est 1~ une lacune qul a ~t~ n6- 

faste dans le d6veloppement de la th6orie et qui, sdrtout, combin6e, chez certains auteurs, ~t la m~con- 

naissance de la notion d'indice non-signant, a engendr6 de nombreuses erreurs. 
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et ceux de classe paire n ' en  ayant  pas. Les permanents  n'ont~ par dSfinition~ que des 

indices non-signants.  

O n  g~n~ralise en consid~'rant un nombre  quelconque v d'indices signants~ pourvu  

que ce nombre  reste pair. Cette restriction est impos& par le thSor&ne de CRAMER- 

BEZOUT sur les permutat ions  d'(~l~ments ~t indices. S i v  &ait impair Ie signe d 'un  te rme 

pourrai t  changer  quand on y permute  des ~l~ments. 

Le d&erminant  ainsi g6n&atis6 4) sera appel6 pdndddterminant d'espece v. Ces fonc- 

tions comprennent ,  c o m m e  cas sp&ial o~ v = N,  les d&erminants  ( ful l -s ign determi- 

nants de RICE). O n  obtient des pe rmanents  si v e s t  nul. La plupar t  des propri&6s des 

d&erminants  n 'appar t iennent  pas aux permanents ,  h cause de l 'absence d'indice si- 

gnant  "dans ces derniers s). 

D'aprhs la d4finition~ le p6n6d&erminant  ~) 

I( x, . . - ,  . . . ,  

off l 'on a surmont6 des signes c~ et ~ respectivement les indices signants et non- 
signants, les indices de m~me signance &ant suppos6s contigus pour faciliter l '&riture, 
peut s'exprimer ainsi: 

P v P 

0 = I  (~=I g = l  

P v-i P 

en pla~ant, pour simplifier la forme, l'indice ordonn~ ~ aux rangs extremes. 

4) Cette nouvelle extension de la notion de d&erminant est tr6s f&onde et marque une impor- 
tante &ape dans l'histoire de leur th6orie. Car non seulement la plupart des propri&6s subsistent quel 
que soit le nombre des indices signants, mais bien des exceptions disparaissent, dont l'une des plus 
remarquables est celle que pr6sente la loi de CA'CLEY pour multiplier des d&erminants par files. Cir. 
M. LECAT, Produit de ddterminants de classes impaires [L'Interm~diai~;e des Math~maticiens, Vol. XXVI 
(i919) , p. 8o et pp. I4O-I43].--On con~oit ais~ment, et Ric~ le met en lumi~re [loc. cir. x), 
p. 255], que, ~ part une tr~s heureuse simpfification des notations, les p6n~d&erminants ne sont autres 
fonctions que celles que L. G~.GE~I3AUF.R [Einige S{~tze ~ber Determinanten hOberen Ranges, Denkschfiften 
der K. Akademie der Wissenschaften in Wien, math.-naturw. Kiasse, Bd. LVII (I89o), pp. 735-75o, S II] 
et nous-m~me [Le;ons sur la thgorie des ddterminants d n dimensions (Gand, Hoste, I9Io), p. Io 9] 
avions d+nomm&s ddterminants-permanents. 

5) Par exemple, il y a des matrices particuli&es dont le p+nfid&erminant, ind6pendant de l'esp~ce, 
se confond avec le d&erminant, mais diff+re du permanent. 

6) Pour simplifier l'~criture, nous reprdsentons l'~l~ment g~n&al par ( ~ , , . . . ,  s )  et non, comme 
on le gait d'habitude, par %,...,e," 
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On peut aussi r@r+senter les p~n+d&erminants par les produits symboliques. 

Si l'esp6ce est v, on doit manifestement faire usage, suivant que l'indice ordonn6 est 

signant ou non, de ~ - -  I o u v  syst6mes d'unit6s altern6es ;, et de n - - v  ou n - - v - - i  
syst~mes d'unit& concurrentes l*. D'o6 les expressions suivantes: 

P P v n- ,  

, " �9 " , ~ n - ~ '  ) ~/'('r 

u. l~tudions la d6composition des p6n6d&erminants en une somme ou en une somme 

alg6brique de p~n6d~terminants de classe inf6rieure. 

Adoptons le symbole c~ ~ pour repr6senter c~ ou ~ suivant que le nombre x est 

impair ou pair, tout comme ( - -  i f  vaut ( - - k )  ou ( +  I) suivant les cas. 

On a la formule g6n6rale suivante de d&omposition 7). Le p&6d6terminant de 

classe 1 + m + r + s + I e t  d'esp6ce m + s + ~t_~/,/_,t,,,+, : 

. . . .  ~ ~ ~ ~  

P 1 m 

, . . . ,  ; ~- , . . . ,  ~. , ,  ~ ;  ?~, . . . ,  ?~; %, . . . ,  % ~, 

somme alg6brique de (p !) t+'' composants s) de classe r n t- s -1- i e t  d esp6ce s + 8-[,~-,1' �9 

Les I +  m indices soumis ~t la sommation 9) prennent tous ~~ leurs p valeurs dans 

le syst~me des p tranches correspondant aux p valeurs d'un mgme indice ~. (se trouvant 
parmi les indices non soumis ~ la sommation). Le symbole (___+~iu) repr6sente ~') le 

7) D'aprhs L. H. RICE, loc. tit. ~), p. 249. Nous 6crivons la formule d'une mani6re un peu plus 
explicite que cet auteur. 

s) Components (RICE). Observons que les matrices composantes ne sont autres c~ue celles que 
nous avons appelhes ant6rieurement espaces transvcrsaux, et qui tous sont des espaces diagonaux lors- 
que p = 2. 

9) C'est uniquement en vue de faciliter l'~criture et la lecture que l'on a plac~ cons6cutivement 

les irtdices soumis ~t la sommation: d'abord les non-signants, puis les signants ; ensuite les indices aux- 

quels s'applique le signe sommatoire: l'indice ordonn~, puis les indices non-signants, enfin les signants. 
Mais on conqoit qu'au fond cette disposition ne diminue en rien la g~n6ralit& 

to) Au n ~ Io on se liMrera de cette importante restriction. 

t t )  I1 est /t observer que, par convention, le symbole ( i ! ~ )  sert non seulement ~t donner le 

signe, mais encore ~t indiquer que les valeurs prises par l'indice ~ doivent ~tre toutes diff&ent~s, ce sym- 

bole devant 6tre remplac~ par z4ro si deux ou plusieurs valeurs de ~. 6talent ~gales. En ce qui concerne 
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signe de la rang6e de l'indice ViM lorsque la rang6e de ~es t  ordonn6e ~)  I, 2, . . . ,  p. 
L'indice ~ s'appelle la base (terme propos6 par Rme). 

Mais les signes des composants ne d@endent pas toujours du rang de l'indice v.. 
Suivant que le nombre ~n est pair ou impair, la signance de la base est conserv6e ou 
changfe, l'esphce devant rester paire aprbs la d4composition ,a). I Ien r4sulte que lorsque 
le nombre des indices signants soumis ~ la sommation est pair, la base ~ ne joue plus 
un r61e sp&ial utile a mettre en 6vidence. Dans ce cas il n 'y a plus lieu de distinguer 
cet indice des autres et l'on peut 6crire simplement: 

,, . . . ,  Y-~, . . . ,  ~,,,;; P,, . . . ,  0,; ~ ,  . . . ,  % p 

= 5- FI( +o'I 1(-%>10,,, . . . ,  . . . ,  . . . ,  , , ;  o , ,  . . . ,  
~,p,= I L = I  M = x  

?t condition de sous-entendre (ce qu'il ne faut pas pftrdre de rue) que les indices sou- 
mis ,h la sommation n'en sont pas moins suppos& tous pren~e encore leurs p valeurs 

dans un mdme syst~me (arbitraire) de p tranches parall61es. 
I1 est ais~ de voir que, 1, m, r, s +tant donn&, la d~composition des pbn~d~ter- 

ininants peut, dans le cas g+n+ral de ta formule de d+composition (R), se faire d'un 

nombre de mani6res donn~ par l'expression: " 

~ -~ [I ~ ~ ' ~ ` ~ ( r ~ ) ,  ~}~ s~`~`)~)] (~ A~ r ~.}~ ~I-~)~+~) (m ~}~ s -~Lm~.~I~€ ) 
] ,  �9 �9 

8. Consid&ons des cas particuliers de (R). Si la sommation n'affecte que des in- 
dices non-signants, le penedetermmant est decompose, non plus en une somme alg& 

les indices I non-signants soumis /t la sommation (et  qui ne donnent pas lieu ~ des consid4rations 

de s'ignes), les p valeurs qu'ils prennent doivent aussi 6tre diff6rentes, ce qu'exprime le symbole (q-  z) 2 . 
Quand il n 'y  a aucun inconvenient /t sous-entendre ce second symbole, on le supprime pour simplifier 

l'4criture. 
x~) La base est ordonn4e pour d4terminer les signes dont i l  faut affecter les composants, mais 

non (il est a peine n6cessaire de le fake observer) pour trouver les signes des termes des composants 

eux-mhmes, operation pour laquelle on peut, ea vertu du tMorhme de CRA~ER-BBzoUT [cir. la note a)], 

r un rang ordonnateur quelconque, signant ou non. Le signe d'un terme n'est pas althr6 si l 'on 

permute ses 616ments, pourvu que ~le n0mbre des indices signants solt pair. 
xa) La formule est assez 6vidente, malgr6 ou plut6t a cause de sa grande g~n~ralit6. Cela itlustre 

le fail bien connu (m~/is sur lequel nous nous plaisons/~ inslster) qu'il est parfois plus ais6 de trOuver une 

propri4t6 g4n6rale que ses cas particuliers..Ce qui est certain, c'est que l'introduction de la pluricit6 d'in- 
dices non-signants, et par cons4quent de la notion de pbn6dhterminant, a beaucoup facilit6 Ia solution 
de la d61icate question du d4veloppement des dhterminants par abaissement de la classe, c'est-/t-dire de 

la d~c0mposition. 
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brique, mais simplement en une cc somme }~ de p~n6d&erminants. Comme m est alors 
nul, la signance de l'indice ~. est conserv6e, et l'on peut &tire simplement que le 
p6n~d&erminant de classe n et d'esp&e 2v: 

? 

~ ~ ~ g ) l p = 7 1 (  . . . .  )1 ( s )  I( o �9 

somme de p&~d&erminants de classe n - -  N e t  d'esp&e 2v. Et ~ - -  ( ~ ] .  

Si s est nul, le p~n~d&erminant, d'esp~:ce m + ~ ,,l_w., 
x , - -  / 

= ( + ~ ) ! ( ,  . .  m,; , . . . ,  . .  
;;,,a= ~ M=~ 

somme alg&rique de permanents de dasse r n t- ~. 
Distinguons deux cas suivant la parit& de m, autrement dit suivant que t ous l e s  

indices primitivement signants sont affect6s par le signe sommatoire ou bien qu'un de 
ces indices n'est pas soumis ~ la sommation. Dans le premier cas on peut &rire sim- 
plement que le p&n~d&erminant de classe n e t  d'esp&e 2~ 

(L) P '~ + 

5- H ( -  + . . . ,  . . . ,  . . . ,  

somme alg&rique de permanents de classe N. Et a = (n  - -  n 2'~). S i m  est impair, 

la signance de ~ change et la base n'est plus arbitraire: on est donc conduit ~t &rire: 

I 

2 ~ o c) t3 ~ u 

( P )  =, - ,  + 

1 7 ( +  �9 , ~ . ,  . 0 , . ;  . + 

[ . - = q  
somme alg~brique de permanents de classe N. Et l'on volt ais~ment que a~___~2~ \ N - -  I ] "  

I1 y a donc deux formes distinctes pour la d&omposition d'un p~n~d&erminant en 
permanents. 

S i m  + s - - o ,  ]'indice ~ est de part et d'autre non-signant et la formule signifie 
que le permanent de classe n 

P 

somme de (p l) ~-~ permanents de dasse v. 
.Rend. Circ. M'aiem. Palermo t. XLIV (l[9ao).--Stampato il a:~ aprile 192o. l[o 
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4. Dans ces divers cas particuliers, les composants sont des p6n6d~terminants ou 

des permanents. Voyons maintenant le cas sp&ial de la d6composition des p~n6d&ermi- 

nants suivant des d&erminants. 

S i s  est impair et si r e s t  nul, tous les  indices non-signants &ant soumis A la 

sommation, on trouve que le p6n~d&erminant 

U u ~ o c~ m + I  o o 

P m 

3 -  I - [ ( % M ) l ( x ~ ,  , x,;  ~7 '  ' ~ ~ ~ 

somme alg6brique de d&erminants de classe paire. Et ron volt que 

A - -  ( I  "Jv l~t '(- ' )m+O(m AC s "~ ~'(-xW ) 

Les composants sont des d&erminants ~t un indice non-signant: 

a) si, s &ant impair, r = I ;  ce qui donne: 

P m 

- 5 -  F I c + _ ~ ) l c x , ,  , x , ,  ~,:, v~ ' ,  ~ ~ ~ L)I  �9 . .  ~ . . . ~  ; P; ~ *~ . . . ~  p 

e t  

l m ; 

b) si, s ~tant pair, r - - o ,  ce qui f o u r n i t :  

. . . .  ~ ~ ~ [ ( , ,  . . - ,  Xz; Iz,, . . . ,  fz.,;; ~ , %, - - - ,  % p 

X , ~ I  M=x 

o 

~,)lp 
e t  

A =(l + S~-l'(-l)m)(l + ~ll'(-I)m) (m + $ + m 

Dans ces trois cas, si m - - o ,  on a, au lieu de sommes alg6briques, des <~ sommes )) 

et A se r6duit alors respectivement A: I, l -J-  I, l +  I. 

5. Envisageons maintenant le cas sp6cial de la d6composition des d&erminants. 

Servons-nous, en premier lieu, des formules particuli~res d6duites de (R). Voyons d'a- 

bord ce que devient la d6composition en une <~ somme 7> (m 6tant nul). En faisant 

- -  I dans (S), on volt que le d6termiuant de classe impaire 2 n -J- I 
p 

( I )  I(~; o ,  . . . ,  ,o2.)1 p = Y l(~; o ,  . . . ,  ,02,)lp, 
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�9 t r " somme (simple) de p l dete mmants de classe paire 2 n. Cette d&omposition n'est pos- 
sible que d'une seule manihre. On volt de plus que ce n'est que si le d6terminant pri- 
mitif a un indice non-signant, que la d&omposition peut avoir lieu suivant une {{ somme }}. 

Si s est nul, (P~) seule est applicable et on trouve que le d6terminant de classe 

impaire 
o j0 2n--i + 

I ( ~ , , . . . , o  ; ~ ) I , : E H ( •  �9 : L x } "" ' 2 n - - t ;  G(} g } 
b)=I  ~J=l 

somme alg~brique de permanents ordinaires. Et • : 2 n. La classe des permanents 
composants ne peut 6tre sup6rieure ~ 2 que pour les p6n6d6terminants. 

6. ]~tudions, d'apr~s (R), le cas, plus compliqu6, off m s  F~ o. C'est celui de la 
d&omposition des d6terminants en une somme alg~brique de d6terminants de classe 
quelconque. 

Les classes seront paires si 1 - -  o, r - -  o, m 6tant pair et s impair; et l 'on a 
simplement: 

p 2{.-v) 

IO,, . . . ,  i.)I, = ~- ~- ( + o ) K ~ , ,  . . . ,  ~._~; ~,, . . . ,  ~,) lp,  

d&~176176 qui est p~ de ( 2  n )  manibres" 2v 

On obtient la d&omposition d 'un d6terminant de classe paire en d6terminants 
un indice non-signant, en faisant encore l - { - r - - o ,  mais m 6tant pris impair et s 
pair, ce qui donne:  

2n--2V--I  

E H ' ~  " ~  ~ . . .  0,~)l, 1 ( i 1 '  " ' "  ~} i2}l)]~} "-'*-- ("{'~FN) F I  ' * " " '  [ 1 " 2 N - - 2 , - I } ;  {~; (~i~ } 
F = I  N = I  

et 

a = ( 2 , + O  2 ~ + ~  " 

Pour la d&omposition d 'un d~terminant de classe impaire, quelle que soit la pa- 
rit~ de la classe des composants, il y a deux modes suivant que la sommation affecte 
ou non l'indice primitivement non-signant. 

Partons d'abord d'une classe paire. L'indice non-signant est soumis au signe som- 
matoire si r - - o ,  1 - -  i, s dtant impair et m pair; et l'on a simplement: 

cJ 

I(~; ~,,  . . . ,  %)lp 
P 2~--2~ 

d~compos,tion possible de (~)2~ maoi~res S i n =  ~, on ~0trouve l~ ,e, ation (I) do 
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n~ 5. Le second mode a lieu si l 'on fait r q-  1 ~ o et si l 'on prend 

faut alors mettre la base en &idence, comme suit:  

.~ 2 ~ - + - I - - 2 9  

I(,,.,,, . . . ,  o, , ;  = Y 1-1 
et  

~(a) "" ~t 
' ~ " " ' 2 ~ + 1 - - 2 1 / ~  ~ " " " ' 

(2.) 
A ~  

2 V - - I  

ms impair. I1 

Voyons  enfin la d&omposition des d&erminants de classe impaire suivant -des 

composants ~t un indice non-signant. En faisant, dans (R), l - -  I, r - -  o, et en pre- 

nant s pair et m impair, ce qui exige que l'indice ~ primitif soit non-signant, on est 

conduit +i &rire:  
P ~ s I(~; ~ , , - . . ,  ~,~ = 

et l 'on a: 

2 n - - 2 V - - I  

1-~_ ( -++o) f (  ~; : " : " ~ - -  , , . .  , . . . .  ~- , , ;  ~, % , - . . ,  % ) l p ,  

0=1 

2 v .Jr. I �9 

Le mode off la sommation n'affecte plus l'indice primitivement non-signant s'obtient : 

soit en faisant 1 = o, r - -  ~ et en prenant s impair et m pair, ~r &ant primitivement 

signant;  soit en faisant 1 + r - -  o et en prenant s et m pairs, ~ &ant primitivement 

non-signant. Ces deux mani~res d'op~.rer, qui ne sont pas distinctes, donnent  simple- 

ment :  

0 

I(o,., . . . ,  ~ o ;  ,)Fp 

et l 'on ~t 

P 2 n - - 2 9  

ZH(  ~ = ~ ) 1 ( ~ ,  . . . ,  ,o _,~;;  at ,  . . . ,  ~,~; ~)l~ 

A - ~ ( 2 n )  " 2 v  

7. EN R~SUM~: I ~ Les dgterminants ~t un indice non-signant ont deux modes de 
ddcomposition qui n'ont pas lieu si la classe est paire, savoir : a) en une somme de dg- 

terminants de classe infgrieure d'une unitd; b) en une somme alggbrique de permanents 

de classe 2. Dans ce second mode on doit indiquer la base; 
2 ~ Q_uelle que soit leur clam, les ddterminants peuvent s'exprimer par une somme 

algdbrique de dgterminants de d a m  paire ou impaire quelconque. II y a un ou deux 
modes suivant que la d a m  primitive est paire ou impaire. La base ne dolt dtre m#e en 
gvidence: dans le premier cas, que si les composants sont de classe impaire; dam le se- 
cond cas, que si l'indice primitivement non-signant est ou n'est pas soumis ~ la somma- 
tion suivant que les composants sont de classe impaire ou paire. 

On peut remarquer, en outre, que quand la base ne doit pas &re raise en &i- 
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'en e,  om re  ouiou , 
2 \ - - /  

OL1 2 n - ~ -  I el; 2V OU 2 V - ~  I '4).  

8. En particulier, un d~terminant cubique 

peut se dficomposer: en une somme de d~terminants ordinaires 
p 

Y ( + 3  ~ I(~; ~ ,  ,o,)1~; 

77 

2 n  

14) Quelques roots d'historique. To u s l e s  auteurs qui se sont occup6s de la d6compositlon des 
d6terminants de classe quelconque, ont trait6 cette question d'une mani~re d6fectueuse, soit qu'ils 

n'aient consid6r6 que des cas sp6ciaux et qu'ils aient laiss6 des lacunes, soit qu'ils aient commis de 
vraies erreurs. Dans ,le premier travail (!843) qui ait 6t6 publi6 sur les d6terminants ~ n indices, 

A. CAYLEY, On the notations and properties of certain fonctions resolvable into a series of dgterminants 

[Transactions of the Cambridge Philosophical Society, Vol. VIII (I842-I849), pp. 85-88];The Collect, d 

Mathematical Papers Vol. I (Cambridge, University Press, I889) , pp. 7579 ~crit cette 6galit~ (nous 
conservons litt6ralement les notations, que le lecteur interpr6tera ais~ment sans autre explication): 

iA,~,~l, o~,~, ..... i., t A.~,,~, ..... 0 . , , ~ ,  .... I~l 
i ! " pk, ~k ..... o~, ~k .... \ "P~' ~ ..... ~ ~k .... 

Les auteurs post6rieurs, notamment L. GEGENBAUER dans son premier M6moire sur les d6terminants 
de classe sup6rieure, Ueber Determinanten b~beren Ranges [Denkschriften der' K. Akademie der Wissen- 

schaften in Wien, math.-naturw. Klasse, Bd..XLIII, Abt. II (t882), pp. I7-32], ne donnent que de vagues 
indications et ne fornmlent pas analytiquement la d6compositlon. Plus tard, L. GEGEIqBAUER, Einige 

matbematische Theoreme [Sitzungsberichte Akademie Wissenschaften Wien, II ~ Abt., Bd. CII (i893), 
pp- 549-564], p. 562, ~ 5, revenant incidemment sur la question; 6crit une relation qui, h part la forme 
(que nous adaptons aux notations du pr6sent travail), n'est autre que 

P n--V 

relation qui, d'apr6s ce qu'on a vu, est exacte moyennant certaines restrictions, mais n'est pas suscep- 
tible de contenir tous les  cas de d~composition. GEGEI',IBAUER s'en sert, comme si elle 6tait. g6n6rale, 
pour donner une nouvelle d6monstratlon, ((aussi simple que possible ~, de la loi de CAYLEY [lot. 

clt. 4)] sur la multiplication des d~terminants par files, renouvelant ainsi une erreur qu'i[ avait d~j~t 
commise plusieurs lois ant6rieurement, et qui consiste S n e  pas observer que la dite loi est inapplica- 
ble lorsque les classes des d6terminants ~t multiplier sont toutes deux impaires. Cfr. M .  LRcAT, loc. 

cit. 4). La d6composition rut trait6e d'une mani6re encore incompl6te dans notre Abr~g~ de la th~orie 

des d~terminants c~ i~ dimensions (Gand, Hoste, I9 i i ) ,  pp. 28-30 ; il n 'y est donn6 qu'un seul mode de 
d6composition pour les d~terminants de classe impaire en composants de classe paire ou impaire, et 
la d6composition des d~terminants de classe paire en d6terminants ~ un indice non-signant n'est pas 
abord~e. 
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o.t �9 t �9 en une somme al~,ebnque de determinants ordinaires (ce qui est possible de deux ma- 
nitres) 

p p 

ou en une somme alg&rique de permanents ordinaires (ce qui est encore possible de 
deux faqons) : 

+ .4- P -4- -~- 

~2 (%)1(-', ~, ,o'~%, Y (-%)t(~, ~'~', ~)1,. 
o = I  b)=l 

Si donc la sommation s'applique A l'indice non-signant, l'es composants ne conte- 
nant pas de normales (c'est-s de files non-signantes), on a une somme de d&er- 
minants; si elle affecte un des deux indices signants, on a une somme alg6brique de 
d&erminants ou de permanents, suivant que la base est ou n'est pas l'indice primitive- 

ne contiennent pas de ment non-signant; autrement dit, suivant que les composants 
normales ou en contiennent ,s). 

Par exemple, le d4terminant cubique d'ordre 2: 

[III '12I 2II 22I[._ jllI 12I t_}_/2II 22I 
I 1 2  1 2 2  2 1 2  2 2 2  2 1 2  ~ 2 2  1_12 1 2 2  

iIl i21 /ii  / (i i 1121 ti i 
212 222 2~1 221 221 222 211 

i - -  I22 2 2 2 1 - -  t 112 2 1 2 1 - - 1 1 2 2  222 - - I  I21 

I~2 

212 

212 [. 

221 

9. Voyons deux applications de la d&omposition des p6n6d&erminants. D6mon- 
trons la propri&6 suivante: 

Un pdndddterminant, de classe quelconque n e t  d'esp~ce 2, 

ta 0 cl  N 

I(~,, . . . ,  *._2; o ,  "2)lp, 

i~ ddments rdels; est positif si cbaque ddment de l'esbace axial & n - -  I dimensions 

II o . o ,  ~11 $ 1 '  " " " ) ~n--2~ p 

est positif et supdrieur i~ la somme des valeurs absolues des autres dldments situds sur la 
mgme file d'une direction signante arbitrairement cboisie ; c'esl-~-dire si, par exemple, la 

condition : 
1) 

2 ( , ,  . . . ,  *.-2; ~ o ) >  y v . a . ( ~ ,  . . . ,  ' .-2; ~, ~ 

est remplie pour routes les valeurs de ~ et de to. 
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En effet, le p&~d&erminant peut l]tl'e d6compos,~' en une somme (n - -  2) "p~~ 

1, 
Y . . . ,  ' .-=; 

de (p l )  .... d&erminants ordinaires ~t verthbres positives et sup&ieures chacune A la 

somme des valeurs absolues des autres 614ments de la m~me file d'une m4me direction. 

Or, en vertu d'un th4orhme de L. Lf~w i6), ces d&erminants sont tons positifs. D'oh 

l'on conclut la proposition 6nonc6e. 

On voit de m4me que si les 616ments de l'espace axial consid4r6 sont tous n6gatifs 

et si ia valeur absolue de chacun a la m4me propri&4 que pr&6demment, le p6n6d6- 

terminant a le signe de ( - -  I)  p. 

S'il n'y a qu'un seul indice non-signant, on a affaire ~ un d&erminant cubique, 

l'espace axial devenant le plan axial critique ~7). 

I1 est impossible de g6n4raliser le th4or6me an cas de p4n6d&erminants A plus de 

deux indices signants et par consequent au &s de d&erminants de classe sup6rieure 

~t 3. Car si la sommation affectait des indices signants, la d6composition se ferait sui- 

rant une somme alg6brique et la d~monstration ne serait plus applicable. Or, dans ces 

conditions, si les composants n'ont que deux indices signants, le p~n4d&erminant in- 

t6gral ne peut en avoir davantage. 

Voici une autre application de la d&omposition des p6n4d&erminants. I1 r6sulte 

de la formule (S) [n ~ 3] que le p6n6d&erminar~t de classe n + N + 2 ' ~  et d'esp&e 2~: 

a = i  '0 'r  p 

dont les couches, parall~les de classe 2 v + N, des coordonn&s o~ et ,, sont toutes 
identiques, est 6gal A 

( t 5 0  l( �9 )1 

~s) Les composants sont donc, comme le montre E. R. HEDRICK, On Three DimensionaZ Deter- 
minants [Anmds of Mathematics, (2), Vol. I (i899-i9oo), pp. 49-57], PP. 51-52, des permanents ou 
des d~terminants suivant qu'on d&ompose par normales ou par files signantes. C'est ce que E. WAELSCH 

Ueber eine geometrische" Behandlungsweise der Elemente der Determinantentheorie [Monatshefte fiir Ma- 
thematik und Physik, Bd. IX (x898), pp. 2o7-214], p. 214, avait exprim~ ant~rieurement, mais avec 
une tout autre terminologie. Cfr. L. H. RICE, loc. cir. x), pp. 243.244. 

x6) Ce th~or~me, qui repose sur la th~orie des ~quations lin~aires homog~nes, peut s'~noncer 
ainsi: Un d&ermlnant de classe 2, fi ~l~ment r~els, a le  signe de son terme axial, si chaque vert~bre 
est, en valeur absolue, sup&ieure fi la somme des valeurs absolues des ~l~ments situ~s sur 1~ m~mr 
ligne. 

i7) Nous avons consid&~ r cas particulier, d~s 191o. Cfr. Lemons 4), p. 35. 
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Cette propri&6 g6n&alise celle bien connue des d&erminants fi strates identiques ~s). 

IO. Dans tout ce qui pr&hde on a suppos6, comme il a 6t6 dit au n ~ 2, que 

tousles  indices soumis ~t la sommation prennent teurs p valeurs dans les p tranches 

correspondant aux/5 valeurs de la base. L. H. RICE ~9) d4montre qu'on peut se lib4rer 

de cette condition, moyennant une restriction. 

Les indices soumis ~. la sommation sont r6partis en groupes d'&endues quelconques, 

mais en nombre 6gal ~ la classe v des composants. On obtient les nouvelles matrices 

composantes en faisant prendre dans le groupe de rang s les it, valeurs de chacun de 

ses indices, dans les p tranches (~ v -  I dimensions) de tangs k ,  en prenant succes- 

sivement s - -  I, . . . ,  v, et en choisissant pour k~, . . . ,  k~ une permutation des nom- 

bres I, . . . ,  v. La restriction est que le nombre des indices signants ne peut &re im- 

pair que dans un seul groupe. La condition n&essaire et suffisante pour que cette 

imparit6 ait lieu dans un groupe est 6videmment que le hombre des rangs primitive- 

ment signants parmi les indices non soumis au signe sommatoire soit lui-m4me impair. 
L'indice correspondant ~i ce groupe sp6cial joue alors le r61e essentiel qui &air attribu6 

ant&ieurement ~i la base ~ (quand elle devait &re raise en &idence). 

Ces nouveaux composants, dits croisgs (crossed components), ont les m~mes signes 

que les composants primitifs, et la somme alg~brique des composants crois~s est encore 

~gale au p~n6d&erminant (ou au permanent) primitif. On volt qu'il ne peut y avoir 

d&omposition crois~e si la classe de la matrice primitive est inf&ieure ~ 5. 

En rue de faciliter l'~criture et la lecture, supposons, ce qui ne diminue pas au 

fond la g~n~ralitb., que k - - - s ;  de plus, &rivons encore cons&utivement les indices 
soumis ~l la sommation, les indices d'un m~me groupe &ant cons&utifs, les indices 
signants suivant les non-signants. Supposons, en outre, que la base % soit au premier 
rang. La d&omposition crois& d'un p~n~d&erminant est la suivante: 

])',,~ " ' "  ~ )~, l , ,  ~,,, ,  " '"  , Y', .~,;;  " '"  ;; )'~,,, " '"  , v,l~, {~,~, " '"  , b%,.,~,,; 

~I  ; 0~21 " ~  ' 0ON; 0~N+, '  "" " ' ~v) lp  

p ~ m, -JI- 
- ~,, , " " ,  i , t , ;  P,,~ , " " ~  P~, ,~, ; ;  " " ; ;  

o g - - N  O o o o 

)" "" �9 ~ v,l v~ ~v,~ , �9 " " , Pv ,  m ~ ' ;  ~ ; ~ '  "" " ' O~N; ~ N + ~ ,  " ' "  , ~v  p ,  

tous les m devant &re pairs saui" m,.  

xs) On pourrait de m6me &endre au cas des p6n6d6terminants la proprietY, plus g~n~rale (cfr. 

nos L e : o n s  4) ,  pp. 79"8~), relative aux d&erminants ayant des strates identiques, mais non toutes. 

x9) L. H. Ric~, loc. tit. *), pp. 252-254. 
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S i m  aussi est pair, il devient inutile de distinguer sp&ialement l ' i n d i c e ,  et l'ex- 

pression se simplifie donc. Nous pouvons nous dispenser de l'&rire. 
v 

Si M ~ y m, - -  o, on a une <, somme ~ de compos~s crois~s. 

Si v -  N = o, on obtient la d&omposition crois~e d'un p6n6d&erminant (d'un 

permanent, si en outre m est nul) en une somme alg6brique (en une somme)de  per- 

manents. 
En ce qui concerne la d&omposition crois& des p6n~d&erminants suivant des d& 

terminants, et celle des d&erminants eux-m~mes suivant une somme alg~brique de per- 

manents de classe 2 ou de d&erminants de classe quelconque, ou encore suivant une 

, somme >> de d&erminants d e  classe inf6rieure d'une unit~, elles ne pr~senterIt aucune 

particularitfi remarquable par rapport k ce qu'on a vu aux n ~ 4, 5, 6. 

Watermael, le 30 aofit 19I 9. 

MAURICE LECAT.  
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