SUR LA DECOMPOSITION DES PENEDETERMINANTS
ET DETERMINANTS.

Par Maurice Lecat (Watermael).

Adunanza del 9 novembre 1919,

1. Avec L. H. Rice *) disons qu’un indice des éléments d’une matrice est signant
(nous conservons le vocable anglais) ou non-signant *) suivant qu’on tient compte ou
non du nombre des inversions dans sa rangée pour troaver les signes des termes du
déterminant. Un déterminant de classe # posséde le nombre pair

n—3 =N

L{=1)"—

d’indices signants, les déterminants de classe impaire ayant un indice non-signant %)

1y L. H. Rick, P-way Determinants [American Journal of Mathematics, Vol. XL (1918), pp. 242-262],
© p. 246.

?) De méme pour une rangée, un rang, une direction, un systéme de files, un systtme de
tranches.

3) Il y a lieu de faire une trés importante remarque, qui s’applique 2 presque tous les travaux
qui ont été publiés sur les déterminants de classe supérieure. On entendait par indice fixe (abrévia- -
tivement pour : indice de la rangée fixe) l'indice ordonné, c’est-a-dire I'indice dont les valeurs dans les
éléments d’un terme sont rangées par ordre de grandeur croissante. En cas de classe impaire, on
donnait toujours, comme si c’¢tait nécessaire, a _l’indice ordonné le rang non-signant, rang qui est
imposé (sauf dans des cas spéciaux de mérogénéité). Or, si ce cumul de fonctions et ’emploi d’un vo-
cable 4 signification double ne sont pas illicites, puisque le choix du rang ordonnateur est arbitraire, ils
peuvent présenter plusieurs inconvénients. Signalons-en un: c’est de devoir compter les inversions dans
les # — 1 rangées signantes; tandis que si Iindice ordonné est signant (ce qui a toujours lieu si la
classe du déterminant est paire), comme on n’a pas i s'inquiéter des inversions des rangées non-si-
gnantes, ce n’est plus que dans » — 2 rangées qu’il faut compter les transmutations. — R. F. Scorr,
L. GEGENBAUER et bien d’autres, qui emploient le vocable & double signification, placent toujours l'indice
ordonné au premier du au dernier rangs, ce qui simplifie souvent l'écriture; mais 4 tort il ne font
jamais Phypothese que l'indice non-signant occupe une autre place. Cest 14 une lacune qui a été¢ né-
faste dans le développement de la théorie et qui, surtout, combinée, chez certains auteurs, 4 la mécon-
naissance de la notion d’indice non-signant, a engendré de nombreuses erreurs, ‘
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et ceux de classe paire n’en ayant pas. Les permanents n’ont, par définition, que des
indices non-signants.

On généralise en considérant un nombre quelconque v d’indices signants, pourvu
que ce nombre reste pair. Cette restriction est imposée par le théoréme de CRAMER-
Bezout sur les permutations d’éléments 4 indices. Si v était impair le signe d’un terme
pourrait changer quand on y permute des ¢léments.

Le déterminant ainsi généralis¢ *) sera appele penédéterminani d’espece v. Ces fonc-
tions comprennent, comme cas spécial ot v == N, les déterminants (full-sign determi-
nants de Rice). On obtient des permanents si v est nul. La plupart des propriétés des
déterminants n’appartiennent pas aux permanents, 4 cause de [l'absence d’indice si-
gnant ‘dans ces derniers °).

D’aprés la définition, le pénédéterminant ©)

(2] (2] 5] o
- s”)|P,

ot l'on a surmonté des signes o et o respectivement les indices signants et non-
signants, les indices de méme signance étant supposés contigus pour faciliter Pécriture,
peut s’exprimer ainsi:

i ﬁ(i‘%)l—i‘[(wim, Ty "’(ﬁn “)7

W=I O=I

P ov_1 P
Z H(j—_@s)n(a, q)(:’«)’ ] cPi:ﬂ,);
g=1 =1 . ®==1

en plagant, pour simplifier la forme, I'indice ordonné « aux rangs extrémes.

4) Cette nouvelle extension de la notion de déterminant est trés féconde et marque une impor-
tante étape dans lhistoire de leur théorie. Car non seulement la plupart des propriétés subsistent quel
que soit le nombre des indices signants, mais bien des exceptions disparaissent, dont Pune des plus
remarquables est celle que présente la loi de CayLEy pour multiplier des déterminants par files, Cft.
M. LecaT, Produit de déterminants de classes impaires [L’Intermédiaite des Mathématiciens, Vol. XXVI
(1919), p- 80 et pp. 140-143]. — On congoit aisément, et RicE le met en lumiére [loc. cit. ),
p- 2557, que, a part une trés heureuse simplification des notations, les pénédéterminants ne sont autres
fonctions que celles que L. GEGENBAUER [Finige Silze iiber Determinanten hoheren Ranges, Denkschriften
" der K. Akademie der Wissenschaften in Wien, math. naturw. Klasse, Bd. LVII (18g0), pp. 735-750, § 1]
et nous-méme [Lecons sur la théorie des déterminants 4 n dimensions (Gand, Hoste, 1910), p. 109]
avions dénommées déferminanis-permanents.

5) Par exemple, il y a des matrices particuliéres dont le pénédéterminant, indépendant de Pespéce,
se confond avec le déterminant, mais differe du permanent.

) Pour simplifier 'écriture, nous représentons I'élément général par (¢, ...,é&,) et non, comme
on le fait d’habitude, par e ey :

-
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On peut aussi réprésenter les pénédéterminants par les produits symboliques.

Si 'espéce est v, on doit manifestement faire usage, suivant que l'indice ordonné est
signant ou non, de v— 1 ou v systémes d’unités alternées A et de n —v ou #—v—1
systtmes d’unités concurrentes p.. D’ou les expressions suivantes:

P ! V—73 b2
l l (%) (@) (s) ‘ l Q)
Z(a’ r‘Px y (Pw~x)Ij[)\;a) y'qp\“)?
T =1 s=1 0 t=vii !

o=
b4 ?
(]
I |Z(wl,... n‘,fx)l I)\ G)II
Ox=l t==1 . f==y+1

2. Etudions la décomposition des pénédéterminants en une somme ou en une somme
algébrique de pénédéterminants de classe inférieure.

Adoptons le symbole o pour représenter o ou o suivant que le nombre x est
impair ou pair, tout comme (— 1)* vaut (— 1) ou (-} 1) suivant les cas.

On a la formule générale suivante de décomposition 7). Le pénédéterminant de

classe I 4 m -7+ s+ 1 et Fespece m s 5, ywest

I()\H vt )\l’ E;jl’ crt y‘m” > Px’ R Pr’ 6x’ trt cs)‘p
® | Zﬂﬁwﬂ(—w

Ayp=1 L=t

af u 3} o

@ @), @ @.. 5. . -
Dol € P ¥ T O T AL 25 P 3 S O cs)\P,

. ) . "
somme algébrique de (p1)"*" composants *) de classe r s+~ 1 et despece s3 | .
Les I 4~ m indices soumis 4 la sommation ) prennent tous *°) leurs p valeurs dans
le systtme des p tranches correspondant aux p valeurs d’un méme indice o (se trouvant
parmi les indices non soumis 4 la sommation). Le symbole (4, ) représente ™) le

7) D’aprées L. H. Rick, loc. cit. '), p. 249. Nous écrivons la formule d’une maniére un peu plus
explicite que cet auteur.

8) Components (Rice). Observons que les matrices composantes ne sont autres que celles que
nous avons appelées antérieurement espaces transversaux, et qui tous sont des espaces diagonaux lors-
que p = 2.

9) Clest uniquement en vue de faciliter Pécriture et la lecture que Pon a placé consécutivement
les indices soumis 4 la sommation: d’abord les non-signants, puis les signants ; ensuite les indices aux-
quels s'applique le signe sommatoire: I'indice ordonné, puis les indices non-signants, enfin les signants.
Mais on congoit qu'au fond cette disposition ne diminue en rien la généralité.

1% Au n° 10 on se libérera de cette importante restriction.

T1) Il est 4 observer que, par convention, le symbole (=,) sert non seulement 4 donner le
signe, mais encore 4 indiquer que les valeurs prises par Pindice y. doivent étre toutes différentss, ce sym-
bole devant étre remplacé par zéro si deux ou plusieurs valeurs de w étaient égales. En ce qui concerne
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signe de la rangée de l'indice p,, lorsque la rangée de « est ordonnée ) 1, 2, ..., p.
D’indice « s’appelle la base (terme proposé par Rick).

Mais les signes des composants ne dépendent pas toujours du rang de Pindice a.
Suivant que le nombre m est pair ou impair, la signance de la base est conservée ou
changée, l'espéce devant rester paire aprés la décomposition ™). Il en résulte que lorsque
le nombre des indices signants soumis 4 la sommation est pair, la base « ne joue plus
un role spécial utile & mettre en évidence. Dans ce cas il n’y a plus lieu de distinguer
cet indice des autres et 'on peut écrire simplement:

2l

b 5] o v [3] o o
[y vy R By ooy 55 Bry w5 B3 Oy e e B,

- Z H(+1L) H(_*-P'M)I()\x) crt )\l; {J'x’ cte (Lm; 21’ "'7;1; g:? ‘e 2:)[;’

Ay p=1 L=1

4 condition de sous-entendre (ce qu’il ne faut pas pgrdre de vue) que les indices sou-
mis 4 la sommation n’en sont pas moins supposés tous prend¥e encore leurs p valeurs
dans un méme systéme (arbitraire) de p tranches paralléles.

Il est ais¢ de voir que, I, m, r, s ¢tant donnés, la décomposition des pénédéter-
minants peut, dans le cas général de la formule de decomposmon (R), se faire d’un
nombre de manieres donné par Pexpression:

3. Considérons des cas particuliers de (R). Si la sommation n’affecte que des in-
dices non-signants, le pénédéterminant est décomposé, non plus en une somme alge-

les indices I non-signants soumis 4 la sommation (et qui ne donnent pas lieu i des considérations
de signes), les p valeurs qu’ils prennent doivent aussi étre différentes, ce quexprime le symbole (4 3)2.
Quand il n’y 2 aucun inconvénient i sous-entendre ce second symbole, on le supprime pour simplifier
Pécriture.

12y La base est ordonnée pour déterminer Ies signes dont il faut affecter les composants, mais
non (il est & peine nécessaire de le faire observer) pour trouver les signes des termes des. composants
eux-mémes, opération pour laquelle on peut, en vertu du théoréme de CRAMER-BezouT [cfr. la note 3)],
choisir un rang ordonnateur quelconque, signant ou non. Le signe d’un terme n'est pas altéré¢ si 'on
permute ses ¢léments, pourvu que le nombre des indices signants soit pair.

13) La formule est assez évidente, malgré ou plutét 4 cause de sa grande généralité. Cela illustre
le fait bien connu (mais sur lequel nous nous plaisons i insister) qu'il est parfois plus aisé de trouver une
propriété générale que ses cas particuliers.-Ce qui est certain, c’est que Vintroduction de la pluricité d’in-
dices non-signants, et par conséquent de la notion de pénédéterminant, a beaucoup facilit¢ la solution
de la délicate question du développement des déterminants par abaissement de la classe, c’est-a-dire de
la décomposition. '
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brique, mais simplement en une « somme » de pénédéterminants. Comme m est alors
nul, la signance de 'indice # est conservée, et l'on peut écrire simplement que le
pénédéterminant de classe n et d’espéce 2v:

(5] Q o 2] P Q &} 0 2]
(S) ICeis ovn s @y eeey (”zv)h;: E ey s o35 00 ey Sy 5 By eesy "’zv)lpy
E=I

somme de pénédéterminants de classe # — N et d’espéce 2v. Et A = <X/_) .

Si s est nul, le pénédéterminant, despece m ~+3_, _m,

a™ o

K)‘n---:)‘l;f"n""{"m;;“;Pn-“a.y)lp
+ +
_Z I_I(—-—pM)IO‘n o T I A P P')w

=1 M=1

somme algébrique de permanents de classe r 4~ 1.

Distinguons deux cas suivant la parité de m, autrement dit suivant que tous les
indices primitivement signants sont affectés par le signe sommatoire ou bien qu’un de
ces indices n’est pas soumis 4 la sommation. Dans le premier cas on peut écrire sim-
plement que le pénédéterminant de classe n et despéce 2v

o o o 2]
l((‘ox’."'7 "’zv; 517 cty en-—zv)lp

(P) Py . .
' :Z :[_I(im,r)l(mﬂ seny @uy5 By ey By N3 Py o e ?N)tp’

O f=1 T=1
. , n—2v\ .. L
somme algébrique de permanents de classe N. Et A = " . Si m est impair,

la signance de « change et la base n’est plus arbitraire: on est donc conduit & écrire:

Q (2] [¢] Q
I(sﬁ crt 8n—2v-N+l; ('01’ cey 0,5 ?17 R ?N—I)IP

2¥—1

(P) : (@) (o i
: = Z I_I )I(E Y+ sn—z\l—N+x; w: AR ] mzv—x;; «, ?x’ tet <PN—!)lp’

EW=1 Om=l
. ' . n—2v
somme algébrique de permanents de classe N. Et on voit aisément que A==2v ( N )
—1

Il y a donc deux formes distinctes pour la décomposition d’un pénédéterminant en
permanents.

Si m 4 s =o, I'indice « est de part et d’autre non-sigﬁant et la formule signifie
que le permanent de classe |

(P) Kz,...,z,,)i,, Zl(s,...,'s,, O, ey 0]

somme de (p!)" permanents de classe v.

Rend. Civc. Matem. Palermo t. XLIV (1920). — Stampato il 22 aprile 1920. 10
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4. Dans ces divers cas particuliers, les composants sont des pénédéterminants ou
des permanents. Voyons maintenant le cas spécial de la décomposition des pénédétermi-
nants suivant des déterminants.

Si s est impair et si 7 est nul, tous les indices non-signants étant soumis 4 la

sommation, on trouve que le pénédéterminant

om+1 o

w (3] O 2]
s s M By s 3 3, G:)lp

b4 m
(e} 0 (2]
= Z H(ipM)K)‘n coey Ny P, {J‘(,j)ﬁ %y Gy wrey 6s)|p)

Lip=1 M=1

e

somme algébrique de déterminants de classe paire. Et Pon voit que
A=+ 18!’(_1)’”“) (m + —,I,: 31,(—1)"‘) .

Les composants sont des déterminants 4 un indice non-signant:
a) si, s étant impair, r = 1; ce qui donne:

am+1 e} o

o (3] 0 2] a
O I S HE SRR A

P 2 - (a) (a) o 9] <] . 2]
= Z l I(iPM)IO‘n N TR RRRE I S PPN
Lpe=1 M=1 .
et 5 3
41 m s
A = (I +8_1,(-—x)m)( + +Z(II(—])m+I)( + ;l‘n- l,(—l)m);
b) si, s étant pair, r = o, ce qui fournit:
) 2] o o o™ o o
IOvs ooy N5 By ey B35 %, 6 e, 6
I3 m
= Z I |(j:PM)|(7‘n N N R P I FPP Gs)'p
L1 M=1
et

A — (I —I— 53—”(_1)7”) (l + il,(_l)m) (m + S 'st,(_l)mﬁ-x) .

Dans ces trois cas, si m =0, on a, au lieu de sommes algébriques, des « sommes »
et A se réduit alors respectivement 4: 1, [ - 1, ] - 1.

5. Envisageons maintenant le cas spécial de la décomposition des déterminants.
Servons-nous, en premier lieu, des formules particulitres déduites de (R). Voyons d’a-
bord ce que devient la décomposition en une «somme» (m Cttant nul). En faisant
v = 1 dans (§), on voit que le déterminant de classe impaire 2% - 1

o ?
@ 5 0 ey @)l = 2 15 0 ey 0,),
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somme (simple) de p! déterminants de classe paire 2n. Cette décomposition n’est pos-
sible que d’une seule maniere. On voit de plus que ce n’est que si le déterminant pri-
mitif 2 un indice non-signant, que la décomposition peut avoir lieu suivant une « somme ».

Si s est nul, (P,) scule est applicable et on trouve que le déterminant de classe
impaire

2n—1

Lo N o® g E)T
!((’)1’ crt O)zn’ s)lp (—wv)!(mx Pty g p?

W==I V¥=1

somme algébrique de permanents ordinaires. Et A = 2#. La classe des permanents
composants ne peut étre supérieure 4 2 que pour les pénédéterminants.
6. Etudions, d’aprés (R), le cas, plus compliqué, ot ms =£ 0. Clest celui de la

décomposition des déterminants en une somme algébrlque de determinants de classe

quelconque. :
Les classes seront paires si | = o, r == o, m étant pair et s 1mpa1r et Yon a
simplement : ;
P 2n-v)
Gy -5 in),p = Z Z (—-ms)'("’xz crry By vy Ty e sz)!p)
==,

» . . 2n .
décomposition qui est possible de (zv) maniéres.

On obtient la décomposition d’un déterminant de classe paire en déterminants 3
un indice non-signant, en faisant encore ! 4~ r = o, mais m étant pris impair et s
pair, ce qui donne:

P an_av_1 o
Gos oo il = [ ] Gy b 45 0,5 0, 64),
P=1 N

et
A= (2n-4 1)(” + 1)

Pour la décomposition d’un déterminant de classe impaire, quelle que soit la pa-
tit¢ de la classe des composants, il y a deux modes suivant que la sommation affecte
ou non lindice primitivement non-signant. »

Partons d’abord d’une classe paire. L’indice non-signant est soumis au signe som-
matoire si ¥ = o, [ = 1, s étant impair et m pair; et I'on a simplement:

2n—2Y

J4
Q
KE’ w]’ AR | ('ozn)‘pz Z H(——me)l(s; (:.)I, M (’)zn—-zv;; ?;, A | sz)lp,

£,0=1

. . 2n o . .
décomposition possible de (2v) maniéres. Si # =v, on retrouve la relation (I) du
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n° 5. Le second mode a lieu si Pon fait r 41 = o0 et si 'on prend #is impair. II
faut alors mettre la base en évidence, comme suit:

P 2ntr—2v

@
'(wl’ tre ")zn; s)’p - § I I (j—_—m,r)l(wiau “rt wii)-o-l—zv;; 61’ trt sz—x’ a)’p
T==l

w=I
A::( 2n )
2V — 1

Voyons enfin la décomposition des déterminants de classe impaire suivant -des

et

composants 4 un indice non-signant. En faisant, dans (R), I =1, r = o, et en pre-
nant s pair et m impair, ce qui exige que l'indice o primitif soit non-signant, on est
conduit 4 écrire:

28—2Y—1 o

[8)
o5 0 ooy o), = Z H (i—-me)'(‘;; Oy ey 00 3 % Gy %)l

EW=I  fg

s=@+0(, 1)

Le mode ot la sommation n’affecte plus I'indice primitivement non-signant s’obtient :
soit en faisant ] = o, r = I et en prenant s impair et m pair, « étant primitivement
signant; soit en faisant I -7 = o et en prenant s et m pairs, « étant primitivement
non-signant. Ces deux manitres d’opérer, qui ne sont pas distinctes, donnent simple-

et 'on a:

ment:

?

)
Kw17 ‘s wzn; s)'p :—“Z
W=1

et Pon 2

2n—2y

157
n(ima)l(wl’ SRR MIPNEE ) PR O s)'[’

T=1

- (2).

7. Ex wrEsumb: 1° Les déterminants & un indice non-signant ont deux modes de
décomposition qui w'ont pas liew si la classe est paire, savoir: a) en une somme de dé-
terminants de classe inférieure d’une unité; b) en une somme algébrique de permanents
de classe 2. Dans ce second mode on doit indiquer la base;

2° Quelle que soit leur classe, les déterminants pewvent s’exprimer par une somme
algébrique de déterminants de classe paire ou impaire quelconque. Il 'y a un ou deux
modes suivant que la classe primitive est paire ou impaire. La base ne doit éire mise en
dvidence: dans le premier cas, que si les composants sont de classe impaire; dans le se-
cond cas, que si Pindice primitivement non-signant est ou w'est pas soumis & la somma-
tion suivant que les composants sont de classe impaire ou paire.

On peut remarquer, en outre, que quand la base ne doit pas étre mise en évi-
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. . 2n
dence, le nombre de manieres de décomposer est toujours (zv ),, les classes étant 27

ou 2n - 1 et 2vouz2v41 ™)
8. En particulier, un déterminant cubique

o
|(sx7 82’ a;)lp

peut se décomposer: en une somme de déterminants ordinaires

3 (65 o0 0l

14) Quelques mots d’historique. Tous les auteurs qui se sont occupés de la décomposition des
déterminants de classe quelconque, ont traité cette question d’une manitre défectueuse, soit qu'ils
n’aient considéré que des cas spéciaux et quils aient laissé des lacunes, soit qu’ils aient commis de
vraies erreurs. Dans le premier travail (1843) qui ait été publié sur les déterminants 4 » indices,
A. CavreY, On the notations and properties of certain fonctions vesolvable into a series of determinants
[Transactions of the Cambridge Philosophical Society, Vol. VIII (1842-1849), pp. 85-881; The Collected
Mathematical Papers Vol. I (Cambridge, University Press, 1889), pp. 7s-79 écrit cette égalité (nous
conservons littéralement les notations, que le lecteur interprétera aisément sans autre explication):

’ .i. _‘_ -

‘ f’x: Grs e 805 Qs s () Ap,, 0y, 0“!, —

1 =Y ] ol
Pk Ok - Oy Ok oo \ B> ks s Oups Oy oo

Les auteurs postérieurs, notamment L. GEGENBAUER dans son premier Mémoire sur les déterminants
de classe supérieure, Ueber Determinanten hoheren Ranges [Denkschriften der K. Akademie der Wissen-
schaften in Wien, math.-naturw. Klasse, Bd. XLIII, Abt. IT (1882), pp. 17-32], ne donnent que de vagues
indications et ne formulent pas analytiquement la décomposition. Plus tard, L. GEGENBAUER, Einige
mathematische Theoreme [Sitzungsberichte Akademie Wissenschaften Wien, II* Abt, Bd. CII (1893),
PP 549-5641, p. 562, § 5, revenant incidemment sur la question; écrit une relation qui, 4 part la forme
(que nous adaptons aux notations du présent travail), n’est autre que

P o py
(G woes iy =D | JEapltn 0, oy 0500,y 0l
W=I E=I
relation qui, d'aprés ce qu'on a vu, est exacte moyennant certaines restrictions, mais n’est pas suscep-
tible de contenir tous les cas de décomposition. GEGENBAUER s’en sert, comme si elle était. générale,
pour donner une nouvelle démonstration, «aussi simple que possible», de la loi de Cavrevy [loc.
cit. 4)] sur la multiplication des déterminants par files, renouvelant ainsi une erreur quwil avait déja
commise plusieurs fois antérieurement, et qui consiste 2 ne pas observer que la dite loi est inapplica-
ble lorsque les classes des déterminants 2 multiplier sont toutes deux impaires. Cfr, M. Lecar, loc.
cit. 4). La décomposition fut traitée d’une maniére encore incompléte dans notre Abrégé de la théorie
des déterminants d n dimensions (Gand, Hoste, 1911), pp. 28-30; il 0’y est donné qu'un seul mode de
décomposition pour les déterminants de classe impaire en composants de classe paire ou impaire, et
la décomposition des déterminants de classe paire en déterminants 4 un indice non-signant n’est pas
abordée. :
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en une somme algébrique de déterminants ordinaires (ce qui est possible de deux ma-
niéres)

-3

!

(ED 2 & o),

1

> @ED)E o, 9,

ou en une somme algébrique de permanents ordinaires (ce qui est encore possible de
deux fagons):

fasd

(Ea)iE % 0@, (E)l 0, ),

I

e

[

I

Si donc la sommation s’applique 4 I'indice non-signant, les composants ne conte-
nant pas de normales (c’est-d-dire de files non-signantes), on a une somme de déter-
minants; si elle affecte un des deux indices signants, on a une somme algébrique de
déterminants ou de permanents, suivant que la base est ou n’est pas I'indice primitive-
ment non-signant; autrement dit, suivant que les composants ne contiennent pas de
~ normales ou en contiennent ‘5).

Par exemple, le déterminant cubique d’ordre 2:

o

111 “121]211 221 11 d2r| (211 221
112 1220212 202|  |212 222 112 122
111 121 112 122 i1 112 121 122
T 212 222|7 sl o220 7 (221 2227 |alr 2l2
Trir 201 7121 221] (11l 211] (112 2127
122 222 2 212|122 222 |12l 221 |

9. Voyons deux applications de la décomposition des pénédéterminants. Démon-
- trons la propriété suivante:
Un pénédéterminant, de classe quelconque n et d’espéce 2,
Q 14 [¢] [¢]
I(e,s ooy g, 45 0, o)z)]P,
a éléments réels; est positif si chaque élément de Iesbace axial & n — 1 dimensions
”517 R sn—z; 0), m”p

est positif et supérieur & la somme des valeurs absolues des autres éléments situés sur la
méme file dune direction signante arbitrairement choisie; Cest-d-dire si, par exemple, la
condition :

»
2(8,, vony €, 5 0y 0) > {;v.a.(sl, ceey B3 Py ®)

est remplie pour toutes les valewrs de ¢ et de o.
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M A {c
En effet, le pénédéterminant peut Ctre décompost en une somme (n — 2)"°

L
%'(517 trr sn—z; wx’ (!)2)1p

de (p!)'* déterminants ordinaires 4 vertébres positives et supérieures chacune i la
somme des valeurs absolues des autres éléments de la méme file d’une méme direction.
Or, en vertu d'un théoréme de L. Livy ™), ces déterminants sont tous positifs. D’ou
Pon conclut la proposition énoncée.

On voit de méme que si les éléments de I’espace axial considéré sont tous négatifs
et si la valeur absolue de chacun a la méme propriété que précédemment, le pénédé-
terminant a le signe de (— 1)’.

S’il n’y a qu'un seul indice non-signant, on a affaire 4 un déterminant cubique,
Pespace axial devenant le plan axial critique '7).

Il est impossible de généraliser le théoréme au cas de pénédéterminants 4 plus de
deux indices signants et par conséquent au ¢as de déterminants de classe supérieure
4 3. Car si la sommation affectait des indices signants, la décomposition se ferait sui-
vant une somme algébrique et la démonstration ne serait plus applicable. Or, dans ces
conditions, si les composants n’ont que deux indices signants, le pénédéterminant in-
tégral ne peut en avoir davantage.

Voici une autre application de la décomposition des pénédéterminants. Il résulte
de la formule (S) [n° 3] que le pénédéterminant de classe -+ N 2v et despéce 2v:

| 2o
l(w17 M wzv; sx) tery EN)Z H8a¢,§T
! 1

=1 =

»

dont les couches, paralléles de classe 2v 4+ N, des coordonnées o et ¢, sont toutes
identiques, est ¢gal 4

[¢] (2] o . (3]
\(p!)nl(wl, B N sN)lP.

) 15) Les composants sont donc, comme le montre E. R. Heprick, On Three Dimensional Deter-
minants [Annals of Mathematics, (2), Vol. I (1899-1900), pp. 49-571, Pp. 51-52, des permanents ou
des déterminants suivant quon décompose par normales ou par files signantes. C’est ce que E. WaELscH
Usber eine geometrische: Behandlungsweise der Elemente der Determinantentheorie [Monatshefte fir Ma-
themank und Physik, Bd. IX (1898), pp. 207-214], p. 214, avait exprimé antérieurement, mais avec
une tout autre terminologie. Cfr. L. H. Ricg, loc. cit. 1), pp. 243-244.

16) Ce théoréme, qui repose sur la théorie des équations linéaires homogenes, peut s’énoncer
ainsi: Un déterminant de classe 2, 4 élément réels, a le signe de son terme axial, si chaque vertébre
est, en valeur absolue, supérieure 4 la somme des valeurs absolues des &léments situés sur la méme
ligne.

*7) Nous avons considéré ce cas particulier, dés 1910. Cfr. Legons 4), p. 35.
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Cette propriété généralise celle bien connue des déterminants 4 strates identiques *®).

10. Dans tout ce qui précéde on a supposé, comme il a ét¢ dit au n° 2, que
tous les indices soumis 4 la sommation prennent leurs p valeurs dans les p tranches
correspondant aux p valeurs de la base. L. H. Rice ') démontre qu’on peut se libérer
de cette condition, moyennant une restriction.

Les indices soumis 4 la sommation sont répartis en groupes d’étendues quelconques,
mais en nombre égal 4 la classe v des composants. On obtient les nouvelles matrices
composantes en faisant prendre dans le groupe de rang s les p valeurs de chacun de
ses indices, dans les p tranches (4 v — 1 dimensions) de rangs k,, en prenant succes-
‘sivement s = I, ..., v, et en choisissant pour %, ..., k, une permutation des nom-
bres 1, ..., v. La restriction est que le nombre des indices signants ne peut étre im-
pait que dans un seul groupe. La condition nécessaire et suffisante pour que cette
imparité ait lieu dans un groupe est évidemment que le nombre des rangs primitive-
ment signants parmi les indices non soumis au signe sommatoire soit lui-méme impair.
L’indice correspondant 4 ce groupe spécial joue alors le réle essentiel qui était attribué
antérieurement 4 la base x (quand elle devait étre mise en évidence).

Ces nouveaux composants, dits croisés (crossed components), ont les mémes signes
que les composants primitifs, et la somme algébrique des composants croisés est encore
¢gale au pénédéterminant (ou au permanent) primitif. On voit qu’il ne peut y avoir
décomposition croisée si la classe de la matrice primitive est inférieure 4 ;.

En vue de faciliter écriture et la lecture, supposons, ce qui ne diminue pas au
fond la généralite, que k, = s; de plus, écrivons encore consécutivement les indices
soumis 4 la sommation, les indices d’un méme groupe étant consécutifs, les indices
signants suivant les non-signants. Supposons, en outre, que la base «, soit au premier
rang. La décomposition croisée d’un pénédéterminant est la suivante:

© ] o . o Q ] o a’

I)\m, ceny )\”,x; B ves Poum 33 ooe3s Ayis ooes )‘v,z.ﬁ Bupgs oes By 353
aV=N+1 o 0] o o
x, T L N T av)|P

(e)) (@), () (o) oo .
zl Il I(—-pM)‘)‘:,:"' )‘xz’f"x,x‘"-',?‘,mln'--n

Ap=1 =1 Me-—l
aV-N o o o

(@y) @)y, () () ... N S AN 4
)\m,..., w1, f"v,:""7f'vmv’”“ s %y y AN> Xy 701,,)]1,’

tous les m devant étre pairs sauf m .

18) On pourrait de méme étendre au cas des pénédéterminants la propriété, plus générale (cfr.
nos Legons 4), pp. 79-81), relative aux déterminants ayant des strates identiques, mais non toutes.
19) L. H. Ricg, loc. cit. 1), pp. 252-254.



SUR LA DECOMPOSITION DES PENEDETERMINANTS ET DETERMINANTS. . 81

Si m_ aussi est pair, il devient inutile de distinguer spécialement Pindice «, et U'ex-
pression se simplifie donc. Nous pouvons nous dispenser de I'écrire.

Y
Si M= Y m,=o, on a une «somme » de composés croisés.

E=1

Si v — N = o, on obtient la décomposition croiste d’un pénédéterminant (d’un
permanent, si en outre m est nul) en une somme algébrique (en une somme) de per-
manents. ‘

En ce qui concerne la décomposition croisée des pénédéterminants suivant des dé-
terminants, et celle des déterminants eux-mémes suivant une somme algébrique de per-
manents de classe 2 ou de déterminants de classe quelconque, ou encore suivant une
« somme » de déterminants ‘de classe inféricure d’une unit¢, elles ne présentertt aucune
particularité remarquable par rapport 4 ce qu'on a vu aux n* 4, 5, 6. '

Watermael, le 30 aolit 1919,

Maurice LEecarT.

Rend. Circ. Maiem. Palermo, t. XLIV (1920). — Stampato il 31 maggio 1920'. ' 134



