
Sur les  i n t 6 g r a l e s  d o u b l e s  
des vari6t s alg6briques. 

(Par S. LEFSCHETZ, (~ Lawrence, U. S. A.) 

N o u s  nous proposons dans ce qui suit de faire l'6tude des int6grales 
doubles des vari6t6s alg6briques, int6grales qui g6n6ralisent celles de dif- 
f6rentielles totales des surfaces alg6briques. Darts cette direction les pre- 
miers pas ont 6t6s fails par Mr. P1CARD (*) pour l'espace ordinaire, et par 
Mr. SEv~m ('4) pour les vari6t6s ~t trois dimensions g6n6rales. MMrs. SE- 
VER1 (***)e~ COMESSATTI (~**~¢) ont aussi 6tudi6 les int6grales doubles de pre- 
miere esp~ce. 

Notre but ici, sera de trailer compl~tement les int6grales doubles de 
deuxi~me esp~ce, pour une vari6t6 alg6brique ~ singularit6s ordinaires, et 
d'obtenir le nombre de ces int~grales. Le r6,sultat obtenu g6n6ralise ~ la lois 
les deux r6sultats classiques de Mr. PICARD pour les int6grales simples et 
doubles de deuxi~me esp~ce d'une surface alg6brique (%). Le cas d'une va- 
ri6t6 ~t trois dimensions sera seul trait6 compl~tement, et la th6orie sera 
ensuite 6tendue aux vari6t6s sup6rieures. 

La m6thode suivie se rapproche dans ses grandes lignes de celle de 
Mr. PICARD pour les int6grales shnples de deuxi~me esp~ce. It s'agira tout 
d'abord, d'obtenir une int6grale sous une forme dite normale, ayant des p6- 

(4) PICARD et SLOgAn'r, Traitd des fonctions algdbriques de desex vcrriabtes. Paris, Gau- 
thier-Vitlars, Vol. II, p. 474. 

(~)  Fondamenti per la Geom. sulle variet~ algeb. Rendic. del Circ. Mat. di Palermo. 
Vol. ~8, 1909, p. 70. 

( ~ )  Relazioni tva gli integrali semplici e gli integrali multipli di prima specie di una 
variet4 algebrica. Anna|i  di Matematica, Vol. ~0, Serie 3, p. 201. 

( ~ )  Su.Ile va~'iet4 algebriche che posseggono integrali semplici f~t.nzioualmente dipendenti. 
l~endic, dei Lincei, 19J~, p. ~70. 

(~)  PmAaD et SteWART, I, p. 150; II, p. ~)7. 
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riodes arbitraires, d'6liminer les r6sidus possibles de cette int6grale, et enfin, 
parmi les int@rales sous fo{me normale, auxquelles routes les autres peu- 
vent se r6duire, de ne retenir que le nombre convenable. 

Certaines difficult6s assez inattendues se pr6sentent, en particulier clans 
l'61imination des r6sidus, mais surtout  darts l 'extension des r6sultats aux 
vari6t6s sup6rieures. Par suite la th6orie de Mr. PmAnD n'a pu ~tre suivie 
que de loin. L'~ ot~ on s'en rapprocke, nous avons 6t6 aussi rapidement 
qu'il 6tail possible, sans nuire a la clart6 ou ~ la rigueur. Peut-~tre les rd- 
sultats les plus int6ressants sont-ils les suivants:  

[. Les identit6s exprim6es par les th6or~mes i e t  10, la premiere en 
connexion 6troite avec une int6grale qui se pr6sente clans la d6monstration 
du th6or~me de STOKgS. 

II. La g6n6ralisation aux vari6t6s sup6rieures. Cette.g6n6ralisation, 
imm6diate dans le eas des int6grales simples, pr6sente des difiicult6s assez 
s~rieuses dans le cas des int6grales doubles. 

III. La formule iinale obtenue, et la limite qu on en d6duit pour le 
nora bre ~ de Mr. PmAr:D d'une vari6t6 atg6brique ~ trois dimensions au moins, 
(,~ < l-t--R,), limite dont nous nous proposons de faire des applications 
ailleurs. 

][. PROPRIETES DE CERTAINES INTEGRALES DOUBLES. R~SiDUS. 

INTEGRALES DE DEUXIEME ESP]~CE, 

1. Soit F (x ,  y, z, t ) = 0  l'6quation d'une vari6t6 alg6brique irr6duc- 
tible ~ trois dimensions, a singularit6s dites ordinaires - -  surface double, 
courbe triple, points quadruples. Les int6grales doubles du type suivant: 

I (A y, dyd + B(x, y, t) d dx + C(x, y, l) dxdy ,  (1) 

o~ A, B, C sont des fonctions rationnetles du point sur la vari6t6, qui sa- 
tisfont '~ la condition d'(( int6grabilit6 .~ de POJNCnR~ (*) 

c~B (9C a A  _~_ =-- _~_ ~ =_ 0, (°2) 
cgx oy  ~z 

~A 
(~) Noas d~sigtlerons avec Mr. PmaRD, par ~--~ la d6riv6e par rapport "h x, quand t e s t  

consid6r6 comme une fonction de x, d6finie par l'6quation de la vari6t6, r6servant la notation A'~ 
pour la d6riv6e prise en consid~rant les quatre variables comme ind6pendantes. 
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g,~ndralisent les int~grales de diff~rentielles totales, et formeront l 'objet de ce 
travail. Nous les appellerons intdgrales doubles de dif[drenlielles totales, ou 
plus simplement intdgrales doubles, quand la confusion sera impossible. Dans 
cette th~orie, les int~grales de la forme 

( ) ( (gU 0 j ' f O V  01¥ U -~; ~ W ) d y d z + ( o x  -~z d z d x +  , y  ~ d x d y ,  (3) 

(U, V, W, fonctions rationuelles du point sur la varietY), jouent le m~me r61e 
que celles du type 

I f (  ~ 0 V '  

dans la th~orie des int~grales doubles d'une surface alg~brique. A cet ~gard 
le th4or~me suivant, assez int~ressant en lui m~me, nous sera fort utile'. 

Th. I. Toute intdgrale double de di]Tdrentielles totales du type 

~. \~y 8z] y d z - ~  ~-~ 8 z ] d Z d x ~ - T ( x , y , z , t )  d x d y ,  

(R, R', S, S', T, fonctions rationnelles du point sur la varietY), 

(¢) 

peut dtre raise sous la forme (3). 
Remarquons que toute combinaison lin~aire ~. coefficients constants 

d'int6grales du type (3), est encore de ce type. Si donc de (~) on retranche 
la suivante 

. ~-~--~- 8 z ] d y d z H - \ ~ . z  
R) /KS' 3 R'~ 

on obtient une int~grale double de diff~rentielles totales du type 

' f  KS • ~--~dzdx-~ T(x, y, z, t) d x d y ,  (5) 

pour laquelle il suffit de d~montrer le th~or~me. 
La condition d'int~grabilit6 donne 

c ~ S  c~T 
3y c~ x ~- ~ - = 0 '  
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et montre que l'int(~grale simple (~) 

L j S(~,, y, z, t) e l z - - T ( ~ ,  y, z, t) d y ;  F(~,  y, z, t ) = 0 ,  (6) 

est une int6grale de diff6rentielles totales, relative b~ la surface d'intersection 
de la vari6t6 et de l 'hyperplan x = ~. Ses p6riodes logarithmiques sont donc 
des fonctions de ~ seule. Cetles de l'int6grale ab61ienne 

j'S (,~, ~, z, t) z; (~, y, z, t) ~= 0, d F 

sont par suite de la forme f(,~)-~-y (~), f et ? 6rant des ibnctions alg6bri- 
ques, comme les eoordonn6es des points singuliers logarithmiques, puisque, 
une fois celles-ei connues, les p6~'iodes correspondantes se.d6terminent par 
des op6rations Mg6briques. Par suite, les p6riodes logarithmiques de (6) sont 
des d6riv6es de fon¢tions alg6briques. Soient' C,, C~,.. . ,  C~ les courbes lo- 

d =~ (~) [a p6riode par rapport ~ C~. Rappe- garithmiques de cette in t6grale, d 

lons un th6or~me de Mr. SEVER[ ( ~ )  : S'it existe entre les courbes C,, C= . . . .  , 

C,, d'une surface alg6brique, les relations ind6pendantes d'6quivalence 

8 

X,.;~¢~ O; ( j =  1, 2 , . . . ,  k < s )  
t 

les p6riodes :¢~, ~ , , . . . ,  ~ ,  d'une int6grale de diff6rentielles totates dont ces 
courbes sont les seules eourbes logarithmiques, satisfont /~ un systbme de 
relations 

k 
~ , = X , , u ~ ;  ( i =  l, ~, . . . ,  s) 

1 

et r6ciproquement. 
Appliquons eeci au eas qui nous int6resse, et int6grons les relations 

obtenues. Les = ne sont d6termilo6s qu"~ des constantes pr~s. Si on ehoisit 
ces constantes convenablement, on aura: 

(•) La m6me notation et ses analogues, noas  serviront d6sormais ~ iadiquer  [es i~lt~- 
grales simples ou doubles, relatives aux sections planes ou hyperplanes de la vari6t6. 

(**) Sul la  totalit& delle curve algebriche tracciate sop.ra u n a  superficie algeb~'ica. Math. 
Ann., 62, 1906, p. o~09, ~10. L'&mnc6 ci-dessus se d6duit facilement de la discussioh de 
Mr. SI~VERL 
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les 0, comme les % 6tant des fonctions alg6briques (*) de x. On pourra done 
former une int6grale de diff6.rentielles totales 

f W (~, y, z, t) d z - -  V (~, y, z, t) d y ; F y,  z, t) = o, 

~tyant les C comme courbes logarithmiques, et les 7: comme p6riodes corre- 
spondantes. Les fonctions V, W, ragonnelles en y, z, t, sont alg6briques par 
rapport aux coefficients d e  la surface ~ laquelle l'int6grale appartient (**), 
c'est-~-dire pat' rapport ~ ~. Quand ~ partant d'une valeur donn6e, y revient, 
il se peu t  que la courbe C, soit' chang6e en une autre courbe, certainement 
comprise parmi les C, puisque S est rationnelle en x, y, z, t, et que par suite, 
ses iniinis, quand x. est fixe, sont rationnellemenf d6termin6s duns leur en- 
semble. Soit Cs cette nouvelle courbe, qui sera dire coniugude de C,. Pour 
une raison pareille, la p6riode =, deviendra 75.. Le syst~me des courbes C, 
et des p6riodes =, restera done }e m~me. Par suite, on pourra prendre pour 
-P, ~ff, des fonctions rationnelles en ~, fonctions qui satisferont ~t la relation 

dW ~ V  
= o .  

Si l'on retranche de (5) l'int6grale 

" ~W~_~_y ff-~ dydz-~-ff-~ zdx-~-3x 

qui est de la forme (3), on en obtient une de la m~me forme que (5), sauf 
que l'int6grale (6) correspondante est de deuxi~me esp~ee. 

2. Partons done de (5), et supposons que (6) soit de deuxi~me esp~ce. 
Soit z utr cycle lin6aire non nul de la section de la vari6t6 par l 'hyperplan 
x-----~. D'apr~s un th6or~me connu de MMrs. CASTELNUOVO et ENRIQUES (**+), 

(*) En effet la matrice H ;~! II est de rang k, et par suite les 0 soat des fonctions lin4aires 
~t coefficients constants des ~. 

(~)  En effet Mr. S~:wRI a montr~, loc. cit. p. ~07, comment on pent former une telie 
int~grale par des operations alg~briques par rapport aux coefficients qui eutrent darts l'~qua- 

tion de la surface. 
(**~) Sin" les iutdgrales simples de premidre esp~ce d'uue surface o~t d'ul~e varidtd algdbrique. 

Aim. ~c. Norm. Sup., 1906, p. 358. 
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est aussi un cycle non nul de la varietY. Je dis que la p~riode 7' (5) de (6) 
par rapport ~t a, est rationnelle en ~. En effet, 'comme (6) est de deuxi~me 
esp~ce, on aura d'aprbs des th6orgmes eonnus de la th60rie des fonctions 
ab61iennes 

oS ~ s ' _ P ( x , y , ~ , t )  

(P polynome adjoint ~ la vari~t6 ; ? polynome en x, y ; S' fonction rationnelle). 
Les p~riodes des deux int~grales ab~liennes 

j 'OS 1 f P(~, ~, z, t) dz; ~-~ dz, F (~, y, z, t )=-0,  

sont doric les m~mes. Or la p6riode de la seconde, par rapport ~ a, est ration- 

helle (*) en ~. Il en e~st donc de m6me pour ),' (2). De plus 7 (x) - ~ [  ~" (x) d x 

est une fonction rationnelle de x. En effet, autrement  elle aurait  au moins 
un point logarithmique Xo. Supposons ~ ramen6 ~ la section (~*) par le plan 
y = y. Quand ~ d~crit un petit circuit ferm~ ~ autour  de Xo, z engendt"e une 
surface ferm6e r ,  et si l 'on prend l'int~grale double 

F(~, y, z, t ) - -O,  

~tendue ~ r ,  on en obtient un r6sidu ~, relatif it la section de la vari~t~ 
par le plan x ~ X o ,  y ~ y. Comme cette int~grale est de deuxi~me esp~ce, 
ses r~sidus sont nuls (***), c'est-h-dire 

~: ----- 0 ----f~ y (x) d x 

et ¥ (w) est donc bien une fonetion rationnelle. 
Soit r - t -  1 la connexion lin~aire de la vari6t~, et par suite de ses sections 

hyperplanes, J : ,  J 2 , . . . ,  J,., ses int~grales de diff6rentielles totales de dee- 

I 
(*) Car celle de l'int6grale qui multiplie est un polynome ell ~. Voir PICAttD ~,(~, y) 

et SMART, II, p. 397. 
(**) Ceci est toujours possible. Voir PICARD et Smaaw, I, p. 86. 

(***) PICARD et SIMART, II, p. ~0~. 
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xi~me esp~ce, de sorte que 

x-q- V~ d y q- W~ d z. 

D~signons par z~, ~ , . . . ,  ~ ,  l e s r  cycles liu~aires ind6pendants  de la 
varietY, par  T, (x) la fonction relative ~ ~,, corr,espondant ~t 7 pour  a, et par  
~ la p~riode de J~ relative ~ ~,. Le syst~me 

y, (x) = ~ s, ~ (x), (i, k = l ,  e , . ,  r), 

d~termine les ~ comme fonctions rationuelles de x. Si l 'on pose 

v - - ~ ,  w = ~ w ~ ,  

on pourra  op6rer avec ces fonctions comme avec celles du  m6me nora ~t la 
fin du § 1, et obtenir  une  int~grale double de diff~rentielles totales telle 
que (5), avec une  int~grale (6) correspondante  'h p~riodes routes nulles. 

Par tons  donc enfin de (5), l 'int~grale. (6) se r~duisant  h une  fonction 
rationnelle du  point  sur  la surface F ( 2 ,  y, z, t)-----0. On aura  

9 U  ~S  ~ U  
T(x, y, z, t)~--- 8y  ' 8 - - x ~ S z  

U 6rant une fonction rationnelle eu y, z, t, que l 'on pourra  prendre  rationnelle 
en x aussi, car ces deux relations n ' imposent  aux coefficients inconnus  que 
cette fonction de y, z, t peut  contenir,  que des condit ions alg6briques. En 
prenan t  la moyenne  des valeurs de U pour  une  m~me valeur de ~, on aura  
une fonction qui satisfait encore 'hces deux relations, et est rat ionnelle en x. 
L'int~grale (5) se r~duira f inalement ~ la forme 

( f a y  a 0v . .  8 z  z d ~ - - - f f ~  d x d y .  

Elle est donc bien du type (3). Le thdor~me I e s t  par  suite ddmontrd. 

3. Rdsidus. Soit ¢ une surface d'infini de l'int~grale double (1). On 
peut  mont re r  (~) que toute surface r ,  telle que l'int(~grale (1) prise sur  elle 

(*) La d~monstration est la m~me que dans le cas des surfaces. Voir PICARD et SIMART, 
I, p. 58. 
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donne un r6sidu relatif  ~ ¢, peut  ~tre engendr~e ainsi :  Soit z un  cycle li- 
n6aire de ¢ ;  (m passe par  un  point  M de ~, un  514meat d'a'ire tout  ent ier  
darts la varietY, et on trace sur  l '~l~ment une petite eourbe ferrule ~ entou- 
rant  M. Le lieu de ~ quand  M d~crit z, est une  surface telle que r .  Suppo- 
sons que ¢ n e  soit pas la section par un hyperp lan  z = e o n s t .  On peut  d& 

former  z de fa(~on ~t l ' amener  dans  l 'hyperPlan z = Zo, et pour  tout  point  M, 
(;2, y, z0, t), de ~, dans sa nouvelle  position, on ram~nera  ~ ~ ~tre dans la 
section par  t 'hyperplan z = zo, x = ;2. I1 en r~sultera une  d~formation de r ,  
le r a m e n a n t  tout  ent ier  'a la section par  l 'hyperplan z = Zo, d~formation qui 
peut  s 'aeeomptir  sans jam ais r encon t re r  une courbe  donn~e, r~ductible ou 
non, de la surl~ace ¢, car  il en est ainsi de la d~formation de (~) ~. 

Si (I) ~tait la sect ion par  un hyperp lan  z = coast., nous  pourr ions  rame- 
ner  r ~t un  hyperplan  arbi traire  x = coast.  

4. Deux propi%t~s impor tan tes  des int(~grales ana logues  de la th~orie 

des surfaces,  s '~tendent  ~t ce[les de la forme (3). 
a) Leur forme est irtvariante par rapport aux  transformations bira- 

tiormelles. La d(~monstration est ~t peu pros la m~me que celle du th~or~me 
analogue (**). On mont re ra  d 'abord  que la t ransform6e est de la forme (-~), 
et par suite de la forme (3) (Th. 1). 

b) Leurs rdsidus sont tous nuls. An moyen d 'une t ransformat ion  homo- 
graphique pr~alable, on peut  toujours  s ' a r ranger  pour  que l ' int6grale double 

ne devienne infinie pour  aucune  section par  un hyperp lan  z = const. D'apr~s 
ce qui precede, les r~sidus de l'int(~grale consid6r~e seront  cer ta inement  r& 

sidus de 

l'j'(au(x,v,<t) aV(x,v, gt))dxdv; 
(gy ~ x  F(x, y, < t ) =  o, 

et par suite ils seront  nuls (~*~). 

5. Tb. ~2. Les rdsidus d'une intdgrale double de diffdrentielles totaIes par  
rapport g une de ses surfaces d'infini % sont les pdriodes d'une inldgrale de 

diffdrentielles totales, relative & cette s~,rface. 

(•) P[CAnD et SI.~An'r, I, p. 86. 
(••) PICARD et Sr~AnT, II, p. 160. 

( ~ )  PICA~D et SIrrAS% t[, p. ~()& 
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On peu t  tou jours  supposer  que • soit la section par  l 'hyperplan x = 0, 
on bien seulement  por t ion de cette section. I1 suffira pour  cela de faire une 
t ransformat ion birationnelle pr~timinaire. L'int4grale double sera alors de la 
forme 

' f A ( x ,  y, z, t) B ( x ,  y, z, t) d z d x ~ C ( x ,  y ,z ,  t) d x d y  
. .  x ~  d y d z - ~ - - -  x~  

oh A, B, C sont  des fo~ctions ~'ationnelles finies pour  x - =  0. 
Pour  :¢ = 0, ou 1 et ~ = 1, le th~or~me est eomm (~). Supposons  ~ ~ 1. 

L'int4grale d o u b l e  du type (3), 

B ) ~ B 0 C d x d y  
~ y x - F  d y d z -~- Ox x--~=i d z d x -~ O x x~ -~ 

a ses r4sidus tous nuls. Si on la retranche de celle donn~e, on sera ramen~ 
it une  int6grale de la m~me forme qu'elle, sauf  que ~ sera remplac~ par  
[3--1. En rSp~tant une telle operation,  on sera f inalement ramen~ au cas 
off ~ ~ 1. La condit ion d'int~grabilit~ mont re  qu'a.lors :~ ~ 0, et l'on est r6- 
duit  au cas de Mr. P[C.~RD. 

6. Les deux th~or~mes qui suivent  ont une analogie 4vidente avec deux 
autres  de la th~orie des int~grales doubles d 'une surface alg6brique. Le pre- 
mier nous sera d'ailleurs seul utile. 

Th. 3. Si  les rdsidus d'une intdgrale double de diI~drentielles totales, par  
rappor~ ~ une de ses surfaces d'infini q), sont tous nuls, on peut en soustraire 
une intdgrale du type (3), d e  fa~on ~ obtenir une dif[drence finie au voisi- 

nage de q). 
I1 suffit de remplacer  dans la d6monstra t ion du t h6or6me analogue de 

la th6orie des surfaces (~), une  certaine int6grale ab61ienne, par  une  int6- 
grale de diff6rentielles totales relative h ¢, et l 'on obtient  le r6sultat annonc& 

Remarque. On peut  toujours  faire de fa§on que l'int~grale finale obtenue,  
ne soit infinie pour  aueune  autre surface passant  par une courbe donn6e 
de ¢. Ceci r~sulte sans peine de la d&nonstrat ion.  

(~) PICARD et S~MART, tI, p. 4~76. La d~monstration est la m~me, quand au lieu de l 'espace 
ordinaire, on consid~re une vari~t~ quelconque. 

(~--x-) PICARD et SIMART, II, p. 20:~. 

A m~ali d i  Matemat ica ,  Serie | t I ,  Tomo XXVI. 31 
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Th. $. Si  les rdsidus d'~ne intdgrale double de diffdrentielles totales par  
rapport i~ routes ses surfaces d'infini ¢ , ,  % , . . . ,  %, pa.ssant par  une courbe 
donnde C, sont nuIs, on peut trouver une intdgrale du type (3), telle que la 

diffdrence entre les deux soil fiJ~ie au voisinage de C. 
Soil I l'iut~grale donn~e. On pent e~ trouver une J, du type (3), n 'ayant 

pas d'autres surfaces d'infini que q,,. passant par C, et telle que I - - J ,  soit 
fini au voisinage de ~,. L'int~grale J :  Z J, r~pond ~videmment h la 
question. 

7. Intdgt'ales de deuxii~me esp;ce. Si darts l'int6grale 

i'j'Ady tz Bd dx÷Cdxdy, (1) 

du § 1, le point ( x y z t )  de la vari6t6 est astreint h ne plus ~tre que sur 
une surface *, au ~-oisinage de laquelle les fonctions A, B, C sont tinies, 
l'int6grale (1) se r~duit ~ une int6grale double de fonction alg6brique re- 
lative /t O. Cette nouvelle int6grale sera ce que nous appelerons l'int6grale 
ddterminde pal" (l) sur la su/'face. La d~finiLion des int~grales doubles de 
diffdrentielles totales de deuxi~me esp~ce, pent ~tre choisie de diverses ma- 
nitres. Nous adopterons celle-ci: 

Ddfinition : Une intdgrale double de diffdrentielles totales relative 4 une 
varidtd algdbrique irrdductible, ~ trois dimensions, est dire de seconde esp~ce, 
si celle qu'elle ddtermine sur une surface algdbrique quelconque de la varidtd, 

est de seeonde esp~ee. 
De cette d~iiniLiou on d~duit de suite les propri~t~s suivantes:  

a) Pour qu 'une int~grale double soil de deuxi~me esp~ce, il faut et 
il suffit que ses r~sidus soient nuls (*). 

En particulier les intdgrales du type (3) sont de deuxi~me esp~ce. Ce sont 
les int6grales impropes de deuxi~me esp~ce, Landis que celles qui ne sont 
pas de ce type, sont dites int~graies propres de deuxi~me esp~ce. 

b) Une int6grale est de deuxi~me esp~ce, si cetles qu'elle d(~termine 
sur les sections par u n  hyperpian arbitraire x = const., ou bien y - - c o n s t . ,  
sont de deuxiSme espi~ce. Cec[ r~sulte de suite des consid6rations du § 3. 

c) Toute int6grale de deuxi~me esp~ce, l'est encore apr~s transforma- 
Lion birationnelle de la varietY. Soient en effet ¢ ' , ,  ¢"1 les sections de la 

(~) PiCARD et SIMART, I[, p, ~0~ ~. 
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vari~t~ transform~e par les hyperplans x=---x~, y = y, et ~', ~)" les deux 
surfaces dont elles sont les transform6es. L'int(~grale d6termin~e par l'int6- 
grale donn~e I sur ~' est de deuxi~me esp~ce, et sa transform~e, qui est 

(I ~t celle d6termin~e par la tran'sfor/n~e i de ./, s u r  , est aussi de deuxi~me 
esp~ce (*). De m~me pour l'int~grale d6termin~e par i sur ~)"~. D'apr~s la 
propri~t~ pr~c~dente, i est donc de deuxi~me esp~ce. 

d) Le hombre ?0 des int4grales propres de deuxi~me esp~ce, dont aucune 
combinaison lin~aire n'est impropre, est un invariant  absolu de la varietY. 

[][. DIGRESSION SUR LES II:NTt~GI-IALES DOUBLI~S DES SURFACES ALGI~BR[QUES. 

8. Nous rassemblerons ici certaines questions dont la consideration 
nous sera utile dans la suite. 

Soit f (x ,  y, z ) ~ 0  l '~quation d'une surface alg~brique irrSductible, '~ 
singularit6s ordinaires. [ rouvons  d'abord un lemme: 

Lemme. Soit I" un cycle ~ deux dimensions de la surface. Si  ta fonction 
rationnelle U (x, y, z) ne devient infinie pour aucuns points de F, et que F ne 
rencontre nulle part le continuum simple pour lequel f ~ - f ' ~ - ~  0, o~t a 

( f r  r9 U c0 U ~ - ~ d x d y : f j "  F "  . ~ -~dx  d y : O .  

I1 suffit de consid~rer la premiere de ces ~nt~grales. Par le changement 
de variables X----- U, Y-----y, r sera transform6 en une surface ferm4e V de 
l 'espace ~ quatre dimensions image des valeurs complexes de X, Y. Le ja- 
cobien de la transformation 

n (x, y) ['o 
D(X, Y ) -  U'of', 

ne s 'anuule jamais s u r r .  Par suite, d'apres le th4orbme de CA~CHv-POINCAn~, 
OU a 

ce qui d~montre te lemme. 

(*) PICARD et SIMART, if, p. 191. 
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9. Th. 5. Si les axes sont arbitraires, les pdriodes des intdgrales 

jj'Jx A(x ,  y, z) 
~(Y) f'z d x d y ,  

J" l" ~ A (x, y, z) ., d x  dy ,  
.~ ~y ?(Y)f= 

(A polynome adjoint, ~ polynome), 

sont nulles. 
Prenons par example la premi6re de ces int6grales. Soit t" un cycle 

deux dimensions de la surface. La p6riode de l'int6grale consid6r6e par 
rapport '~ ce cycle, n 'existera que s'il est possible de d6former F de facon 
b~ ce qu'il ne rencontre plus le continuum off l'int6grale est intinie (~). D'apr6s 
le lemme, s'il est permis de parler d 'une telle p6riode, elle sera n6cessairement 
nulle. I1 s'agit donc simplement de savoir si le cycle arbitraire F peut ~tre 
ramen6 h une position de la nature en question. Or un cycle 6quivalent '~ I" 
peut 6tre engendr6 'par  un circuit ferm6 q de Ia section par le plan y ~--~, 
quand ~ d6crit une certaine courbe ferm6e ~ dans son pIau complexe (**). 
Pout" que le cycle superiiciel ainsi-obtenu remplisse la condition voulue, il 
faut: 12 que ~ ne passe pas par des points correspondant anx racines de 
$ ( y ) = 0 ;  2. ° que le plan y = ~ n e  devienne jamais tangent'~ !asurface. Le 
circuit a ne sera alors jamais oblig6 de rencontrer les points simples pour 
lesquels f ' ~ 0 ,  f = 0 ,  car ces points sonL les points de ramitication de la 
surface, et ceux-ci ue co~ncidecont pas. Comme ces deux conditions peuvent 
toujours 6tre remplies, le th6or6me est 6tabli. 

10. Rappelons maintenant un tll6or6me de Mr. PICARI)que nous trou- 
verons souvent utile. Les axes 6tant arbitraires, si l'ir~t6grale double 

"f P (x, y, z) .i a)<< r'; 

off P e s t  un polynonie adjoint, pr6sente le caract6re d'une int6grale de se- 

(~) PICA:RD et SIMART, I, p. 65. 
(~) PIGARD et SIMART, II, p. 335. En effet M. PICARD a montr6 que ces cycles sont au 

hombre de I-{- ~ F -4- 1, oh I est l ' inVariant de ZEUTnEN-SEORE des sections hyperplanes. Or 
ce nombre es~ 6gal h celui des cycles '~ deux dimensions. Voir I. W. ALEXANDER tI, Ren- 
dicoJtti dei Lil~cei, aofit 191~. 
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conde esp~ee au voisinage de la section par le plan x ~ a, on a (~) 

P(x ,  y, z) a A(x,  y ,z)  ~ B ( x , y ,  z) Q(x, y, z) 
~ '  ( x - -  ' '  ( x - - a )  ~f'~ a x ( x - - a )  f o a y  a)~f~ f'~ 

(A, B, Q polynomes adjoints). 

On peut g~n~raliser ce r6sultat ainsi:  Si l'int~grale double 

it" P (x, y, z) • ~ ?(m)f ' .  d - x d y ,  

(P polynome adjoint, ? polynome en x), 

pr~sente partout ~t distance finie le caract~re d'une int6grale de seconde 
.esp~ce, on a 

y, z) e A(m, y, z)__ e B(x, y, z ) = 9  y' z), 
(x) f'~ a x ,~ (x) f ' .  a y ~ (x) f :  f'o 

(A, B, Q polynomes adjoints, y, ~ polynomes en ~). 

1 
Ce eas se famine  au precedent en d~composant - ~  en fi'actions par- 

tidies, ce qui permet de remplacer l'int~grale double consid~r~e par uue 
somme d'autres du type consid6r~ par Mr. PmaUD. 

En se rapportant  ~ la discussion de Mr. PmAaD, on verra que routes 
les r~ductions indiqu~es peuvent se faire sans introduire aucunes irrationnelles. 

11. Mr. PICARD a montr~ (**) que si les p6riodes et les r~sidus de 

['i" P (x, y , z )  . ~ f ,  d x d y  

soat nuls, P ~tant un polynome adjoint, on a 

r (x, y, z) a A (x, y, z) a B (x, y , z )  
f'~ = c ~ x  ?(Y)f 'z -~-c~y ~(y)f'~ 

(A, B polynomes adjoints, ~ polynome ell y). 

(¢¢) PlCARD et SIMART, If, p. 181. L~ forme des fonctions U, V, de Mr. PIGARD qui est 
donn6e ici, r~su|te de sa discussion. 

(~)  PmARD et SI~IART, II, p. 365. 
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Ceci se g~n6ralise de la facon suivante: 
de l'int~grale double 

Si les p~riodes et les r~sidus 

P(x, y, Z) d x d y  
~, (y) f'o 

sont nuls, on a 

P(x,  y, z) 0 A(x, y, z) ~ B(x,  y, z) 
?(y) f ' ~ - - O x  ~(y) f'~ + O y  ~(y) f ' .  ' 

(A, B polynomes adjoints, ~b polynome en y). 

En effet puisque l'int6grale double est de deuxigme espgce, on a (~) 

. .  ?(y) f, d x d y - -  ~-x ~,(y) f, -k-Oy ~,(y) f ,  } d x d y =  

;l" P'(~' y' z) 
= . f ,  d x d y ,  

(A~, B~, P~ polynomes adjoints, ~, polynome en y), 

La seconde int6grale it gauche a routes ses p~riodes nulles (th. 5). 
Donc les p~riodes et les r~sidus d.e l'intggrale au second membre sont 

aussi nuls et par suite d'apr~s Mr. PmARD (~*) 

P,(w, y, z)__ 0 A~(x, y, z) ~ ~ B~(x, y, z) 
f ' z  - -  ~x, ee~ (y) f'o ' ~ y  ,~. (y) f ;  

(As, B~ polynomes adjoints, ~ polynome en y), 

d'ofi l 'on d~duit sans peine le r6sultat annonc6. 
Ici encore, eomme au § 10, toutes les r~duetions se font rationnellement. 

12. Si l-~-r~ est la connexion superiicielle de la surface, it existe, 
comme on le salt, une int6grale double de seconde esp~ee, du type 

( j" P (wi., y' Z) d x d y, (7) 
~ 

oh P e s t  un polynome adjoint, a yant ,r~ p4riodes arbi[raires donn~es. 

(~) PmARD et SIMART., II, p. i82, ~08. 
(~) P,CARD et SII~IAtlT, II, p. 35-~. 
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D'un autre c6t~, on peat par soustraction d'une int~grale double du type 

"1"(~ A(x, y, z)~ 3 B(x ,y ,  Z~)dxdy  1 , ~x  f'~ a y  f'~ 

(A, B polynomes adjoints), 

ramener l'int~gralg (7) ~ une int6grale de m~me forme, le polynome P ayant 
un degrd limit~ (*). Or l'int6grale double que l'on vient d'~crire a ses p~- 
riodes toutes nulles (th. 5). Donc 'on peut h l'aide d'un polynome adjoint P, 
de degr~ inf~rieur ~ une certaine limite, former .une int~grale telle que (7), 
ayant r.~ p6riodes arbitraires. 

[ [ [ .  RI~DUGTION DES INTEGRALES DE SECONDE ESP]~CE -~ UNE FORME NORMALE. 

INTEGRALE SOUS FORME NORMALE AYANT DES P]~RIODES DONNEES. 

13. Revenons maintenant ~t notre vari~t~ '~ trois dimensions, et "h ses 
in t~grales. 

Th. 6. Par soustraetion d'une intdgrale impropre de seconde esp~ce, route 
intdgrale de deuxi~me esp~ce est rdductible au type 

t~j'P(x,y,z,t) dydz_~ O(w,y,z,t) d z d x + R ( x , y , z , t ) d x d y  (8) 
• ¢ (x) (x ,  u) r ' ,  ' 

(P, Q, R polynomes adjoints h la varietY, % ~ polynomes). 

Les int~grales du type (8) seront dites sous forme normale. 
Tout d'abord on montre, avec Mr. PICARD (~*), que route int~grale de 

seconde espgce peut ~tre rameu~e h la forme 

(P,,  Q,, R~ polynomes adjoints, ~ polynome). 

(~) PmARD et SIMART, II, p. 186, 208. 
(~¢~¢) PIGARD et SIMART, II, p. 17~. Dans les modifications n4cessaires, off appliquera le 

th~or~me de N~THER g4nSralis~. Voir BERTINI, Introduzione alla geometriaproiettiva degli iper- 
spaz~, p. ~63. 
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Comme l'int6grale double 

t" P' (c~,. y, ~, t) . .  +~(< v)F' ,  d v d ~ ;  F (~, y, z, l ) =  0, 

est de deuxi~me espgce, on a (§ 10), 

P, (x, y, z, t) 8 K (x, y, z, t) a L (x,, y, z, t) P (x, y, z, t) 
+~ (x,, y) 2", + Oz ~o (x, y) F',  0 y ~2 (x, y) £~'~ -- ~ (x) 1¢'~ 

(K, L, P polynomes adjoints, +~, y polynomes). 

Si l'on retranche de (9) t'iut~grale double suivante 

,i~ +~F', a~ +(-F'~ dyaz--Ox q,~F',d~da~+ 
c~ K 
x ~ .F ' ,  d x  dy,  

oil obtient 

'j" P(x ,  y, z, t ) d y d z _ 4 _ B d z d x + C d x d y "  (m) 

De plus, on v~rifie sans peine, que l'int~grale ab~lienne 

f B  (~, y, z, t )d z; r (~ ,  y, z, t)----0, 

se conduit comme une int~grale de deuxi~me esp~ce ~t distance finie. 
Par suite 

cgH Q(x, y, z, t) 
a z + (~c, y) F', 

(H fonction rationnelle, Q polynome adjoint, ~ polynome). 

Si l'on retranche de (10) l'int6grale double 

(3H OH 
d x  dy,  

on en obtient une de la forme 

( ( P (~, u. ~, t) 
.Y ! -  ~ ( ~ M  

d y d z +  Q(x, y, z, t) 
,s (x, y) F', d z . d x  q- C d x  dy.  

La condition d'int~grabili% montre alors que C peut se mettre sous la 
forme 

R (x, y, z, t) 
,~(x, y)F ' ,  
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off .Res t  un polynome adjoint. II suftit pour cela de consid~rer les infinis 
de C, consid6rge eomme fonetion de z e t t  seulement, et d'appliquer le th~o- 
r~me de N6THEm 

L'int6grale ~t laquelle on est ramen6, est done bien sous forme normale, 
et le th4or~me est d~montr~. 

15. Th. 7. Si  une irddgrale de deuxi~me esp~ce so.us forme norrnale a 
ses pdri~)des nulles, etle est impropre. 

Soit I + R~ la connexion superficielle de ta varlet6. !l existe un syst~me 
de R.~ cycles h deux dimensions ind~pendants, qui peuvent  ~tre ramen6s par 
d(~formafion h une section hyperplane arbitraire (~). Soit donc 

j'j" P d y d z  O d z d w + R d x d y  
. ~ (x) :F', t ~, (x, y) F' ,  ' 

une int6grale de deuxi~me espgce ~t p6riodes toutes nutles. On pent d(~former 
les cycles en question de fagon ~t les ramener  ~ la section par un des hyper- 
plans x = N, y-----~. Les deux int~grales doubles 

f j" Pdyd  y, z, t )=O; i f  Qdzdx  
• . F y, z, t ) =  O, 

auront  done leurs p6riodgs routes nulles, et comme elles sont de deuxi~me 
esp~ce, on a (§ 13) 

P ~ R  8 R ' .  Q ~ S  oS '  
?(x) F ' , - - S y  -[- 8z  ' ~(x, y) .F ' ,=-Ox + Oz 

et le th6or~me "h d4montrer r4sulte alors du th. 1. 

15. Intdgrale de seconde esp~ce ~. pdriodes arbitraires donndes. Nous 
nous proposons de former une int~grale de deuxi~me esp~ce ayant R, p(~- 
riodes donnSes par rapport au syst~me de R~ cycles ind@endants  du § 14~, 
ce qui est ~quivalent h la formation d'uue int~grale de deuxi~me esp~ce ayant 
des p~riodes doun~es par rapport fi uu syst~me quelconque de cycles ind(~- 
pendants (**). 

(~) F. SsvEm, $'o~,damenti per la geometria sulle varlet& Myebriche. Rendic. del Circ. 
Mat. di Palermo, i~9, p. 74. 

(e~) En effet it en rbsultera que les cycles en question ne sont pus nuls pour la vari6t~ et 
qu'un multiple convenable de tout autre est homologue 5 une combinaison lin6aire de ceux--ci. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVI. 32 
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Consid6rons la surface F @ ,  y, z, t)-~ 0, w = ~ ,  et soit Q (y, z, t) un po- 
lynome arbitraire de degr6 /. Dire qu'il est adjoint ~t la surface, revient ~t 

imposer aux ( / T  3) coefficients arbitraires qu'il contient un certain uombre 

de conditions, 6videmment rationnelles darts teur ensemble par rapport aux 
coefficients de l '6quation de la surface, c'est4-dire par rapport a ~. Les po- 
lynomes adjoints de degr6 l, seront doric de la forme 

P v, z, t) 

of f / ) (x ,  y, z, t) est un polynome adjoint ~ la vari6t6, de degr6 I en y, z, t, 
et de degr6 I +  k e n  z, y, z, t, tandis que ~ @ ) e s t  un polynome en .~. 

Consid6rons maintenant l'int6grate double 

¢ @) 

Lui imposer la condition d'etre de deuxi~me espSce, donne un certain 
hombre de conditions rationnelles par rapport '~ ~, car il s 'agira simplement 
d'exprimer qu'une certaine int@rale ab61ienne, form6e rationnellement par 
rapport '~ ~, se r6duit ~ une fonction rationnelle~(~). 

Soit alors 1 + r~, la connexion superficielle des sections hyperplanes. II 
r6sulte de ce qui pr@~de, et aussi du § t2, q u e s i  I d@asse une certaine 
iimite, les r~ p6riodes de ( t l )  sont ind@endantes.  On peut donc obtenir r~ 
int@rales du type consid6r6, telies qu'aucune combinaison lineaire de celles-ci 
ne soit ~ p6riodes toutes nulles. 

On d6montre e~lsuite faeilement, que quand ~ varie, les p6riodes de (11) 
subissent l e s  substitutions lin6aires, homog~nes, ~ coefficients entiers, d'un 
certain groupe (~*). En fait, on peut montrer que ces p6riodes sont des fonc~ 
tions alg6briques de ~, et que ce groupe est Ie groupe de monodromie d'une 
certaine surface de RIEMAN~, mais peu importe pour notre but. 

On d6duit de tout ceci, l 'existence d'une ini@rale telle que (lt) ,  de se- 
conde esp@e, ayant un syst~me de R~ p6riodes donn6es, par rapport aux 
cycles obtenus par d6formatiou de ceux de la vari6t6, et aucunes autres (~*~). 

(*) Plc~nD et SIMART, II, p. 188. 
(*~) P~CAm) et SI~IART, [, p. 97. 
(***) Pf(~kRD et SIMART, 1, p. 100-102. 
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L rot%rule abehenne 

. d a J  

P(~,  y, z, t) 
• ~ (~) ~' ,  dz ;  F(~,  y, z, t )=O,  

correspondante, se conduit comme une int~grale de deuxi~me esp~ce h distance 
finie. Par suite 

P ~ R, H 

(R~, H polynomes adjoints, ~, polynome). 

Les deux iut~grales doubles 

~"J( ~ P dydz ,  ~'JJ" ~ R~ d y d z ;  F(V~, y, z, t)~---O, 

ont leurs p~riodes nulles. Pour la premiere, c'est &ident, et pour la seconde, 
cela r~sulte du th. 5. I1 en est donc de m~me pour les p4riodes de l'int~grale 
double 

. .  ~,(.~, y) ~ d y d z ;  tf(~, y, z, t)-~O. 

Done 

(Q~, R~ polynomes adjoints, ~ polynome eu x, y). 

Par suite 

d P 
~x ~ (x) F'~ 

Q ~ R 
y ¢ (x, y) F'~ ~ ~ + (x, y) F', 

et l'int~grale double 

'l" P d y d z  Q d z d x - ~  R d x d y  (12) 

est donc uue int(~grale double de diff&'eutielles totales, sous forme normale, 
ayar~t les p~riodes voulues. Est elle de seconde esp~ce ? 

Elle le sera, si ses r~sidus relatifs aux sections hyperplanes pour lesquelles 
~, (ss)= 0, et h l'infini son[ nul,s, puisque elle ne peut en avoir par rapport 

aucuue autre surface. Il s'agit d'~liminer ces r(~sidus possibles, 
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16. II nous faut d'abord d61nontrer une proposition pr61iminaire. 
Th. 8. Les axes dtant arbitraires,  la section par  l 'hyperplan x ~ a, n 'a  

pas  d 'autres cycles li~daires, quelque soft a, que ceux de la varidtd~ et eIle les 
a tons. 

Tant que ta section hyperplane a l e s  m~mes singnlarit6s que la section 
g6n6rale, ou des singularit6s qui sont limites de singularit6s d'une telle 
section, ceci se r~duit h un th~or~me de MMrs. CaSTELNUOVO et ENRIQUES 
d6j'a cit(~ au § 2. Sdpposons done que t 'hyperptan x = a soft tangent gtla 
vari~% au point M (a, b, c, d), et consid~rons l'int6grale ab61ienne de seconde 
esp~ce 

f A z; F (~ ,  y, z, t ) =  0, 
(< y, z, l) d 

A ~tant un polynome adjoint arbitraire. S i p  est le genre des sections planes, 
on peut former 2p  i~tt~grales ind~pendantes telles que la pr(~c~dente (*). Par 
suite ses p~riodes sont ind6pendanteS. Soient b, (72), b, (~ ) , . . . ,  b~v(~) leurs 
valeurs critiques, quand on les consid~re comme fonetions de y seul. An 
point b, correspond une p~riode a, (~, ~) de l'int6grale ab61ienne, holo. 
morphe au voisinage de ce point. Soft z, le cycle lin(~aire de la sect ion plane 
correspondant g a, .  Ce Cycle entoure les deux points de ramification se rap. 
prochant ind6finiment (**) quand ~ apprnche b,. Quand x est tr~s voisin 
de a, deux des points b, par exemple b, et b,, different trg~ hen l 'un de 
l'autre. Toute section de la wtri6t5 par Fun des plans 

a deux points de ramiiication tr~s voisins. D'un autre c6t6 route section par 
un plan tr~s proche du point M, n'a que deux points de ramification tr~s 
voisins de la valeur c. Done les paires de points de ramification consider6es 
plus haut, relatives a ux points b,, b,, sont ]es m~mes, et par suite , ,  ~ a, ,  
te signe d'homologie" ~ ayant ici le m~me sens que dans Ies travaux de 
DO1NCat~ sur t 'Analyse Si tus .  

Les : satisfont exactement ~t ( N - - 2 p  + r )  relations d'homologie. D'apr~s 
ce que l'on vient de dire, elles peuvent s'Scrire 

N 

(*) Ceci r6sulie d'une discussion de Mr. PIGARD. Voir P[CARD et Sl~xAaT, t, pp. 159-163. 
(~) PICARD el; SIMART, [, p. 97; II, p. 332. 
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les m 6taut  des entiers.  De p lus :  1. ° Tous  ces cycles spa t  r6ductibles ,  par  
d6format ion ,  it u n  po in t  o rd ina i re  de la surface F(~2, y, z, t)-~--0. 2. 0 T o u s  
les cycles r6duct ib les  it un  poin t  par  d6format ion  sur  cette surface sont  li- 
n6a i r emen t  d6pendan t s  des , (*). 

t Soient  a ' , ,  ~ , . . . ,  , ' , .-les cycles o b t en u s  par  d6format ion  des r cycles 
non  nuls  de la surface. Pa r mi  les cycles , ,  2 p  - -  r exac t emen t  sont  ind6pen- 
d a n t s , ' p a r  exemple  ceu-x p o u r  lesquels  8 < i < 2 p - - r + l .  On aura  un  
syst~me de 2 p  cycles i n d 6 p e n d a u t s  p o u r  une  sect ion p lane  arbi traire ,  en 
p r e n a n t  des cycles ~- te ts  que  

~ . ~ , ,  i ~ r ;  b~a,_,.+,, i ~ r .  

Ce syst~me sera tel que : I. ° T a n t  que  ff =l= b, m~me si 5~ ~ a, ces ~ sont  
ind~pendants .  2. ° P o u r  5 ~ a ~- ~, ceux d ' indice  :>  r se ron t  r(~ductibles h u u  
des po in t s  b. ll sera sufiisant,  p o u r  ob ten i r  ce r~sultat ,  de faire d~crire ~_ 
u n  chemin  convenable  abou t i s san t  h u n  de ces points .  En par t icul ier  a-~.~ 
sera r~duct ible  spit ~ b~, spit h b~. 

Qu 'ar r ive t - i l  p o u r  ~ - a ?  Rien ne sera chang~ p o u r  l e s  cycles ~ teis 
que  i =t= r-~-1. Si i ~ r ~- 1, ~-~ est  r~duct ible  ~ un  po in t  ord inai re  de la surface 
F (a, y, z, t) ----- 0, et pa r  sui te  est nul,  quand  on le consid~re co mme  un  cycle 
l in6aire de la surface,  et no n  plus  s eu l emen t  de la sect ion plane.  Le cycle 
q-~+, est  r~ductible au  po in t  conique  M de cette surface, et pa r  sui te  c 'en est  
aussi  u n  cycle nul.  En effet, ce po in t  c o n i q u e . s e  condu i t  c o m m e  un  po in t  
cr i t ique g~n~ral (~),  s au l  que ~%+~ dolt  ~tre remplac~ par  ~ 5~+,, duns  routes  
les d i scuss ions  relat ives ~ ces po in t s .  Ainsi p o u r  ~ a ,  le syst~me des 
cycles ~- est encore  compos~ de r cycles ob tenus  par  d~format ion de ceux 
de la surface,  et de ' 2 p -  r cycles r~duct ibles  it zero sur  cette surface. Ceci 
d~mont re  b ien que cette derni~re a encore  r ~- 1 pou r  connex ion  lin6alre ( ~ ) ,  
c om m e  on l 'a aftirm4. 

17. R e v e n o n s  ~ l ' int~grale (1~) ob tenue  au  § 15, et s u p p o s o n s  qu'elle 
air des r~sidus non  nuls  p o u r  la sect ion par  l ' hyperp lan  x = a.. L' int~grale 
s imple relative ~ cette surface, d(tnt ces r~sidu~ son t  les p~riodes,  est  n~ces- 
s a i r emen t  de seconde  esp~ce, car seule  la courbe  b~ l ' infini pou r ra i t  en ~tre 

(*) PICARD et SIMART, II, p. 388. 
(~) PICARD et SIMART, II, p. 409. 

(~¢) Puisque le genre des sections planes est toujours 2p. 
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une courbe logarithmique. I1 existe une int6grale simple de diff6rentielles to- 
tales, relati{'e g la vari6t6, ayant ees r6sidus pour seules p6riodes. 

Si cette int6grale est 

j Udm ~ Vd~t-}- Wdz,.  

l'int6grale ab61ienne 

i w @, y, z, t) d z; F(~,  y, z, t ) =  O, 

6taut de deuxi~me esp~ce, on a 

W-} OH Q,(x, y, ~, t) 
a~ ,+, (x, y)F', 

et en appliquant une des conditions d'int6grabilit5 de 1 mtegrale dediff6ren- 
tielles totales 

ay ,~ F' ,--az 

En considSrant les infinis du second membre, on trouve que 

V 
H R, (x ,  y, z, t) 

O y ~, (x, y) F',  

(Q~, R, polynomes adjoints, +, potynome). 

b'int6grale double de diff6rentielles totales 

'j" Q,(x, y, z, t) d z d x - q - R , ( x ,  y, z, l) d x d y  
(x - a) q,~ (x, y) F', ' 

a l e s  rSsidus de (12) pour r6sidus par rapport ~ la section par l'hyperplan 
x - ~  c~. Je dis que, saul eertains r6sidus possibles par rapport h la surface 
~t l'infini, elle n'en a pas d'autres. En effet, les p6riodes de l'int6grale 
ab61ienne 

f Q,(~, y, z, t) dz  . F(x,  t) Y, Z~ O, (x - c~) ~ (~, y) ;e',, 

sont de la forme - - ,  off ~ est une constante. Or les %sidus de (13), qui 
Og - - -  C~ 
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sont aussi ceux de l'int6grale double 

; f Q, (x, Tj, z, t ) d z a x  . ( a : -  a)+,. (x, ~)F'~ ; ~ (x, ~, ~, t ) =  O, 

sont les r~sidus des p~riodes consid~r~es par rapport aux poles autres que a. 
Ils sour donc nuls. 

En retranchant de (1.2) une somme d'int~grales telles que (13), on ob- 
tiendra une int~grale du m~me type, n'ayant de r&idus que relativement ~t 
la surface ~t l'infini. Je dis que ces derniers sont nuls. 

En effet, autrement l'int(~grale double 

(j  v' Odvd . v, t)=o, (11) 
. . .  ? ( ~ ) F ' ,  

du § 15, ne serait pas de seconde esp~ce, ce qui est cependant le cas, par 
hypothbse. L'iut~grale obtenue est donc bieu de deuxi~me esp~ce, pu]sque 
tous ses r~sidus sont nuls (§ 7). De plus, on. 'peut  consid6rer un Syst&ne 
de R~ cycles "k deux dimensions de la varlet6, enti~rement situ~s dans la 
section par un hyperplan x ~ const., e t  n'y rencontrant pas les surfaces poul" 
lesquelles t'int~grale (12) devient infinie. Les p6riodes de (1°2) sour donc ~gales 
'k celle~ de l'int4grale double de surface alg~brique (l t), ce qui revient ~t 
dire qu'elles ont les valeurs arbitraires donn~es. Comme conclusion, il est 
done permis d'6noncer: 

Th. 9. II existe une intdgrale double de deuxibme est)~ce sous forme nor- 
male, ayant R~ pdriodes arbitraires donndes. 

18. Avant de continuer, nous alions d6montrer un th6or~me, qui servira 
de base "~ l 'extension de ce qui precede aux vari~t~s "~ plus de trois di- 
mensions. 

Th. i0. Considdrons les intdgrales doubles de deuxi~me esp~ce de surface 
algdbrique 

?3 (F) F't. d x d y, 

(PL, Po, P~ polynomes adjoints, ?,, ~.~, % polynomes), 
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relatives aux  sections par les hyperplans w ~ ~x, y -~- ~, z ~- ~,,- respeclivement, 
ayant les mdmes pdriodes (ndeessairement constantes), par rapport aux cycles 
obtenus par ddformation de ceux de Ia varidtd, et des pdriodes nulles par rap- 
port aux autres. Or~ peut trouver trois fonctions rationnelles U, V, W, telles 
que l'on ait 

K ~ V ~_ ~ W K P, K P~ K P~ K ~ U _~ = O. 
Kx ~ F ' , + K y  ~ F ~  -4: Kz % F ' ,  t KyKz  KzKx 

Soit 
' f  P, d y d z  Q d z d x + R d x d y  (15) 

l'int~grale de seeonde esp~ee sous forme normale ayant les m~mes p~riodes 
que eelles de l'(mone6. L'int6grale double de seeonde esp~ee 

((( 
,,s ', ' 

a ses p6riodes routes nulles. Par suite (th. 5), 

Q P~ K S ,  KS' 

Supposons que l'on arrive h montrer  que 

R P~ K T K T' 
~ F'~ % F ' ~ = O ~  -+- Ky 

I1 suffira alors d'61iminer Q, R, entre tes deux relations pr(~e6dentes et la 
condition d'int6grabilit~ de (lZ~), pour obtenir le r6sultat annone6. 

Tout d'abord it existe une int6grale double de diff6rentielles totates ayant 
les mSmes p(~riodes que (14~), et obtenue en 6ehangeant les r61es des varia- 
bles y e t  z dans eelle ei. Soit 

( f  P 1 d y d z  Q ' d z d a ~ + R ' d x d y  (1¥) 

eette int6grale. On aura 6videmment encore 

P~ R' K T~ K T'~ 
t~ ~ Kx Ky ?oF', ' ' ~' + 
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I1 suffit done de d6montrer que 

Posons 

R R' ~ T~ ~ T'~ 
.iF', + F ' , -  ~x  + e-~ 

Q Q" R R' B =  ~.u,, ,~'F',' K=~ ' , - -qJF ' , "  

Des conditions d'int~grabilit6 de (1~) et (1~') on tire 

Done 

j 'H d 

OH OK 
Ox Oy 

z - - K d y ;  F(-~, y, z, t ) = 0 ,  

est une int(~grale de diff(Srenfielles totales. Soient y,,  y , , . . . ,  y, les racines 
de ~ (-~, y)-----O, z,, z~,. . . ,  z¢ eelles de ~,' (5, z)----O, :¢, (N), }~ (~) les p~riodes 
logarithmiques de l'int~grale pr~e~dente par rapport aux sections par les 
plans y = y , ,  z = z~, respeetivement. L'int~grale de fonction alg6brique 

= f  ~ , (~ )dx  se r~duit gt une fonetion alg~brique de x. En effet ses (~) 

p~riodes sont rgsidus de l'int~grate double de seconde espgee de surface 
alg6brique 

F (x, y, < 0 = o. 

/ ,  

De m~me ~ (x) ~ j  ~ (x) d x est une fonetion alg~brique de x. Par suite 

les fonctions 

~, (x) 
S~ (x, z) - -  v ~(x_) . T~ (m, y) = - -  ~ Y __ Y, 

sour rationnelles, et l'int(Sgrale de diff~rentielles totales 

O:2]dz -O~,!dy; F(N, y, z, t )=O, 

ne pouvant avoir que la seute eourbe g l'intini eomme courbe logarithmique, 

Annali  di Matematica, Serie III, Tomb XXVI. 33 
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est de seconde esp~ce. Raisonnant  alors comme au § 2, on montre que 

3x  8y 

ce qui Oablit le th6or~me que nous avions en vue. 

IV. ~OMBRE D'INT]~GRALES PROPRES DE SECONDE ESpI~CE. 

19. De ce que route int~grale de deuxi~me esp~ce peut ~tre ramen6e 
h la forme normale, et que toute int~grale sous cette forme ~t p6riodes et 
r(~sidus nuts est impropre de deuxi~me esp~ce, on d~duit que le hombre ?o 
d'int(~gr~Mes propres 'sera connu en m~me temps que celui des intSgrales sous 
forme normale, impropres, 'A periodes non nulles. 

Supposons que l'in%grale double sons forme normale 

' f P d y d z  . Q d z d w + R d z d y  
v (x) F', + q, (< v) -u', 

soit ~gale 

~W 
d y d z +  ~X- -~ - z  d z d x +  Y ~x d x d y .  

En comparan[, on volt d'abord que les p~riodes logarithmiques fi distance 
finie, de l'int6grale ab6tienne 

/w(~,, y, z, t )az;  ~(~, y, ~, ~)= 0, (15) 

sont ind~pendantes de 5 ou ~, et que par suite ce sont des constantes. 
Rappelons certains th~or~mes de Mr. SEVERI: 

12 I1 existe une base pour les surfaces de ]a vari6tS. En particulier, 
deux surfaces sont ~quivalentes, si leurs traces sur une section hyperplane 
arbitraire le sont (*). 

(~) L a  base miJ t ima  po~tr la totalitd des courbes tracdes sur  une  surface algdbrique. Ann. 
Sc. de i']~c. Norm. Sup., 1908, p. /~67. 
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~.o Pour que des courbes en nombre tini d 'une surface alg6brique, ne 
soient pas alg~briquenient distinctes, il faut et il suffit, qu'it existe une in- 
tSgrale de diff6rentielles totales de troisi~me esp~ee, ayant ces courbes pour 
courbes logarithmiques (~). 

Soit ~ le nombre base, ou nombre de PmaRD de !a vari4t6, zX,, h , , . . . ,  
/,p_, un systgme de surfaces, formant avec la surface ~t l'infini Z~o, base pour 
la vari4t~. Soit en outre, g, (X, y, z)-----0, l '~quation de la projection de ~, 
( i ~ O ) ,  h', 6tant l 'autre surface de la vari~t~ (s'il y e n  a une), qui a la 
m~me projection. D~signons entin par D,, D', les traces des surfaces 5,, h',, 
sur la section hyperplane x--=~. Si E , ,  E~ , . . . ,  E, forment un syst~me de 
eourbes conjugu4es, au sens du § 1, sur eette section hyperplane, et que 
W(w, y, z, t) devienne infinie sur l 'une, elle le devient sur toutes, puisque 
eette fonetion est rationnelle en ~,. Pout" ta m~me raison, les p6riodes loga- 
ri thmiques de (15) seront les m~mes par rapport '~ t o u s l e s  points sur ]es 
courbes E. La courbe E - ~  y, E , ,  augment~e de la courbe ~ t'infini compt~e 
un certain .hombre de lois, est la trace d 'une surface de la varietY. Par  suite 
X E = F~ ;~, D,, et parmi les courbes d'infini de V, W, on pourra faire dispa- 
raitre E, et la remplacer par les courbes D, ee qui donne (**) 

p e-1 P' , (N,  y, z, t) O A O B 
9 (~) F , E, ~, , + , ~ , ' 1 F ,  O y F ,  ~z F ,  

('~= i, ~ , . . . ,  p-- i ) .  
P', ~ M, 0 N, 

- n F I  F' ,  Oz g , F  ~ By  g, 

(A, B, P' ,  polynomes adjoints 'h la courbe en ~, y, F (5 ,  y, z, t) ~ 0 ,  'i coef- 
ficients alg~briques en 5 et rationnels en y;  M,,  2(, polynomes de m~me 
nature s 'annulant  sur D',). Ici encore, les p6riodes logarithmiques de t'int6- 
grale ab~lienne 

f 2~ (~, ~, z, t) d z; F (~, ~, z, t ) =  O, 
g~ F '~ 

par rapport aux points sur D,, sont constantes. Comme c'est aussi le cas 
pour celles de (15), les ~. sont des constantes. Quant'aux fonetions P ' ,  M, N, 
A, B, on peut les choisir rationnelles en ~ aussi, puisque on peut 6videmment 

(~) Math. Ann., 1906, p. ~09. 
(~) PICARD et SIMA~T, ti, p. 303. 
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les remplacer par la moyenne de leurs valeurs, 
valeur iixe de ~. 

L mt%rale  ab~iienne 

en hombre  fini, pour  une 

~ j ~  ~; ~(~, y, ~, t)=o, 

se condui t  comme une int6grale de seconde esp~ce ~t distance fiuie. Donc(+) 

~ ~ 5 ,  =Q'(x'  Y, z' t) 
" ;' ~ z  f Ox g, F , Oz g, , +(x, y) F ~ 

(L, de m a n e  nature  que M,, N,; Q,, polynome adjoint  ~t ta varietY; 
+ po]ynome). 

Consid&'ons l'int~gxale double impropre  de seconde esp~ce 

J ' =  O-z g,F'~ Oy g ', g, ,--O-~ g,F'~ 

+ U~a~F'~ ~,F'3  dxctv" 

Comme les deux premiers coefficients diff~rentiels sont  finis partout,  sauf 
au voisinage de certaines surfaces dont  la projection a une ~quation du type 
+ (x, y)-----O, on a 

L, ~ M, R,(x ,  y, z, t) 
,~ y g, F',  ~ x g, 1+", +, (x, y) F'~ 

off R, est un  polynome adjoint  ~ la vari6t& Posons  P ' , = - - P '  , P, ~tant 

un  polynome adjoint  ~ la vari6t~. On voit que l'int6grale double 

I f  P' d y d z + Q ,  d z d x + R ,  d x d y  
J' = ~, ( ~  F'~ +, (~, y) F', ' 

est sous forme normale.  Si de l'int(~grale double de diff~rentielles totales du 
d~but du paragraphe on soustrait  Z,:c,J,, on obtient 

3z d y d z +  3 x  3 ~y  Ox d x d y ,  

(+) On apptiquera encore le t!a~or&ne de ~{(~THER g6n~ralis4, pour obtenir la forme du 
second membre de la relation suivante, comme on l'a indiqu6 au § 13. 
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d'ailleurs encore sous forme normale. En outre, V, W seront du type 

A ( x , y , z , t )  

Les p6riodes de cette int6grale double, qui sont 6gales ~t celles de 

l ' f (  ~ V  a ~ W l d y d z ;  F@, y, z, t ) = 0 ,  

seront nulies (th. 5). Nous avons donc d6montr6: 
Th. 11. Toute inte'grale de deuxi~me esp~ce, sous forme normale, impropre, 

pdriodes non nulles, est dgale d~ une combinaison lindaire de ~ -  1 d'entre 
eIIes, augmentde d'une intdgrale analogue ~ pdriodes nulles. 

Comme les c0urbes D sont alg6briquement distinctes, aucune combi- 
naison lin6aire des int6grales J~, J~ , . . . ,  Jp_, ne peut avoir ses p6riodes 
nulles (~). Par suite le nombre d'intdgrales propres distinetes est 

po = R ~  - (p - -  1 ) ,  

V. EXTENSION AUX VARII~T~]S A PLUS DE TROIS DIMENSIONS. 

20. Soit F ( x , ,  x , , . . . ,  x~, t) = 0 l '6quation d'une vari6t6 alg6brique 
irr6ductible ~t singularit6s ordinaires V~. Les int6grales doubles de diff6ren- 
tielles totales relatives ~ V~ sont du type 

t" y''* P'~ (x, ,  x , , . . . ,  x , ,  t) d z, d x , ,  

off P,k = - -  P,:, est une fonction rationnelle du point sur la vari6t6, et ron  a 
les relations correspondant 'h la condition d'int6grabilit6 de PO]NC.~R~, 

a P,~ a P~ a P~, 

satisfaites pour toutes les combimtisons des entiers distincts i, h, k. La th6orie 
d6velopp6e pr6e6demment s'6tend, sans trop de peine, k V~. Les seu]s points 

(~) Voir PmARD et SII~ART, lI, p. 315, en connexion avec le th. 5. 



~56 Lefsehetz:  Sur les int~grales doubles 

pr6sen tan t  une  certaine difiicult6 sont :  12 La d6monstra t ion du  th. 1. 2. ° La 
format ion  d 'une  int6grale de seconde esp~ce ayant  des p6riodes donn6es. 

1. ° Extension du th. 1. Supposons  que l 'on ait 

P~'-- Ox~ c)x, (i-=2, 3 , . . . ,  d). 

II s 'agit de d6montrer  que l ' int6grale double peut  se met t re  sous la forme 

+ ~ ~ XT~ 0 Xi ] 

off les X sont  des fonct ions rationnelles.  Supposons  que ce soit vrai pout' 

une  V~,, d ' < d .  En ma in t enan t  cons tants  tous tes x, d ' indice aut re  que 1, 
i, k, on obt ient  une int4grale double de diff6rentielles totales relative b~ une  

vari6t6 h trois d imensions  contenue  dans  E~, et en appl iquant  le r6sultat  
du$ 1, ona(*) 

Ensuite,  une  combina ison  lin6aire d' int6grales telles que (16) est encore 
de eette forme. Si on soustrai t  de l ' int6grale donn6e la suivante  

" " o~ "J ) 

• t off X', = R? '2>, X',-----1~ ',~), X ~ =  0, i >  2, on aura  encore  une int@rale de la 
mf3me forme, sauf  que P,2 sera remplae6 par  z6ro. Maintenons constants  

t o u s l e s  x d'indice sup6rieur  'h t rois;  on aura  l ' int6grale 

" "e2  3 

et d'aprgs les condi t ions satisfaites, on doit avoir (th. 1), 

c~R OR 

Ret ranchons  de l ' int6grale consid6r6e en second lieu, 

(+) On montre facilement que les R sont rationnelles, un point sur lequeI nous n'insiste- 
rons plus par Ia suite. 
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avec X", = O, i =I= 3, X"~ = R. On en obtiendra u n e  de mfime forme que Fin- 
t6grale originale, s au l  que maintenant  P, ,  = P, ,  = 0. En continuant  de mfime, 
on arrivera '~ une int6grale pour laquelle P~, = 0, i = 1, 2 , . , . ,  d, et on voit 
que l 'on sera alors ramen6 au cas d 'une V~_~. La proposition est donc d6- 
montr6e. 

$1. 2. ° Formation d'une intdgrale double ~t pdriodes dortndes. Tout  d'abord 
la connexion superficielle de Ve est la mfime que celle de toute g~, k > 2, 
contenue dans Va (*). Prenons le cas de d = ~, le cas g6n6ral se traitant 
exactement de la m~me manigre que celui-ci. 

On pept former des int6grales doubles.de surface alg6brique 

f f A , ~ a x ,  d x / = f  j" P,~a~,aa~ _ _ 

ayant les R~ p6riodes arbitraires donnges (Ri + 1 connexion superficielle), par 
rapport aux cycles obtenus par d6formation de ceux de la vari6t6, et des 
p6riodes nulles par rapport aux autres. 

En appliquant le th. 10, on obtient leg relations 

A,~ . O A~ O A~ a ~ B~ t B~, = 0 

• , . . o • . , . ° : . . . .  , , • o ° ° , 

0 "° BI~ 0" B4~ 

( = - -  

Des considerations analogues 'h celles du § 15 montrent  que les A,, sont 
rationnelles. Quant aux B, on pourra aussi prendre pour elles des valeurs 
rationnelles. 

Des ~quations pr6c6dentes, on tire, en diff6rentiant celle contenant les 
B;, par rapport a w,, et en ajoutant :  

~3 

~"~'~' d x, 0 x~ 0 ~ 
" i O k  ~B' ± B h ± ~h) = 0. 

(~) CASTELNUOVO et ENRIQUES, [OC. cit. La d6monstration qui y est donn6e pour les cycles 
lin6aires d 'une V s s'6tend d'elle-m8me. 
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~2. Supposons que l'int6grale ab61ienne 

i , _ (  P ' l j d x ,  A,~dx,-- , _ , F ~ O ,  x = ~ , ,  x~--x~,, x = ~ ,  (17) . j 

n'ait pus d'autres p6riodes, que celles relatives aux cycles obtenus par d6- 
formation des r cycles lin6aires de la vari6t6 ir q- 1 connexion lin6aire de V,). 
Alors l'int6grale double 

f f  A ' ' ' d ° ~ ' d x ' ,  F - ~ O ,  x : ~ x ~ ,  ~¢---x~, 

aura routes ses p~riodes et ses .rdsidus 4gaux h z~ro. En effet, les p~riodes 
d~sign~es par fi, au § 16, sont nutles dans l e c a s  considerS, ce.qui r~sulte 
de leurs propri~t~s rappel~es en cet endroit. D'apr~s la forme des expres- 
sions donn~es par Mrr PICAI~D (~), pour les p~riodes et les r~sidus en question, 
ceux-ci sont n6cessairement nuls. 

Les p~riodes de l'int~grale ab~lienne 

i PI~ d xl 

relative b~ la  mSme courbe que (17), par rapport aux r cycles de V, ,  sont 
des fonctions rationnelles de x,, w~, x, .  Ca en tire la possibilit~ de former 
une int~grale telte que (17), ayant  les mSmes p~riodes par rapport ~t ces r 
cycles, que la derni~re int~grale consid~r~e. Les deux int~grales doubles 

/f( (; A , , - - A , , ) d x ,  d x , ,  A ~ , d x ,  d x , ,  F = - 0 ,  x ~ , . ,  w = x , ,  

auront donc m~mes p6riodes, tandis que les p6riodes de l'int6grale 

f ( A ,  - -  A',,) d F = O, w --= ~, ,  x =  -~,., x ---- ~ ,  

pfir rapport aux r cycles lin6aires d6j~ consid6r(~s, sont nultes. 
Dans routes nos consid6rations on pourra donc remplacer la seconde de 

ces int6grales doubles, par la premibre, qui est de m(~me nature (**): 

(*) PICARD et SIMART, II, p. 333. 
(~*) PmARD et S1MART, I, p. 10[. Les constantes qui y sont d6sign~es par  P,  pourraient  

~tre remplacCes par  des fonetions rationnetles de y, sans changer ie r6suitat.  - -  La g6n~rali- 
sat ion est alors imm6diate. 



des vctridtds algdbriques. 259 

23. Supposons done nulles les p6riodes de l'int6grale ab61ienne 

I A ,  w~ , d 

relative fi la section plane d@~ consid~r6e, et. aux m~mes r cycles linSaires 
( i~-2,  3, ~). D'apr~s les 6quations du § 21, il en sera de m~me, pour les 
p6riodes correspondanies de l 'int@rale ab61ienne 

f (i, =l= 
B~ 

d k 

relative h la m~me section. 
D'un autre c6t6, en d6signant par B une  eertaine fonction rationnelle, 

on d6duit de la derni~re relation du m~me paragraphe, que 

Par suite 

i B4 

est une int6grale de diff6rentielles totales. D'apr~s le th6orgme de MMrs. CA- 
STELNUOVO et ENmQUES, d6j'h souvent mentionn6, cette int6grale de diff6ren- 
t idies totaies ne peut avoir de p6riodes que par rapport aux cycles lin6aires 
obtenus par d6formation de ceux de V,. Elle se r6duit done fi. une fonction 

C~2 B2 3 

0 x~ 0 xh 0 xl " 

rationnelie, et enfin 

C 6taut une fonction rationnelle. 
Posons maintenant (*) 

__ __ (ao't' (O_A,, 

J ~o.to [ ~ x, 

O A,~ 

O A,~ 
E ~  0 x~ 

ix%to \ 0 X~ ~ g2s 

- - +  0 ~ B~ ~ d 
! 

0 ~ B]~ I d 
0a~4 0m2 ! 

Zx~ax ,  ] x , ,  

(~) Voir PICARD et SIMAtlT, I, p. 102. Notre raisonnement, h partir de ce point, est le m~me. 
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_o60 Le f sehe t z :  Sur  les inte'grales doubles, etc. 

off t, est une des racines de l '6quation en t: 

F(x, °, os~, os~, ~s,, t )=O.  

II est clair que les E sont des fonctions rationnelles de x , , . . . ,  x,, 
t, t,. Posons enfin 

¢9 X~ 
O,,  = A , ,  + ~ BI.. - ~ ,  

G,.~ - -  ~,  E ~  ( x , , . . . ,  x , ,  t, t,); 
m i 

(h, k----% 3, 4; m ordre de V4). 

Les fonctions G sont toutes rationnelles, et de plus elles satisfont aux 
quatre conditions d'int6grabilit6 de PO1NCAI~I~. L'int6grale double 

est done bien une intdgrale double de diffdrentielles totaIes, relative ~ V,. Elle 
se r6duira h une forme normale, et en g6n6ral, le reste de la discussion est 
le m&ne que pour d ~ 3. Ea particulier,  on a encore 

~ o = & - ( ~ -  1). 

R E M A R Q U E .  - -  [1 rdsulte de ce qui pr~e6de qu'~ toute int6grale double 
propre de deuxi6me esp6ce de V~ en correspond une pour ses sections hyper. 
planes et r6ciproquement. Si o', ~'o sont les nombres de PICARD et d'int& 
grales doubles de deuxi~me esp6ce propi-es relativement ~ ces derni~res, on 
a done Po ~p'o.  D'apr~s les formules obtenues on a donc ,o' ~ .  Ainsi les 
hombres de PmARD d'une 1/4 (ou d'une Va d > ~), et de ses sections hyperplanes 
sont dgaux. 

Nous reviendrons l'h-dessus dans un travail ult6rieur. 


