Sur les intégrales doubles
des variétés algébriques.

(Par S. LerscHETZ, o Lawrence, U. S. 4.)

Nous nous proposons dans ce qui suit de faire I'étude des intégrales
doubles des variétés algébriques, intégrales qui généralisent celles de dif-
férentielles totales des surfaces algébriques. Dans cette direction les pre-
miers pas ont étés faits par Mr. Picarp (*) pour l'espace ordinaire, et par
Mr. Severi (*¥) pour les variétés & trois dimensions générales. MMrs. Se-
VER1 (***) et CoMESSATTI (¥***) ont aussi étudié les intégrales doubles de pre-
miére espéce.

Notre but ici, sera de traiter complétement les intégrales doubles de
deuxiéme espéce, pour une variété algébrique & singularités ordinaires, et
d’obtenir le nombre de ces intégrales. Le résultat obtenu généralise & la fois
les deux résultats classiques de Mr. Picarp pour les intégrales simples et
doubles de deuxiéme espéce d’une surface algébrique (*,). Le cas d'une va-
riété & trois dimensions sera seul traité compléetement, et la théorie sera
ensuite étendue aux variétés supérieures.

La méthode suivie se rapproche dans ses grandes lignes de celle de
Mr. Picarp pour les intégrales simples de deuxiéme espéce. Il s’agira tout
d’abord, d’obtenir une intégrale sous une forme dite normale, ayant des pé-

(*) Picarp et Smmart, Traité des fonctions algébriques de deux variables. Paris, Gau-
thier-Villars, Vol. I, p. 474.
(**y Fondamenti per lo Geom. sulle varieid algeb. Rendic. del Cire. Mat. di Palermo,
Vol. 28, 1909, p. 70.
(**%) Relazioni tra gli integrali semplici e gli integrali multipli di prima specie di wna
varieta algebrica. Annali di Matematica, Vol. 20, Serie 3, p. 201.
(**¥%) Sulle varieta algebriche che posseggono infegrali semplici fungionalmente dipendenti.
Rendie. dei Lincei, 1912, p. 270.
(*4) Picarp et Simart, 1, p. 150; I, p. 407
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riodes arbitraires, d’éliminer les résidus possibles de cette intégrale, et enfin,
parmi les intégrales sous forme normale, auxquelles toutes les autres peu-
vent se réduire, de ne retenir que le nombre convenable.

Certaines difficultés assez inattendues se présentent, en particulier dans
Pélimination des résidus, mais surtout dans Vextension des résultats aux
variétés supérieures. Par suite la théorie de Mr. Picarp n’a pu étre suivie
que de loin. L& ol on s’en rapproche, nous avons été aussi rapidement
qu’'il était possible, sans nuire & la clarté ou & la rigueur. Peut-étre les ré-
sultats les plus intéressants sont-ils les suivants:

I. Les identités exprimées par les théoréemes 1 et 10, la premiére en
connexion étroite avec une intégrale qui se présente dans la démonstration
du théoréme de STOKES.

II. La généralisation aux variétés supérieures. Cette. généralisation,
immédiate dans le cas des intégrales simples, présente des difficultés assez
sérieuses dans le cas des intégrales doubles.

II. La formule finale obtenue, et la limite quon en déduit pour le
nombre p de Mr. Picarp d’une variété algébrique & trois dimensions au moins,
(¢ <1+ R,), limite dont nous nous proposons de faire des applications
ailleurs.

I. PRoPRIfTES DE CERTAINES INTEGRALES DOUBLES., Rfsipus.
INTEGRALES DE DEUXIEME ESPRCE.

1. Soit F(x, y, 2, t) =0 1'équation d’une variété algébrique irréduc-
tible & trois dimensions, & singularités dites ordinaires — surface double,
courbe triple, points quadruples. Les intégrales doubles du type suivant:

[[4@ v, 0dydet Boyshdzdot @y ahdady, (1)
olt 4, B, C sont des fonctions rationnelles du point sur la variété, qui sa-
tisfont & la condition d’ «intégrabilité » de PorNcarg (¥)

94 9B oC

e L —0 9
bw iy oz : (2)
(*) Nous désignerons avec Mr. Picarp, par g——‘j la dérivée par rapport & «, quand ¢ est

considéré comme une fonction de », définie par I’équation de la variété, réservant la notation 4’z
pour la dérivée prise en counsidérant les quatre variables comme indépendantes.
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généralisent les intégrales de différentielles totales, et formeront 'objet de ce
travail. Nous les appellerons intégrales doubles de différentielles totales, ou
plus simplement intégrales doubles, quand la confusion sera impossible. Dans
cette théorie, les intégrales de la forme

oV oW oW oU oU 8V
Jf(aé 8y)d dz +« w__ﬁg)d zdw +( 3W)dwdy’ ®

(U, V, W, fonctions rationnelles du point sur la variété), jouent le méme role

que celles du type
U 3V
Ij(_i )dmdy

\

dans la théorie des intégrales doubles d’une surface algébrique. A cet égard
le théoréme suivant, assez intéressant en lui méme, nous sera fort utile.
Th. . Toute intégrale double de différentielles tolales du type

J‘Ja(ay —l—%R')d de +( +as')dzdw+T(w ¥, 2 ) dedy, § @

(R, R, S, 8, T, fonctions rationnelles du point sur la variété),

peut élre mise sous lo forme. (3).

Remarquons que toute combinaison linéaire & coefficients constants
d’intégrales du type (3), est encore de ce type. Si donc de (4) on retranche
la suivante

"r{8R R eS8 OR 88 oOR
fj@?%‘aJd d”*( 5w %id (ay+vm)d”d%

on obtient une intégrale double de différentielles totales du type

U %‘%dsdw—kl’(x, ¥, 8 tdwdy, 5

pour laquelle il suffit de démontrer le théoréme.
La condition d’intégrabilité donne
9 68  oT

oy bw Tas
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et montre que l'intégrale simple (¥)

3%8@, i, 2 de—T(x, y, 2, t)dy; F (e, y, 2, t) =0, (6)
est une intégrale de différentielles totales, relative & la surface d’intersection
de la variété et de I'’hyperplan @ =®. Ses périodes logarithmiques sont donc
des fonctions de x seule. Celles de I'intégrale abélienne

S(e,y, 2 t)de; Fx,y, 2 1) =0,

sont par suite de la forme f(x)-+ ¢ (), f et ¢ étant des fonctions algébri-
ques, comme les coordonnées des points singuliers logarithmiques, puisque,
une fois celles-ci connues, les périodes correspondantes se.déterminent par
des opérations algébriques. Par suite, les périodes logarithmiques de (6) sont
des dérivées de fonetions algébriques. Soient C,, C,,..., C, les courbes lo-
. . ., dmw (%
garithmiques de cette intégrale, M;Z”a(é )
lons un théoréme de Mr. SEverr (¥*): 8'il existe entre les courbes O, C,,...,
C,, d'une surface algébrique, les relations indépendantes d’équivalence

la période par rapport & C,. Rappe-

SHCO=0;  (j=1,2,.., k<)

les périodes «,, «,,..., «,, d'une intégrale de différentielles totales dont ces
courbes sont les seules courbes logarithmiques, satisfont & un systéme de
relations

k
a, =N, u; A% (b==1,92,..., 8)
1

et réciproquement.

Appliquons ceci au cas qui nous intéresse, et intégrons les relations
obtenues. Les = ne sont déterminés qu’a des constantes preés. Si on choisit
ces constantes convenablement, on aura:

m () =Y, 0, (x)2]; (i=1,92,...,s),

(*) La méme notation et ses analogues, nous serviront désormais a indiquer les inié-
grales simples ou doubles, relatives aux sections planes ou hyperplanes de la variété.

(**) Sulla totalita delle curve colgebriche fracciafe sopra una superficie algebrica. Math.
Ann., 62, 1906, p. 209, 210. L’énoncé ci-dessus se déduit facilement de la disenssion de
Mr. SEVERIL
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les 9, comme les =, étant des fonctions algébriques (*) de . On pourra done
former une intégrale de différentielles totales

(W@ g atdem V@ 050dy;  F@050=0,

ayant les C comme courbes logarithmiques, et les = comme périodes corre-
spondantes. Les fonctions V, W, rationnelles en y, 2, ¢, sont algébriques par
rapport aux coefficients de la surface & laquelle I'intégrale appartient (**),
¢’est-d-dire par rapport & ®. Quand x partant d’une valeur donnée, y revient,
il se peut que la courbe O, soit changée en une autre courbe, certainement
comprise parmi les C, puisque S est rationnelle en «, y, 2, ¢, et que par suite,
ses infinis, quand . est fixe, sont rationnellement déterminés dans leur en-
semble. Soit O, cette nouvelle courbe, qui sera dite conjuguée de C,. Pour
une raison pareille, la période =, deviendra =,. Le systéme des courbes C,
et des périodes =, restera donc le méme. Par suite, on pourra prendre pour
V, W, des fonctions rationnelles en #, fonctions qui satisferont a la relation

oW 0V _

oy T3 =0

Si 'on retranche de () I'intégrale

o (éW 8V oW sV
‘J—~(—5§+~3—2) dydz%—é—c—v—dzcl.}@—kb—gdwdy
qui est de la forme (3), on en obtient une de la méme forme que (5), sauf
que lintégrale (6) correspondante est de deuxiéme espece.

2. Partons donec de (B), et supposons que (6) soit de deuxiéme espéce.
Soit ¢ un cycle linéaire non nul de la section de la variété par hyperplan
x =1%. D’aprés un théoréme connu de MMrs. CasTeLNUOVO et ENriQUES (),

(*) En effet la matrice | li | est de rang E, et par suite les 6 sont des fonctions linéaires
A coefficients constants des .

(**) En effet Mr. Sgverr a montré, loc. cit. p. 207, comment on peut former une telie
intégrale par des opérations algébriques par rapport aux coefficients qui entrent dans 'équa-
tion de la surface.

(*%%) Sur los sntéyrales simples de premiére espéce d'une surface ou &’ une varidté algébyique.
Ann. Fe. Norm. Sup., 1906, p. 358.
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s est aussi un cycle non nul de la variété. Je dis que la période v’ () de (6)
par rapport a g, est rationnelle en @. En effet, comme (6) est de deuxiéme
espéce, on aura d’aprés des théorémes connus de la théorie des fonctions
abéliennes

84S 88 P, vy, 2, t)

s —— S et e

ow 9z oy F

(P polynome adjoint & la variété; ¢ polynome en @, y; 8 fonction rationnelle).
Les périodes des deux intégrales abéliennes
Jg§d @, !I, & t)dz; F(w, y, 2 t)=0,

? (, y)J

sont donc les mémes. Or la période de la seconde, par rapport & o, est ration-
nelle (*) en @. Il en est donc de méme pour y’ (). De plus y () -——.[y’ () d o

est une fonction rationnelle de . En effet, autrement elle aurait au moins
un point logarithmique «,. Supposons ¢ ramené a la section (**) par le plan
y=7y. Quand % décrit un petit circuit fermé { autour de @,, s engendie une
surface fermée I', et si I'on prend l'intégrale double

frd B B
U 5=S @ ¥ 5 t)deds;  F(, 7, 2 ) =0,

étendue & I', on en obtient un résidu «, relatif & la section de la variété
par le plan x=a,, y=7y. Comme cette intégrale est de deuxiéme espéce,
ses résidus sont nuls (***), c’est-a-dire

oczO:L-y(w)dw

et y (x) est done bien une fonction rationnelle.
Soit -+ 1 la connexion linéaire de la variété, et par suite de ses sections
hyperplanes, J., J,,..., J., ses intégrales de différentielles totales de deu-

(*) Car celle de 'intégrale qui multiplie ﬁl—ﬁ est un polynome en z. Voir Picarp

et Sivarr, I, p. 397.
(**) Ceci est toujours possible. Voir Picarp et Smmart, I, p. 86.
(***%) Picarp et Simart, II, p. 204,
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xiéme espéce, de sorte que

J,=|U dw+V,dy+W,dz

Désignons par ¢,, 6,,..., 6,, les r cycles linéaires indépendants de la
variété, par vy, (¢) la fonction relative & o,, correspondant & y pour s, et par

A

3% la période de J, relative & o,. Le systéme
7@ =Nk (@), (G k=12,..,7),
détermine les B comme fonctions rationnelles de «. Si Fon pose
V=3B V., W=XB W,

on pourra opérer avec ces fonctions comme avec celles du méme nom a la

fin du § 1, et obtenir une intégrale double de différentielles totales telle

que (5), avec une intégrale (6) correspondante & périodes toutes nulles.
Partons done enfin de (b), I'intégrale-(6) se réduisant & une fonction

rationnelle du point sur la surface F (&, y, 2, t)=0. On aura

oU_ 88 84U

T(w9 Y, %, t)=*—-5-?; ’ ﬁzﬁ’

U étant une fonction rationnelle en y, 2, f, que 'on pourra prendre rationnelle
en @ aussi, car ces deux relations n’imposent aux coefficients inconnus que
cette fonction de y, #, ¢ peut contenir, que des conditions algébriques. En
prenant la moyenne des valeurs de U pour une méme valeur de «, on aura
une fouction qui satisfait encore & ces deux relations, et est rationnelle en «.
L’intégrale (5) se réduira finalement & la forme

oU oU

Elle est donc bien du type (8). Le théoréme I est par suite démoniré.

3. Résidus. Soit ® une surface d’infini de lintégrale double (1). On
peut montrer (¥*) que toute surface I, telle que l'intégrale (1) prise sur elle

() La démonstration est la méme que dans le cas des surfaces, Voir PicArDp et SiManrT,
I, p. B8.
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donne un résidu relatif & @, peut étre engendrée ainsi: Soit ¢ un cycle li-
néaire de ¢; on passe par un point M de =, un élément d’aire tout entier
dans la variété, et on trace sur I'éJément une petite courbe fermée ¢ entou-
rant M. Le lieu de { quand M décrit s, est une surface telle que I'. Suppo-
sons que & ne soit pas la section par un hyperplan z = const. On peut dé-
former ¢ de fagon & 'amener dans 'hyperplan 2 =2,, et pour tout point M,
(@, y, 2, 1), de s, dans sa nouvelle position, on raménera { & étre dans la
section par 'hyperplan z =12,, ® =w. Il en résultera une déformation de T,
le ramenant tout entier & la section par 'hyperplan z =z,, déformation qui
peut s’accomplir sans jamais rencontrer une courbe donnée, réductible ou
non, de la surface @, car il en est ainsi de la déformation de (¥) o.

Si @ était la section par un hyperplan # = const., nous pourrions rame-
ner [ & un hyperplan arbitraire « = const.

4. Deux proptiétés importantes des intégrales analogues de la théorie
des surfaces, s’étendent & celles de la forme (3).

a) Leur forme est invariante par rapport aux transformations bira-
tionnelles. La démonstration est & peu prés la méme que celle du théoréme
analogue (**). On montrera d’abord que la transformée est de la forme (%),
et par suite de la forme (3) (Th. 1).

b) Leurs résidus sont tous nuls. An moyen d’une transformation homo-
graphique préalable, on peut toujours s’arranger pour que lintégrale double
ne devienne infinie pour aucune section par un hyperplan 2 = const. D’apres
ce qui précéde, les résidus de l'intégrale considérée seront certainement ré-
sidus de

(U@, gy, 7 t) 8V (w, y,zjt)) ' .
JJ( 8?/ dm dxd@’ F({B’ Y 5 i)-“07

et par suite ils seront nuls (**¥).

5. Th. 2. Les vésidus d’'une intégrale double de différentielles totales par
rapport & une de ses surfaces d’infini ®, sont les périodes d’une intégrale de
différentielles totales, relative & cetle surface.

(*) Pcarp et Simarr, I, p. 86.
(**) Prcarp et Smmart, II, p. 160,
(**%) Prcarp et Smvart, I, p. 204,
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On peut toujours supposer que @ soit la section par I'hyperplan =0,
ou bien seulement portion de cette section. Il suffira pour cela de faire une
transformation birationnelle préliminaire. L’intégrale double sera alors de la
forme

H A(m’ﬁi—@dydzjbﬁ)(w’ Y, 2, t)dzdm;;@’(m, Y, 2, t)dwdg’

ou 4, B, C sont des fonctions rationnelles finies pour x =0.
Pour « =0, ou 1 et 8=1, le théoreme est connu (*). Supposons §>1.
L’intégrale -double du type (3),

L‘{'J"(ﬁ.:'g-_%xlg)d de+ - ‘id dw+ 3~ 9 g_ldwdy

a ses résidus tous nuls. Si on la retranche de celle donnée, on sera ramené
a une intégrale de la méme forme qu’elle, sauf que P sera remplacé par
g —1. En répétant une telle opération, on sera finalement ramené au cas
ot B = 1. La condition d’intégrabilité montre qu'alors « =20, et l'on est ré-
duit au cas de Mr. Picarp.

6. Les deux théorémes qui suivent ont une analogie évidente avec deux
autres de la théorie des intégrales doubles d'une surface algébrique. Le pre-
mier nous sera d’ailleurs seul utile.

Th. 3. Si les résidus d'une intégrale double de différentielles totales, par
rapport & une de ses surfaces d’infini ®, sont tous nuls, on peut en soustraire
une intégrale du type (3), de fagon & oblenir une différence finie au voisi-
nage de ®.

Il suffit de remplacer dans la démonstration du théoréme analogue de
la théorie des surfaces (**), une certaine intégrale abélienne, par une inté-
grale de différentielles totales relative a @, et I'on obtient le résultat annoncé.

Remarque. On peut toujours faire de facon que l'intégrale finale obtenue,
ne soit infinie pour aucune autre surface passant par une courbe donnée
de @. Ceci résulte sans peine de la démonstration.

(*) PicArD et Simanr, 11, p. 476. La démonstration est la méme, quand au lieu de ’espace
ordinaire, on considére une variété quelconque.
(**) Prcarp et Smarr, II, p. 204.

Annali di Matematica, Serie I, Tomo XXVI. 31
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Th. 4. Si les résidus d’une intégrale double de différentielles totales par
rapport & toules ses surfaces dinfini €., ¢,,..., &,, passant par une courbe
donnée O, sont nuls, on peut trowver une intégrale du type (3), telle que la
différence entre les dewx soit finie an voisinage de C.

Soit I Tintégrale donnée. On peut en trouver une J; du type (3), n’ayant
pas d’autres surfaces d’infini que ¢, passant par C, et telle que I —J, soit
fini au voisinage de ¢;,. L’intégrale J==3J, répond évidemment a la
question.

1. Intégrales de deuxicme espéce. Si dans l'intégrale
|,Adydz+3dzdm+0dmdy, (1)

du § 1, le point (xy2t) de la variété est astreint & ne plus étre que sur
une surface @, au Voisinage de laquelle les fonctions 4, B, C sont finies,
Pintégrale (1) se réduit & une intégrale double de fonction algébrique re-
lative & @. Cette nouvelle intégrale sera ce que nous appelerons lintégrale
déterminée par (1) sur la surface. La définition des intégrales doubles de
différentielles totales de deuxiéme espéce, peut étre choisie de diverses ma-
niéres. Nous adopterons celle-ci:

Définition : Une inlégrale double de difféventielles totales relative & une
variété algébrique irréductible, & trois dimensions, est dite de seconde espéce,
st celle qu’elle délermine sur une surface algébrique quelconque de la variélé,
est de seconde espéce.

De cette définition on déduit de suite les propriétés suivantes:

a) Pour gqu’'une intégrale double soit de deuxiéme espéce, il faut et
il suffit que ses résidus soient nuls (¥).

En particulier les intégrales du type (3) sont de deuxiéme espéce. Ce sont
les intégrales impropes de deuxidme espéce, tandis que celles qui ne sont
pas de ce type, sont dites intégrales propres de deuxieme espéce.

b) Une intégrale est de deuxiéme espéce, si celles qu’elle détermine
sur les sections par un hyperplan arbitraire @ = const., ou bien y = const,,
sont de deuxiéme espdce. Ceci résulte de suite des considérations du § 3.

¢) Toute intégrale de deuxieme espéce, I'est encore aprés transforma-
tion birationnelle de la variété. Soient en effet o', ", les sections de la

(*) Picarp et Sivart, II, p. 204,
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variété transformée par les hyperplans x=wa,, y=y¢, et @, ¢" les deux
surfaces dont elles sont les transformées. L’intégrale déterminée par I'inté-
grale donnée I sur @ est de deuxiéme espéce, et sa transformée, qui est
celle déterminée par la transformée ¢ de J, sur &',, est aussi de deuxiéme
espece (¥*). De méme pour l'intégrale déterminée par ¢ sur @”,. D’aprés la
propriété précédente, ¢ est donc de deuxiéme espeéce.

d) Le nombre p, des intégrales propres de deuxiéme espéce, dont aucune
combinaison linéaire n’est impropre, est un invariant absolu de la variété.

I1. DIGRESSION SUR LES INTEGRALES DOUBLES DES SURFACES ALGEBRIQUES.

8. Nous rassemblerons ici certaines questions dont la considération
nous sera utile dans la suite.
Soit f(x, y, 2) =0 I'équation d’une surface algébrique irréductible, &
singularités ordinaires. Prouvons d’abord un lemme.
Lemme. Soit T un cycle & deux dimensions de la surface. Sila fonclion
rationnelle U (x, y, 2) ne devient infinie pour aucuns poinls de T, el que T ne
rencontre nulle part le continuum simple pour lequel f=[f',=0, on a

U gpaye ([ 2V amay -
“r(—ﬁc—dwdyw”‘raydwdymo.

Il suffit de considérer la premiére de ces intégrales. Par le changement
de variables X = U, Y=y, I sera transformé en une surface fermée I de
I'espace & quatre dimensions image des valeurs complexes de X, Y. Le ja-
cobien de la transformation

D(”? y) J— f’z
I) (X’ Y) Uly f’z . Ulz f'y

ne s’annule jamais sur I, Par suite, d’apres le théoréme de CAucHY-POINCARE,
on a

Y W

ce qui démontre le lemme.

(*) Picarp et Smmawrt, II, p. 191,
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9. Th. 5. Si les awes sont arbitraires, les périodes des intégrales
(8 Awx, y, 2) d 4w, y, ) fz,z)

22l d o d i, dx dy,
5 5wr Y HrS’J el

(4 polynome adjoint, ¢ polynome),

sont nulles.
Prenons par example la premiere de ces intégrales. Soit ' un cycle
a deux dimensions de la surface. La période de 'iniégrale considérée par
rapport & ce cycle, n'existera que g'il est possible de déformer I' de facon
4 ce qu'il ne rencontre plus le continuum o 'intégrale est infinie (¥). D’apreés
le lemme, s'il est permis de parler d’une telle période, elle sera nécessairement
nulle. Il s’agit done simplement de savoir si le cycle arbitraire I' peut étre
ramené A une position de la nature en question. Or un cycle équivalent A T
peut étre engendré ‘par un circuit fermé ¢ de la section par le plan y =79,
quand 7 décrit une certaine courbe fermée { dans son plan complexe (**).
Pour que le cycle superficiel ainsi obtenu remplisse la condition voulue, il
faut: 1.° que { ne passe pas par des points correspondant aux racines de
¢ (y) = 0; 2.° que le plan y =y ne devienne jamais tangent & la surface. Le
circuit ¢ ne sera alors jamais obligé de rencontrer les points simples pour
lesquels f, =0, f=0, car ces points sont les points de ramification de la
surface, et ceux-ci ne coincideront pas. Comme ces deux conditions peuvent
toujours étre remplies, le théoréme est établi.

10. Rappelons maintenant un théoréme de Mr. Prcarp que nous trou-
verons souvent utile. Les axes étant arbitraires, si I'intégrale double

Plx, y, 2

U ﬁ;&dedﬁ

(x—a)f

oll P est un polynome adjoint, présente le caractére d’une intégrale de se-

(*) Proarp et Smawrr, I, p. 65,

{(**) Picarp et Smmart, II, p. 335. En effet M. Picarp a montré que ces cycles sont au
nombrede I 2T + 1, ot I est Pinvariant de ZeurueN-SgGrE des sections hyperplanes. Or
ce nombre est égal & celui des cyeles & deux dimensions. Voir I. W. Aupxanper II, Ren-
diconti dei Lincei, aolt 1914,
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conde espéce au voisinage de la section par le plan x =a, on a (¥)

P, y2 0 A,y 2) I By 2 Q@ y, 2

w—a)yf. dw@—alff. éylx—aff, .

(4, B, @ polynomes adjoints).

On peut généraliser ce résultat ainsi: Si l'intégrale double

(j %y—ij,zi)d.mdz,

(P polynome adjoint, ¢ polynome en x),

présente partout a distance finie le caractére d’une intégrale de seconde
.espéce, on a

P(“’?y’z) 9 A(w’y’g) d B(m,y,z)_Q(w,y,z)’

@ f.  dx d@)f. dy V(@)f. .
(4, B, @ polynomes adjoints, ¢, ¢ polynomes en ).

Ce cas se raméne au précédent en décomposant T @) en fractions par-
tielles, ce qui permet de remplacer l'intégrale double considérée par une
somme d’autres du type considéré par Mr. Picarp.

En se rapportant & la discussion de Mr. Picarp, on verra que toutes

les réductions indiquées peuvent se faire sans introduire aucunes irrationnelles.

11. Mr. Picarp a montré (**) que si les périodes et les résidus de

J Bt o

sout nuls, P étant un polynome adjoint, on a

9 B(@, y,?)
f' dw o) f. 9y of.

(4, B polynomes adjoints, ¢ polynome en ).

(*) Picarp et Simart, II, p. 181. La forme des fonctions U, V, de Mr. PicArDp qui est
donnée ici, résulte de sa discussion,
(**) Prcarp et Smmart, II, p. 365.
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Ceci se généralise de la facon suivante: Si les périodes et les résidus

de Pintégrale double
Pr (00, Y

?)
)f dedy

sont nuls, on a

Pw,y,#) 8 A(x, 9,2 , 6 B(x, 9,2
o f'. ox Yf. "y bwr.

(4, B polynomes adjoints, ¢ polynome en ).

En effet puisque I'intégrale double est de deuxiéme espéce, on a (*)

I 2 ] & A2 B e

=H‘Pl(w, Ys z}dwdy

1
(4,, B,, P, polynomes adjoints, ¢, polynome en y).

La seconde intégrale a4 gauche a toutes ses périodes nulles (th. 5).
Donc les périodes et les résidus de l'intégrale au second membre sont
aussi nuls et par suite d’aprés Mr. Picarp (**)

P (x, y, 2 9 4=, J,z)_L_iBQ(m,y,z)
o 9 hWrf. "9y @l

(4,, B, polynomes adjoints, ¢, polynome en y),

d’olt 'on déduit sans peine le résultat annoncé.
Ici encore, comme au § 10, toutes les réductions se font rationnellement.

12. Si 14 r, est la connexion superficielle de la surface, il existe,
comme on le saif, une intégrale double de seconde espéce, du type

[Jli@’?”—z)dmdy 7)

ol P est un polynome adjoint, ayant », périodes arbitraires données.

(*) Pica®p et Smmart, 1, p. 182, 208
(** Picarp et Simarr, II, p. 3b4.
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D’un autre coté, on peut par soustraction d’'une intégrale double du type

H 8 Alw, y.2) 9 Blwy, 2
dw . 3y 1.
(4, B polynomes adjoints),

)d$dy

LSS

ramener l’intégralé (7) & une intégrale de méme forme, le polynome P ayant
un degré limité (*). Or l'intégrale double que l'on vient d’écrire a ses pé-
riodes toutes nulles (th. 5). Donc-on peut a 'aide d'un polynome adjoint P,

de degré inférieur & une certaine limite, former une intégrale telle que (7),
ayant r, périodes arbitraires.

IIl. RépUcTioN DBES INTAGRALES DE SECONDE ESPRCE A UNE FORME NORMALE.
INTEGRALE SOUS FORME NORMALE AYANT DES PERIODES DONNEES.

2 A

13. Revenons maintenant & notre variété & trois dimensions, et & ses
intégrales.
Th. 6. Par soustraction d’une inlégrale impropre de seconde espéce, toule
intégrale de dewxiéme espéce est réductible aw type

U Plx, 4,21

Qx,y,2,)dzde +R(x,y,2 t)daedy
¢ (@) F", ’

dydzs—+ Y@y I (8)

(P, @, R polynomes adjoints & la variété, ¢, ¢ polynomes).

Les intégrales du type (8) seront dites sous forme normale.
Tout d’abord on montre, ‘avec Mr. Picarp (**), que toute intégrale de
seconde espéce peut étre ramenée A la forme

"J'P,(ca,e,z, Hdyde+Q (v, 4,2 )dede+ R (0, y,2, t)dxdy ()
. Y (0, y) F,

(P,, Q,, R, polynomes adjoints, ¢, polynome).

(*) Picarp et Smmarr, II, p. 186, 208.

(**) Prcarp et Smmart, 11, p. 172. Dauns les modifications nécessaires, o appliquera le
théoréme de NTHER généralisé. Voir Bertini, Introduzione alla geometria proietiiva degli iper-
spazi, p. 263.
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Comine I'intégrale double

PGyl o
|5 e avas P@ e =0,

est de deuxiéme espéce, on a (§ 10),

P, (x, y, 2, 1) 8 Kz, y, 2, t)__é’_ Lx,y, 2 1t Plx,y, =1
b, ) B’y 9z dulw, ) F'y Oy dulw, y) F', ¢ (@) B,
(K, L, P polynomes adjoints, ¢,, ¢ polynomes).

Si Pon retranche de (9) l'intégrale double suivante

({8 L J K 8 L 0 K
/J (55 ap“—fF'ﬁgzsb_‘m:)d”‘”“a—m LT Gy g, 10 4

on obtient
[ P(x, y, 2 t) :
”ﬁg(——_‘“ @) mdydz‘+BdZdw+Cdmdy- (10)

De plus, on vérifie sans peine, que l'intégrale abélienne
[B@', ¥, 2 tdz; F(x, 9,2 t)=0,

se conduit comme une intégrale de deuxiéme espéce a distance finie.
Par suite
8  Qx, 9, 2 1)

B e = w ) P

(H fonction rationnelle, § polynome adjoint, ¢ polynome).

Si I'on retranche de (10) l'intégrale double

[|§Edzdm——igdwdy,

dz dy
on en obtient une de la forme
(P, y. 2t d_LnQ(w, Y, 2 b
’(_Wdyd~ S ) 7 dedae+Cdaxdy.

La condition d’intégrabilité montre alors que C peut se metire sous la

forme
B@ y, 21

b(w, y) B,
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ol R est un polynome adjoint. Il suffit pour cela de considérer les infinis
de C, considérée comme fonction de z et £ seulement, et d’appliquer le théo-
réme de NOTHER.

L’intégrale & laquelle on est ramené, est donc bien sous forme normale,
et le théoreme est démontré.

14, Th. 7. Si une intégrale de deuxiéme espéce sous forme normale o
ses périodes nulles, elle est impropre.
Soit 1+~ R, la connexion superficielle de la variété. Il existe un systéme
de R, cycles & deux dimensions indépendants, qui peuvent étre ramenés par
déformation & une section hyperplane arbitraire (¥). Soit donc

H Pdydz Qdzdx+-Rdxdy
J) o) B, (@, y) F',

>

une intégrale de deuxiéme espece a périodes toutes nulles. On peut déformer
les eycles en question de fagon & les ramener & la section par un des hyper-
plans ® =%, y=179. Les deux intégrales doubles

" Pdydz A_ N 0. [ Qdzdw P .
f’ W’ F(w’ Y, % t)“’"‘o? J (w, y)F't’ F\w, Y, 2 t)""‘oa
auront donc leurs périodes toutes nulles, et comme elles sont de deuxiéme

espece, on a (§ 13)
P _OR_OE QiS5 3§
o(w)F',” 0y ' 8z’ b(x, y)F', 6x ' 8z

et le théoréme & démontrer résulte alors du th. 1.

15. Inlégrale de seconde espéce & périodes arbitraires données. Nous
nous proposons de former une intégrale de deuxidme espéce ayant R, pé-
riodes données par rapport au systéme de R, cycles indépendants du § 14,
ce qui est équivalent & la formation d’une intégrale de deuxidme espéce ayant
des périodes données par rapport & un systéme quelconque de cycles indé-
pendants (**).

(%) F. Sever1, Fondamenti per la geometria sulle varietd algebriche. Rendic. del GCire.
Mat. di Palermo, 1909, p. 74.

(**) En effet il en résultera que les cycles en question ue sont pas nuls pour la variété et
qu'un multiple eonvenable de tout autre est homologue & une combinaison linéaire de ceux--ci.
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Considérons la surface F (%, y, 2, ) = 0, & =, et soit @ (y, #, ) un po-
lynome arbitraire de degré I. Dire qu’il est adjoint & la surface, revient &
143

3
de conditions, évideminent rationnelles dans leur ensemble par rappori aux
coefficients de I'équation de la surface, c’est-d-dire par rapport a @. Les po-
lynomes adjoints de degré I, seront donc de la forme

imposer aux ( ) coefficients arbitraires qu’il contient un certain nombre

P(x, y, 2 t)
9 ()

ot P(x, y, 2, t) est un polynome adjoint & la variété, de degré I en y, 2, ¢,
et de degré I+ % en x, y, 2, {, tandis que ¢ (@) est un polynome en .
Considérons maintenant U'intégrale double

| P—go(’—a_———-%’ﬁ,z,—:—i)dydz; P (@, y, # 1) =0. (11)

Lui imposer la condition d’étre de deuxiéme espéce, donne un certain
nombre de conditions rationnelles par rapport & @, car il s’agira simplement
d’exprimer qu’'une certaine intégrale abélienne, formée rationnellement par
rapport & %, se réduit & une fonction rationnelle. (¥).

Soit alors 1+4-r,, la connexion superficielle des sections hyperplanes. Il
résulte de ce qui précede, et aussi du § 12, que si I dépasse une certaine
limite, les », périodes de (11) sont indépendantes. On peut donc obtenir r,
intégrales du type considéré, telles qu’aucune combinaison lineaire de celles-ci
ne soit & périodes toutes nulles.

On démontre ensuite facilement, que quand @ varie, les périodes de (11)
subissent les substitutions linéaires, homogeénes, a coefficients entiers, d'un
certain groupe (**). En fait, on peut montrer que ces périodes sont des fonc-
tions algébriques de @, et que ce groupe est le groupe de monodromie d’une
certaine surface de RIEMANN, mais peu importe pour notre but.

On déduit de tout ceci, I'existence d’une intégrale telle que (11), de se-
conde espéce, ayant un systéme de B, périodes données, par rapport aux
cycles obtenus par déformation de ceux de la variété, et aucunes autres (***).

(*) PicArp et SimarT, I, p. 188
(**) Proarp et Simarr, [, p. 97.
(***) Prgarp et Simart, 1, p. 100-102,
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L’intégrale. abélienne
o P(®, 3,20 , o
fﬁwd F@, 9, 2 1)=0,

correspondante, se conduit comme une intégrale de deuxiéme espece a distance
finie. Par suite

s P o R m
dw o', " 0z . (@, y) F', ¢, (=, y) I,

(BR,, H polynomes adjoints, ¢, polynome).

Les deux intégrales doubles

"9 P "o R, o B
f’ ﬁmdyd% f} %Wd?/dﬂ, F®, 9y, 2 t)=0,

ont leurs périodes nulles. Pour la premiére, ¢’est évident, et pour la seconde,
cela résulte du th. 5. 1l en est donc de méme pour les périodes de l'intégrale
double

" H(®, y, 2 t) . - s
” Wdydﬁ, F(cﬂ, Y, ~,t)—0.

Done
H ___ 0 @ _ 0 Ak
UWE, dyd.F, 9z L, F,
(Q., R, polynomes adjoints, ¢, polynome en x, y).
Par suite
e _Pr 9 Q@ 9 B
dwo(@)F', dydlmw y)F., dz ¢(x, y) F'

et I'intégrale double

" "Pdydz Qdzdx+ Rdwdy
. ‘ 9 (x) ', bz, y) F,

(12)

est done une intégrale double de différentielles totales, sous forme normale,
ayant les périodes voulues. Est elle de seconde espéce?

Elle le sera, si ses résidus relatifs aux sections hyperplanes pour lesquelles
o (@) =0, et & 'infini sont nuls, puisque elle ne peut en avoir par rapport
4 aucune autre surface. Il s’agit d’éliminer ces résidus possibles,
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16. Il nous faut d’abord démontrer une proposition préliminaire.

Th. 8. Les axes étant arbitraires, la section par Uhyperplan @ =a, w'a
pas d’auires cycles linéaires, quelque soit o, que ceuwx de la variélé, ef elle les
a tous.

Tant que la section hyperplane a les mémes singularités que la section
générale, ou des singularités qui sont limites de singularités d'une telle
section, ceci se réduit & un théoréme de MMrs. CasrELNyvovo et ExriQues
déja cité au § 2. Supposons donc que I'hyperplan =« soit tangent & la
variété au point M (a, b, ¢, d), et considérons l'intégrale abélienne de seconde
espeéce

[HoLs s @G os =0,

4 étant un polynome adjoint arbitraire. Si p est le genre des sections planes,
on peut former 2 p intégrales indépendantes telles que la précédente (¥). Par
suite ses périodes sont indépendantes. Soient b, (), b, (),..., by (@) leurs
valeurs critiques, quand on les considére comme fonctions de y seul. Au
point b, correspond une période Q, (x, y) de lintégrale abélienne, holo-
morphe au voisinage de ce point. Soit ¢, le e¢ycle linéaire de la section plane
correspondant & 0,. Ce cycle entoure les deux points de ramification se rap-
prochant indéfiniment (**) quand ¥ approche b,. Quand # est trés voisin
de o, deux des points b, par exemple b, et b,, difféerent trés veu l'un de
l'autre. Toute section de la variété par I'un des plans

c=F y==b,-+¢; T=x, Yy=0b,-+c¢,

a deux points de ramification trés voisins. D’un autre c6té toute section par
un plan trés proche du point M, n’a que deux points de ramification trés
voising de la valear ¢. Donc les paires de points de ramification considerées
plus haut, relatives aux points b,, b,, sont les mémes, et par suite 5, ~g,,
le signe d’homologie” ~ ayant ici le méme sens que dans les travaux de
PoincarE sur VAnalyse Situs.

Les s satisfont exactement & (VW —2p + ) relations d’homologie. D’aprés
ce que I'on vieat de dire, elles peuvent s’écrire

N
Gy ™~ Gy, %imi‘zcz”\“os (h:%’.“’ jvw—gp—ﬂ"),

(*) Ceci résulte d’une discussion de Mr. Picarp. Voir ProArp et Sivart, 1, pp. 159-163,
(**) Prcarp et Sivarr, [, p. 97; II, p. 332,
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les m étant des entiers. De plus: 1.° Tous ces cycles sont réductibles, par
déformation, & un point ordinaire de la surface F (&, 7, 2, {)=0. 2.° Tous
les cycles réductibles a un point par déformation sur cette surface sont li-
néairement dépendants des s (¥).

Soient ¢/, 55,..., ¢, les cyéles obtenus par déformation des r cycles
non nuls de la surface. Parmi les cycles o, 2 — r exactement sont indépen-
dants, ‘par exemple ceux pour lesquels 2<i<2p—r—~+1. On aura un
systéme de 2p cycles indépendants pour une section plane arbitraire, en
prenant des cycles 5 tels que

GiN;'H 1<, ‘G:'Naf—w-i—l, >

Ce systeme sera tel que: 1.° Tant que 7 == b, méme si @ = a, ces s sont
indépendants, 2.° Pour Z = a +¢, ceux d’indice > r seront réductibles & un
des points b. Il sera suffisant, pour obtenir ce résultat, de faire décrire & ¥
un chemin convenable aboutissant & un de ces points. En particulier a,,,
sera réductible soit & b,, soit & b,.

Qu’arrive t-il pour # = a? Rien ne sera changé pour les cycles o; tels
que i==r-+1. Sii>r-41,5; est réductible & un point ordinaire de la surface
F(a, y, 2, t)=0, et par suite est nul, quand on le considére comme un cycle
linéaire de la surface, et non plus seulement de la section plane. Le cycle
a,,, esl réductible an point conique M de cette surface, et par suite c’en est
aussi un cycle nul. En effet, ce point conique se conduit comme un point
critique général (**), sauf que &,,, doit étre remplacé par 2 6,,,, dans toutes
les discussions relatives & ces points. Ainsi pour = a, le systeme des
cycles & est encore composé de ¢ cycles obtenus par déformation de ceux
de la surface, et de 2p — r cycles réductibles & zero sur cette surface. Ceci
démontre bien que cette dernidre a encore r -+ 1 pour connexion linéaire (***),
comme on 'a affirmé.

17. Revenons & lintégrale (12) obtenue au § 15, et supposons qu’elle
ait des résidus non nuls pour la section par I'’hyperplan « = a.., L’intégrale
simple relative & cette surface, ddnt ces résidug sont les périodes, est néces-
sairement de seconde espéce, car seule la courbe & linfini pourrait en étre

(*) Picarp et Smmart, II, p. 388,
{(**) Picarp et Swmmart, I, p. 400
(***) Puisque le genre des sections planes est toujours 2p.
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une courbe logarithmiqgue. Il existe une intégrale simple de différentielles to-
tales, relative & la variété, ayant ces résidus pour seules périodes.
Si cette intégrale est

jde+de+ Wds,

o

Pintégrale abélienne

[W@, v,z Hde; P&, 75, 8 1) =0,

étant de deuxiéme espéce, on a

8H_Ql(m, Y, 2, t)

W_E_EE b (g, )

et en appliquant une des conditions d’intégrabilité de I'intégrale de-différen-
tielles totales

9 _&mi(y._ HY
dy ¢y, I, 9z Iy

En considérant les infinis du second membre, on trouve que

dH R (x, 9,2 1)
oy by (@, y) £,

(9., B, polynomes adjoints, ¢, polynome).

V—

L’intégrale double de différentielles totales

“ 9 (5177 Y, 2, t)dzdw+R. (ZU, Y, % é)dmdy (13)

o (m—a’)q’i(m’ y)F't

a les résidus de (12) pour résidus par rapport a la section par 'hyperplan
x==qa. Je dis que, sauf certains résidus possibles par rapport & la surface
a Tlinfini, elle v'en a pas d’autres. En effet, les périodes de Iintégrale
abélienne

Ql(%7 ?]: Z’ t)dz » e oar J—
f@—aw«_a—a,y)F;’ F@ v % =0,

sont de la forme

» olt = est une constanfe. Or les résidus de (13), qui
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sont aussi ceux de l'intégrale double

U‘ Q. {w, g, 2 )dzdax

@—a)d @y F, T®yasi=0

sont les résidus des périodes considérées par rapport aux poles autres que a.
Ils sont donc nuls.

En retranchant de (12) une somme d’intégrales telles que (13), on ob-
tiendra une intégrale du méme type, n’ayant de résidus que relativement a
la surfacé a linfini. Je dis' que ces derniers sont nuls.

En effet, autrement 'intégrale double

“ Wdydz; F(x, y, 2 t)=0, (11)
du § 15, ne serait pas de seconde espéce, ce qui est cependant le cas, par
hypothése. L’intégrale obtenue est done bien de deuxidme espéce, pulsque
tous ses résidus sont nuls (§ 7). De plus, on peut considérer un systéme
de R, cycles 4 deux dimensions de la variété, entiérement situés dans la
section par un hyperplan @ = const., et n'y rencontrant pas les surfaces pour
lesquelles intégrale (12) devient infinie. Les périodes de (12) sont done égales
a celles de l'intégrale double de surface algébrique (11), ce qui revient &
dire qu’elles ont les valeurs arbitraires données. Comme conclusion, il est
done permis d’énoncer:

Th, 9. 1l ewiste une intégrale double de deuxiéme espéce sous forme nor-
male, ayant R, périodes arbitraires donndes.

18. Avant de continuer, nous allons démontrer un théoréme, qui servira
de base & I'extension de ce 'qui précéde aux variétés & plus de trois di-
mensions.

Th. 10. Considérons les intégrales doubles de deuxiéme espéce de surface
algébrique

ng,zt)

dzdwx,
. () I,

H Py(j)’;' L2 Nayas, ’

U P—-——-——~——-3(x’ Y 2 1) daeda

95 (7) I,

(P,, P,, P; polynomes adjoints, 9,, ¢,, ¢, polynomes),
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relatives aua sections par les hyperplans © = x, y =79, 2 = &; respeclivement,
ayant les mémes périodes (nécessairement constantes), par rapport aux cycles
oblenus por déformation de ceux de la variélé, el des périodes nulles par rap-
port aux autres. On peutl trouver trois fonctions ralionnelles U, V, W, telles
que lUon ail

o P éd P, d P, >@U >V FwW
%«p,zf*'+3“‘q>1? Y q;BF’,+8y8z+azax+8m3g~
Soit
’JPdez dedw+Rdmd‘y (14)
9, (@) B (e, y) B,

I'intégrale de seconde espéce sous forme normale ayant les mémes périodes
que celles de I'énoncé. I’intégrale double de seconde espéce

| P2 '—‘—‘Q b . (;_ .
‘J (@Q.B”‘“@F'z) dﬁdw’ F(.’I}, Y, 2, t) === 07

a ses périodes toutes nulles. Par suite (th. 5),

9 P; S 48

TP, wF, bz dw
Supposons que l'on arrive & montrer que

R P, oT o1
VF e dw ' dy
Il suffira alors d’éliminer @, B, entre les deux relations précédentes et la
condition d’intégrabilité de (14), pour obtenir le résultat annoncé.
Tout d’abord il existe une intégrale double de différentielles totales ayant
les mémes périodes que (14), et obtenue en échangeant les roles des varia-
bles y et #z dans celle-ci. Soit

"‘Pldydz Qdedet+Rdaxdy (14)
J 91 () I, Vi(w, 2) B, ’

cette intégrale. On aura évidemment encore

P, R on, 8T,
Wk, TP, dm ' oy
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Il suffit donc de démontrer que

Posons

Des conditions d’intégrabilité de (14) et (14') on tire

o 0K _
dx ' dy
Done

{Hdz--xdy; F@, g, ¢ t)=0,

est une intégrale de différentielles totales. Soient y,, ¥.,..., ¥. les racines
de ¢ (@, ¥)=0, 2,, 2,,..., 2, celles de {' (&, 2) =0, «, (), B, (&) les périodes
logarithmiques de I'intégrale précédente par rapport aux sections par les
plans y==1y,, 2z = 2,, respectivement. L’intégrale de fonction algébrique

@, (@) zfm‘ (x) d @ se réduit & une fonction algébrique de . En effet ses

périodes sont résidus de l'intégrale double de seconde espéce de surface
algébrique

o~

|[K@ v 5 ndway;  Fa gz n=0

De méme B, (%) = f B. (@) dx est une fouction algébrique de x. Par suite
les fonctions

(@) |

28, e y-—3 2

sont rationnelles, et I'intégrale de différentielles totales

8, T, _
J(H— a,)dz-(f@- ﬁ)dy; F (@, g & ) =0,

ne pouvant avoir gue la seule courbe & l'infini comme courbe logarithmique,
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est de seconde espéce. Raisonnant alors comme au § 2, on montre que

T, 4T,

dx dy

ce qui établit le théoréme que nous avions en vue.

IV. NoMBRE D'INTEGRALES PROPRES DE SECONDE ESPECE,

19. De ce que toute intégrale de deuxiéme espéce peut étre ramenée
4 la forme normale, et que toute intégrale sous cette forme & périodes et
résidus nuls est impropre de deuxiéme espéce, on déduit que le nombre p,
Q’intégrales propres ‘sera connu en méme temps que celui des intégrales sous
forme normale, impropres, 4 periodes non nulles.
Supposons que l'intégrale double sous forme normale

Jf Pdyde Qdzdx+ Rdedy
¢ (@) I, $(x, y) F,

soit égale a

Jj(&V 6W)d ds +(¢9VV é‘U)d dw+(3y gZ)d xdy.

En comparant, on voit d’abord que les périodes logarithmiques a distance
finie, de l'intégrale abélienne

(W@ 5.5 )de;  F@ G 20=0, (15)
sont indépendantes de @ ou ¥, et que par suite ce sont des constantes.
Rappelons certaing théorémes de Mr. SEverr:
1.° Il existe une base pour les surfaces de la variété. En particulier,
deux surfaces sont équivalentes, si leurs traces sur une section hyperplane
arbitraire le sont (¥).

(*) La base wminima pour la totalité des courbes tracdes sur une surface algébrigue. Ann.
Sc. de UEe. Norm, Sup., 1908, p. 467.
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2.° Pour que des courbes en nombre fini d’'une surface algébrique, ne
soient pas algébriquenmient distinctes, il faut et il suffit, qu’il existe une in-
tégrale de différentielles totales de troisiéme espéce, ayant ces courbes pour
courbes logarithmiques (*).

Soit ¢ le nombre base, ou nombre de Prcarp de la variété, &,, A,,...,
Ap_, un systéme de surfaces, formant avec la surface a I'infini A,, base pour
la variété. Soit en outre, g, (%, ¥, £) =0, I'équation de la projection de 4,
(i>0), A", étant lautre surface de la variété (s'il y en a une), qui a la
méme projection. Désignons enfin par D,, D', les traces des surfaces 4A,, A’
sur la section hyperplane x==%. Si E,, E,,..., B, forment un systéme de
courbes conjuguées, au sens du § 1, sur cette section hyperplane, et que
W (%, y, 2, t) devienne infinie sur I'une, elle le devient sur toutes, puisque
cette fonction est rationnelle en @ Pour la méme raison, les périodes loga-
rithmiques de (15) seront les mémes par rapport a tous les points sur les
courbes E. La courbe E =Y E,, augmentée de la courbe a Pinfini comptée
un certain mombre de fois, est la trace d'une surface de la variété. Par suite
2YE=3)D,, et parmi les courbes d’infini de V, W, on pourra faire dispa-
raitre E, et la remplacer par les courbes D, ce qui donne (*¥)

P et PUE oy 2t 0 4 d B
e F, - F TR, TayF, s T
(i=1,2,...,p—1).
P, 4 M d N,

{4, B, P’; polynomes adjoints & la courbe en %, y, F(%, ¥, 2, {) =0, & coef-
ficients algébriques en @ et rationnels en y; M,, N, polynomes de méme
nature s'annulant sur D). Ici encore, les périodes logarithmiques de Pinté-
grale abélienne

N (%, 9, 2, 1)

a0 F dz; F(z, 9, 2 t)=07

par rapport aux points sur D,, sont constantes. Comme c’est aussi le cas
pour celles de (15), les « sont des constantes. Quant’aux fonctions P’, M, N,
A4, B, on peut les choisir rationnelles en % aussi, puisque on peut évidemment

(*) Math. Ann., 1906, p. 209.
(**} Picarp et Simart, II, p. 303,
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les remplacer par la moyenne de leurs valeurs, en nombre fini, pour une
valeur fixe de .
L’intégrale abélienne

J N, S
57 ﬁr‘d% F(w, g, 2, t) =

se conduit comme une intégrale de seconde espece & distance finie. Done (*)

8 N 9 L Qwy =l
dw g F'. 9z 9.F'. ¢(w 9 F'

(L, de méme nature que M., N,; Q,, polynome adjoint & la variété;
¢ polynome).

Considérons Vintégrale double impropre de seconde espéce
g p

=[Gz 7 ayar) e s o ) +

o L, MM,
+(37Jgilpit"’" l{v)dwdy
Comme les deux premiers coefficients différentiels sont finis partout, sauf
au voisinage de certaines surfaces dont la projection a une équation du type
¢ (%, y)=0, on a
i L« é Mi Ri (m’ Y, %, t)
dy g. ¥', dwg V', ‘*Pa (m, ?]) B, ’

ol R, est un polynome adjoint & la variété. Posons P, ——»—-P—, P, étant

2 (@)

un polynome adjoint & la variété. On voit que l'intégrale double

Qdeda-+ R, dedy
J J‘j ,d’l dﬂ a7 *
)F Y + %(.’;‘6, y)ﬁt

est sous forme normale. Si de U'intégrale double de différentielles totales du
début du paragraphe on soustrait 3, «,J,, on obtient

oV oW oW U oU 9V
I\ =57 ) avas(5 =) e w5 =5 Jaw v

{(*) On appliquera encore le théoréme de NOTHER généralisé, pour obtenir la forme du
seecond membre de la relation suivante, comme on l’a indiqué au § 13,
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d’ailleurs encore sous forme normale. En outre, V, W seront du type

4 (@, y 2t
9 (@) I,

Les périodes de cette intégrale double, qui sont égales & celles de

U(ﬂ“@)dwz; F (%, y, 2, t) =0,

seront nulles (th. 5). Nous avons donc démontré:

Th. 11. Toule iniégrale de deuxiéme espéce, sous forme normale, impropre,
& périodes non nulles, est égale & une combinaison linéaire de p—1 d’entre
elles, augmentée d’une intégmie analogue & périodes nulles.

Comme les courbes 1) sont algébriquement distinctes, aucune combi-
naison linéaire des intégrales J,, J,,..., Jo_, ne peut avoir ses périodes
nulles (*). Par suite le nombre d’intégrales propres distinctes est

po =R, — (p—1).

V. EXTENSION AUX VARIETES A PLUS DE TROIS DIMENSIONS,

20. Soit F(x,, «,,..., ®;, {) =0 Péquation d'une variété algébrique
irréductible & singularités ordinaires V,. Les intégrales doubles de différen-
tielles totales relatives & V, sont du type

[ 20 Pa@, @, 2, Daman,
ol P, = — P,, est une fonction rationnelle du point sur la variété, et 'on a
les relations correspondant & la condition d’intégrabilité de PoINCARE,

a.P.~h a.Phk a-P .
7z, " om T am =0

satisfaites pour toutes les combinaisons des entiers distincts 4, %, k. La théorie
développée précédemment s’étend, sans trop de peine, & V,. Les seuls points

(*) Voir Picarp et Smmart, 11, p. 315, en connexion avec le th. 5.
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présentant une certaine difficulté sont: 1.° La démonstration du th. 1. 2° La
formation d'une intégrale de seconde espéce ayant des périodes donmnées.
1.° Extension du th. 1. Supposons que l'on ait

dRM™ 3Ry

Pu="3%" dw, dw,

(=2 3,..., d).

Il s’agit de démontrer que V'intégrale double peut se mettre sous la forme

Jjg(ax gﬁ)d Lda,, (16)

0@,

ot les X sont des fonctions rationnelles. Supposons que ce soit vrai pour
une V,, d'<<d. En maintenant constants tous les «, d’'indice autre que 1,
i, k, on obtient une intégrale double de différentielles totales relative a une
variété & trois dimensions contenue dans V,, et en appliquant le résultat
du § 1, on a (¥

) RyM
-Pik — é) Rz ) k

dx, dx,

Ensuite, une combinaison linéaire d’intégrales telles que (16) est encore
de cette forme. Si on soustrait de l'intégrale donnée la suivante

[13(5 -5 10

ol X', =R, X', =R, X',=0, i>2, on aura encore une intégrale de la
méme forme, sauf que P,, sera remplacé par zéro. Maintenons constants
tous les @ d’indice supérieur & trois; on aura lintégrale

‘J-Peadwadms—}“Psxdwsdwn

et d’aprés les conditions satisfaites, on doit avoir (th. 1),

R dR
Po=55. Pu=—3

Retranchons de Vintégrale considérée en second lieu,

!'J'Z(axi_ax,,)dw‘dmIL_’

o %, dx,

(*) On montre facilement que les B sont rationnelles, un point sur lequel nous n’insiste-
rons plus par la suite,
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avec X", =0, i==3, X", = R. On en obtiendra une de méme forme que l'in-
tégrale originale, sauf que maintenant P,, = P,; = 0. En continuant de méme,
on arrivera 4 une intégrale pour laquelle P,,=0, i=1, 2,..., d, et on voit
que l'on sera alors ramené au cas d’'une V,_,. La proposition est donc dé-
montrée.

21. 2.° Formation d’une intégrale double & périodes donnédes. Tout d’abord
la connexion superficielle de V, est la méme que celle de toute V,, 2> 92,
contenue dans V,(¥). Prenons le cas de d =14, le cas général se traitant
exactement de la méme maniére que celui-ci.
On pept former des intégrales doubles .de surface algébrique

P,da,dax; _ -
ffA,,dw dx; -_fj ?,j(w,,,mk)F s F=0, =15, x=7%,,

ayant les R, périodes arbitraires données (R; 4- 1 connexion superficielle), par
rapport aux cycles obtenus par déformation de ceux de la variété, et des
périodes nulles par rapport aux autres.

En appliquant le th. 10, on obtient les relations

84, 84, , 84, é° Bj, 8* By, 8B,

8, 6‘w1+8w2 +8m,8m3+5m3ax1%aw,am2_0

0d,y  0A,, , A, 8 Bj, & By, B,

dx, +3w,+¢9w5+¢9w2¢9m3 &maaw4+6w48w2_0
(Bikz‘B )

Des considérations analogues a celles di § 15 montrent que les 4, sont
rationnelles. Quant aux B, on pourra aussi prendre pour elles des valeurs
rationnelles.

Des équations précédentes, on tire, en différentiant celle contenant les
B, par rapport a z;, et en ajoutant:

(93
DTsks A o B e 8
dx,dx, 0w,

X (B~ B~ Bh) =0.

(*) CGasteLNUovo et ExriQuEs, loc. cit. La démonstration qui y est donnée pour les cycles
linéaires d’une V, s’étend d’elle-méme.
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22, Supposons que lintégrale abélienne

' _(__Pldw _ = = = .

JA ‘jdm‘ “—J ?’n‘(—a—'}m 551») 1';’,;’ F= 0, C=@y #=h, B=5, (17)
n'ait pas d’autres périodes, que celles relatives aux cycles obtenus par dé-
formation des r cycles linéaires de la variété (r + 1 connexion linéaire de 7,).
Alors l'intégrale double

[[4a0,d0, F=0, 2=5, o=a,

aura toutes ses périodes et ses résidus égaux & zéro. En effet, les périodes
désignées par 0, au § 16, sont nulles dans le cas considéré, ce qui résulte
de leurs propriétés rappelées en cet endroit. D’aprés la forme des expres-
sions données par Mr, Prcarp (¥), pour les périodes et les résidus en question,
ceux-ci sont nécessairement nuls,

Les périodes de l'intégrale abélienne

{‘ Plida}l
J (@, @) F,

relative & la méme courbe que (17), par rapport aux r cycles de V,, sont
des fonctions rationnelles de «,, «,, «,. On en tire la possibilité de former
une intégrale telle que (17), ayant les mémes périodes par rapport & ces r
cycles, que la derniére intégrale considérée. Les deux intégrales doubles

J ((Ai,. — Ay dw da,, ”.A“dwl iw, F=0, o=, o=37,
auront donc mémes périodes, tandis que les périodes de I'intégrale
f(A“—- dyde,, F=0, v=%, o=, =171,

par rapport aux r cycles linéaires déjd considérés, sont nulles.
Dans toutes nos considérations on pourra donc remplacer la seconde de
ces intégrales doubles, par la premiére, qui est de méme nature (**).

{(*) Picarp et Simarr, Ii, p. 333.

(**) Prcarp et Simart, I, p. 10L. Les constantes qui y sont désignées par P, pourralent
8tre remplacées par des fonctions rationnelles de y, sans changer le résultat. — La générali-
sation est alors immédiate.
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23. Supposous donc nulles les périodes de l'intégrale abélienne
[4.aa,,

relative & la section plane déja considérée, et aux mémes r cycles linéaires
(i=2, 3, 4). D’apres les équations du § 21, il en sera de méme, pour les
périodes. correspondantes de Vintégrale abélienne
r &° B ,
J mdml ('1«, h, k—-l—*- 1)
relative & la méme section.
D’un autre c6té, en désignant par B une certaine fonction rationnelle,
on déduit de la derniére relation du méme paragraphe, que
8 . . . 4B
amga:m&% (834+B42+B23)+a—£—0-
Par suite

[ Bt Bt Do),

x,—Bdwx,, F=0, =&, x=1=%
aw‘amh 1 k1 b kY b

est une intégrale de différentielles totales. D’apres le théoréme de MMrs. Ca-
STELNUOVO et ENRIQUEs, déja souvent mentionné, cette intégrale de différen-
tielles totales ne peut avoir de périodes que par rapport aux cycles linéaires
obtenus par déformation de ceux de V,. Elle se réduit done & une fonection
rationnelle, et entin

& (B4 B+ Bl _ 90

dx; 0w, o,

C étant une fonction rationnelle.
Posons maintenant (*)

E%—_—mr“t‘ (aAlgﬁaA,% i )dml

sty d @ o, 0w, 9 Ly
oot (9 A4, o4, 9 B, )
— L dwx
B, ] mﬂ,,tn( o, ox, dx,dx, 1
(et (84, 84, (BB
E?,g - —-u{'w%:to ( 8 w4 o 8 m& a w3 & w* ti xl ’

(*) Voir Picarp et Smmarr, I, p. 102. Notre raisonnement, 4 partir de ce point, est le méme.
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ol #, est une des racines de I'équation en ¢:
F(x), 0o, @5, @,, t)=0.

Il est clair que les E sont des fonctions rationnelles de «,,..., «,,
t, t,. Posons enfin

+ 3
5B'2'3‘ ’ Gu =4, 9 By

Gio=A4., Gm:A”_&w ‘5‘5“"
3 4

]_ "
G = ) ?e Ehk(wn---; @z, b t);
(h, =2, 3, 4; m ordre de V,).

Les fonctions @ sont toutes rationnelles, et de plus elles satisfont aux
yuatre conditions d’intégrabilité de Poivcaré. L'intégrale double

1
o [[26nanda,

est donc bien une intégrale double de différentielles lolales, relative & V,. Elle
se réduira & une forme normale, et en général, le reste de la discussion est
le méme que pour d=3. En particulier, on a encore

0o =R, — (p — 1).

ReMArRQUE. — 1l résulte de ce qui précéde qu'd toute intégrale double
propre de deuxieme espéce de V, en correspond une pour ses sections hyper-
planes et réciproquement. Si p, ¢, sont les nombres de Picarp et d’inté-
grales doubles de deuxiéme espéce propres relativement 2 ces derniéres, on
a done p, =¢’,. D’aprés les formules obtenues on a donc p" =p. Ainsi les
nombres de PICARD d’une V, (ou d'une V,d>4), et de ses sections hyperplanes
sont égaux.

Nous reviendrons la-dessus dans un travail ultérieur.




