
Schwingungsprobleme und lntegralgleichungen. 
Yon 

E. Tre~tz in Dresden. 

Behandelt man die einfachen Schwingungsprobleme, z. B. das Problem 
der schwingend~en ~ Saite oder des schwingenden Stabes, mit der Methode 
der Integzalgleic.hungen, so erhiilt man in einfacher Weise aul3er dem 
Existenzbeweise fiir die Eigenschwingungen den Satz iiber die Entwick- 
lung w'tl!kiirlicher Funktionen nach den Eigenfunktionen mit der Ein- 
schr~ ~n~g, dab fiir die zu entwickelnde Funktion bei der schwingenden 
S&te zweimalige, beim schwingenden Stabe viermalige Differenzierbarkeit 
gef0rdert wird. Im folgenden gebe ich einen einfachen Beweis dafiir, dab 
vbn den zu entwickelnden Funktionen im Falle der schwingenden Saite 
nur fiir deu ersten und im Falle des schwingenden Stabes nur fiir den 
zweiten Differentialcluotienten quadratische Integrabilit~t gefordert zu 
werden braucht. Au•erdem ergibt sich dabei der Konvergenzbeweis fiir 
die bilineare Entwicklung des Kernes nach den Eigenfunktionen; da es 
sich um Kerne yon positivem Typus handelt, ist dies letzte Resulta~ nut 
eine Best~itigung eines bekannten Ergebnisses yon Mercer1), der allgemein 
fiir Kerne yon positivem Typus die Konvergenz der bilinearen Entwiek- 
lung bewiesen hat. 

1. Die In t eg ra lg l e i chung  der E igenfunk t ionen .  Es sei gestattet, 
Bekanntes kurz zu wiederholen. Wir bezeichnen mit E(8,  t) die Ent- 
fernung aus der Gleichgewichtslage, welche an der Stelle ~ entsteht, wenn 
an der SteUe t eine Kraft vom Betrage 1 wir~. Dann erhalten wit nach 
dem d'Alembertschen Prinzip die Ausschwingung Y(8, ~) an der Stelle a 

a91z 
zur Zeit r, indem wit an jeder Stelle t die Tr~igheitskr~ifte - - / ~ ( t ) ~ ,  

anbringen (wo /~(t) die Masse des schwingenden Stabes oder der Saite 

1) Mercer, Phil. Trans. 209 (1909) A, S. 415. 
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pro L~ingeninhalt an der betreffenden Stelle bedeutet) und dutch Inte- 
gration die Einfliisse auI die Stelle s summieren 

l 

r ( s , r )  f E ( s , t )  " "~ = -- / ~ ( t ) ~ d t .  
o 

Machen wir den gewohnten Ansatz Y(s,  z )=y(s ) . cos~ , r ,  so ergibt 
sieh fiir die Schwingungsfigur die Integralgleichung 

1 

y(s)-= ~,'~ f E(s ,  t ) / z ( t )y ( t )d t  
0 

(l----Liinge der sehwingenden Saite oder des Stabes). 

Die Einflul~funktion E ( s ,  t) ist symmetrisch; bringen wir niimlich 
an der Stelle s eine Last P ,  und an der Stelle t eine Last Pt auf das 
System, mad sind y(8) und y( t )  die bei # und t dadureh hervorgerufenen 
Durehbiegungen, so iindern sieh y(s )mad y ( t ) u m  O y ( s ) = E ( s , t ) c } P ,  
un4 by(t)= E (t, t)~ P,, wenn P, um 6 Pt vergrS~ert wird. Dabei w~ichst 
die Verzerrungsenergie um die hierbei geleistete Arbeit 

Es ist also 
~5 V =  E(s ,  t)~P,P,--{- E( t ,  t)~PtP,.  

Lv- E(8 t)P,  + E(t  t) P, ~p, --" , , , 
das heist  

O~V 
E(s, t) = o~,o~, = ~( t ,  s). 

i~ie izi~algleiotl t i~g"~rd in bekannter Weise syinnidt~.~rt;"indem 

K , ( ~ $ ) ' =  ~/~.(~)-]/;(~).E(e, t) und 9~(8)= ]/~(s).y(s)" geSetzt"wird. 
'~us" der symi~ei;rie folgt die Existenz der Eigenwerte'und~ der Eigen- 
funktionen. Entwickelbar nach den gigenfunktionen ~o,(e) ist nach den 
S~tzen yon Erhard Sehmidt ~) jede Funktion, welehe dutch eine quadra- 

l 

-tisch integrable Ftmktion g(t)  in der Form f(~)=fK(s,t).g(t).dt 
0 

d~st, ellbar ist. Die meehanisehe Bedeutung dieser Bedingmag erhalten 
wir, wenn wir sie folgendermal3en sehreiben: 

l 

f(s) _ f E (s, t ) ~ / - ~ g  ( t )dt  
Vff-~ o 

d. h.' es mul3 eine gerteilung yon Kritften V~ (t) g (t) pro Liingeneinheit 

f(8) ergib~. gebeh, welehe als Ddormationsfigur gerade die Funktion i/~(8) 

9) E. Sehmidt, t~ber die Entwicldung wfllkiirlioher Funktionen naoh Sys~men 
~ e b e n e r .  Math. Ann. 68. 
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Da die Kriifte, welche eine vorgegebene Deformation erzeugen, dutch den 
zweiten Differentialquotienten bei der schwingenden Saite und durch den 
vierten beim schwingenden Stabe gegeben sind, so folgt, dab der zweite 

bzw. vierte Differentialquotient des Quotienten f(8) / l//~(s) quadratisch 
integrabel sein mul~, wenn das Schmidtsche Kriterium erfiillt sein soll. 

Der Grundgedanke, der zur Einsehr~inkung dieser Bedingungen fiihrt. 
ist der, den Kern der obigen Integralgleichungen zu zerlegen, so dai~ er 
in der Form" 

l 

z:(~, t )=  f a(~, ~).G (t, ~).d~ 
o 

aus einem unsymmetrischen Kerne G(s, t) erzeugt erscheint. 

2. Die Zer legung des Kernes  fiir die In t eg ra lg l e i chung  der  
schwingendea  Saite. Bei der schwingenden Saite, die in den End- 
punkten a = 0  Und e - - l  befestigt sei, setzt sich die EinflulHunktion E(8, t) 
einfach aus zwei linearen Stricken zusammen, die fiir 8 -  0 und 8 = t 
verschwlnden und bei ~ -  $ so aneinander gefiigt sind, daft der Differential- 
quotient einen von" t unabh~ingigen Sprung erleidet, dessen Betrag wir 
ohne Einschr~nlmng der Allgemeinheit g l e i c h -  1 setzen kSnnen. Der 
Differentialquotient ~E(s,t) ist also strickweise konstant; es ist frir a ,< t 

a s  

0E(a,*)  __ 8 ~ ( t - - 0 ,  t) frir 8 > t a ~ ( e , t )  = ~ E (_t + O  ,_t) und o E ( t - 0 , t )  
8e 0a ~ ~e ~8 

" ~ ( ~ + 0 , t )  = 1.  
a s  

Daraus folgt bei Beriicksichtigung der Randbedingungen E (0, t ) -  0 
und E (1, t)---- 0 

l l 

E(s't)= fOE(r's)oE(r't)dr= f ~r Or "OE(t'r) 
o o 

und 
l 

f ~E(s,r) V/u(t--~ ~E(t,r) dr. K (8, t ) =  ~ ' ~ )  o, o, 
o 

Setzen wir also" 

so ist 
a r  

Z 

K (~,-t)= f a (~,. ~) a (t, ~)d~. 
o 

Der Kern G(s, t) ist unsymmetrisch; bezeichnen wir mit ~,(8)  und 
~ , ( s )  das System der zu diesem Kern gehSrenden adjungierben Schmidt- 
schen Eigenfunktionen, so sind die Funktionen ~,(s)  idefftisch mit den 
Eigenfunktionen des Kernes K (s, t), und nach den Entwicklungss~itzen yon 
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~r lassen sich alle diejenigen Funktionen nach den ~,  (s) absolut und 
gleichm/illig konvergent entwickeln, die sich durch eine quadratisch inte- 

l 

grable Funktion q(r) in der Form f G( s , r )q ( r )dr  darstellen lassen. 
0 

Diese Bedingung schreiben wir analog wie oben 
l 

f(s) =: ~ E(r, s! q(r) dr.  
0 

Erfiillt f(s) die Randbedingungen f ~ 0 fiir s ~ 0 und s =- l, so wird 

d f(s) erfiillt. Damit ist die Konvergenz diese Gleichung mit q(s) --  d8 ~/~(s) 

f(s) der Entwicklung bewiesen unter der Bedingung, dalt die Funktion ~/g(s) 

einen quadratisch in~egrablen ersten Differentialquotienten besitzt. 

Aus der Zerlegung des Kernes folgt ohne weiteres die Positivitiit der 
Eigenwerte v~, die man gewShnlich aus der physikalischen Tatsache der 
Positivit~t der Deformationsenergie ableitet. 

Ferner kSnnen wit aus der Darstellungsform 
l 

t)= f (t, 
0 

direkt auf die Konvergenz der bilinearen Entwicklung des Kernes 

schlie~en. Zuniichst folgt aus dem eben benutzten Schmidtbcher~ Ent- 
wicklungssatze nu t .d ie  gleichmii~ige Konvergeaz in t bei festem s bzw., 
wegen der Symmetrie, in. s bei festem t. Man kann abet nach dem Vor- 
gange yon Mercer (Seite 440 der in Fullnote 1) zitierten Arbeit) hieraus 
in folgender Weise auf die gleichm~l~ige Konvergenz in s und t sch]iellen: 

zun~hst folgt aus einem Satze von Dini s), dal~ die Reihe K (s, 8) - ~ ~ X - ~  ~ (s)4) 

als eine Reihe positiver, stetiger Funktionen, welehe eine stetige Funktion 
darstellt, in dem Intervall 0 -  l mit Einschlul] der Grenzen gleichmiil~ig 

konvergiert. Dann folgt die gleichmiil~ige Konvergenz yon ~ (s)~ (t) 
~n 

direkt aus der Ungleichung q~. (s) qo. (t) _~ ~ q0g (s) + z2 ~ (t). g 

s) Dini-Liiroth, G rundlagen der Theorie der Fnnktionen einer roellen Varia- 
b~en. w 99. 

4) Bei unstetiger Massenverteiluug ~ ] ~  betrachtet man start K (s, t) die Ein- 
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3. Z e r l e g u n g  des KerJaes fiir die I n t e g r a l g l e i c h u n g  des 
s c h w i n g e n d e n  Stabes .  Zur Zerlegung r tKstma~ in it~r ~ a l -  
gleichung des schwingenden Balkens fiihren wir auger der Einflullfunktion 
fiir die Durchbiegungen g(s ,  t) noch ein: die Momenten-Einflullfunktion 
M(s ,  t) und die Querkrafts-Einflullfunktion Q(s, t), welche die yon der 
im Punkte t wirkenden Last 1 horvorgerufenen Momente bzw. Querkriifte 
darstellen. Fiir die drei Einflullfunktionen gelten die Oleichungen 

~ E Co, t) 
E J  as ~ = - - M ( s  t) und ~ ( s ' t ) = Q ( s , t ) , ~ )  

as 

aullerdem haben wir die gleichen Randbedingungen wie fiir die Eigen- 
funktionen, niimlich 

beim freigelagerten Balken 

fiir s = 0  E ( 0 ,  t ) = 0  und 

ffir 8=1 E ( l, t ) = O und 

beim beiderseits eingespannten Balken 

flit 8 = 0  ~ ( 0 ,  t ) = 0  und ~ ( 0 ' t ) = 0 ,  
0s 

flit s = l  und ~ E ( l , t ) = 0 ,  

M(O,t)=O, 
t )=  O, 

E(t,t)=o 

an einem freien Balkenende s = l Q ( l, t) = 0 und M (1, t) = O. 
t.:: Boriicksichtigen wit nun, dab die Querkrait, welche eine bei t wirkende 
Last I hervorruft, yon 0 his t komtant ist, bei t einen Sprung yore Be- 
trage - 1  hat, und yon da an wieder bis I konstant bleibt, d.h. dab 

ist, so folgt- 
l 

fiir s < t 

fiir s > t 

und 

Q ( s , t ) = Q ( O , t ) ,  
Q ( s , t ) = Q ( l , t )  
Q ( O , t ) - Q ( 1 ,  t ) - -1  

f Q ( r  8) ~ E ( r ' t ) d r ~ Q ( O , s ) { E ( a , t ) - E ( O , t ) }  
' ~ r  

0 

+Q(1, s){E(1, t ) -  E(s ,  t)}. 

Nach den Randbedingungen wird nun an den Enden en~weder ~ odor Q 
zu Null, es folgg also: 

l 

0 

6) Wir bezeichnen dutch Jg ohne Index den Elastizitiitsmodul dot Materials; 
eine Verwechslung mit der Funktion E (s, t) ist wolff nicht zu befiirchten. 
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Fiihren wit bier eine partielle Integration aus (Q(r, r  ~M(r. 

E(s't)=M(r'a)~ -fM(r,s) 
T=C 0 

so l~llt wegen der Randbedingungen das erste Olied der rechten Seite fort, 
dE da an den Gre~en entweder .If oder -~  versehwindet, und unter dem 

Integral ist der zweite DifIerentialqaotient 

so dab wir schliefllieh 

erhalten. 
Setzen wit jetzt 

= -- M (r, t ) /EJ  (r), 

l 

E - J ( r )  
u 

~ / E . J ( r )  ' 

so haben wir die gesuehte Zerlegung yon K Is, t) gefunden 
l 

K(s ,  t) = f G(s, r )G(t ,  r)dr.  
u 

Die iibrigen Sch]iisse bleiben die glei~hen wie oben. Zungehst tolgt 
aus der Zerlegung, dal~ die Eigenwerte positiv sind; dann Iolgt die Kon- 
vergenz der bilinearen Entwieklung des Kernes. Was die Entwiekhng 
willkfirlicher Funktionen nach den Eigenfunktionen angeht, so ist die Be- 
dingung fiir gleiehmgl~ige und absolute Konvergenz die Darstellbarkeit in 
der Form 

l 

f(s)= f G(s, r)q(r)dr 
0 

dutch eine quadratisch integrable Fanktion q (r). 
Das sohreiben wit 

! 

f(s) J M ( r , a )  q(r) dr. 
)'~ (s) o 

Diese Oleiehung is~ erfiillt, wenn wir q(~) ~' ( f ( r )  

man erkennt, wean man die partiellen Integrationen rtickwiirts ausfiihrt, 
die oben zur Zerlegung des Kernes fiihrten, und dabei beriieksiehtigt, dull 
wit yon den zu entwiekelnden Funktionen die Erfiillttng dar gleichen Rand- 
bedingungen verlangen miissen wie yon den Eigenfunktionen. 
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Es ergibt sich also das Resultat: Eine den Randbedingungen geniigende 
Funk'tion f(a) I/il~t sich in eine absolut und gleichm/~l~ig konvergente Reihe 

f ( s ) einen nach den Eigenfunktionen ~ (s) entwiekeln, wenn der Quotient ~ / ~  

quadratisch integrablen zweiten Differentialquotienten besitzt. 
Damit sind die Entwicklungss~itze in dem gewiinsehten Umfange be- 

wiesen. Die in dem Nenner stehende Vp(~) fiillt in den Konvergenz- 
kriterien fort, wenn wir yon den q~ (#) zu den y,, (s) zuriickkehren. Haben 
wit sine Fanktion F (s), welche die Anfangslage des schwingenden Systems 
angibt, naeh den y,,(s) zu entwiekeln 

E ( s ) = Z a ,  y, ,(s) ,  

so erhalten wit dis Koeifizienten a, ,  indem wit die Funktion f(a)~-  (s)Vh(8) 
nach den Fun~ionen (p,,(s) entwickein' 

f ( 8 )  = = 2 = / ;  y .  

und dann (lurch ]//~ (s) dividieren. Die Konvergenzbedingungen, welche 

fiir f(s) quadratische Integrabilifiit. des ersten bzw. zweiten Differential- 

quotienten fordern, werden dann fiir F ( s )  einfach zur Fordertmg der qua- 
dratisohen Integrabili~t des ersten Differentialquotienten bei der sehwingen- 
den Saite und des zweiten, bei dem schwingenden Stabe, wozu noch die 
notwendige Erfii|Iung der Randbedingungen hinzutritt. 

Damit ist das in der Einleitung Behauptete voUst~,ndig bewi'esen. 

4. Mechanische Bedeu tung  der ,Konvergenzkr i te r ien .  Die 
Konvergenzbedingung hat eine einfache mechanische Bedeutung. Ist 
y ~ F ( s )  die Anfangslage, yon der aus die Schwingung beginnt, so 
st die Deformationsarbeit, welehe nStig ist, um diese Aniangslage zu er- 

l 

zeugen, bei der sehwingenden Saite ~ - -da (T = Spannung der Saite), 
0 

1 
pp r beim sehwingenden Stabe ] fE .  J. y �9 d.s. Wit sehen also, daft die Forde- 

0 

rung nach der quadratischen Integrierbarkeit des ersten bzw. zweiten Difle- 
rentialquotienten physikaliseh mit der Bedingung endlieher Deformations- 
energie der Ausgangslage identisch ist. 

Wird dem schwingenden System noch sine Anisngsgeschwindigkeit 
g(s) erteilt, so stellen wit den davon herriihrenden Tell der Sehwingung 

duroh eine Reihe ~_~b,,.y,(s).sin~j dar. Hier sind die KoeffL~ienten 
1 ! 

d, 
o 

P a  
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d.h.  sie sind gleieh den naeh Fourier-Art gebildeten Koe~zienten yon 
Yp(s)g(a)  dividiert dureh die Eigenwerte v.. Da6 die so gebildete Reihe 
absolut und gleiehmii.l~ig konvergiert, wenn die Funktion g(s) qusdratisch 
integrabel ist, folgt aus dem Hilfssatz, der in der Einleitung dez zitierten 
Arbeit yon E. Schmidt bewiesen wird; man kann diesen Satz so aus- 

1 
sprechen: Bind ~. die Fourierkodfizienten e . - - f y ( a ) ~ . ( s ) ~ / e  einer qtm- 

o 

dratiseh integrablen Funktion, so konvergiert die Reihe ~ a . ~ ( _ s )  absolut 
I I P I I  t . ,  . , 

und gleiehmiil~ig. Die ~. (s) sind dabei die Eigenf,mktionen, die v, ,die 
zugehSrigen Eigenwe'rte zu einem symmetrischen oder u n s y m m e t ~ e n  
Kern. In d/eser Form bestiitigt der Satz direkt die Behauptung fiber die 
Konvergenz der obigen Reihe. Nun ist aber die Forderung nsch der 
quadratisehen Integrabil/t~t yon g (s) identisch mit der Bedingung, dab 
die ldnetische Energie des Anfangszustandes endlich sein soll. 

Wit kSnnen also das gesamte Resultat der Konvergenzuntersuchungen 
so aussprechen: Die Reihen 

:': r (s, T) --- X a . y .  (s)cos %v + z~ b~y,, (s) sin v.~ 

ke~vergieren in ~II~n physikslisch realisierbaren F~l|en (d. h. flit alle mi~ 
en&I/ehem Ei~ergieaufwand herstellbaren .~angs~us~nde) absolut und 

,-Aachen, 16. M~.,1922, 

( a ~ z ~ n S e n  am.~ll, a:~928.) 


