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Uber lineare homogene Differentialgleichungen derselben Art.
Von

Aprrrep Loewy in Freiburg i./B.

Unfer einewm Rationalitiisbereich = verstehen wir im folgender irgend
ein in sich vollstindiges oder in sich abgeschlossenes System von Funk-
tionen einer unabhingigen Variablen x, bei dem durch Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division je zweier Funktionen aus X (die
Division durch Null ist ausgeschlossen) sowie durch Differentiation jeder
Funktion ans X das System X nicht verlassen wird. Ein Rationalitits-
bereich, der derartig definiert ist, braucht niché alle Konstanten zu ent-
halten.

Von den Funktionen von X wird noch vorausgesetzt, daf jede ein-
zelne dieser Funktionen ausnahmslos in demselben Bereiche S der Ebene
eine eindeutige, bis aunf isolierte Punkte iiberall in 8 regulive analytische
Funktion sein soll. Durch Anwendung der vier Spezies und der Differen-
tiation auf die Funktionen von X wird dieser Charakter nicht zerstort.
Durch die eingefithrte Voraussetzung wird fiir jede lineare homogene
Differentialgleichung mit Koeffizienten aus X, abgesehen von igolierten
Punkten, die Existenz regulirer Integrale innerhalb S gesichert.

Hat man zwei lineare homogene Differentialgleichungen mit Koef-
fizienten aus X

4=0,@) 8+ 0@ Y

Trmt ot a@y =0,

~ &z | 1 =
A= a,(z) Tt “1(-”) 5;;;—_‘1“ + -+ a@)e=0
der gleichen Ordnung #», so heiBen diese wvon derselben Art, wenn die
Integrale von 4 =0 und 4, =0 durch eine Beziehung der Form

dn~—1
2 = p,(x)y + 0, (%) d.z: et Py (@) E;;’:%

verkniipft sind, wobei
Po(m)7 pl(x)i ) .pn—l(x}
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Funktionen des Rationalititsbereiches bedeuten. Nach einem leicht her-
leitbaren Satz von L. Fuchs ist dieses Verhdltnis ein umkehrbares, d. h.
man kann die Integrale von 4 =0 durch eine analoge Beziehung aus
denen von A4, == 0 finden.

Ist C irgend ein linearer homogener Differentialausdruck, so ist unter
dem symbolischen Produkt BC bekanntlich der lineare homogene Differen-
tialausdruck

@ T4 b @) Tl 4,00
zu verstehen, falls B den linearen homogenen Differentialansdruck
b(x)d 'm+b(>d m—1+ +bm(x)y

vorstellt,

Eine lineare homogene Differentialgleichung 4 = 0 mit Koeffizienten
aus X heiBt reduzibel, wenn man ihre linke Seite 4 in die Form eines
symbolischen Produktes BC bringen kann, wobei B und C lineare
homogene Differentialansdriicke bedeuten, die auch nur Koeffizienten aus
Z besitzen.

Fiir lineare homogene Differentialgleichungen derselben Art ist bisher
nur folgender Satz von Fuchs¥*) bekannt: Ist 4 =0 irgend eine reduzible
lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus X, so ist
auch jede lineare homogene Differentialgleichung A, = 0 mit Koeffizienten
aus X, die mit 4 =0 von derselben Art ist, ebenfalls reduzibel. Dieser
Satz nun 148t sich auf folgende Weise exrweitern:

L Ist A= 0 irgend eine reduzible lineare homogene Differentialglei-
chung mit Koeffizienten ous X, kann man also dem Begriff der Redusi-
bilitdt entsprechend A als symbolisches Produkt BC schreiben, wobei B und
C lineare homogene Differentialausdriicke mit Koeffizienten aus X bedeuten,
so liBt sich die linke Seite jeder linearen homogenen Differentialgleichung
A, =0 mit Koeffizienien aus =, die mit A =0 von derselben Art ist,
als symbolisches Produkt 4, = B,C, schreiben, wobei B, und C; zwei
lineare homogene Differentialausdriicke mit Koeffizienten aus X bedeuten und
B=0 mit B,=0 und C=0 mit C, =0 von derselben Art sind.

Auf Grund dieses Satzes lassen sich die friiher von mir in diesen Annalen
fir die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialansdruckes in irre-
duzible Faktoren und in ,gré8te vollstindig reduzible* Faktoren gewonnenen

* L. Fuchs, Zur Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen, Berl. Ak,
Sitzungsber. 1888, 8. 1276 == Ges. Werke I, 8. 18; vgl. auch die Darstellung in Ludwig
Schlesingers Handbuch der Theorie der lineaxen Differentfialgleichungen II,, Leipag
1897, §. 120.
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Sitze uvnmittelbar auf die Zerlegung der linken Seiten zweier linearer
homogener Differentialgleichungen, die von derselben Art sind, ausdehnen.
Diese Sétze findet man als Theoreme II-—IV im § 3, wihrend § 1 zwei
Hilfssitze enthdlt und § 2 den oben angefithrten Satz I beweist.

§ 1.

(1) Wir beginnen mit einem einfachen Hilfssatz, der seinem Wesen nach
der Picard-Vessiotschen Theorie iiber die Rationalititsgruppe einer linearen
homogenen Differentialgleichung angehért, aber in der vorliegend priizi-
zierten Form noch nicht ausgesprochen 2u sein scheint:

d=a@ T +a@ LYt + @y =0

da*— 1
bedeute irgend eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten
aus X, %, %, - Y, irgend ein beliebiges, aber fest gewihltes Funda-
mentalsystem von Integralen von A4 = O, schlieBlich sei
a d
7'(%:?/2: "> Yns dgg’ dﬁ:: )

irgend eine rationale Funktion der Integrale y,, y,, - --, ¥, und ihrer Ab-
geleiteten mit Koeffizienten aus X. Unterwirft man y,,4,,---,y, und
ihre Abgeleiteten den Substitutionen der allgemeinen linearen homogenen
Gruppe, d. h. ersetzt man y, ({=1,2,-..,n) durch

gy + gy + 0+ Aia Y, (1=1,2,--n),
wobei die GréBen A, ein System von %? beliebigen Konstanten bedeuten,
and behilt 7 (yl s Y200 s Yns (fiy; ’ O;if st ) , als Funktion der Integrale von

A =0 betrachtet, immer den nimlichen Wert bei, so ist » eine bloBe
Funktion des Rationalititsbereiches X.

Wir bemerken, daB unser Hilfssatz nicht formale Invarianz von »
fir willkiirliche GroBen w,,4,,--- ¥y, voraussetzt, sondern nur gleiche
Wertigkeit, falls die Funktionen y,, y,, - - -, 9, ein Fundamentalsystem von
A = 0 bedeuten.

Zum Beweise beseitigen wir aus r mit Hilfe der linearen homogenen
Differentialgleichung 4 =0 #* und hohere Abgeleitete und erhalten
durch diese Reduktion eine rationale Funktion

-1
ry (yn Yar * =5 Yns C,lz?;l ’ j?f: Tty ‘;:’”—i’/ln),
die ¥, 4, -, 9, und ihre Abgeleiteten hochstens bis zur (n—1)** Ord-
nung enthilt und, da die vorgelegte Differentialgleichung 4 = 0 nur
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Koeffizienten aus X hat, ebenfalls nur Koeffizienten ans X besitzt. Wir
denken uns 7, als Quotient zweier Funktionen geschrieben, die ganz wnd
rational in 4y, 4,,- - -, ¥, und ihren Abgeleiteten bis zur (n—1)** Ordnung
sind und deren Koeffizienten dem Rationalitifsbereiche X angehoren.

Wir scheiden aus dem Bereich § der Ebene alle Singularititen der »
Funktionen 22, gi, . Z” aus; die angegebenen Funktionen konmen als
Funktionen aus = innerhalb des Bereiches S nur an isolierten Stellen aufhéren
regulir zu sein. Ebenso scheiden wir ans S alle Stellen aus, an denen eine
der im Zihler oder Nenner von 7, auftretenden Funktionen von X aufhort
regulir zu sein; auch diese Stellen liegen wegen der den Funktionen aus
X auferlegten Bedingungen isoliert. Schlieflich bemerken wir noch, daB
die im Nenner von r; als Koeffizienten auftretenden Funktionen ams X
auch nur fiir isolierte Werte von z verschwinden kénnen, sonst hitten
ihre reziproken Werte, die nach der Bedeutung des Rationalititsbereiches
ihm angehdren, entgegen der iiber die Funktionen von X gemachten
Voraussetzung nicht bloB isolierte Singularititen. Die erwihuten Null-
stellen scheiden wir ebenfalls aus S aus,

Es sei nun 2z, irgend eine Stelle des Bereiches S, die nicht zu den

ausgesonderten gehort. Da die Funktionen ~a—1 g’i, sy gﬁ an der Stelle 2,

regulir sind, so verhalten sich auch die Integrale Yys Ygs° * - ¥, der Dif-
ferentialgleichung A =0 an der Stelle x, reguldr. Fiir z, mogen y,,%;,- -9,

3
und ihre Abgeleiteten ny;' (h=1,2,--,n—1;i=1,2 - n) die Werte

Yo, Y0, -+ - Yoo und y¥ annehmen. Da z, eine regulire Stelle ist, ver-
schwindet an der Stelle z, die Wronskische Determinante

@/‘1’0 ?/go s ?/20 J
?/‘1)1 y§’1 . 2/31
yfn-ﬁ ygn—l M ygm-—l
nicht.
Wir setzen

Yi=4;9 + 4t + -+ 4,9, (@.=fﬁ1721"‘,”)
und fiir die Abgeleiteten e

de,- dy1 dky dkyu
Gk~ A g Thegn oot hagw
(=1,2- - n k=1,2--n—1),
wobei die 1; (4=1,2,---,%; l=1,2 ..., n) n® Konstanten bedeuten.
Sind Y ¢=1,2,--,m; k=0,1,.-,» —1) #* willkiirlich vorgegebene
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Konstanten, so schlieBt man aus dem Nichtverschwinden der Wronskischen
Determinante (W), daB man die »* Gleichungen
(&) YS=12uye+ A2+ -+ btz

(¢(=1,2,--,n; k=0,1,2,-- -, n—1)
stets durch #? Konstante 1, (6=1,2,---,%; 1=1,2,..., u) befriedigen
kann. Mit anderen Worten: LiBt man in dem System von Gleichungen
(&) die Konstanten 1, alle moglichen Werte durchlaufen, so nehmen die
GrsBen YP: ebenfalls alle moglichen konstanten Werte an.

. . ay, dy. &y, . .
Die Funktion 7, (yi, Yar " 1 Ynr 30 VTR —d;;:T) sollte sich bei
allen linearen homogenen Transformationen der 4, ¥, - - -, ¥, mit konstanten

Koeffizienten nicht éndern, mithin muf
dyl dy2 .. dﬂ—lyn)

4 (x§ Yoo Yoo " Yns 3p ? Ga 2 a1

‘ Y, avy, iy,
=11 (x:) Y, Y,--5 X, dml’ d_;:"'; dx"-lﬂ) '

sein, wobel wir durch Beifigung des Arguments z die Abhingigkeit der
aus ¥ stammenden Koeffizienten von der Variablen z andeuteten. Im

besonderen folgt fiir die Stelle z,

. & 0 0 0 0 0
7y (xm Yo, Yo, 5 Yo, Yin, WYi1, 00 3/nn~1)
. 1] 0 0 0 Q 0
=1y (.’130, Yl(), Ygg, ey Y:,m, Yu, Yg]_, ey Ynn-—l .

Betrachtet man 7, (zy; Y%, Y, -+ -, Yo, Y&, Y&, -+, Y usy) als ge-
brochene rationale Funktion der »® willkiirlichen Konstanten Y95, Y9, - -
L X0, Y9,Y8, -, X0, so verschwinden die im Nenner auftretenden
Koeffizienten infolge der Wahl von z, nicht. Man kann daher in dem
Nenner, der eine ganze rationale Funktion der #»? GroBen Y3, Y4, --
<y X0, Y4, ¥4, - .-, Yaoy ist, fiir die soeben genannten »? GriBen auf
unendlich viele Arten Zahlen setzen, sodaB der Nennerausdruck nicht
verschwindet. (Vgl. etwa H. Weber, Algebra, [zweite Auflage, Braun-
schweig 1898] Bd. 1, S. 147). Hierdurch wird ausgeschlossen, daf die
Funktion 7, infolge Verschwindens ihres Nenners an der Stelle xz, un-
endlich wigd. Da nun z, fir alle in

dy, dy a1y,
ry ("’75 YisYs: s Ynr Gopr 7527 T dxu—f

auftretenden Funktionen eine regulire Stelle ist, so hat
0 Q
r (@3 Yio, Yoo, + -+ Yoo, Y, Yit, - -+, Yo, 1)
einen wohlbestimmten endlichen Wert, wenn man nur Y3, ¥, .-, ¥,
Y2, Y&, -+ Ylu~1, was auf unendlich viele Arten mdglich ist, der-
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artig wihlt, daB der Nenner von Null verschieden ansfillt. Der Wert
7 (zy; Yo, Yooy - Yoo, Y8, Y3, -, ¥tae1) indert sich aber nach Voraus-
setzung mnicht, welche willkiirliche Werte man auch immer den %? GroBen
Y, Y%, - Yo, Y41, Y&, - -, Y1 beilegt: hieraus folgt, daB

ry (x(ﬁ Yl%y E%; MY Y??O, Ylolp Yﬂolg Tty Z?n—l
iberhaupt nicht von Y, ¥, - - ¥Yio, Y, Y3, -« -, ¥ lu~y abhingt. Mit-
hin ist, da ja z,, abgesehen von isolierten Punkten, jede Stelle des Be-

. . dy, 4 a1 .
reiches 8 sein kann, 7, (x; YisYss® s Yoes ;%, E%’ ey —:i—;;;—_}i—") frei vou

Y, Y, Y, und deren Ahgeleiteten, also eine Funktion aus ZX.

Wir bendtigen noch folgenden weiteren Hilfssatz:

(2) Es seien 5,7y, - -+, q, wnd &, &, -, §, zwei Systeme von je m
rationalen Funktionen von y,,¥,,-- -, %, und deren Ableitungen mit Koef-
fizienten aus . Die zwei Funktionensysteme mogen sich, falls 4,,%,,- ¥,
ein bestimmtes Fundamentalsystem der linearen homogenen Differential-
gleichung 4 = O bedeuten, bei allen linearen homogenen Substitutionen
der y,, ¥,, - -, ¥, linear homogen mit konstanten Koeffizienten kogredient
sueinander transformieren. Verschwindet die Wronskische Determinante
der Funktionen g, £, -, &, nicht, so besteht, wie wir behaupten, ein
System von Gleichungen

3 ~1g
7, = ro(2) § + 11 (@) g—i +7,(2) %;E*' oo 1 (2) g"‘:’;—%’
wobel r,(2), 7,{«), r5{2), - + -, 7, _,(x) Funktionen aps dem Rationalitits-
bereich X bedeuten.

Da die Wronskische Determinante der GriBen £, &, ---, §, nach
Voraussetzung von Null verschieden ist, so findet man durch Aunfldsen
der Gleichungen

. ~1
Ne= 1@+ 72 (@) 8 1y (@) Tt e by (@ DE (1,2, )
die Funktionen 7, als Determinantenquotienten, 7, = %ﬁ (k=0,1,2,..-m—1);
hierbei ist ) die Wronskische Determinante von ¢, &, - - -, §, und D, geht
aus D hervor, wenn man in der (k+ 1)*® Kolonne von D die GroBen
%%(i:l, 2,---,m) durch 7,(i=1,2,---, m) ersetzt. Bei linearer homogener
Transformation der §,&,---,§, transformieren sich ihre Abgeleiteten
kogredient, wie dies nach Voraussetzung auch fir %, %, - - -, 1, zobrifft.
Bei linearer homogener Transformation der GrBen y,, y,, -+ - ¥,, die solche
der Grofen &, &, -+ L, wnd 5y, 4, - - + 1, zur Folge haben soll, multi-

plizieren sich daher Zihler und Nenner von % mit der Substitutions-

36*
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determinante der Funktionen &, &, - - -, {,; mithin Z%ndert sich hierbei der
Quotient % tiberhaupt nicht. Da % eine rationale Funktion von y,, ¥5,--,9,
und deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus X ist, so folgt nach dem
Hilfssatz unter (1), daB die Funktionen r, = %‘ (£=0,1,2,---,m—1) Funktionen

des Rationalititsbereiches X sind. Hiermit ist der Hilfssatz unter (2)
bewiesen.

Auch bei diesem Satze ist, wie ich noch hervorheben mdochte, nicht
vorausgesetzt, daB sich g, &, - -, £, bezw. ny, u,, - -, 7, fir beliebige
GroBen ¥, s, * - -, ¥, linear homogen transformieren sollen, sondern nur
fir solche GréBen y;,%,,- -, ¥,, die ein bestimmtes Fundamentalsystem
von Integralen von 4 =0 sind.

§ 2.

Wir wenden uns nun zu dem Beweis des in der Einleitung ange-
gebenen Hauptsatzes I. Die lineare homogene Differentialgleichung 4 =0
sei nach Voraussetzung so beschaffen, daf 4—=BC ist. Es seien y,,4,,- 4%,
ein Fundamentalsystem von Integralen von 4 = 0, und zwar seien diese
so gewihlt, dafl die ersten ! von ihnen y,,y,,--- ¥, ein Fundamentalsystem
der linearen homogenen Differentialgleichung C(y) = 0 bilden. Aus der
Zerlegung A = BC schliefien wir, daf B = 0 durch die m = »n — ] Funk-
tionen C (y,,), C(%,,5); - - » C(y,) befriedigt wird. Diese bilden ein Funda-
mentalsystem von B = 0; denn sie sind linear unabhingig, weil sonst
C(y) = 0 auBer den Funktionen ¥, %,, - - -, %, noch ein von diesen linear
unabhingiges Integral in Form einer linearen homogenen Kombination
YOO ¥, 45 Yipa) c t 7y Y, Desitzen wiirde.

Die lineare homogene Differentialgleichung 4, =0 soll mit 4 =0
von derselben Art sein. Gibt

PO =p@y+p@) Z 1. 4p, (a)

die Beziehung, welche den Ubergang von den Integralen von 4 — 0 zu
denen von 4, =0 vermittelt, so hat 4, =0 die Funktionen P(y,), P(¥%),**
-+, P(y,) zu einem Fundamentalsystem von Integralen. Mit Hilfe der ersten
! Funktionen bilden wir die lineare homogene Differentialgleichung

z Ply) Py --- Py)

4: dPy) aPy,) 4Py
dz dx dz dx

&ty

d(l)ﬂ—l

d: dPy) dP@) 2P
dat dar da dz
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Dividiert man durch den Koeffizienten der hochsten Ableitung in 2, der
als Wronskische Deferminante der ! linear unabhingigen Funktionen
P(y,), P(y,),- -, P(y,) nicht verschwindet, so hat man eine lineare homogene
Differentialgleichung mit Koeffizienten aus X; die lineare homogene Dif-
ferentialgleichung C'=0 hat nimlich y,,9,, --, %, zu einem Fundamentalsystem
von Integralen und besitzt Koeffizienten aus X, wihrend die Faktoren von

dz d'z

VT g offenbar rationale Funktionen von y,, 4,, - --, %, sind, die

Z

sich als Determinantenquotienten bei linearer homogener Transformation
YOI Yy, Y, - - -, %; Nicht dndern und demmnach Funktionen des Rationalitits-
bereiches X sind. Die so gewonnene lineare homogene Differentialglei-
chung I** Ordoung mit Koeffizienten aus X und dem Fundamentalsystem
P(y,), P(yy), - - -, P(y;) von Integralen bezeichnen wir mit ¢, =0. Da
die lineare homogene Differentialgleichung 4, = 0 die Funktionen P(y,),
P(y,), - - -, P(y,) zu einem Fundamentalsystem von Integralen hat, so muB
sich A, zerlegen lassen in A, = B, (;, wobei B, ebenso wie 4, und C,
auch nur Koeffizienten aus X hat. Die lineare homogene Differential-
gleichung B, = 0 hat jetzt

01 (P@/zu)): 01 (P(.’/z-x-z)); Y 01 (P(yn))
zu einem Fundamentalsystem von Integralen.
Bedeuten 1, ,,---, 1, irgend n Konstanten, so ist ersichtlich, da
wir lineare homogene Differentialausdriicke vor uns haben:
C(P Uy + hae +- - - + 4,9))
= 01(1'11)@/1)+}~2P@/2)+"‘+AuP@/u>)
=4 C(Py) + 4 C(Pyy)) + - - +4,C.(Py)-

Dieser Ausdruck wird aber, da die Funktionen

P(ﬁ’/l): P(.%); Tt -P(yz)
Integrale von C; = 0 sind, gleich

Ay Gy (P@/H-l)) LT G (P(?/z+2)) +--+ 1,0 (P(.%a))-
Ebenso wird, da C ein linearer homogener Differentialausdruck ist und
die Funktionen y,, y;, - - -, 9, der linearen homogenen Differentialgleichung
C = 0 gentigen:
Ol gy + A3y + -+ + L 9)
= LCy) + 2,C) + - + 1, C(y,)
=k 1 CWa) + 4 Clyn) + - + 2,C(,)-
Wir kinnen daher sagen: Bei linearer homogener Transformation der

Yi» Y5, - -, ¥, transformieren sich die zwei Funktionensysteme
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C(yz+1)? G(?/H-?): T C’(y,,)

01(P(?/§+1))7‘C1<P@/z+2)): Y 01(P(?/n))
in kogredienter Weise; sie verhalten sich also wie die Funktionen §;,%;,--+, ¢,
und 7y, 7, - -+, 4, bei dem Hilfssatze unter (2) in § 1. Mithin ergeben
sich die Relationen

und

G, (Pwy)
@) 0 + @) & O + @) B -y 0 T

wobel
m=n—1, i=1+1,1+2,---,n

ist und r(z), ,(z), - - -, 7,n_, () Funktionen aus dem Rationalititsbe-
reich X bedeuten. Die eben gewonnenen Gleichungen besagen aber, da
Cy,,1), Cly,s), -+ - Oy,) ein Fundamentalsystem von Integralen von
B=0 und C (PW.y), C,(PW,»), - - C,(P@,)) ein Fundamental-
system von Integralen von B, = O sind, daB die zwei linearen homogenen
Differentialgleichungen B =0 und B, = O von derselben Art sind. Hier-
mit ist der in der Einleitung angegebene Satz I vollig bewiesen.

§ 3.

Der lineare homogene Differentialansdruck A sei in irreduzible Faktoren
A=0Q,Q, ,Q, 5 @ zerlegt. Ist 4=0 und 4, =0 von derselben
Art, so kann man, wie sich durch wiederholte Anwendung unseres Satzes I
ergibt, fiir 4, die Zerlegung 4, = Q,Q,_, @,_; - - - @, herleiten, wobei stets
zwei irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen @,=0 und §,=0
mit gleichen Indizes 4(:=1,2,---,1) von derselben Art sind. Eine Zerlegung
eines linearen homogenen Differentialausdruckes in irreduzible Fakforen
ist durchaus nicht eindeutig. Es sei A, noch auf irgend eine Weise in
irreduzible Faktoren zerlegt: 4, = R, R, , ---R,. Nach einem fritheren
Satz von mir (Math. Ann. 56, S.565 und 62, S. 116) war dies nur derartig
méglich, daB sich die 4 irreduziblen Differentialgleichungen

Qz‘:O (?:31:2)"’71)
und die 1 irreduziblen Differentialgleichungen
R,=0 ((=1,2,---,4)

einander in einer gewissen Reihenfolge eineindeutig zuordnen lassen und
zwei zugeordnete lineare homogene Differentialgleichungen immer von der-
selben Art sind. Da zwei lineare homogene Differentialgleichungen der-
selben Ordnung, die mit einer dritten von derselben Art sind, es auch
untereinander sind, so folgt der Satz:
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II. Wie auch immer dic linken Seiten zweier linearer homogener Dif-
ferentialgleichungen, die von derselben Art sind, in irveduzible Faktoren zer-
legt werden, stets kann man die Fokioren einer jeden Zerlegung des eimen
Differentialausdruckes den Falktoren eimer jeden Zerlegung des anderen
Differentialausdruckes eineindeutiq zuordnen, sodaB immer die zwei durch
Nullsetzen der zugeordneten Foktoren entstehenden irreduziblen limearen
romogenen Differentialgleickungen gegenseitiq von derselben Art sind.

Da jede lineare homogene Differentialgleichung als mit sich selbst
von derselben Art angesehen werden kann, so enthilt der- Satz II das
Theorem iiber die verschiedenartig moglichen Zerlegungen eines einzelnen
linearen homogenen Differentialausdruckes in irreduzible Fakioren als
Spezialfall.

Ein linearer homogener Differentialansdruck 4 kann auch in grifte
‘vollstindig reducible Foktoren zerlegt werden. (Math. Ann. 62, 8. 112); es
seil A=V,V,_,---V, eine derartige Zerlegung, wobei V;=0 (i=1,2,-,¢)
demnach vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen
gind. Ist 4, =0 eine lineare homogene Differentialgleichung, die mit
A =0 von derselben Art ist, so ergibt sich mit Hilfe des Satzes I leicht,
daB man 4, in groBte vollstindig reduzible Faktoren zerlegen kann, nimlich
A, =V, V,_ 1V, wobei stets zwei vollstiindig reduzible lineare homogene
Differentialgleichungen ¥;=0und ¥V';=0 mit gleichen Indizes ¢ (i=1,2,--- o)
von derselben Axt sind. Ist 4, — O noch auf irgend eine Weise in grifite
vollstindig reduzible Faktoren 4; =W, W, ,---W, zerlegt, so miissen
nach einem frither von mir gefundenen Satz stets die Differentialglei-
chungen V; =0 und W; =0 mit gleichen Indizes ¢ (i=1,2,--- ) von
derselben Art sein.¥) Da zwei lineare homogene Differentialgleichungen,
die mit einer dritten von derselben Art sind, es auch untereinander sind,
8o ergibt sich der Satz:

UL Wie auch immer die linken Seiten zwecier linearer homogener
Differentialgleichungen, dic von derselben Art sind, in gropte vollstindig
reduzible Faktoren zerlegt werden, stels enthili jede Zerlegung gleich viele
grofte vollstindig reduzible Faktoren, und diese sind stets der Reihe nach
eander so zugeordnet, dafy immer zwei durch Nullsetzen sugeordneter grifter
vollstiindig reduzibler Foktoren sich ergebende lineare homogene Differential-
gleschungen von derselben Art sind.

Analog zu dem SchluBsatz meiner Arbeit in den Math. Ann, 62, 8. 117
kann man auch folgenden Satz aussprechen:

*) Fir die Zerlegung eines einzelnen Differentialansdruckes in grsfte vollstindig
reduzible Fakto:el{ findet sogar eine noch weitergehende, besonders einfache Beziehung
statt, die ich als Ahnlichkeit bezeichnete (Math. Aun. 62, S. 95 und 62, S. 112).
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IV. Hat man zwei lineare homogene Differentialgleichungen, die von
derselben Art sind, und zerlegt man die linke Seite der einen in irreduszible
Faldoren, so sind die dwrch Nullsetzen der Fakioren enistehenden irreduziblen
linearen homogenen Differentialgleichungen mit denjenigen irredusiblen linearen
homogenen Differentialgleichungen von derselben Art, die sich ergeben, wenn
man sundichst die linke Seite der einen oder der anderen Differentialgleichung
wrgendwie in gripte vollstindig redusible Faktoren zerlegt und alsdann jeden
vollstindig reduziblen Falktor noch weiter in irreduzible lineare homogene
Differentialgleichungen zerlegt.

Freiburg i. B., Mai 1910.



