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l~ber lineare homogene Differentialgleichungen derselben Art. 

Von 

A~m~I) LoEwr in ~reiburg i,/B. 

Unbr  einem t~ational#ittsbereich Z versbhen wit im folgendefi irgend 
ein in sich volls~ndiges oder in sich abgeschlossenes System yon Funk- 
tionen ether unabhii~gigen Variablen x, bet dem durch A~dition~ Sub- 
trak~ion, Mulgplikation mid Division je zweier Funktionen aus 22 (die 
Division dutch Null ist ausgesehlossen) sowie dutch Differentiation jeder 
Funktion aus 2: das System 2~ nicht verlassen wird. Ein Rationalitib- 
bereich, der derartig definiert ist, braueht nicht alle Konstanten zu ent- 
halten. 

Von den Funktionen yon Z wird noch vorausgesetzt, daft jede ein- 
zelne dieser Funktionen ausnahmslos in demselben Bereiehe S der Ebene 
eine eindeutige, his auf isolierie Punk~e fiberall in S regulate analytische 
Funktion sein soil Dutch Anwendung der vier Spezies und tier Differen- 
tiation auf die Funkfionen yon Z wird dieser Charukter nieht zerstiir~. 
Dutch die eingef'fil~e Voraussetzung wird Ftir jede lineare homogene 
Differen~ialgbichung mit Koeffizienten aus 2~, ~bgesehen won isolierten 
Punkten, die Existenz reg~lirer Iniegrale innerhalb B gesicher~. 

Hat man zwei lineare homogene Differen~ialgleichungen mit Koef- 
fizienten aus 

A ~ ao(x ) d~y d~-lY 
d ?  + ~ (~) ~ + + ~ (~) ~ = o,  

~ d~-i~ 
~ll- ~o(X) ~-~ + ~ ( x )  ~?-:~- + . . .  + ~.(x)~ = o 

der gleiehen Ordnung n, so heiBen diese yon derse/ben Art, wenn die 
In~egrale yon A ~ 0 und A i ~-0 dutch eine Beziehung der Form 

~m'Ik , dx .~t.... + ~ _ i ( X )  dx ~-I 
verknlipft sind, wobei 
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Funktionen des Rationali~tsbereiches bedeu~en. Nach einem ~leich~ her- 
lei~baren Sa~z yon L. Fuchs is~ dieses Verh~ltnis ein umkehrbares, d. h. 
man kann die Integrale yon A = 0 dutch eine analoge Beziehung aus 
denen yon A 1 -~ 0 findem 

Ist C irgend ein linearer homogener Differenfialausdruck, so is~ unber 
dem symbolischen Produkt :BC bekanntlich der lineare homogene Differen- 
tialausdruck 

g~C ~-IC bo(X) + + . . .  + b.(x) C 

zu verstehen~ falls B den linearen homogenen Differentialausdruck 

a~y d~-ly bo (x) + bl (x) + . . .  + b (x) 
vorstellt. 

Eine lineare homogene Differentialgleichung A ~ 0 mit Koeffizienten 
aus ~7 heiB~ reduzibd, wenn man ihre linke Seite A in die Form eines 
symbolischen Produktes B C  bringen kann, wobei :B und C lineare 
homogene Differentialausdriicke bedeuten, die auch nur Koefllzien~en aus 
2; besitzen. 

Fiir lineare homogene Differenfialgleichungen derselben Ar~ ist bisher 
nut folgender Saiz yon Fuchs*) bekannt: Ist A ~-0 irgend eine reduzible 
lineare homogene Differenfialgleichung mi~ Koeflizienien aus 2~ so ist 
auch jede lineare homogene Differentialgleichung A 1 -~ 0 mi~ Koeffizienten 
aus 2~, die mit A = 0 yon derselben Art is~ ebenfalls reduzibel. Dieser 
Satz nun li~B~ sich auf folgende Weise erweitern: 

L I s t  A ~ 0 irgend ei~e reduz~le lineare homogene 1)ifferen~ialgle@ 
chung mit Koeffizienten was 2:, kann man also dem Begriff  der l~duzi-  
bil let  ents~rechend A als symbolisches t)roc~ukt .BC. schreuSen, wobei B und 
C li#zare homogene Differentialausdriicke mit  Koeffizienten aus ~ botzagen, 
so l~fit sich die li~ke Seite jeder linearen homogenen 1)if ferentialg~hung 
A 1 = 0 mit  KoeI~fizienten aus Z ,  die mit  A-----0 yon derselben Ar t  ist~ 
als symbolisches t~rodu~,~ A~ ~ .B~C t sc]rreiben, wobei ~ und C t zwei 
lineare homogene ~fferentiala/asdriicke mit j~oeffizienten aus ~ bedeuten und 
~B = 0 mit  t~  = 0 und C ~ -0  mit C~ = 0 yon derselben Ar t  sind. 

Auf Grund dieses Satzes lassen sich die ~riiher yon mix in diesen Annalen 
~fir die Zerlegung eines linearen homogenen Differenfialausdruckes in irre- 
duzible Faktoren und in ,grS~te vollsfi~ndig reduzibh a Fak~ren gewonnenen 

*) L. Fuchs, Zur Theorle tier li~earen homogenen Diffe~eaCialgleichungen, Bell. Ala 
Sitzungsber. 1888, S. 1276 ~ Ges. Wexke HI, S. t8; vgl. auch di~ Darstellung in Ludwig 
Schlesingers Haudbuch tier Theorie tier linea~an Ds I~ ~ Le~z~g 
I897, S. 120. 
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S~tze unmittelbar auf die Zerlegung der linken Seiten zweier lmearer 
homogener Differentiulgleir die yon derselben Art sind, ausdehnen. 
Diese S~tze finder man ~ls Theoreme H - - I V  im w 3, w~hrend w 1 zw~i 
Hilfss~iize en~h~lt und w 2 den oben angefiihrten Satz I beweist. 

w  

(1) Wir b e ~ n e n  mit einem einfachen Hilfssatz, der seinem Wesen nach 
tier Picard-Vessiotschen Theorie fiber die Rationalitiitsgruppe einer linearen 
homogenen Differentialgleichung angehSr~, aber in der vorliegend priizi- 
zier~en Form noch nicht ausgesprochen zu sein scheint: 

A =_ao(X) d-~'- + a~(x) ~ - l y  ~"  ~ + . . .  + a.(x)y ~ o 

bodeute irgend eine lineare homogene Difforen~ialgleichmig mit Koeffizien~en 
aus ~ ,  Yl, Y~, "" ", Y, irgend ein beliebiges, abet lest gew~hltes Funda- 
mentalsystem yon Integralen yon A = 0, schliei~lich sei 

( dyl dy'  ) 
r Yl, Y 2 , ' " , Y , ~  d x '  d x ' ' ' "  

irgend eine rationale Funktion der Integrale Yl, Y~, '"  ", Y~ und ihrer A_b- 
geleiteten mit Koefiizienten aus 2~. Unterwirf~ man Yl, Y~, '"  " ,Y,  und 
ihre Abgeleiteten den Substitutionen der allgemeinen linearen homogenen 
Gruppe, d. h. ersetzt man y~ (i = 1, 2, . . . ,n)  durch 

~,~y~ + X ~ y  2 + . . .  + 2~.y~ ( i = l ,  2 , . . . , n ) ,  

wobei die Gr5t~en ~,~ ein System yon n: beliebigen Konst~anten bedeuten, 

( ) F.nktio.  to lo und behalf r Yl, Y~, " " ~ Y.~ -dx ~ dx ~ " " 

A ~ 0 betrachte~, immer de,, niimlichen Wert bei~ so is~ r eine bloi~e 
Funktion des Rationali~tsbereiches 2;. 

Wit bemerken, dal~ unser ~[ilfssatz nicht formale Invarianz yon r 
fiir willkiirliche GrSt~en Yl, Y~, '"  ",Y~ voraussetzt~, sondern nut gleiche 
Wer~igkeit, falls die Funk~ionen yl, y~, . . . ,  y. ein Fundamentalsystem yon 
A = 0 bedeuten. 

Zum Beweise beseitigen wir aus r mlt Hilfe der linearen homogenen 
Differen~i~lgleichung A ~ 0 n ~ und hShere Abgeleite~e und erhalten 
durch diese Reduk~ion eine rationale FunkCion 

rl , Y s , ' ' ' ,  Y,, da:'  d x '  " ' "  dx  , , - i ] '  

die Yl, Y~,'" ", Y~ mid ihre Abgelei~eten hSchst~ns his zur (n--1)  u~ Ord- 
nmig en~h~lt und, da die vorgeleg~e Differeaiialgleichtmg A ~ 0 nur 
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Koeffizienbn aus 2~ hat,  ebenfalls nut  Koaffizien~en aus ~ besit~zt. Wi t  
denken uns r~ als Quo~ien~ zweier Funk~ionen geschrieben, die ganz und 
rational in y~, Y2,'" ", Y~ mid ihren ibgelei~eten bis zur (~--1) ~ Ordnung 
sind und deren Koeftizien~en dem Ra~ionali~sbereiehe 2: angeh6ren. 

Wir seheiden aus dem Bereich S der Ebene alle Singulsri~bn der n 

a 1 a~ am aus; die angegebenen Funk~ionen kSnnen als Funk~ionen ~ ,  ~ ,  -.-, 

Funk~ionen sus 2~innerhalb des Bereiches S nur an isolier~n S~ellen aufhSren 
regular zu sein. Ebenso scheiden wir aus S alle S~ellen aus, an denen eine 
der im Z~hler oder Nenner yon r i aufl~etenden Funktionen yon 2~ aufhSr~ 
reguliir zu sein; aueh diese Stellen liegen wegen der den Funk~[onen aus 
2~ auferle~en Bedingungen isolier~. SehlieBlich bemerken wit noch, da~ 
die im Nenner yon rz als Koe~zien~en au~retenden FunkZdonen aus 
aueh nur ffir isolierte Werte yon x verschwinden kSnnen, sons~ h~t~en 
ihre reziproken Wer~e~ die nach der Bedeutung des Ra~ionaliti~sbereiehes 
ibm angehSren, en~gegen der fiber die Fnnktionen yon .2~ gemachten 
Voraussetzung nich~ bloB isolierte Singulari~en. Die erw~hn~n Null- 
stellen scheiden wit eben{alls aus B aus. 

Es sei nun x o irgend eine Stelle des Bereiches S, die nich~ zu den 

ausgesouder~en geh~r~. Da die Funktionen ~ ,  a~ . a~ tier S~elle x o 
_ a o  a o  --, ~ aa 

regular sind, so verhal~en sich such die In~egrale yl, Ys,'" ", Y~ der Dff- 
s A =  0 an der SbUe x o regxfls F~ir xo mSgea y~,y~,...,y,~ 

und ihre Abgeleiteten d~y~ (k ~ 1, 2 , . .  n - -  1; i ~- 1, 2, . .  ~) die Wer~e 
dx~ ", ., 

Y~ Y~ "" ", Y~o und y~ annehmen. Da x o eine regul~re Sblle ist, ver- 
schwinde~ an der Stelle x o die Wronskisehe Determinantm 

y~o y~o - . . ~ o  

(w) 

nicht. 
Wir setzen 

und f i r  die Abgeleite~en Q 

(~ = 1, ~ , . . . ,  , ;  ~ - =  1, 2 , . .  -, ~ -  i ) ,  

wobei die l~z ( i - - 1 ,  2 , . . . ,  rt; l .~ 1, 2 , . . . , ~ ) ~ 2  Kon.,'qanten bedeut~a. 
Sind y o (i  = i ,  2,.. -, n; ~ = 0 ,  1 , . .  ; ~ - -  i )  ~ '  ~ 4 n k ~ r l i e h  vorgegebe~  

Msthe~i~he A~na, len. Z,Y~.. ~ 6  
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Konstan~en, so sehlie$~ man aus dem Nichtverschwinden der Wronskisehen 
De~rminaute (W), da$ man die ~* Gleichtmgen 

(G) Y,,~ = Z ,x~,  --I- Z,~y% + - . -  -4- Z~y% 

(~ = i ,  2 , . . . ,  . ;  ~ = o, i ,  2 , . . . ,  n -  i )  

stets dutch n ~ Konsta~tte it~z (i = 1, 2,- �9 -, n; l =  1, 2 , . - . ,  ~) befriedigen 
kann. Mit anderen Worten: Liigt man in dem System yon Gleiehungen 
(G) die Konstanten Jtir alle mSgIiehen Werte durehlaufen, so nehmen die 
GrSSen Y2~ ebenfalls alle m6gliehen konstaaten Werte an. 

Die FunkCion r~ a' Y'~' " " ' Y~' ,ix ' d~  ' " " "' ~ / soll~e sieh bei 

allen linearen homogenen Transformationen der y~, y~, -.-, y~ mit konsf~ten  
Koeffizienten nieht :andern, mit~hin muS 

X dy 1 dy~ 
rl ; Yl, Y 2 , ' ' ' ,  Y~, d$ ~ dx  ' 

d x  ~ d x  ' 

d~t - l y n 

" ' ' ~  dxn----- ~ ] 

dx~- :  ] 

sein, wobei wit durch Beiffi~mang des Arguments x die Abhi~ngigkeit der 
aus 23 stammenden Koeffizienten yon der Variablen x andeute~en. Ira 
besonderen f o l ~  fiir die Stelle x o 

~(Xo;  y~o, y Oo,.. ., yoo, y o ,  .y~,~ �9 �9 -, y L - ~ )  

= r ,  (Xo; r~ Y2o,---, Y2o, Y% Y2,..., Y&-~). 
Betraehte~ man ri(x0; Y~ :Y~ ", Y2o, y o ,  y o l , .  " ", Y2~- i )  als ge- 
broehene ra~onale Funktion der n ~ willkiirlichen Konstanten y o  : y o , . .  

0 . .  ~0 : y o  : y o , . .  ~ - 1 ,  so verschwinden die im Nemaer auf~retenden 
; 7 t 0 ,  ", 

Koeffizienten iafolge der Wahl yon x o niche. Man kann daher in dem 
Nenner, der eine ganze rationale Funk~ion der n ~ Griigen Y~ Y ~  
. yo  yol, y o , .  ~(,~-1~ is~, ffir die soeben genaan~en n ~ GrSSen auf "~ ~t0 ,  �9 ", 

unendlieh vide Arten Zaklen setzen, sodas der Nennerausdruck nicht 
versehwinde~. (Vgl. etwa H. Weber,  Algebra, [zweite Auflag% Braun- 
schweig 1898] Bd. 1, S. 147). Hierdureh wird ausgesehlossen, daS die 
Funktion r 1 infolge Verschwindens ihres Nenners an der SteRe x o un- 
endlieh w~d. Da nun x o fiir alle in 

"(X dy i dy~ d~-lyn" ~ 
ri ; Yl, Y~,'"~Y,,~, d x '  d x '  " ' "  d x n - i  / 

auf~retenden FunkCionen eine reguliire Stelle ist, so hat 
�9 y o y o i ,  Y o i , . .  ", ~i(Xo; Yto, Y~ ,  . ., ~o, r2~_~) 

einen wohlbestimmten endlichen Were, wenn man nut  2~~176 Y2o, 
. .  ~ 0  Y~, Y~, ", ~ - 1 ,  was auf unendlieh viete Arden mS~ieh ist, dot- 
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artig w~b]~ dab der Nenner yon Null verschieden ausfRIlt. Der Wer~ 
r~(xo; Y~o, Y~, "", Y,,~o, Y~I, Y~I, "", Y ~ - t )  ii~der~ sich aber nach Voraus- 
setzung nicht, welche wiBIv/irliche Werte man auch immer den n ~ GrSflen 
Y~~ Y~ Y,,~ ]z~l, Y~t,-. ", Y2~-1 beilegt~ hieraus folgr dal~ 

(x0; Y o, YZo, Y2,_,) 
fiberhaup~ nieht yon 171~ Y~o," " ", Y2o, Y1~ Y~l,-" "~ Y2~-I abh~ngt. Mit- 
bin ist, da ja zo, abgesehen ~on isolierten Punkten, jade Stelle des Be- 

retches S sein kann, r 1 ; Yl, Y~,'" ", Y,o ~ ,  d--x ~ "" "~ dx '*-'-'---Y/ fret V021 

y~ y~,.-.~ y~ und e]eren Abgelei~eten~ also eine Funktion aus Z. 
Wir beniiiigen noch folgenden weiteren Hilfssatz: 
(2) Es seien Vl, %," " ", ~ und ~1, ~2,'" ", ~ zwei Systeme yon je m 

rationalen Funktionen yon Yl, Y~," " ", Y~ und deren s mit Koefo 
iizienten aus 2Z Die zwei Funk~ionensysteme mSgen sich, falls Yl ,Y~, '" ,Y~ 
ein bestimmtes Fundamentalsystem der linearen homogenen Differentizl- 
gleiehung A ~ 0 bedeuten, bet atleu li~earen homogenen Substitutionen 
der Yl, Y~,'" ", Y~ linear homogen mit konstanten Koefilzienten kogredient 
zueinander tmasformieren. Versehwindel die Wronskische Determinan~e 
der Funk$ionen ~,  ~ , - - . ,  ~ nicht, so besteht, wie wit behaupten, ein 
System yon Gleidhungen 

wobei re(x), r~(x), r~(x) , - . . ,%_~(x)  Funktionen aus dem Rationalit~ts- 
bereich 2~ bedeuten. 

Da die Wronskische Determinante der Gr~iflen ~l, ~s,'" ", ~,~ nac.h 
Voraussetzung yon Null verschieden ist, so finde~ man dureh AuflSsen 
der Gleichungen 

d~ d '~  ~ - ~  ( i ~ l , 2 , . . . , m )  

die Funktionen r~ ats Determinantenquotien~en, r~ -~ -~ 

hierbei ist D die Wronskische Determinanie yon ~,  ~ , . .  -, ~ uad/)~ geht 
aus D hervor, wenn man in der (k~-1) ~ Kolonne yon D die 8rSBea 

-d~ ~ - 1, 2 , . . . ,  m) dureh v~(i~- 1,2,.. -, m) ersetz~. Bei li'nearer homogener 

Transformation der ~,  ~ , . . - ,  ~ transformieren sich ihre Abgeleiteten 
kogredient, wie dies naeh Voraussetzung auoh fftr *h, ~ ,  "" ", ~/~ zutriff~ 
Bet liaearer homogener Transformation der GrSgen y~, y~---~ y~, die solche 
der GrGgen ~ ,  ~ , -  �9 -, ~ und ~ ,  ~ , -  - -, ~,~ zur Folge haben sell, multi- 

z)~ mit der Substitus plimeren sieh daher Z~ihler und Nenner yon 

3 6  �9 
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determinante cler FunkCionen ~,  ~ , . . . ,  ~,; mithin ~ndert sich hierbei der 

Quotien~ ]ok D~ . ~ -  fiberhaupt niche. Da -~-eme rationale Funk~ion yon y~, y~, ...,y,, 

und deren Abgeleite~en mib Koeffizien~en aus 2~ is~, so folgt naeh dem 

Hilfssatz under (1), dab die Funktionen r~ ~ - ~  (k ~ 0,1, 2,..., m-- l )  Funktionen 

des Rationali~sbereiches 2~ sind. Hiermit ist ~ler ttilfssatz unter (2) 
bewiesen. 

Auch bei diesem Satze ist, wie ioh noeh hervorheben miichte, nieht 
voransgesetzt, dat~ sieh ~1, ~ , ' "  ", ~ bezw. ~1, ~ : , ' "  ", ~7,~ fiir beliebige 
GrSBen Yl, Y~, "" "~ Y,, linear homogen transformieren soUen, sondern nur 
fiir solche Gr~iBen Yl, Y~, '"  ", Y,,, die ein bestimmtes Fnndamentalsystem 
yon Integralen yon A = 0 sind. 

w  

Wir wenden uns nun zu dem Beweis des in der Einleitung ange- 
gebenen Hauptsatzes I. Die lineare homogene Differen~algleiehung A = 0 
sei nach Voraussetzung so besehaffen, dab A = B C  ist. Es seien y l , y~ , . . . , y , ,  
ein Fundamen~lsystem yon lntegralen yon A = 0, und zwar seien diese 
so gewii.hlt, dab die ersten l yon ihnen y~, y~,.. . ,y~ ein Fundamenialsystem 
der linearen homogenen Differentialgleiehung C ( y ) ~  0 bflden. Aus der 
Ze r l e~ng  A = B C  schlieBen wir, da~ B = 0 din'oh die m ~- n --  l Funk- 
~ionen C(y~+x) , C(y~+~), . . . ,  C(y,) befriedig~ wird. Diese bilden ein Funda- 
mentalsystem yon B ~ 0; denn sie sind linear unabh~ngig, well sonst 
C(y) = 0 auBer den Funktionen y~, y ~ , - . . ,  y: noch ein yon diesen linear 
unabhiingiges Integral in Form einer linearen homogenen Kombination 
yon y~+~, y~+~,. . .~ y ,  besi~zen wiirde. 

Die lineare homogene Differentialgleichung -41-~ 0 sell mit A = 0 
yon derselben Art  sein. Gibt 

dy am- ~y 
= re(X)  + + . . .  + , . _ 1 ( x )  

die Beziehung, welehe den Ubergang yon den Integralen yon A = 0 zu 
denen yon A~ = 0 vermittelt, so hat  A~ ~ 0 die Fnnktionen P(y~), /)(y~), . .  
�9 -, P(y~) zu einem Fandamentalsystem yon Integralen. Mit Hilfe der ersten 
1 Fanktionen bilden wir die lineure homogene Differentialgleichung 

v(y ) . . .  v(y,) 

az a_V(y~) aP(y~) d.P(y~) 
dx dx dx dx  

s  s s s 
- - . . . _ _  

dx ~ ~.x ~ ,ix ~ dx  ~ 

~ 0 .  
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Dividiert man dutch den Koeffizienten der hSehsten Ableitung in z, der 
als Wronskisehe Determinante der l linear unabh~ugigen Funktionen 
P(y~), P(y~),..., 2P(yz) nieh~ versehwindet, so ha~ man eine lineare homogene 
Differentialgleichung mit Koeffizient~n aus X; d~e lineare homogene Dif- 
feren~ialgleichung C ~  0 ha~ n~mlich Yl, Y~," "', Yz zu einem Fundamentalsystem 
yon Inte~-~alen und besitzt Koeffizienten aus 2~, w~hrend die Faktoren y o n  

z ,  ~dz, . .  ", dx  ~s offenbar rationale Funktionen yon Yl,  Y~, . �9 ., y~ sind, die 

sich als De~erminantenquotienten bei linearer homogener Transformation 
yon y~, Y2,'" ", Y~ nicht iindern und demnach Funktionen des Rationali~ts- 
bereiches 2~ sin& Die so gewonnene lineare homogene Differentialgtei- 
chung 1 t~ Ordnung mi~ Koeflizienten aus X und dem Fundameni~lsystem 
P(Yl), P(Y~), "" ", LP(y~) yon Integralen bezeictmen wit mi~ C 1 = O. Da 
die lineare homogene Differentialgleichung A 1 = 0 die Funk~ionen /a(yi) ~ 
_ P ( y ~ ) , . . . ,  .P(y~) zu einem Fundamentalsysbem yon Integralen ha~ so mu~ 
sich A i zerlegen lassen in A~ ~ B 1 Q ,  wobei B 1 ebenso wie A~ und C 1 
auch nut Koeffizienten aus 2~ hat. Die lineare homogene Differential- 
gleichung B~ = 0 hat jetz~ 

q (r~,+,)), e, (io(v~+~)), �9 q (io~)) 

zu einem Fundamenialsys~em yon Integralen. 
Bedeuten )u, X2,'" ", i ,  irgend n Konstanten, so ist ersichtlieh, da 

wit lineare homogene Differentialausdriicke vor uns haben: 

= q ( &  .P(u,) + ,~, ~(u,) + . - - +  i,.P(u,,)) 

= ;t, q (-~(u,)) + z, q ( . ~ , ) )  + . . .  +,t,, q(.~(.u,)). 

Dieser Ausdruck wird aber, da die Funk~ionen 

PLU,), - ~ ) ,  "" ", P(.U,) 

In~egrale yon C i ~ 0 sind, gleich 

.t,+, q (-P(u,+,)) + ~.,+~ c, (-P(.u,+~)) + . - .  + ~., c', (~ , , ) ) .  
:Ebenso wird, da C ein linearer homogener Differen~ialausdruck is~ mlr 
die Funk~ionen y~, y~, . . . ,  y~ der linearen homogenen Differenfialgleichung 
C = 0 geniigen: 

c(.h y, + ~ ~ + . . .  + ~.,,~,,) 
= ~, ~(~,) + ~, O(y,) + . . .  + ~. c@.) 
= L+, o (m , )  + ~,+, e(y,+,) + . . .  + ;t,e(y,,). 

Wir k6nnen daher sagen: Bei linearer homogener Transformation der 
Yi, Y~,'" "~ Y~ transformieren sieh die zwei Funk~onensys~eme 
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c(v,+~), c(m~),... ,  c(y2 
und 

A(v<v:+~)),q(~"~,+~>), . .  - ,  A(v(y~) 
in kogredienter Weise; sic verhalten sich also wie die Funktionen ~i, ~,  "", ~,0 
und ~1, ~ ,  "" ", ~ bei dem tIilfssatze un%er (2) in w 1. Mithin ergeben 
sieh die Relationen 

A (P~,)) 

--  ,-o(,~) c(v,) + ~.l(~) ~ c(v , )  + ~-0(~). ~ + - . .  + d~.,_~ , 

wobei 
m = n - - 1 ,  i = l + l , l + 2 , . . . , n  

is% und re(x), r i ( x ) , - . . ,  r~_l(x) Funk%ionea aus dom Rationalitibbe- 
reich 2~ bedeuten. Die eben gewonnenen Gleiehungen besagen aber, da 
C(yz+~) , C(y~+~),..., C(:y,~) ein Fundamentalsystem yon Integralen yon 
B = 0 und C~ (/)(y~+~)), C 1 (P(.Y~+2)), " " ", C~ (B(y~)) ein Fundamental- 
system yon Inbgralen yon /~l -- 0 sind, dat~ die zwei linearen homogenen 
Differentialgleichungen B = 0 und B1 = 0 yon derselben Art sind. ]=[ier- 
mi% is% der in der Einlei%ung angegebene Sa%z I vSllig bewiesen. 

w  

Der lineare homogene Differentialausdruck A sei in irreduzible Faktoren 
A ~ Q~ Ql-1 Qz-~ " " �9 Q1 zerlegt. Is% A = 0 und A 1 ~ 0 yon derselben 
A.r-C, so kann man, wie sich dutch wiederholte A_awendung unseres Satzes I 
ergibt, ftir A 1 die Zerlegung A i = Q2 Qz-1 Q ~ - ~ " "  Q1 herleiten, wobel stets 
zwei irreduzible lineare homogene Differentialgleiehungen Q~=0 und Q~=0 

�9 Or mit gleichen Indizes i ( i~1 ,  2,..., i)  yon derselben Art slnd. Eiae Zerlegan~, 
elnes linearen homogenen Differen%ialausdruckes in irreduzihle Faktoren 
is% durchaus nich% eindeutig. Es sei A 1 noch auf irgend eine Weise in 
irreduzible Fak%oren zerle~: A 1 ~ / t l i g ~ _ t - - .  19 I. Nach einem frfiheren 
Satz yon mir (Math. Ann. 56, S. 565 und 62, S. 116) war dies nur derartig 
m~glich, dab sich die i irreduziblen Differentialgleiehungen 

~)~=0 ( i ~  1, 2 , . - - , i )  

mad die ~ irredaziblen Differentialgleichungen 

B,  = 0 (i  = 1, 2 , - . - ,  i )  

einander in einer gewissen Reihenfolge eineindeu%ig zuordnen lessen und 
zwei zugeordne~e lineaxe homogene Differentialgleichungen immer yon der- 
selben Art sind. Da zwei lineare homogene Differentialgleichungen der- 
selben Ordering, die mi% einer d_d%ten yon derselben Ar~ sind, es auch 
tmtereinander sind, so folg% der Satz: 
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II. Wie auch ionmer die linken Seiten zweier liaeower horaogener Dif. 
ferentialgleichungen, die yon dersdben Art sind, Sn irreduzible l~a]ztore~ ae~- 
legt werden, stets kann man die Faktoren eider jeden Zerlegu~ des green 
1)ifferen~ialausdrue]ces den Faktorea einer jeden Zerlegung des anderen 
Differentialausdruc~s eineindeutig zuordnen, sodafl immer die zwei dutch 
~uUsetzen der zugeordneten Faktoren e a t s t ~  irreduzible~ liz~earen 
homogenen Differentialgleichungen gegenseitig vo~ derse~en Art sind. 

D,. jede lineare homogene Differentialgleich~mg als mit sioh selbst 
yon derselben Art angesehen werden kann, so enthi41t der-Sa~z II dab 
Theorem tiber die versehiedenar~ig mSglichen Zerlegxmgen eines einzebaen 
linearen homogenen Differentialausdrackes in irreduzible FakCoren als 
Spezialfall. 

Ein linearer homogener Differentialausdruek A kann such in gr/iflte 
"vollsti~ndig reduzibte Eal#oren zerleg~ werden. (Math. Ann. 62, S. 112); es 
sex = L V _I..-Vl eme der tige Zerle g, wobe  5 = 0 ( i = i ,  
demnaeh vollstiiadig reduzible lineare homogene Differen~ialgleAehungen 
sind. Is~ A 1 -----0 eine lineare homogene DifferengalgIeAehung, die mit 
A ~ 0 yon derselben Art ist, so ergibt sich mi~ Hilfe des Sa~zes I leicht, 
dab man A 1 in grSt~te volls~ndig reduzible Faktoren zerlegen kann, n~mlleh 
A i ~ VeVe_i . . .V1,  wobeA s~ets zweA volls~ndig reduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen V~= 0 und V ~  0 mi~ gleAchen Indizes i (i~-1, 2,-.-, ~) 
yon derselben Ar~ sind. Ist A i ~ 0 noch auf irgend eAne Weise in gTSflt~ 
vollst~ndig reduzible Fakt~oren A l ~  W e We_l-- .W~ zerleg~, so mfissen 
nach einem frtiher yon mir gefundenen Satz s~e~s die Differentialglei- 
ehungen V~ ~ 0 und W~ ~ 0 mit gleichen Indizes i (i ~ 1, 2 , . - . ,  0) yon 
derselben Art sein.*) Da zweA lineare homogene Differentialgleichungen, 
die mi~ einer dritten yon derselben Ar~ sind, es auch untereinander sind, 
so ergib~ sich der Sa~z: 

III. Wie auch immer die li~kea ~eiten zweier lirw~rer homogeaer 
~ffero#ialgle@hunge~, die yon derselbe~ Art  sind, in gr6flte vdlstiindig 
reduzible ~ak'toren zerlegt werden, stets entMilt jede Zerlegung gleich vide 
grSflte vollstiindig reduzible Faktoren, und diese sind stets der I~a'~e nach 
einander so ~ugeordnet, daft immer zwei dutch Nullsetze~ zugeordne~ gr~flter 
vollsttindig reduzibler 2"aktoren sich ergebende li,mare homogene Differentia~ 
gleichungen yon derselben Art sind. 

Analog zu dora Schhgsatz meaner ArbeAt in den Ma~. A.am 62, S. 117 
k~nn man such folgenden Sa~z aussprechen: 

*) F~r die Zerlegung eines einzelnen Differentialausdruekes in g rS~  vollst~a~ 
reduzlble F~ktoren finder sog~r eine noch weitergehende, besonders einfaohe Be~eh~g 
start, die ich als )ihnlichkeit bezeichnete (Mafl~. Ann. 62, S. 95 und 62, S. t1~). 
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IV. Hat man zwei lineare homogene Differentialgleiehungen, die yon 
derseIben Art sind, und zerlegt man die linke Seite der einen in irreducible 
Faldoren, so si~d die dutch NulIselzen der Faktoren entstehenden irreduziblen 
linearen homogenen Differentialgleichwngen mit denjen~en irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen van derselben Art, die sich ergeben, wen~ 
man zuniichst die links Seile der einen oder der anderen Differentia~gleichung 
irgendwie in gr6flte vollsttindig reduzible ~aktoren zerlegt und alsdann jeden 
vollst~ndig reduziblen Faktor ~wch waiter "in irreduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen zerlegt. 

F r e i b u r g  i. B.~ Mai 1910. 


