Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi n*’
ortogonali e il teorema di permutabilita.

MEMORIA IL

(Di Luier BiancHr, a Pisa.)

PREFAZIONE.

Nel presente lavoro si semplificano e si completano le ricerche esposte
nell’altra Memoria sull’argomento pubblicata nel Vol. XXVII di questi A»-
nali (1918) (¥).

Lo studio delle trasformazioni di RiBaucour pei sistemi H di GUiCHARD-
Darsoux ((M), §§ 23, 24) porta alla nozione dei sistemi #** ortogonali (3, 3)
con rotazioni associate B, , £, cioe tali che p, = B,,. Si stabilisce P'esistenza
di particolari trasformazioni di RiBatcour, indicate con T,,, mediante le quali
da una coppia (B, P.) di sistemi associati di rotazioni si passa ad altre tali
coppie (B'u, F), € si dimostra che per queste T, sussiste un teorema spe-
ciale di permutabilitd. Le attuali 7, costituiscono una generalizzazione delle
trasformazioni indicate collo stesso simbolo in (M) (§§ 15, 16), alle quali si
riducono nel caso particolare dei sistemi () che presentano la simmetria
nelle rotazioni: §,, =B, B%="0". Applicando questi risultati ai sistemi H
di GuicHArDp-DarBOUX, si ottiene per questi sistemi leffettiva costruzione
delle corrispondenti T, (di cui 'esistenza erasi gia stabilita in (M)), mediante
lintegrazione di un sistema lineare ai differenziali totali, e si prova che
anche in questo caso sussiste un teorema speciale di permutabilitd. Si esten-
dono poi, nei §§ 10, 11, i risultati ai sistemi H generalizzati che trovano i
loro associati ancora in uno spazio euclideo, ma con un ds* indefinito.

1 seguito della Memoria & dedicato alle ricerche analoghe pei sistemi n*"

(*) I richiami a questa Memoria saranno contrassegnati con (M).
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ortogonali negli spazii a curvatura costante. E qui da osservare che, ammelt-
tendo questi spazii una rappresentazione conforme sull’euclideo, che con-
serva le varietd sferiche ed i circoli, risulta gid a priori che le proprieta
relative alle trasformazioni di Rrsaucour dei sistemi n?” ortogonali si tra-
sportano dallo spazio euclideo a quelli di curvatura costante. Ma & interes-
sante stabilirne le formole effettive, che offrono la pil stretta analogia con
quelle vigenti nello spazio euclideo e conducono per tal modo a nuove classi
particolari notevoli di sistemi #** ortogonali, quali i sistemi E (§ 14), 1 si-
stemi H (§§ 17, 18), ed 1 sistemi @ (§§ 19, 20), per le cui trasformazioni di
RiBaucour sussiste ancora un teorema speciale di permutabilita.

§ 1.
LE trAsrorMAZIONI DI RIBAUCOUR PER LE ROTAZIONI B,,.

Nelle formole stabilite in (M) per le trasformazioni di RiBaucour dei si-
stemi »*” ortogonali dello spazio S, euclideo ad # dimensioni si distinguono
quelle che concernono soltanto le rotazioni 8, dalle altre in cui entrano in
considerazione i coefficienti H? del d &*, riferito ad un sistema »** ortogo-
nale ¥ cui appartengono quelle rotazioni. Le prime sono comuni a tutti i
sistemi trasformati di ComBEscURE di ¥ e, dal punto di vista analitico, che
qui vogliamo porre in rilievo, sono relative alle trasformazioni del sistema
a derivate parziali caratteristico per le rotazioni (M) § 1:

9L e ow
M - F’sz plk (I)
9Ly 9 By . k)

LML BRI\ N CTp—
3 _I_ﬁuk T = a: B2 )i

Una trasformazione di Ribaucour delle B, in nuove soluzioni ', del si-
stema (I) risulta individuata ogniqualvolta si assumano » funzioni (trasfor-
matriei): v, Yss..., Y. Soddisfacenti al sistema completamente integrabile delle
equazioni di trasformazione:

avy.
Ju,

=Bu. 1 (i==R). (1
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Se si pone
s 2 0 (9 Y,
4=3v, @ 0=y T 2 B,  (3)

le formole che danno le nuove rotazioni g, sono le (40%) (M) § 7:

, 2v.©
3ik=BikMJX%' (4-‘)

Verifichiamo in effetto che questi valori (4) delle ', soddisfano alle re-
lative equazioni (I):

0 F,
a‘,auzk ptlﬁl}c

28 ®)

a B’s'k

Jdu, +

+ 2 F‘M)xk—o

Per questo si cominci dall’osservare che, derivando la ©, data dalla (3)
rapporto ad w, (k=-1), si ha

20,
du,

8,
U, (8 uk) on, 5 )‘ Ba s
vssia per le (1)

; ¢} (1.5
S o ,(ka)+ (ﬂk.m)—%—au LCIES

Eseguendo le derivazioni colle (I), (1), e raccogliendo i termini, possiamo
scrivere

00, _ . 19

a@ln
ou, i +

ou,

~+ L M‘@n%-}—@ %gzk_}"?’my -+ )4 3%]’1

ma a destra il coefliciente di y, & nullo per la seconda delle (I) e quello
di B.;, secondo la (3), & 0,.

Dunque intanto le ©,, definite dalla (3), soddisfano al sistema diffe-
renziale

00,
o —tuou, ©)

che & precisamente U'aggiunto del sistema (1). D’altra parte, se deriviamo ri-
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spetto ad u, lespressione () definita dalla (2), troviamo

84 8 Do | 4 ‘”
L 9y %019
du, Y‘&@L£+ Zw&u é Bx.’rx
0 in fine
24
T =%v,0,. ()

Con queste formole (6), (7) si verifica subito che le §';, definite dalle (4),
soddisfano alle (5). E risulta anche facilmente che il passaggio inverso, dalle
B, alle B,, & una trasformazione della stessa natura, per la quale le fun-

zioni trasformatrici y, debbono sostituirsi colle 2 e corrispondentemente le

o 0,
; con — —7 -
A

LE FORMOLE DEL TEOREMA GENERALE DI PERMUTABILITA.

Prendiamo un secondo sistema di funzioni trasformatrici, che indichiamo
con ¥y, ¥Yaseery Yn, onde avremo, come per le (1)

(93(,
o u,

’

BikYk'

Applicando alle 8,, la nuova trasformazione (y',, ¥s,..., Y.), € indicando
con £, le rotazioni trasformate, avremo per le (4)

dove si & posto:

[ 2 ’ an
A ”—%Yz, 0, = X +2wa

Le formole del teorema di permutabilita, stabilite in (M) § 10, dimostrano
che si ottiene un sistema (T,, [,s---» I} di funzioni trasformatrici, pel pas-
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saggio dalle rotazioni §', ad un quarto nuovo sistema di rotazioni f,, ove
si prenda

T

F,- == A{' —§— Y’i 3 (8)

quando la funzione t sia determinata con una quadratura (che introduce
una costante arbitraria) dalle condizioni:

=—2v,0,. 9

ou,

Attualmente, per la verifica analitica, & da osservarsi in primo luogo che
le condizioni d’integrabilitd di queste (9) sono identicamente soddisfatte, e
che dalla derivazione delle (8) risulta subito per le precedenti

T, ,
T =p. T
atlk ﬁ k * ks
le quali formole provano che ler,, I', ,..., I', sono in effetto funzioni tras-
formatrici per le §';.

Se ora poniamo

B=3n Y3 (10)

ne risulta derivando

B ’ 7
auizY.'@i"i"Y.‘@u

e per cio la funzione
v=—{(t+2B8B) (11)
soddisfa alle equazioni analoghe alle (9)
—— =—2vy, 0. (9)
Dunque le funzioni I, I',,..., I, definite in analogia colle (9) da
S T 19
ry=—' 41, (12)
saranno funzioni trasformatrici pel passaggio dal sistema (£”,) di rotazioni

ad uno nuovo. Secondo il teorema di permutabilitd, quest’ultimo coincide
coll’altro (§,.) sopra ottenuto trasformando il sistema (&',) colla trasformazione
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(Cy, Tyy..., T,). Queste proprietd confermiamo ora col calcolo effettivo delle

¢, secondo la formola (4):

ar, o,
Nr3|da,
7

, W ' .
== @.‘7«" ‘J(“;?‘lk I ~ . (13)

Sostituendo per le I, i valori (8) troviamo

vy AA—rA
=T
ed anche la formola
& [‘k (A) ’ 14 T’ ®L
Ny =0, — ;
0 1 2;'1' By k A (14)

onde la (13) si cangia nella formola definitiva

_ o) \ |
- ’ ' . ’ ’
ﬁikzpik“—/_“’“‘:/‘A"f;(")k”T‘A’Y¢®k”+“TYs®k+7’Yie)n . (15)
44" —=+"|
Ora il secondo membro di questa resta manifestamente invariato se si
scambiano le v, colle y',, e percid ©, con 0, 4 con 4" e = con «/, e ne
risulta Vverificato il teorema di permutabilita.

v/
o

L roraziont Associaty §ei sisteMmt H pr GuicHarD-DARBOUX.

Abbiamo chiamato sistemi H di Gurcuarp-Darsouvx (M) § 23) quei si-
stemi 2" ortogonali dell’S,, pei quali i coefficienti H? del ds* soddistano
alla condizione

Y1 = cost.
1

Ora le rolaztonl £, di siffatti sistemi soddisfano, oltre che alle equa-
zioni generali (I), anchie a quelle che ne derivano permutando ivi in ciascuna
rotazione B, i due indici, onde il sistema differenziale per le rotazioni dei
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sistemi H si serive

i _ o 4
m—“pizr‘m
a ik a i
afﬁ‘ b +z§»;,@p-0 (I
algﬁci &3%: Lk I
m—’r + E Pafn=0.

Si & visto (1. ¢.) che I'integrale generale (§,,) delle (II) dipende da n (n — 1)
funzioni arbitrarie, e che ad ogni sua soluzione (§,) corrispondono in par-
ticolare oo” sistemi H con quelle rotazioni, che si ottengono integrando il
sistema (completo) di equazioni ai differenziali totali

OH, _, oH, _
du, TR du,

@)
% B H. (16)
Essendo le (II) simmetriche nelle rotazioni, ne risulta che, ponendo

fo= @ki?

anche le B, daranno le rotazioni per una classe di nuovi sistemi »*" orto-

gonali, fra i quali si troveranno in particolare dei sistemi H-di GuiCcHARD-

Darsouy, definiti dal sistema ai differenziali totali corrispondente alle (16)
o 1, = OH, (0

B U el Iy 5
& ,Nk Bak H}.—’ I, )—l V)u (16 )

B
~

¢

Diremo che le &, e le f, = f,, costituiscono un sistema di rotazioni asso-
ciate (B, Br); la ricerca di queste rotazioni associate dipende dall’integrazione
del sistema differenziale (II). E diremo ancora associati due sistemi H, H
di GuicHAarp-Darsoux chie corrispondano, secondo le (16), (16%), il primo alle
rotazioni B,, il secondo alle loro associate §,,.

Come si & detto, i teoremi generali permettono di precisare lesistenza
ed il grado di arbitrarietd delle soluzioni (8,) delle (II). Le trasformazioni di
Risavcour el daranno ora il modo di dedurre da una soluzione iniziale (B,)
infinite nuove soluzioni (£',) con operazioni che consistono soltanto nell’in-
tegrazione di un sistema lineare (completo) di equazioni ai differenziali to-
tali. Per questo procediamo alla risoluzione del seguente problema: Dafo
un sistema di rotazioni associate &, , 5, = Byi, trovarne uno nuovo 8y, , B =P,
le cut rofazioni siano legate rispettivamente alle primitive da due trasforma-
zioni di Ribaucour (Yo, Yare-os To)y (Yos Tosevvs To)-
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§ 4
Le rTrasrorMazIONI T, DEI SISTEMI (£, B,) DI ROTAZIONI ASSOCIATE.

Cominciamo dall’osservare che le 2#» funzioni trasformatrici (associate)
Y:» 7. debbono soddisfare alle equazioni di trasformazione

3 ; o . (9 i ",
;g‘/—k :sba'k Trs é‘%zﬁki Yo (17)
e posto come al § 1 |
@Y', O]

A—':;Yf{a @e=ﬁ+ %“ B 1a

d=yy, 0,=004 %7
_}. Ay -x"—aui £ Y2,
st ha, con notazioni di evidente significato, per la (4)

Bla=8 ——Q—L@fs [Pg—_Ty #OZ_YEP_‘:__ . _G-)'Q(i@j'
ik ik A M ik ik e ” L

Per ¢id la condizione del problema enunciato, che debba aversi ¢, = £,
porta che, per tutte le coppie 4, & di indici diversi, si abbia

e, 0,

Ay, Ay,
Cid equivale a dire che, indicando con v, . due convenienti fattori di
proporzionalitdy, avremo per tulti i valori dell'indice 4
©, =Y, (18)
e inoltre
pA—y A (18%)

Proviamo subito che questi due fattori g, o sono di necessitd due co-
stanti m, m, poiche, derivando le (18) rispetto ad una qualunque u,, risulta
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per la (6)
9 , - — 4 - -
M(é"'{-‘):@u-ﬁ“{m m(f"Yi)"":Bfk-f"ka
.o o dp. . . — .
indi per le (17): Dur. =0, T =0. Si osservi ora che, essendo 4, 4 posi-
% k

tive, queste due costanti m, m hanno lo stesso segno. Ma di pili, senza sca-
pito della generalitd, possiamo supporle eguali, come risulta dal considerare

che se si moltiplicano p. e. tutte le v, per un fattore costante b (senza al-
m

b b m, onde

terare le y,) cid equivale-a cangiare n, m rispettivamente in

9 mw .
basta prendere b* = — per raggiungere lo scopo.
m

Otteniamo adunque la soluzione pili generale del problema proposte
assoggettando le 2# incognite (y,, v,) a soddisfare al sistema lineare ai dif-
ferenziali totali

oy oy, -~

F) “k— B Vi '5‘,';; =Y, %Blc'}'k (III)
£ — 8, @

é—g:i=ﬁkiYk> 5—;%:”3}'4“"22{351}’1’

dove m rappresenta una costante arbitraria, e inoltre, secondo la (18%), alla
equazione in termini finiti

1=37:. I

%Tﬂ. 12 i (11I¥)

Ma dai caleoli stessi sopra eseguiti risulta che il sistema (III) ai diffe-
renziali totali & completamente integrabile. Di pili, avendosi qui

E’;zm}‘i: 6e=m7;;

segue dalle (7) §1: g—;;l = g-‘f:- =2m 7, ., e per cid il sistema differenziale (I1I)

possiede !’integrale quadratico

A-—Ad=cost, o %‘,yi—%ﬂi = cost.,
e basta quindi disporre dei valori iniziali delle v,, y, in guisa da annullare
la costante del secondo membro perché risulti soddisfatta anche la (I1I*).
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- RN

Da tutto ¢id si counclude: Dato un sistema di rofazioni associate (B, P..)
se e ottengono infiniti nuovi (8, B'), integrando il sistema lineare completo
i differenziali totali (1II), nelle 2n funzioni incognite (Y., v.), collaggiunta
della condizione ai limiti (I11*); le nuwove rotazioni ¢, si calcolano dalle formole

Q7.
B,ﬁu = Br’k - _1_;%%.’1 : (19)

Chiameremo T, una tale trasformazione (di Risaucour) che dal sistema
di rotazioni associate (8., B;) fa nascere il nuovo (§'s, ') B manifesto che
in questa T, entrano (oltre la costante m) precisamente 2» —2 costanti
arbitrarie essenziali, Anche & da osservare che nel passaggio inverso da
B, B%) a (B, B le funzioni trasformatrici sono (§ 1)

A CO S O
lf— Aa la A
e siceome si ha
o, 1oy, v 2mny) T _
&’N; ’{—thrk*-zé‘&: A2 QT”’{Y:'—}_'E(B)»'—— _A )Z"’
_ s 2wy . my
=AMV g R i

vediamo che: la trasformazione inversa della T, é una T_,.

§ 5.

[1, TEOREMA SPECIALE DI PERMUTABILITA PER LE T,

Ad un sistema di rotazioni associate (B, B.) applichiamo due diverse
trasformazioni 7,, T, , che lo cangino rispettivamente nei due sistemi di
rotazioni associate (B's, B'%), ("%, B"4), € supponiamo di pilt che sia m” =|=m’.
Sussiste in questa ipotesi il teorema speciale di permutabilita:

Esiste uno ed un solo quarto sistemw (B, Bi) di rotazioni associate, cal-
colabile in termini finiti, che & legato a By, Pw) do una T, e a (874, B"w)
do una T,.
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Per dimostrarlo troviamo le formole effettive che individuano il quarto
sistema (Bs, Pi) nel modo seguente. Indichiamo, come sopra, con (y;, 1;) le
funzioni trasformatrici per la 7, che da (Ps, B.) conduce a (8, Fu), e si-
milmente con (Y, ¥ quelle per la 7°, da (Ba, Bx) a (B"w, B').

Sussisteranno allora la (IIT), (III*) per le (y;, ;) e le analoghe per le
s 19

aY’i_p ’ aY’im G __(f‘} ’
auk—kam m*—m Y %_:ph'Yl
— _ 1v)
8Y: ooz e _ ... Q.5
m—@u‘{k, au,,"m (i %5&1{1
SYi=37i (V%)

Ora ai tre sistemi di rotazioni (8;), (£.), (8"») applichiamo il teorema
generale di permutabilita (§ 2), sicché le trasformatrici Iy, I'y,..., T, pel pas-
saggio dal sistema (f'z) al quarto (B.) saranno date dalle (8) § 2:

=41 (20)
dove t & definita con una quadratura dalla (9), la quale, essendo qui
&, =m7;, ci di
(—9—5“:—:—9%&‘;/;:(‘;. (21)
Similmente, indicando con 1, 1,,..., T, le analoghe trasformatrici dal
sistema (8') associato a (B's) all'altro (B) associato di (a), avremo per le
formole stesse

— T

S
F=1YT, (20%)

con = definito per una quadratura da

ot -
O Q.Y *
£ MYy (21%)

Daltra -parte si passa, per ipotesi, dal sistema di rotazioni associale
(F'w, P allaltro (fu, f) mediante una T, e dovranno quindi sussistere
per le I';, I'; le relative formole di trasformazione (IIf), (1II*) § 2; ma queste,
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per le verifiche gid effettuate al § 2, si riducono soltanto alle seguenti:

aFi ] ’ '
i Dy=m [;
8101-_}_;,253' i ¢ )

_ » (22)

(91-‘,- @ sy ’
Y ;@izl“x=m r;
%

ri=YyTi. 23
ﬁv‘ i % H (23)
La prima delle (22), calcolata colla (14) § 2, osservando che qui

o, =m'Y;, 0;=my;,
diventa

'y — f_'*:ﬁ B my; =m' (FTYL + 7{',) ,

e riducendo:

mt +mr=—2mB (B= %} a2 7). (24)

Similmente calcolando la seconda delle (22), si ottiene laltra

m' t4-mt=—2mB, con B =22§;?x. (24%)

Ora, avendo supposto m” =/=m*, queste due equazioni risolute danno

2m .S
T—m(ﬂlB——-—’lnB) )
(25)
= 2m (m B—m' B)
Tt — 't ’

e cosi, nell’ipotesi che sussista il teorema di permutabilita, risulta da queste
formole determinato in fermini finiti il quarto sistema (Bu, F).
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§ 6.
VERIFICHE GENERALI E CASO SINGOLARE.

Bisogna ora dimostrare che i valori (25) di 7, * soddisfano rispettiva-
mente alle (21), (21%), come anche alla (23). La prima cosa risulta subito da
cio che si ha (§ 2)

o

o"—E: Ti (-)li -+ Y'i 0, = 'm,' Y’.% —+m 'YTz YI“

e similmente
B

Ty 7
“‘%:“0 YiYi B Yi Y,
i

A-H

QW

onde, per le (25), risultano appunto verificate le (21), (21*). Quanto alla (23),
si osservi che essendo per le (20), (20%)

2T 2B G,
%I‘;,—A -+ ) F;YA»

!Nl
=]

+§i—' -

b -
b
+
b7
o

ITi=
7
la (23) equivale all’altra
7 — 1 2Bt —2B+=0, (26)

che per le (25) risulta un’identita.

A questo punto abbiamo dimostrato che, prendendo per t, = i valori (25),
le formole (20), (20%) fanno derivare dal sistema di rotazioni associate (§'y,
f:) un quarto sistema (b, Bx;) mediante una T, . Sard provato il teorema
completo di permutabilitd se dimostriamo in fine che questo quarto sistema
(Bix, Eki) proviene a sua volta dal terzo (L', f'n) mediante una T,. Per
questo basta calcolare, secondo la (11) § 2, le quantita

Y=—(t+2B), +=—(++2B5),



200 Bianchi: Le trasforinazioni di Riboucour dei sistemi n** orfogonali

cid che da per le (25)

2w’ —
7 = F“‘“;ﬁ;ﬁ (’"lr B—m B)
= 2w’ =
7 = m{@ﬁ (’}n' B-—m B),

le quali formole corrispondono perfettamente alle (25) stesse, scambiata m
con m’, onde risulta provato I'asserto.

Nelle verifiche ora eseguite per dimostrare il teorema di permutabilita
& essenziale I'ipotesi che sia diversa da zero la quantitd m” — m?, al deno-
minatore delle (25). Ma anche nel caso singolare m” = m’, quando vi si ag-
giunga una nuova condizione necessaria, continua a sussistere il teorema
stesso, come ora andiamo a dimostrare. Supponiamo per fissare le idee
' = m, poiche P'altro easo m'==—m si riconduce a questo cangiando di
segno tutte le ¥ (cf. § 4). Riprendendo 1 calcoli al paragrafo precedente,
vediamo dalle equazioni (24), (24*) che in tal caso, se il teorema di permu-
tabilitd delle due 7, deve ancora sussistere, dovrd necessariamente verifi-
carsi la condizione B = B, cioé

%YRY'1=2}Y—1 1, (27)
e le due (24), (24*) si riducono allora all’'unica
T+7=—2B, (28)
soddisfatta la quale & pure verificata la (26). Ora nel caso attuale w' =m
si ha
0B 9B = =
m—mw”l(fin+YiYi)
e quindi B— B =cost, o

%Iyxy’;m%]%?z:cost.

Scelto adunque il primo sistema trasformato (8, £%:), potremo in in-
finiti modi disporre del secondo (8", £"4:) in guisa che, annullandosi la ce-
stante del secondo membro nella equazione superiore, si trovi verificata
la (27). Per abbreviare diremo allora che i due sistemi (B, %), (B"i, B ri)s
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derivati ambedue da (B;, Bx;) peruna T,, si trovano fra loro in involuzione.
Supposta questa condizione soddisfatta, e legando =, = fra loro colla (28),
risultano le (21%*) conseguenze delle (21), e quindi in tal caso avremo non
pitt un solo quarto sistema (Bi, Bz;) del teorema di permutabilitd, ma una
serie oo' di tali sistemi, dipendentemente dalla costante arbitraria che resta
in 7. Concludiamo: Nel caso singolare m' = m il teorema di permutabilite per
le trasformazioni T, dei sistemi di rolazioni associale vale sollanio se i due
sistemi (B's, Bri), (B", B'wi), derivati ciascuno dolliniziale (B, Bri) per una
T, , si trovano in involuzione, ed in questo caso, in luogo di un solo quarto
sistema (B_,-k, Ek,-), se ne ha wna serie semplicemente infinita.

Osserviamo infine che (B, £'zs), (B"i%, $"2;) sarauno ancora in involu-
zione rispetto a (i, Eri), come pure (Bix, Ced), (Bir, fri) in involuzione fra
loro rispetto a (8%, £'x), come rispetto a (5", Bz).

§ 7.
Lt TrRASFORMAZIONI T, DEI SISTEMI H D1 GUICHARD-DARBOUX.

Si & gia osservato, al § 3, che ad ogni sistema (B, £;) di rotazioni as-
sociate appartengono infinite coppie (H, H) di sistemi #" ortogonali di
GuicaArD-DARBOUX associali e corrispondenti alle soluzioni: H,, H,,..., H,);
H,, H,,..., H, dei sistemi differenziali (16), (16%). Si consideri ora una tra-
sformazione T, che cangi le rotazioni associate (B, Br) nelle altre (Fu, E'%),
mediante le funzioni trasformatrici (y;, v:), soddisfacenti alle (III), (111*) § 4.
La trasformazione 7T, si pud ora facilmente estendere alla coppia (H, IT) di
sistemi H associati, che ne verrd convertita in un’altra tale coppia (H’, H’)
corrispondente alle nuove rotazioni (B, P'x), e questo in modo che H' sia
trasformato di Rizavcour di H, medesimamente H' di H. Per questo ba-
sterd completare le » funzioni trasformatrici y,, v.,..., v, coll’aggiunta della
(n+1)™ ¢, e similmente le Y ?2,..., {, con una nuova <p~, determinando,
se sard possibile, ¢, ¢ in guisa che soddisfino alle equazioni di trasforma-
zione (M) § 6)

Sw _
= Iy, 5;% = H; ys, (29)
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e insieme anche alle altre

YHY=YH;, YH3=y0@, (30)
2 2 i )

perché allora i due sistemi H’, H' trasformati saranno nuovamente della

classe di GUICHARD-DARBOUX.
Ora si ha in generale (M) § 6)

v~

— —~ 92
H'y=H, — Qjox, H = Hy — = 0,
e per cid nel caso nostro
, : 2m —, —  2mo
H;z:H;——~Z~(E~{;, H'y = H; — n

Ne deduciamo

I
0= u I, v= SHhn. (31)

Ma allora sono anche soddisfatte le (29), come risulta calcolando

o 1; 0%
Loem =5 3 Soum | v m) 21 Sou |

A destra il coefticiente di H;, per la seconda delle (III) in prima linea,
eguaglia my;, e quello di y; & nullo per le (16), onde

¢9uz > H, ‘{1 =m H;y;,

sicche il valore (31) di ¢ verifica le (29), e similmente dicasi per .

In riguardo alla trasformazione T, di RiBaucour del sistema H in un
nuovo H’ (senza considerare gli associati), il risultato pud dunque formu-
larsi cosi: Sé determinino le 2n funziont trasformatrici (y:, )7,-) in guisa da
soddisfare alle equazioni (I11), (III*), ed alle prime n si aggreghi la (n—-1)"*¢
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Fe—

data da
1 —
= }E Hyy.
Dopo cio la trasformazione di Ribaucour (Yi, Yay---5 Ya; ©), applicate al
sistema H di Guichard-Darboux, da wn nuovo sistema H' pel quale

2m o -
R

H' = H, —

K manifesto che queste trasformazioni di RiBaucour dei sistemi H di-
pendono da 2n — 1 costanti arbitrarie (m inclusa). Cio era gid riconosciuto
in (M) § 24; ma ora la costruzione effettiva risulta notevolmente semplificata,
tutto riducendosi all’integrazione del sistema lineare (III).

In fine dimostriamo che per le trasformazioni 7, dei sistemi H sussiste
il teorema speciale di permutabilita: Se ad wn sistema H di Guichard-Dar-
boux sono conligui due nuwovi H', H", per trasformazioni rispettive T, , T,
con m” =|=m’, esiste un quarto sistema H perfettamente determinato, contiguo
alla sua volta ad H' per una T, e ad H” per una T,.

Siano y:, 7i,.@ =—?%22H;71 le funzioni trasformatrici per la 7, che da
H conduce ad H’, e medesimamente Y%, Y%, ?'=;:—L;§H; ¥ quelle per la

T, da H ad H". Per le formole (20), (20*) § b abbiamo
TYa ’ T ;—1 -7
m:é{——%—yz, I‘z=—j{-+"{x,

dove r, = hanno i valori dati dalle (25) ibid. Ora, se alle » funzioni trasfor-
matriei I',, I,,..., [, aggiungiamo la (4 1) ¢ del teorema generale di
permutabilitd data da (M) § 10),
L '
¢ = 4 + ¢,

sard provato che il quarto sistema H dopo (H, H', H") & ancora un sistema
di GuicEARD-DARBOUX, se verifichiamo che @ soddisfa alla sua volta alla
equazione corrispondente alle (31)

1 , =
¢=;@;§le}.
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Ma questa si scrive

LT e , L 2m o~ (7 =
(g o) =ylm=2375)(F+7).

ossia sviluppando e riducendo

w T +mt=—2mB,

che coincide colla (24*) ed & quindi in effetto verificata.

Osserviamo anche qui il caso singolare m” = m®, ove il teorema di per-
mutabilita cade in difetto, a meno che i due sistemi H’, H” si trovino in
involuzione, verificandosi la relazione %‘yz Vi=*+=3¥n71.

A

In tal caso & facile Yedere che lintero fascio (H', H") & composto di
sistemi di Guicaarp-DarBoux (*), e lo stesso aceade del fascio coniugato del
leorema generale di permutabilitd (M) § 12.

§ 8.

(CASO PARTICOLARE DEI SISTEMI F.

In una coppia di rotazioni associate (£, Bx) puo darsi che si abbia in
particolare Bg; = Ba; allora siamo in presenza di sistemi E di cui trattano i
§$ 1416 in (M). Le trasformazioni studiate al § 15 (M) ed ivi indicate collo
stesso simbolo 7', sono appunto casi particolari delle attuali e se ne otten-
gono assumendo le '—f, coincidenti colle relative y;.

(*) Un sistema generico del fascio corrisponde alle funzioni trastormatrici
e PO, G it Y, Pty (e, ¢ costanti)
e siccome, per le (31) (ove ora m'=m), si ha

1 = =
cfte? =;EEHA(017A+0971)’

il sistema stesso & di Guicaarp-DarBoux.
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Ma, pur partendo da un sistema iniziale E, possiamo anche applicare
una generale t{rasformazione:

TmE(Yl7 Y2,"'7 Yn; ?17 ?2""7 Yn)

senza che le seconde funzioni trasformatrici y; eguaglino le prime y;. Per
tal modo otterremo dal sistema E coppie di rotazioni associate e distinie
(B'ix, P). Ora applichiamo ai tre sistemi di rotazionmi (Bu), (B'w), (B il
teorema generale di permutabilitd (§ 2), e facilmente dedurremo dalla for-
mola (15) ibid. che l'intero fascio a cui E appartiene & costituito di altret-
tanti sistemi () con Pz = Fz;. Se infatti nella (15) poniamo le y; al posto
delle v';, dovremo fare

A=A, &;=my, 0;=my;, 7=—(v-+2B),

e quindi risulterd

- 2 m - — ,— -
@ik=ﬁm-—12+gBT+A2 A(Yan+ym)—!—f*{;n+r*(m%,

espressione simmetrica nei due indici 4, k.

Dimostriamo ora che nel fascio coniugato ad (E) le rotazioni si distri-
buiscono come le (F), (%) in coppie di rotazioni associate. E infatti, in-
dicando con a, b due costanti arbitrarie, le funzioni

Ti=ay;+by, Ti=byitay (32)

soddisfano manifestamente (a causa di £z = By) alle equazioni (II) § 4, ma
anche alla (IIT*)

~p

I‘i:XF?,
A

giacche il primo ed il secondo membro eguagliano I'espressione
(0> +b*)4+2abB.

Ora queste funzioni trasformatrici (32) corrispondono appunto alle ro-
tazioni del secondo fascio, che risultano per tal modo distribuite in coppie
associate. Si osservi che queste rotazioni associate coincidono solo per a =1,
e percid nel fascio coniugato esiste un solo sistema E corrispondente ad
a = b, ossia alle trasformatriei

=Ti=Yi+7.
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Adunque nel caso attuale: Dei due fasci coniugali del teorema di per-
matabilita uno & tutto composto di sistemi E, Ualtro ne contiene uno solo E,
mentre gli allri dello stesso fascio si distribuiscono in coppie di sistemi di
rolazioni associate.

Osserviamo ancora che, per costruire questi particolari fasci coniugati,
si pud prendere ad arbitrio un sistema E del primo fascio ed un qualunque
suo trasformato, per una T, arbitraria, quale sistema E del fascio coniugato.
E infatti, indicando con [,, I'y,..., I', le trasformatrici pel passaggio da E
ad E, avremo

8Ty ar; . Q]
— ==, T —=ml;— Y Eul
8%k gu %1 é’m i %Bh A

e basterd trovare 2 funzioni incognite (y;, 7;) che soddisfino alle (III),
(TI*) e di pitt alle altre

Yi+yi=Ti.

Eliminando dalle (III) le y; = I’; — 1, ne risulta per le y; il sistema dif-
ferenziale

&Yi___a, aY'i (i‘) VA RV :
Tu bixss 3 w; -+ % i ya = m (C; — ¥4), (33)
mentre la (1II*) diventa
21y =YTr}. 34
=i (34)

Ora si riscontra subito che il sistema ai differenziali totali (33) & com-
pletamente integrabile, e inoltre ammette l'integrale quadratico

2 § iy — }2; I'} == cost,,

sicehe, per soddisfare anche alla (3%), basta scegliere i valori iniziali delle v,
in guisa da annullare in quest’ultima la costante del secondo membro.
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§9
I siISTEMI #*" ORTOGONALI NELLO SPAZIO EUCLIDEO A d s® INDEFINITO.

Procediamo ora ad estendere, in un primo modo, la nozione di sistemi
n** ortogonali a rotazioni associate prendendo a considerare, accanto all’or-
dinario spazio S, euclideo, col ds* rappresentato dalla forma differenziale
quadratica definita positiva nelle n variabili @, y,..., ¢ (M) § 1)

ds¥=do*+dy*+..-4+di,
anche le altre forme indefinite
ds’=c¢ da*+e, dy*+ - -+c¢,d (35)

dove ciascuna ¢; rappresenta l'unita, positiva o negativa; diremo che la (35)
¢ la forma (a curvatura nulla) di segnatura (¢, ,,..., &,). Se esprimiamo
le » variabili =, y,..., ¢ per » nuove u,, u,,..., u,, in guisa che la (35)
conservi la forma canonica (ortogonale), potremo scrivere, per la legge d’i-
nerzia

ds=¢, H*dul4c, Hidul -+ - - +¢, H:dul, (36)

dove le H; sono funzioni reali delle u,, u,,..., u, e la segnatura (¢,, ¢,,...,
¢,) € rimasta la stessa.

Le formole per l'equivalenza delle due forme differenziali (35), (36) si
deducono subito analiticamente dalle ordinarie in (M), nelle quali basterd
cangiare H; in H;/s;. Cosi adunque, introducendo anche qui le rofazioni

o teéeH, . .. . s . . .
Bs = T ou’ il sistema differenziale per le §; sard:
9B
& u’l B:l ?)lh
(V)
ca()lk+ 'Hil+zs)pl pl’__()
1 (9 k: afl k i o
e successivamente quello per le H; conserverd la solita forma
é H;
= P Hy . (V®)

o,
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Le trasformazioni di Ribaucour per le rotazioni Bz si otterranno, nel
caso attuale, come segue (Cf. § I).

Prendansi » funzioni trasformatrici y,, v,,..., ¥, soddisfacenti al solito
sistema differenziale

(9 '}/,‘ -
29_102 = Bek Yi,
e si consideri la quantitd
A=Y (37)

che in seguito supporremo sewmpre diversa da zero. Ponendo

e i 9
(nizsié—-u’i -+ % g P,
si trovera subito dalle (V)

006;
ou,

o4
P . G —-Q 1 0;. :)
Pri€r, = 1: ® (38)

Per le rotazioni ¢’y del sistema trasformato avremo la stessa formola
) § 1

o — oLk (39)

compiendosi le verifiche nel medesimo modo. Se poi consideriamo un de-
terminato sistema w*” orfogonale nell’S, indefinito corrispondente alla forma
(36) del ds* colle rotazioni P, avremo oo' suoi trasformati di Risaucour
determinando, con una quadratura, una (n-- 1)™* funzione trasformatrice ¢
dalle equazioni

? — Hyi, (40)

Hi=H— 220 (41)
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§ 10.
1 sisTEMI H GENERALIZZATIL

Ritorniamo ora ai sistemi »** ortogonali dell’ordinario spazio S, e chia-
miamo sistemi H generalizzati di segnatura (s,, ¢,,..., ¢,) quei sistemi pei
quali i coefficienti H? sono legati dalla relazione

¢, H: g, Hi 4~ -+ ¢, H. = cost. (42)
Derivando questa rapporto ad u; si ottiene
3H —1—LSAMHA—~0 (43)
e da questa derivata rapporto ad u, segue

(Bki H, ) + & 5 (9 (Bdc k) -+ 2 5) (ﬁik Hx) == (),

e sviluppando

0 Lrs 7 ({’f)
chg ?k+k§ik+%glgilﬁkkt+

”

~H3nz% kda +€1ﬁfczH;+Z€; “Hxi“o

Ma il secondo termine & nullo per la (43) stessa, onde segue: Le rola-
zioni By di ogni sistema H di segnatura (c,, =,,..., ¢,) soddisfano al sistema
differenziale :

B
5%?2321 Jlk
o 0 Bri
O b S i =0 (V1)
apke aﬁik

”f“lc +2€,\ﬁuﬁkx—~0~

Come nel caso particolare (s, =¢,=-:.=¢,=1) del sistema (II) § 3, si
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dimostra che l'integrale generale (Bz) del sistema (VI) dipende da » (n — 1)
funzioni arbitrarie. Ad ogni sua soluzione (f4) corrispondono oo™ sistemi H
di segnatura (s, ¢,,..., ¢,), che si ottengono determinando le H; dal sistema
completo ai differenziali totali

d H;
o,

o H; )
== P; H,, Eim:“lzalpﬂﬂl- (44)

Ora si osservi che, se si pone fz; = P, le equazioni della prima e terza
linea in (VI) si cangiano per le B;; precisamente nelle (V) § 9 che caratte-
rizzano le rotazioni dei sistemi n2” ortogonali nello spazio §, indefinito di
segnatura (s, €,,..., ¢,). Di pitt le (VI) della seconda linea dimostrano che
st ha

dkwi | Obp W~ —
9 —-p—k+ ) P b =0,

J U,

onde segue che fra 1 sistemi #*” ortogonali dell’S, indefinito eolle rota-
zioni B :

ds?=c¢, H'du? 4+, Hiduz 4+ +c, H: du}
ne esistono di quelli pei quali si ha

A4 fr+ ...+~ H:=cost. (45)

E infatti le corrispondenti equazioni per le H; si scrivono

!

OH, - ~ O8H, @ - =
M—Pkaﬂm aui_‘”—_%nﬁﬂﬂl)

e formano un sistema completamente integrabile.

Da tutto cid si raccoglie che: i sistemi H di segnatura (g,, ,..., &,),
nello spazio ordinario definito S,, trovano i loro associati nello spazio inde-
finito di segnatura (¢, &,,..., &) in quegli ordinari sistemi H che soddisfano
alla relazione (45) 22 H} = cost.
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§ 11.
Le trasrorMAziONI T, DEl S1STEMI H GENERALIZZATI.

Possiamo ora riprendere le ricerche relative alle trasformazioni T, degli
ordinarii sistemi H (§§ 4 e segg.) ed estenderle ai nuovi sistemi H: gene-
ralizzati.

Per questo, supposto di avere un sistema H di segnatura (g, ¢,..., &,)
nello spazio definito, ed un suo associato H nell'indefinito, ai quali appar-
tengano le rotazioni associate (B, fz:), soddisfacenti alle (V), cerchiamo di
applicare ad (H, H) due trasformazioni di RiBaucour, colle rispettive fun-
zioni trasformatrici (Y,, Yo,-+v) Yu3 ®)s (Yiy Yes---» Ya; @), 10 guisa che la
coppia (H, H) venga cangiata in un’altra coppia (H’, H’) di sistemi asso-
ciati. Procedendo come al § 4, si troveranno intanto per le y;, y; le equa-
zioni di trasformazione

2 9 v; - ]
5;”Ak=ﬁmﬁ, 5;:{;‘7‘——‘“‘4”%—“ % Bumn

_ _ (VID)
(9"{5 (9 @

auk:ﬁki—fm Ei(’?—z:m]’i“‘“‘ ; 5)?’“?* y

le quali formano, a causa delle (VI), un sistema completo. Di piu, se po-
niamo

AZZY}QJ Z:}};E;Yi, (46)

si ha *ézé—jiz@m vivi, € percid il sistema (VII) possiede Iintegrale
(9%5 (9%;

quadratico

A4 — A = cost.

Noi scegliamo i valori iniziali delle y;, y; in modo da annullare la co-
stante del secondo membro per cui avremo anche

A=A (VII%)
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Fd ora indicando con B, P le nuove rotazioni trasformate dalla (&)
§ 1 e dalla (3] § 9 dedurremo

2m iy

B =B — Fa=Fan— Vi

913»*@;{1
A s

da cui, essendo By = Pri, segue subito By =@, il che significa che le
nuove rotazioni (B, f'r;) sono ancora associate. Ma ora di pit, calcolando
per quadrature le (s -+ 1)™ funzioni trasformatrici ¢, ¢ dalle condizioni

99 . 9% ==
Gy = Hivie gy, =Hivi, (&7)

pei coefticienti H 7, H 'y dei sistemi trasformati avremo

2y : . 2my

H A == H) A YA , H’) == H) i wr*Z_J_ !{)7

e potremo determinare ¢, ¢ in guisa da soddisfare alle (47) ed insieme alle
altre

]
&
o
[
| R
o
=
e
=psg
MM
m\

dopo di che lo scopo sard manifestamente raggiunto. Per questo, siccome
abbiamo

4w
%a;ﬂ’im%}'egﬂi— “P(m@——Ze;Hp{z)

};f]’i_%: ‘ﬁ:-———w—(“@(?‘-‘zﬂ).yl)

basterd prendere ¢, ¢ dalle formole seguenti:

¢ == ”l& %,SA By, 9= L O, (48)

valori coi quali, come subito si verifica, le (47) sono in effetto soddisfatte.

In fine osserviamo che il teorema speciale di permutabilitd per le 7T,

det sistemi H generalizzati continua a sussistere come nel caso ordinario,

valendo considerazioni perfettamente analoghe a quelle svolte alla fine
del § 7.
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$ 20.

I SISTEMI #** ORTOGONAL! DELLO SPAZIO §, A CURVATURA COSTANTE.

. . . .- e [
Consideriamo lo spazio §, a curvatura costante K e scriviamo K= B
dove sard ¢=— -1 se K & positiva (spazio ellittico), e invece ¢ = — 1 per K

negativa (spazio iperbolico).
Prendiamo in S, a coordinate le »+1 coordinate di WEIERSTRASS (*),
che qui (per non moltiplicare le notazioni degli indici) denoteremo con

Ly Yy Byevny b
Queste sono legate fra loro dalla identitd quadratica:

s(mz_{ﬁy?_ﬁ_z?,{_...)—}»i?:i, (49)
eil d s & dato da

ds*=R'(do' +dy'+de’+-- +edl) (30)

Abbiasi ora nello spazio S, un sistema »** (#,, ,,..., u,) di ipersu-
perficie ortogonali, a cui riferito lo spazio risulti

ds*=H*dw +H:du:~+.----H:dul. (d1)
Le condizioni necessarie e sufficienti a cui debbono soddisfare H,,
H,,..., H, affinché la forma differenziale (51) sia di curvatura Riemanniana

A . . . . . N
costante K = si scrivono, introducendo anche qui le rotazioni £ :

Rr®

& H;
Ju,
Py | oPu

@R .
Tu; o, T L Bibyut pr Hi =0,

B
=Bkz k3 b%:ﬁiz@zk

(VIII)

(*) Vedi le mie Lezioni di Geometria differenziale, Vol. 1, §§ 193, 194 che in seguito ci-
teremo colla sola indicazione del Volume.
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le quali si riducono naturalmente a quelle dello spazio euclideo ponendovi
= 0. Introduciamo anche qui, in ogni punto (u,, u,,..., u,) dello spazio,
Ui principale relativo al sistema ¥, formato dalle direzioni (principali)
delle linee di curvatura coordinate (u,), (#,),..., (#,). Denotando con

Xé} Yia"'s Ti
i coseni di direzione della ¢"* direzione principale (u;), dal confronto delle
(50), (51) abbiamo

dw H; dy _ H; ot _H;

= e N =Tl 4 SN == iy 5
G B dwm T R Gw R (62)
indi per le relazioni d’ortogonalita
eX;+y Y+ - et T; =0
ity Yo+ (53)

XX Y, Yot e T Tom—cy (=0 per s=/=k, e =1).

Le n+1 coordinate di WEIERSTRASS @, ¥,..., ¢ sono altrettante solu-
zioni del sistema differenziale di WeinearTEN (Vol. I, § 195):

&h _Ei’&k 46 sa;ke
du;8u, 1 2 \duy R
e nel caso nostro, avendosi a; = H?, a4 =0 (per i==h), dinno le equa-
zioni fondamentali pei coseni X;, ¥Y;,..., che si scrivono

9 X; IXi ¢ H, :

' (7
_ . sl US| X, T ¥
o, P X5 du; % Bxi Xy R (54)

e valgono analogamente per le altre coppie (Y, w)... (T, ?).

§ 13.
TRASFORMAZIONL DI RIBAUCOUR E TEOREMA DI PERMUTABILITA.
Diamo ora le formole per le trasformazioni di RiBaucour dei sistemi

n*" ortogonali nello spazio S, a curvatura costante (Cfr. prefazione). Senza
ripetere qui le deduzioni analoghe a quelle svolte nei §§ 4, 5 (M) pel caso
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euclideo, ci basterd presentare le formole definitive, collocandoci dapprima
dal punto di vista intrinseco. Prendiamo n -1 funzioni trasformatrici y,,
Yase--s Va3 P assoggettate a soddisfare al sistema completamente integrabile

0 : é Hz'"«'
aY "—pac‘{ka 5”%:: R{ -

(55)

Se poniamo

3 i H e A3 AW 2
®¢ a:};_{‘z B Y)-“I"'"“*' (Ob) A:%\U«—F‘S?a (57)
derivando troviamo

80, 94
@ s j— ‘02 0., s
&’Mk BM (/I/ l k (58) n Y‘ ()’ (1)9)

Cid premesso, dalle funzioni trasformatriei (y,, Y.,..., ¥.; ) risulterd
definito un nuovo sistema »*” ortogonale ¥, trasformato di RiBavcour del
sistema iniziale ¥, i cui elementi (indicati con accenti) si calcolano dalle
formole

2R¢

B, -85, (60)
B Q £®k

E facile verificare, servendoci delle equazioni precedenti, che questi va-
lori H',, P, soddisfano alle equazioni differenziali (VIII) e definiscono per
cid intrinsecamente un nuovo sistema n*” ortogonale ¥'. Ma se vogliamo co-
struire effettivamente ¥, come trasformato di RiBavcour di ¥, nella sua
posizione nello spazio, dovremo ricorrere alle formule seguenti. Posto

QZ:§an—}—sq>w, !?u=>l'l*{;.<91+sw,---, th§Ysz+8<?t,

e denotando con accenti gli elementi relativi a ¥, avremo per le formole
richieste

. 20 . 2¢ . 29 9
W= =0, Y =y R, =t Tp 0 (6Y)
. W_Y‘_Qx . _._2'1/_’0", , . ._AQY"Q‘ Q%
X=X, 47 P =1 A4 (62%)
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In fine osserveremo che i raggi ¢,, p;,..., p. delle n ipersfere tangenti
a Y, ¥ si caleolano, nel caso ellittico, dalle formole

)3

e nel caso iperbolico dalle altre

tgh (193“) =1, (63%)

nel quale ultimo caso la ¢" ipersfera avra centro reale solo quando il valore
assoluto del secondo membro risulta << 1.

Anche le formole pel teorema di permutabilitd si scrivono in perfetta
analogia con quelle del caso euclideo (§ 2). Supposti dedotti dal sistema ¥
due nuovi sistemi Y, ¥ colle rispettive trasformazioni di Rrsavcour

(Yis Yoseons Yus ©h (Yes Yorees T3 ¢

si determini, con una quadratura, la funzione ~ dalle formole

ot ,
3_?,6,-:—%{;@;’ (64‘)
e ponendo
N (V- S -
Py==— 47, ¢=—+¢, (65)

si avranno le »n - 1 funzioni trasformatrici (T,, I'y,..., I',; ¢) pel passaggio
dal sistema ¥ al quarto sistema ¥ del teorema di permutabilitd (Gf. § 2).

§ 14.

TRrASFORMAZIONI 7', DEI SISTEMI F NEGLI SPAZIl A CURVATURA COSTANTE.

Come nello spazio euclideo (M) § 14), chiamiamo anche qui sistemi E
quei sistemi »*" ortogonali dello-spazio curvo pei quali, con una scelta con-
veniente dei parametri u,, si ha simmetria nelle rotazioni: £, = §,,. La ri-
cerca di questi sistemi dipende dal sistema differenziale che si ottiene da (VIII)
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ponendovi B, = 8,., al quale si pud dare la forma

0H;, 0Ly
auk‘p.‘k Hk, 5‘;&: ‘—'pn sz
(Bm« = f’ki) (IX)
o 0 B & _
%‘8m+'Rg HH =0

Nello stesso modo come in (M) § 14 si dimostra che questi sistemi di-

pendono da n(ng—};—i) funzioni arbitrarie; la loro ricerca equivale al pro-

blema di ridurre il ds* dello spazio a curvatura costante alla forma carat-
teristica :

2 99 5.5 00 4 . 90
ds _Mdu‘+8zt2du2+ +¢9u

duy,

dove ® & una conveniente funzione delle «,. Se ci proponiamo anche qui il
problema di trovare trasformazioni di RiBaucour che cangino ogni sistema E
in altri sistemi E’, un’analisi perfettamente simile a quella usata in (M) § 15
dimostra che le condizioni necessarie e sufficienti consistono nel dover sod-
disfare le funzioni trasformatrici al seguente sistema complefo di equazioni
ai differenziali totali

OV __ ¢ 0 | Dy ¢H ¢
auk"“p:‘kka (9%,% %.M;{A*}——-R———my,.
(66)
oo _ Hry
ou, R .

dove m indica una costante arbitraria. Le corrispondenti trasformazioni si
indicheranno ancora con T,.

Per queste T, sussiste, come nello spazio euclideo ((M) § 16), il teorema
speciale di permutabilitd, le cui formole stabiliamo nel modo seguente. Si
consideri una seconda trasformazione 7T, con m” ==m’, le cui funzioni tra-
sformatrici siano ¥, ¥.,..., Y.; ¢ e nelle formole (65) del teorema di per-

Ty < . .. , . .
mutabilitd : r":i}_*—y," :b=—zf-)-—}—cp' si cerchi di determinare = In guisa
che le T, soddisfino alle equazioni di trasformazione che caratterizzano una
trasformazione T
or,
o u,

@) ceH'; @
N Dy e T m' ;.
+ X g '
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Il calcolo effettivo per « porge il valore seguente

2m , ,
m—{—m’};zn.“—}_s?? ’ (67)

e poiché questo valore di = soddisfa in effetto alle relative equazioni (64),
ne risulta dimostrato il teorema speciale di permutabilita per le T,.

Si osservi che questi risultati generali possono applicarsi in particolare
all’'ordinaria geometria sferica (ponendo n =2, K==1), ove si tratta di ri-
durre I'elemento lineare sferico alla forma di RiBaucour

(9@

2
dst = &u

2—+~—dv

(Cf. DarBOUX, Systémes orthogonaux, 2*me Edition, Livre IIl, Chap. I).

§ 15.
SISTEMI #7" ORTOGONALI ASSOCIATI NEGLI SPAZII A CURVATURA COSTANTE.

La nozione di sistemi #*” ortogonali associati (§§ 3 e 10) pud ora rice-
vere la seguente nuova estensione. Consideriamo due spazii §,, S, colle ri-
spettive curvature costanti

e supponiamo di avere in S, un sistema »*” ortogonale ¥ e in S, un altro
¥ tali che fra le loro rotazioni B, 5. abbiano luogo le relazioni B, = P.;
diremo allora che (¥, ¥) formano una coppia di sistemi associati. Si rico-
nosce leffettiva esistenza di infinite coppie di sistemi associati aggregando
alle equazioni fondamentali (VIII) per 'Y le analoghe per ¥, nell’ipotesi
@3— B.:. Gosl, indicando con un soprassegno le quantita relative a ¥, si forma
nelle n(n 4 1) funzioni incognite H,, H,, 0, il sistema differenziale se-
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guente :
OH, _ o, _
ou ’ 3uk=Bkak
atk
‘93 __Bllﬁlk
8B, , OB, X)
50, T8 '+23»ﬁzk+RQHH_0
a@m 8ﬁ,k " B
auﬁLauﬁ‘E?‘mH— HH —0.

Col soliti procedimenti si dimostra che le condizioni d’integrabilitd del
sistema (X)) sono identicamente soddisfatte e la sua soluzione generale (H,,
H,, $,) dipende quindi da # (n-+ 1) funzioni arbitrarie.

Ora, come al § 4 pel caso euclideo, possiamo stabilire 'esistenza di tra-
sformazioni T, di RiBaucour che cangiano una coppia (¥, ¥) di sist 1i as-
sociati in §,, S, in altre coppie associate (¥, &) dei medesimi spazii. Ap-
plicando il procedimento stesso del caso particolare al § 4, si vede che
queste T, dipendono dalla ricerca di 2»+ 2 funzioni trasformatrici

(Yn Yaoeevs Vus ?)a (—Y-H "72:--‘ n; ;)’

assoggettate a soddisfare al seguente sistema differenziale:

Ly, S S+ By, SE B
8, - 1., @ s_g“;?“ 95 HET (68)
o—;uk:ﬁk-‘ﬁ’ *Jr*v@nfz—}— =My G = E
e di pid alla condizione ai limiti
A=A, (68%)

dove & posto:

A==211‘ri+8<92, 21 Ti+ee.

Ma in effetto il sistema lineare (68) & completamente integrabile e pos-
siede l'integrale quadratico

4 — A =cost,,

Annali i Matematica, Serie 111, Tomo XXVIII. 29
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onde valgono le solite considerazioni. Scelte le 2% 4+ 2 funzioni trasforma-
teiei (y:, v:» ¢, ¢) conforme alle condizioni superiori, pei rispettivi sistemi
trasformati ¥, ¥ si hanno le formole

(69)

e siccome B, — P, ne risulta anche ¥, =§',, cioé i due sistemi ¥, ¥ sono
nuovamente associati, come si voleva.

§ 16.
IL TEOREMA DI PERMUTABILITA PER LE Nuove 7.

Per le trasformazioni T, dei muovi sistemi associati sussiste il teorema
speciale di permutabilitd del caso euclideo (§§ 5, 6), cid che dimostriamo
come segue. Dalla coppia iniziale (¥, ¥) siano dedotte mediante due trasfor-
mazioni T, , T, (con m” =j=m*) le due nuove coppie (¥, ), (¥, 3. Per
le funzioni trasformatrici (y., v;, ¢, ¢) della T, valgono le (68), (68*) e me-

desimamente per le trasformatrici (Y5, ¥:; ¢, ¢) delle 7, le analoghe

‘QT:“ ’ dy. | @, o eHd - 9o  H.Y,
;;‘Jk“gkam m+%@ke{l+“-7z~~«——1iby,., (m__- iz
_ _ —— o (70)
(9 Y'; . 7 ?Y’i (") VA LH*%,’ . r s & (P: . Hi {z
8uk-—gki,¥k7 8@0,—}_ ZJ p?kyl—lﬁ = Hi ";", E&L 5 R 3
& =1 (70%
dove:

H=yyiteqt, T=37iteq

Ora, colle formole del teorema generale di permutabilita al § 13, po-
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niamo

FF%*H'H o="F ¢
(71)

F‘=%+?,i’ 631?“*‘?’

le funzioni =,  essendo determinate per quadrature dalle rispettive formole

ar
ou;

= —2mY 1, :;iu = 2m Y Y, (72)

e cerchiamo le ulteriori condizioni affinché le 2n 4 2 funzioni

siano le trasformatrici di una T, applicata alla coppia (¥, ). Per questo
dovranno essere soddisfatte le relative equazioni:

or, , ’r, @ , e H' ® - 949 H'T,
P BTy, o Y EuTy At = T, e it
gu, el gy T3 Puli—p “ 9w R
or, - 4r, ® , - H.® , §¢ H'.T,
Tl BT, - Y Fali 4t =T, =i,
auk Bkl ko aui % A LA Ii 9 aui _R

§r§ 4ol = %]F} +c o

dove le H',, H',, P, hanno i valori (69). Calcolando queste condizioni me-
diante le formoie superiori, si trova che esse si riducono alle due equa-
zioni :

mt 4w t=—2mB (13)
w4+ mT=—%mB,
dove si & posto
B=Yuyiteee, B=3nuyiteey. (73%)

Le (73) coincidono formalmente colle (24), (24*) § 5, e risolute danno
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ancora
2m =
pom—— (i B-—mB
m?® — mt ( )
" (74)
- m a
T==—p—— (m B—m B).
wm* — m’

Ma ora, derivando le espressioni (73*) di B, B, si trova:

aB v ’ = aB — -
é—u—izan%y;%—m VY g =muYiEmyy,

H

e ne risulta che i valori (74) di =, = soddisfano in effetto alle (72). Cosi &
provato che, mediante questa trasformazione T, = (I';, r;, @, #), la coppia
associata (Y, YY) si cangia in una quarta (@, 0). Che poi quest'ultima si de-
duca a sua volta dalla terza (¥, i‘-”) mediante una T, si proverebbe come
al § 6. Osserviamo in fine anche qui che nel caso singolare m” = m?, intro-
ducendo la nozione di sistemi in involuzione, si trovano le stesse proprieta
come nel caso euclideo al § 6.

§ 17.

LB TRASFORMAZIONI Tm DEI SISTEMI H NEGLI SPAZII A CURVATURA COSTANTE.

Chiamiamo, anche negli spazii a curvatura costante, sistemi H (o si-
stemi di GuicEARD-DARBOUX) quel sistemi »n*” ortogonali pei guali (con una
conveniente scelta dei parametri ;) sussiste la relazione:

§H§=H%+HE—§—"‘+H§:$ (@ costante).

I1 calcolo stesso eseguito in (M) § 23 dimostra che, nel caso attuale

dello spazio S, di curvatura K = l;’ i coefficienti H; e le rotazioni By di
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un sistema H debbono soddisfare al sistema differenziale seguente:

0H, oH, @

auk Bkt ky ﬁ‘wlﬁzlﬂl
aﬁﬂc
(9’“/1 gil?’tk
5p 5p (XT)
M—F&Jkﬁ- Z @b@m—?- s H, H,=0
8.
‘;;’:‘Jraﬁ’w X B b= 0.

Col soliti procedimenti (Cf. (M) § 23) si riconosce che questo sistema
(XI) ammette una soluzione generale con n (r— 1) funzioni arbitrarie, e per
cid 1 sistemi A dello spazio a curvatura costante esistono nello stesso grado
di generalitd come nello spazio euclideo.

Ora & mamfesto che se si pone i == Bai, queste § B, a causa delle equa-
zionl della seconda e quarta linea in (XI), soddisfano alle equazioni carat-
teristiche (I} § 1 per le rotazioni dei sistemi »* ortogonali dello spazio eu-
clideo. Colla nozione di sistemi associati, introdotta al paragrafo precedente,
possiamo dire che: Ogni sistema H dello spazio o curvatura costante am-
melle infiniti sistemi associali nello spazio euclideo (tutti trasformalti di Com-
bescure Vuno dell’altro).

Ed ora andiamo a dimostrare che pei sistemi H degli spazii a curvatura
costante esistono trasformazioni 7, di RiBaucour come nel caso euclideo
(§ 7). Le formole per queste T, si dedurranno da quelle sviluppate nei due
paragrafi precedenti ponendovi

1 -

!
I
=
=
I
=
o)
I
<

Valendo pel sistema trasformato ¥’ le formole (69)

2m Ro—
H=H— =220,
otterremo che questo sistema ¥ sia di nuovo un sistema H' di GuicHanD-
DarBouz, determinando ¢ in guisa che risulti: % '3:};,[{2. Ora si ha per
la precedente

dmRBo -
PR R (

S~ Hi)= ) =R o R — 3 LT,
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e la nostra condizione da per ¢ il valore
1 -

D’altra parte si verifica subito che questo valore di ¢ soddisfa alle equa-
zioni

a9 Hiﬁ

am_ R

onde risulta stabilito, anche pei sistemi H dello spazio a curvatura costante,
Pesistenza di trasférmazioni T, di RiBavucour, contenenti, oltre m, 2n—2
costanti arbitrarie.

Da ultimo estendiamo anche a questo caso il teorema speciale di per-
mutabilitd al § 7, osservando che se nelle due trasformazioni T,, T, pel
passaggio dal sistema H ai rispettivi sistemi H’, H” le funzioni trasforma-
trici sono

_ 1 =
per la T,) Tis Yis 9= 2 iYHl 1

1

per la T, Yi, -'-Y-'i, o' = B %} Hiys,

dalle formole generali (71) al paragrafo precedente

(I] m— ‘;_ ,._i,_ CP

1

b ==
w R

%‘,E'zﬁ,

ossia

v (79 L N (g 2mBe-\(ru , 5\
41&R(A+<p)—-—%(ﬂz Y yz)(A —r—w)
Ora questa, sviluppata, si scrive
W -mr=—2mB

e coincide colla seconda delle (73) la quale trovasi verificata.
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§ 18.
I sisTeMr H GENERALIZZATI DELLO SPAZIO A CURVATURA COSTANTE.

Come si & fatto al § 10 per lo spazio euclideo, cosl anche nello spazio
S, a curvatura costante chiamiamo sistema H generalizzato di segnatura
(255 €5,..., &,) ogni sistema n* ortogonale le cui H; soddisfino la relazione:
e, H2 ¢, H: + ... ¢, H? = cost. [l calcolo stesso eseguito al § 10 prova che
le H; soddisferanno alle equazioni differenziali

a~aH !
L O u;

=0,

e le rotazioni B alle ulteriori

6ﬁm+ ké’f’f‘,_;_ L &1 Bia B =0,

e colle solite considerazioni (cf. §§ 10 e 17) si stabilisce I'esistenza di questi
sistemi H generalizzati. Ora andiamo a costruire anche qui le trasforma-
zioni T, di RIBADLOUR, le cm formole otteremo nel modo seguente. Indichino
(Yis Yaoerrs Y3 Yoo Toreors -y,,, 9)2n+ 1 funzioni trasformatrici assoggettate
a soddisfare al sistema lineare ai differenziali totali

5 SHt - ) Hi i
au ﬁzkYm (9% “’}_; @h"{'l"}‘ —*m'{i, ‘912:’— RY (76)
dYi
aY —'—Bkz"{k, 31(9 Y +;51 B '{l = M Yi.
Questo & un sistema completo e possiede I'integrale quadratico
A — A = cost.,
avendo posto
A=§yi+s (?29 —:2;; —i
poiché ne risulta o4_o4_ 2m v;vi. Al solito si assumeranno i valori ini

au,- 3145
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ziali delle (yi, v, ¢) in modo da soddisfare anche I'equazione ai limiti
A=4 (76%)

Dopo cio, applichiamo al sistema H la trasformazione di Risavcour
(Yes Yas--5 Yas @) (Gf. § 18), e pel sistema trasformato avremo per la (60)
§ 13

H = Hi——5— 1,

e questo sard un nuovo sistema H’ generalizzato colla stessa segnatura
(05 €3y...5 &) € @ & determinata in guisa che si abbia ¥ & (H'; — Hj) =0.
7

Ora si ha dalla precedente

w e AmR
zl:ex(ﬂﬂ—~Hz>=~””-—<"

Ro— YHiy
Y (mRo )iﬂ'nz)

e ne risulta quindi per ¢ il valore

1

= ;‘] o Hivy (77)

compatibile colle (70) perche, derivando la (77) rapporto ad una qualunque
u; si ottiene per le (76) un’identita.

$ 19.
1 sIsTEMI Q DEGLI SPAZII A CURVATURA COSTANTE,

Dei sistemi #*” ortogonali dello spazio euclideo studiati nei §§ 17-20 in
(M) e indicati come, sistemi @ diamo ora una doppia generalizzazione. In
primo luogo trasportiamo la nozione allo spazio §, a curvatura coslante K,
e in secondo luogo supponiamo che nella formola (68) § 17 (M) i coefficienti
¢y, Cy,..., C,, invece che costanti, siano funzioni di una sola delle u, pre-
cisamente la ¢; una funzione U; della sola w;. Chiamiamo adunque sistema Q
nello spazio S, a curvatura costante un sistema »*” ortogonale che ammetta
trasformazioni di RiBaucour le cui funzioni trasformatrici v, vas.vry 7.5 @
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soddisfino alle equazioni di trasformazione

£ )
M = Bir Yi, 5;;—H= ¥i (%) (78)

e siano legate fra loro dalla relazione quadratica
UIY?+U2Y§+"'+U¢;T;+aq’2x07 (79)

dove U; indica una funzione della sola u; (ovvero una costante) ed a una
costante arbitraria. B immediato che il sistema trasformato ¢ appartiene
alla medesima classe, poicheé le funzioni trasformatrici inverse da @ a @ ve-
rificano la medesima (79).

Per esaminare la questione dell’esistenza e del grado di arbitrarietd dei
sistemi @, cominciamo dal formare le conseguenze differenziali della (79).
Derivando rapporto ad u;, abbiamo

6y,

(80)

du,- )

‘l‘XL‘Za UlYl+aHz<?+ z"{i:O (U’z"‘“dg)

Derivando nuovamente rapporto ad u, (hr}z i), si ottiene

9 P ,
Us g Bt rs) = Un g (B Yo) + B Ul v+ B ; b Ua 1 +Yk Y s fae Us -+

|
~+ @ By k(P+a’H’L kYk_‘_g' U ipik'ﬁ:O,
ed eseguendo col raccogliere i termini

\ 9 Pin 9 Brs

7 Vg, auk+Zﬁl'BlkUl+@ka'+ i U'i+a H; I,

+ U, 57—

+ B zamvws+zzk a Eﬁkazyz+aH @%._o

Ma, per la (80) stessa, la quantitd entro la seconda parentesi eguaglia
1

-5 U'.v., per cui la precedente resta:

d ﬂzk d 185%'

du,

@ { |
Uis + U, —+ ;ﬁliﬁlk Ul-I——g(U'aﬂm—’r—U'kﬁki)-i—aﬁiﬂkz(), (81)

(*) S1 avverta che la ¢ qui introdotta differisce pel fattore costante R dalla ¢ delle for-
mole precedenti.
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equazione simmetrica.nei due indici ¢, k. Se combiniamo questa colla equa-
zione generale (VIII) § 12

OB , OB
Ju; T 7m,

(i,h)
-+ %‘, B+ KH H, =0

35;;; ﬁfg_ﬁt (*}

6ui ou,
La determinazione dei sislemi @, nello. spazio o curvatura costante K,

dipende dal sequente sistema differenziale nelle n* funzioni incognite (H;, Bi):

31{ (9 ik
3 “A' = ﬂﬁt ko é‘% = ﬂil ﬁu-

possiamno risolvere rispetto alle derivate e ne risulta:

(XII)
OB U, — Uy KU, — UiBua+ U B
dug 3 U, Pubn g s o H 20U

In modo analogo come in (M) § 18, si dimostra che questo sistema (di
BourLer-DarBoux) & completamente integrabile e la sua soluzione generale
dipende quindi da n (» —1) funzioni arbitrarie essenziali.

[nversamente, soddisfatte che siano le (XII), se alle equazioni (78) di
trasformazione aggreghiamo le (80), ne risulta (supposte tutte le U; diverse
da zero) un sistema completo ai differenziali totali coll’integrale quadratico

¥ Uz vi+a¢* =cost,
A

e poiché possiamo annullare la costante del secondo membro, il sistema #*"

ortogonale & in effetto un sistema Q.
Un secondo aspetto dei sistemi @ si ha dal considerare che il ds”

(*) Qui si esclude il caso U;= Uz che si verifica soltanto se U;, Uz siriducono alla me-
desima costcmte ¢. Se questa & diversa da zero (cid che accade necessariamente per la (8,)
quando a=\=0), ne segue fra le H; e le B la relazione in termini finiti

(6,0
T (Up—e)BuBue-t+{a—Kc)HiHe =0,

Iu particolare se # =23 e supponiamo U, = U,, abbiamo

.3311332 Kec—a
H, H} U3~—6

e siccome il primo membro da la curvatura (relativa) delle superficie u, = cost. vediamo che
queste sono superficie a curvatura costante.
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dato da
o HY N H;’, 9
ds A duw+ = 7. dui - + du,, (8%2)

viene ad appartenere allo spazio di curvatura costante K'=a. E infatti se

st pone H' = % ne risulta g = V%Ul - Bix, onde, in forza delle (81), sono
i k

soddisfatte le condizioni caratteristiche che assegnano alla forma differen-
ziale (82) la curvatura Riemanniana costante a. La ricerca dei sistemi @
equivale quindi a quella di particolari rappresentazioni di uno spazio a cur-
vatura costante sopra un altro (rappresentazioni normali uniformi se le U;
sono altrettante costanti) (¥).

§ 20.
LE TRASFORMAZIONI R, DEI SISTEMI Q.

[ sistemi Q, per la loro definizione stessa, ammettono una notevole classe
di trasformazioni di RiBaucour che vogliamo ora esaminare pit da vicino.
Indicando con  una costante arbifraria (diversa pero da zero), poniamo

1 —U; b_{x—a

Toom T om

onde sard V; una funzione della sola w;, e b una nuova costante. Le equa-
zionl differenziali (X1I), caratteristiche pei sistemi @, prendono la seguente
forma, affatto indipendente dalla costanie m:

gfﬁ:ﬁa&‘sﬂm gik—ﬂd B
8 i __ @h) Y, e KV, — VB + V' Bui (X1
Ju; T Vi— Vﬂhﬂlk+ Vi— 7, i B, — O(Vi— Vo)
mentre invece la relazione quadratica (79) si scrive
}l: (1 —m V) yi+(K—mb)e*=0 (83)

(*) Cf. la mia Nota pubblicata nel Vol. XXV dei Rendiconti dei Lincei (fehbraio 1916).
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ed implica la costante m. Ed il sistema complelo ai differenziali totali che,
insieme alla (83), determina la trasformazione, assume per la (80) la forma
seguente:

9 vi @Y ‘1—m Vi m b . omViy
du "“@WYM du; +Tt ™ Vtﬁltﬁl‘kl "lVH?_oz—(l—’HlVi) 2
, (XIV)
o, ﬁ
au/i_"-H—th-

Come nel caso particolare considerato in (M), questa si dird una fra-
sformazione_R,, del sistema @ in un altro @', ed & immediato che la trasfor-
mazione inversa da @ a @ & ancora una E,, .

Supponiamo ora di considerare una seconda trasformazione R, (m’ =|= m),
che cangi il sistema @ in un terzo Q" e siano v, ¢ le relative funzioni tra-
sformatrici legate dalla relazione quadratica

Z;(l —am Vi) Y1+ (K—m'b)e" =0 (83%)

e dalle equazioni differenziali (XIV)

dYs . a o0l —wm T Ix—-—m b o Vv’
o”uk—ﬂ’w”’ +2‘ — Vﬁ” R s IGH 2(L —m' V3) &)
0 ¢
du; = Hiv’s.

Dimostriamo che sussiste anche qui il teorema speciale di permutabilita
(M) § 20): )

Esiste un quario sistema Q legate a @ da una R, e invece a Q" da
una B,

Indicando con Ty, ¢ le funzioni trasformatrici nel passaggio da @ a @,
avremo (§ 13)

ri— Ly, 0=2F4, (89)

dove =t verifichera le equazioni

v ﬁ&y,

dui IASETY

(4)
+§mm+Kﬂmp (86)

Ora proviamo che si pud soddisfare a queste condizioni e insieme alla
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relativa (83)
X (1 — ' Vi) T+ (K —m'd) 0* =0, (87)

dopo di che la trasformazione da @ a @ sard appunto una R, . Ma, sosti-
tuendo i valori (85) nella (87), ne deduciamo

)yi+(K-—11¢'b)ry2{+

- %71: %% A= V)9 + (I —m'byod i == 0,

e siccome per la (83)
S (1 — ' V2) i+ (K — w8 =(m—m) |3 Vani+b9" [ =

m—m’
m

_n—m) 4

; : (
St Ko —

vediamo che ponendo

S = ﬁV‘_, (I—m V)yiya+ (K —m'b) oo (88)

ne risulta per v il valore unico e determinato
s 2mS Gy
m —m
Dobbiamo ora provare che questo valore di = soddisfa alle (86), ciot S
alle altre

aS ’ ’
m aui+(1n —m) Y

0% 4 S pvs K Hiol=0 (89)
O’,ui‘ - 4i (4 LCP\ .

Ora, derivando la (88) rispetto ad u;, risulta

aS (i) ’. e
Y’} FU=m' V) fuyat (1 — %>‘”'.+(K-m'b)ﬂi gV
@) o
'\1)/%(1 VO fupt (4 — V)ayl—i*(lx w' by H; 9~—m I;’Wz,

ed in questa l'espressione che moltiplica y; & nulla, a causa delle equazioni
differenziali (84), dopo di che sostituendo nella (89) e sopprimendo il fattore
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Y, resta da verificare I'equazione

(i ' —
m; %:(1 — V}.) ﬂli”fl‘}- (1 — V,«) g_‘}’_‘ —+ (K——«m' b) H;({a _M l_ﬁ_

i 2
- (' ——m)s ﬂi%——%ﬂ;in - KIL-(pQ=O.
[du; 77 |
Ma questa, riducendo, diventa
N T
m’% (I —m Vi)g—;%%— )l‘, A—m V) Bup +(K—mb) H; ¢ — f—n——g—’—“"i g =0,

ed ¢ identicamente verificata, a causa delle equazioni differenziali (XIV). Si
conclude quindi che assumendo per = nelle (85) il valore

2 m
T — -
W —

;(1—41@' V) yz}"z-i—(K—-m’b)?’?'i ) (90)

si ottiene in effetto una trasformazione R, =(T',, T,,..., T,; ®) del sistema
@ in un quarto sistema Q.

Che in fine questo sistema @ provenga a sua volta da @ con una R,
vediamo calcolando la quantitd analoga

¥ =—(:+2B),
poiché ne segue
, 2 | , , t
o= ‘2(1—~mV¢)w‘{4+(K—-—mb)q>?s,

Tm—m | 1

e questa & la formola (90) stessa ove si scambi @ con @, indi m con m'.




