
Le t r a s f o r m a z i o n i  di Ribaucour dei s istemi n 

ortogonal i  e il t eorema di permutabilith. 

MEMORIA II. 

(Di LuIoI BIANCHI, a Pisa.) 

P R E F A Z I O N E .  

Nel presente lavoro si semplificano e si completano le ricerche esposte 
nell'altra Memoria sull 'argomento pubblicata nel Vol. XXVII di questi An. 
nali  (1918) (*). 

Lo studio delle trasformazioni di RIBAUCOUR pei sistemi H di GU1CHARD- 
DAnBOUX ((M), §§ 23, 25) porta alia nozione dei sistemi n ~" ortogonali (~, ~) 
con rotazioni associate ~,~, -~,~, cio~ tall che ~,~-----~,. Si stabilisce l'esistenza 
di particolari trasformazioni di RinAucouR, indicate con T,,,, mediante le quali 
da una coppia (~,~, ~,) di sistemi associati di rotazioni si passa ad altre tall 
coppie (~',~, ~'~,), e si dimostra che per queste T,~ sussiste un teorema spe- 
ciale di permutabilit~. Le attuali T,. costituiscono una generalizzazione deile 
trasformazioni indicate collo stesso simbolo in (M) (§§ 15, 16), alle quali si 
riducono nel caso particolare dei sistemi (E) che presentano la simmetria 
nelle rotazioni: ~ , -  ~,~, ~'~, = ~',~. Applicaudo questi risultati ai sistemi H 
di GUlCHAnD-DARBOUX, si ottiene per questi sisiemi l'effettiva costruzione 
delle corrispondenti T., (di cui l 'esislenza erasi gih stabilita in (M)), mediante 
l 'integrazione di un sis[ema lineare ai tlifferetlziali totali, e si prova che 
anche in questo caso sussiste un teorema sl)eciale di pevmutabilith. Si esten- 
dono poi, nei §§ 10, 11, i risultaii ai sistemi H generalizzati che trovano i 
loro associati ancora in uno spazio euclideo, ma con un d s  ~ indefinito. 

I1 seguito della Memoria ~ dedicato alle ricerche analoghe pei sistemi n ~'; 

(*) I r ichiami a questa Memoria saranno contrassegnat, i con (M). 
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ortogonali negli spazii a curvatura costante. E qui da osservare che, ammeb 
tendo questi spazii una rappresentazione conforme sull'euclideo, che con- 
serva le varieth sferiehe ed i circoli, risulta gig a priori che le proprieth 
relative alle trasformazioni di RIBAUCOUR dei sistemi n ~" ortogonali si tra- 
sportano dallo spazio euelideo a quelli di curvatura costante. Ma ~ interes- 
sante stabilirne le formole effettive, che offrono la pi~t stretta analogia con 
quelle vigenti nello spazio euclideo e conducono per tal modo a nuove classi 
particolari notevoli di sistemi n ~" ortogonali, quali i sistemi E (§ 14~), i si- 
stemi H (§§ 17, t8), ed i sistemi Q (§§ 19, 02.0), per le cui trasformazioni di 
RIBAUCOUI~ sussiste ancora un teorema s'peciale di permutabilith. 

§1. 

LE THASFORMAZIONI DI RIBAUCOUll PER LE ROTAZIONI ~;~. 

Nelle formole stabilite in (M) per le trasformazioni di RIBAUCOUR dei si- 
stemi n ~" ortogonali dello spazio &, euclideo ad n dimensioni si distinguono 
quelle che concernono soltanto le rotazioni ~,~ dalle altre in cui entrano in 
considerazione i coefticienti H~ del d s ~, riferito ad un sistema n ~° ortogo- 
nale ]~ cui appartengono quelle rotazioni. Le prime sono comuni a tutti i 
sistemi trasformati di COMBESCURE di X e, dal punto di vista analitico, che 
qtfi ~,-ogiiamo porte in rilievo, sono relati,~:e alle trasformazioni del sistema 
a derivate parziali caratteristico per le rotazioni (M) § 1: 

0 uz 
(i,k) 

(i) 

Una trasformazim~e di Bibaucour delle ~,~ in nuove soluzioni ~,';~ del si- 
sterna (I) risulta individuata ogniqualvolta si assumano n funzioni ( trasfof 
matriei) : y, ,  ~,, . . . .  , ,(,, soddisfaeenti al sistema completamente integrabile delle 
equazioni di trasformazione: 

~ "  - -  ~,~. y~ (i =I:~- k). (1) 
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Se si pone 

A = Z ~ I ,  (o.) o ,  a (o 

le formole che d~muo le nuove rotazioni [~',, sono le (40 ~) (M) § 7: 

A (~) 

Veriiichiamo in effetto che questi valori (4) delle 1~',~ soddisfano alle re- 
lative equazioni ([): 

• e ~"~ = t~',, ~',~ 

a ~',.~ ÷ ~ ~'~, (~,~)~, 
a u--~. ~ + ~'~ = O. 

(5) 

Per questo si cominci dall'osservare ehe, derivando la o, data dalla (3) 
rapporto ad u~ (k=]-i), si ha 

bssia per le (1) 
u~ - -  a u, W u 4  + ~ z 

_ _ ~ _  3 3 (i,k) ao,  ~ ( ~ , ~ ) + ~ ( ~ , y o ) + ~  ~ ~,y~. 
c~ u~ ~ u~ 

Eseguendo le derivazioni colle (I), (1), e raccogliendo i termini, possiamo 
scrivere 

ma a destra it coefliciente di 7~ ~ hullo 
di ~ , ,  secondo la (3), ~ o~. 

Dunque iutanto le o,, 
renziale 

deiin i te 

ao~ 
a u~ 

per la seconda delle (I) e quello 

dalla (3), soddisfano al sistema diffe- 

- -  ~ ,  0~,  (6) 

che 5 precisamente l'aggiunto del sistema (1). D'altra parte, se deriviamo ri- 
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spetto ad u, l'espressione (A) delinita dalla (o~), troviamo 

o in fine 

02[ o~y. (i) 8y~ I a '{ ;  (i) t 

OA 
- -  2 Y, o,. (7) 

c~ ~t~ 

Con queste formole (6), (7) si veritiea/subito ehe le }',~, detinite dalle (¢), 
soddistimo alle (5). E risulta anehe faeilmente ehe il passaggio inverso, dalle 
}',, alle ~,,, ~ una trasformazione della stessa natura, per la quale le fun- 

Y, zioni trasformatriei y, debbono sostituirsi eolle -~ e eorrispondentemente le 

Oi 
O; co i l  - -  ~z 1- . 

LE FORMOLE DEL TEOREMA GENERALE DI PERMUTABIL[T)t. 

Prendiamo un seeondo sistema di funzioni h'asformatriei, ehe indiehiamo 
con y',, Y'~,..., Y',, onde avremo, come per le (1) 

O y'~ = 17~ y , .  
O u~ 

Applieando alle ~,~ la nuova trasformazione (Y',, Y ~,. . . ,  r,,), e indieando 
~" le rotazioni trasformate, avremo per le (4~) 

~rtl, ~ ~ l~iTe 
t 

A, 

dove si ~ posto: 
(i)n a , 

T 

Le formole del teorema di permutabilit'~, stabilite in (M) § 10, dimosh'ano 
ehe si ottiene un sistema (p,, c= . . . . .  r,.) di funzioni trasformatriei, pel pas- 
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saggio dalle rotazioni ~',, ad un quarto nuovo sistema di rotazioni ~,,, ove 
si prenda 

r , -   r'b y',, (8) 

quando la funzione .r sia determinata con una quadratura (che introduce 
una eostante arbitraria) dalle eondizioni: 

- -  - -  2 y', %.  (9)  
0 Ui 

Attualmente, per la verifica analitica, ~ da osservarsi in primo luogo che 
le eondizioni d'integrabilifft di queste (9) sono identieamente soddisfatte, e 
ehe dalla derivazione delle (8) risulta subito per le preeedenti 

le quali formole provano che le r , ,  r~  , . . . ,  r .  sono in effetto funzioni tras- 
formatriei per le [3',~. 

Se ora poniamo 

ne risulta derivando 

e per cib la funzione 

B ---~ E y~ Y';~, (10) 

OB 
- -  y,  o ' ,  + y'~ o , ,  

• ( l l )  

soddisfa alle equazioni analoghe alle (9) 

t u, 2 "(' o , .  (9') 

Dunque le funzioni r ' , ,  r ' ~ , . . . ,  r ' .  definite in analogia colle (9) da 

r ,  - -  ' + y, (12) 

saranno fuuzioni trasformatrici pel passaggio dal sistema '" (~ ,~) di rotazioni 
ad uno nuovo. Seeondo il teorema di permutabilith, quest'ultimo coincide 
coll'altro (~,k) sopra otteuuto trasformando il sistema (~',~) colla h'asformazione 



192 B i a n c h i :  Le trasformazioJti di Ribaucour dei sislemi n"" ortogoJ~ali 

( r , ,  r ,  , . . . ,  p.). Queste propriet5, confermiamo ora col ealcolo effettivo delle 
~,~, seeondo la forlnola (-~): 

-- , ~ 1 ' ,  t8  v~. I~) t (13 )  

2 

Sost i tuendo pet" le F, i valori (8) t roviamo 

ed anche la fornlola 

A A ' - -  -: z' X r~ - -  , 
A 

,~ u~.. t- * A 

onde la (13) si cangia nelta formola definitiva 

~ , ~ = } , ~ - - A A , ~ v ,  i A T , e ) , . q -  T , O ~ + z ' ( ,  ~ + .  7,(% 1 . (15) 

Ora il seeondo membro di questa  tes ta  manifes tamente  invariato se si 
• t 

scambiano le 7, colte 7 , ,  e pevci6 o, con o',, A con A' e ~ c o n ' : ,  e n e  

risulta i:erificato il t eorema di pevmutabilit 'a. 

][aN llOTAZION[ ASSOCIATE NEI 8tSTEMi H DI GUICHAIID-DARBOUX. 

Abbiamo chiamato sistemi H di GUI(~HAItiD-DARBOUX ((M) ~ ~3) quei  si- 
stemi W'" ortogonali  del[ 'S. ,  pei quali i eoeffieienti H~ del d s ' soddisfano 
alla condizione 

E II~ = cost. 

Ot'a le rotazioni [~,. di sill'alti sislemi soddisfa)m, oltt'e ehe alle equa- 
zioni generali  (I), atlehe a (luel[e che ne devivano pecmutando  ivi in eiascuna 
rotazione 13,~ i due indioi, onde [1 sistema differenziale per le rotazioni dei 
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sistemi H si serive 

O u, 

e,--7 +a-u7 + } 
(g) 

Si 5 visto (I. e.) ehe 1 mtegrale generale ([~,~) delle ([I) dipende d a n  ( n -  1) 
f u n z i o n i  arbi trar ie ,  e ehe ad ogni sua soluzione (}~) corrispondono in par- 
ticolare oe" sistemi H con quelle rotazioni, che si ottengono integrando il 
sistema (eompleto) di equazioni ai differenziali totali 

g H, f~,, H~, a t I ,  (o 

Essendo le (II) simmetriehe helle rotazioni, ne risulta ehe, ponendo 

m • 

anehe le [~,~ daranno le rotazioni per una elasse di nuovi sistemi n ~" orto- 
gonali, fla i quali si troveranno in partieolare dei sistemi /1. di GUICHAnD- 
DArmOUX, deiiniti dal sistema ai differenziali totali eorrispondente alle (16) • 

Diremo the le ~,k e le I~,k --- ~,,, cosfituiscono un siste,ma di  ro taz ioni  asso- 
ciate (~,~, ~,); la ricerea di queste rotazioni associate dipende dall'integrazione 
del sistema differenziale (H). E diremo aneora associat i  due sistemi H, H 
di GUICHAHD-D~I~OUX che corrispoudano, secondo le (16), (16"), il primo alle 
rotazioni ~,.~, iI secondo alle toro associate ~,. 

Come si ~ detto, i teoremi generali permettono di preeisare l'esistenza. 
ed il grado di arbitrarieth delle soluzioni (~,o)delle (II). Le trasformazioni di 
R1BAUCOUR ei daranno ora il modo di dedurre da una soluzione iniziale (~,) 
infinite nuove soluzioni (~,~) con operazioni ehe eonsistono soltanto nell 'in- 
tegrazione di un sistema l ineare (eompleto) di equazioni ai differenziali to- 
tali. Per questo proeediamo alla risoluzione del seguente problema: Dato 

u n  s i s t ema di  ro taz ioni  associate ,~ ' = ~, , ~ = ~.~, t rovarne  uno  nuovo ~ ,~, ~',~ ~'~, , 

le cui  ro taz ioni  s iano  legate r i spe t t ivamente  atle p r i m i t i v e  d a  due  t ras forma-  

z ioni  di  R i b a u c o u r  (T~, Y-~,..., Y,,), (T~, "(~.,..., Y,,). 
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LE TI1ASFORMAZIONI T., DEI SISTEMI (~;~, ~ i )  DI ROTAZIONI ASSOCIATE. 

Comine iamo  dal l 'osservare  che le 2 n funzioni  t rasformatr ic i  (associate) 
y,, -(, debbono  soddisfare  alle equazioni  di t r a s fo rmaz ione  

e pos to  come al § 1 

'~ "~' - -  ¢~ " a "r' = ~ ,  .r-~ (17) 

(0 
_ ~'(5 + 2 ~ ,  y~ A = X V l ,  o , -  o~- ~ 

s i  ha, con no taz ion i  di evidente  signifieato, per  la (4,) 

Per  ci6 la eondiz ione det p rob lema  enunc ia to ,  t h e  debba  aversi  ~-',~ = ~'~,, 
por ta  ehe, per  tu t te  le eoppie  i, k di indici  diversi,  si abbia  

A ,(, A ,  5. 

Cib equivale  a dire che, i nd icando  con ~., ,~. due  
proporzional i t~ ,  av remo  t;ev tutt i  i valori  del l ' indiee i 

o5 ----- 7. "(,, ~ --=- ~- "5, 

e inoltre 

convenien t i  fattori  di 

(t8) 

A = ~. _~ ( ~ S ~) 

Prov iamo subi to  the  quest i  due  fattori  ~., ~,. sono di neeessi t~ due  co- 
s tant i  m, m, poicll~, de r ivando  le (18) r i spe t to  ad una  q u a l u n q u e  u~, r isulta 
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per la (6) 

(v.,~-~) = ~ , .  ~ Y\, ° 
~-~ o u--~ (~ "~') = ~'~" ~" ~'~' 

0~,. = 0, 0~" - -0 .  Si osservi ora ehe, essendo A, f f  posi- indi per le (17) : 0 u~ ~ u~ 

tire, queste due eostanti m, m hanno lo stesso segno. Ma di pifl, senza sea- 
p ro  della generalifft, possiamo supporle eguali, come risulta dal eonsiderare 
ehe se si moltiplieano p. e. tutte le y, per un fattbre eostante b (senza al- 

terare le y,) eib equivale.a eangiare m, ~ rispettivamente in ~- ,  b m, onde 

m 
basra prendere b : :  = per raggiungere lo seopo. 

m 
Otteniamo adunque la soluzione pih generale del problema proposto 

assoggettando le 2 n  ineognite (y,, y , ) a  soddisfare al sistema lineare ai dif- 
ferenziali totali 

~ - m y , ~ , y ~  
3 uk ' 0 u, 

T, - ~Y-; ( ') 

(III) 

dove m rappresenta una costante arbitraria, e inoltre, seeondo la (18~), alla 
equazione in termini finiti 

Na dai ealeoli stessi sopra eseguiti risulta ehe il sistema (III) ai diffe- 
renziali totali ~ eompletamente integrabile. Di pifi, avendosi qui 

m 

0 i - - ~ m ' b ~  O t ~  ~¢Y~ 

segue dalle (7) § 1 :0  A _-- 0 A __ 2 m ~,, )-,, e per eib il sistema differenziale (Ill) 
0 u; c~ u~ 

possiede l ' integrale quadratico 

A - -  .4 = cost., o ~ ? ' I -  ~ y-I ----- cost., 

e basra quindi disporre dei valori iniziali delle 7,, "(, in guisa da annullare 
la eostante del seeondo membro pereh~ risulti soddisfatta anehe la (II[*). 

A n n a l i  di  Matemat ica ,  Serie III, Tomo XXVII[. ~(i 
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I)a tutto cib si conclude:  Dato ut~ sistema di rotazioni associate (~,~, ~ )  
se tee ottet~gotto it~finiti nuovi (~',~, ~'~,), i~degrando il sistema lineare completo 
ai dif[ereuziali totali (1[[), helle 2 n fu~zioni incogrtile (y,, V,), coll'aggiunla 
della, cot~dizione ai limiti ([ [ [~); le ~uo ve rotazioni ~'~. si calcolano dalle formole 

m ~,,~... (19) 
~ " ~ = ~ ' ~ - -  A 

Chiameremo T,,, una tale t rasformazione (di tlIBAUCOUtt) ehe dal s is tema 
di rotazioni associate (13,~, ~.,) fa naseere il nuovo (1~',~., ~'~,). 1~ manifesto the  
in questa  T,, en t rano (oltre la eostante m) preeisamente ~ n - - ~  eostanti  
arbitrarie essenziali. Anche  ~ da osservare ehe nel passaggio inverso da 
(~',.~., ~',,) a (~,,, ~,.,) le funzioni t rasformatriei  sono ({} 1) 

e siccome si ha  

Y, i ~, =_ ~', r , - -  A '  A- '  

,~ r , ÷ ~ ,  r~ . . . .  A_~.~m,;,,;._t_ ~ ~___ ~ ,  "lA= 
0 u~ A ~ u, A 

vediamo che:  la trasformazione inversa della T,, ~ una  T .... 

[L TEOI/EMA SPEGIALE DI PERMUTABILIT.~ PER LE i , , .  

Ad un sisiema di rotazioni  associate (~,~, 13~,) applichiamo due diverse 
t rasformazioni  T,,,, T.,,, ehe lo cangino r ispet t ivamente nei due sistemi di 
rotazioni associate (~'~,, ~'~.~), (~"~, IY'~), e supponiamo di pifi ehe sia ~ =j= m ~. 
Sussiste in questa  ipotesi il teorema speeiale di permutabilitb.: 

Esiste uno ed un solo quarto sistema (~., ~ )  di rotazioni associate, cal- 
colabile in termini fi~iti, che ~. legato a (~'~., ~'~) da una T,,~. e a (~"t~, ~"kl) 
da. una T.,~. 
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Per dimostrarlo troviamo le formole effettive ehe individuano il quarto 
sistema ( ~ ,  ~-~) nel modo seguente. Indiehiamo, come sopra, con (y,, ~) le 
funzioni trasformatriei per la To, ehe da ( ~ ,  ~ )  conduce a ([~ ~, ~ ~.~), e si- 

- -  v mihnente con (y',, y'~) quelle per la T',,, da ( ~ ,  1~) a (~ ~, ~"~,). 
Sussisteranno allora la (III), (III*) per le (Y~, Y~) e le analoghe per le 

(f,, 
0y'~ ~ , Oy'~ ,-, (0 

( i v )  

Y'[ = ~ y'1. (IV*) 

Ora ai tre sistemi di rotazioni (1~,~), (~',~), ([~"~) applichiamo i l  teorema 
generale di permutabilit~ (§ 2), sieehg le trasformatriei r , ,  r~ , . . . ,  r .  pel pas- 
saggio dal sistema (~',~) al quarto (~)  saranno date dalle (8) § 2: 

r ,  - -  )2 + : , ,  (20) 

dove ~- ~ definita con una quadratura dalla 
o , = m T , ,  ei dfi 

(9), la quale, essendo qui 

- -  ----- - -  2 m f ,  7 , .  ( 2 1 )  3 u, 

Similmente, indicando con r , ,  r ~ , . . . ,  r~ le analoghe trasformatrici dal 
sistema (~'~,) assoeiato a (13';~) alraltro (~-~,) assoeiato di (~), avremo per le 
formole stesse 

- •  
m r  

F, = + "r , ,  (20*) 

con definito per una quadratura da 

~7  
m - - -  2 m 7 , Y ' , .  (o2 t*)  

D'attra parte si passa, pet" ipoiesi, dal sistema di rotazioni associate 
(~'i~, ?'k~)-all'altro ( ~ ,  ~ )  mediante una T,,,, e dovranno quindi sussistere 
per le r , ,  I', le relative formole di trasformazione ([1[), (II[*) § °2; ma queste, 
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per le verifiche gi'~ effettuate al § ~, si riducono soltanto alle seguenti: 

L ) 0 U i  

(~) 

rl --- } r l .  (23) 

La prima delle (22), calcolata colla (15) § °2, osservando the qui 

diventa 

e ridueendo : 

m' y'i A 

m • -~- m'  ~, --= - -  2 m B ( B  --= ~ 71 "('~)" (02~) 

Similmente calcolando la seconda delle (22), sj ottiene raltra 

m '  '¢ -~ m ~ =  - -  2 m B, con B = Z 7~ 7'~.  (25") 

Ora, avendo supposto m '~ =i=m~, queste due equazioni risolute dfinno 

T - -  m (m B - -  m'  ~) 
it/~ s~ _ _  f/b 2 

- 2 m 
¢ = (m B - -  m' B), 

(~5) 

e cosi, nelripotesi  the sussista il teorema di permutabilit~, risutta da queste 
formole determinato it~ t e rmin i  f in i t i  il quarto sistema ([~k, ~k~). 
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§ 6 .  

V E R I F I C H E  G E N E R A L I  E CASO SINGOLARE.  

m 

Bisogna ora dimostrare che i valori (25) di z , - :  soddisfano rispettiva- 
mente alle (21), (21'), come anche alia (23). L.a prima cosa risulta subito da 
ci5 che si ha (§ 2) 

¥i 
$¢i 

e similmente 

~ B  
(7 U i 

onde, per le (25), risultano appunto verificate le (21), (21"). Quanto alla (o_3), 
si osservi che essendo per le (20), (~0") 

• 0" 2B v 

- ~ 2 ~ 7  - ~  

la (23) equivale all'altra 

z~ - -  ~ -~- 2 B v - -  2 B -: ~---= 0, (~6) 

che per le (25) risulta un'identith. 
A questo punto abbiamo dimostrato che, prendendo per v, ~-i valori (25), 

le formole (20), (20*) fanno derivare dal sistema di rotazioni associate (~'~k, 
~'k~) un quarto sistema (~ik, ~h~) m e d i a n t e  u ~ a  T,,~,. Sark provato i[ teorema 
completo di permutabilit~ se dimostriamo in fine che questo quarto sistema 

~ M  (~i~, ~'k~) proviene a sua volta dal terzo (~ i~, fl"ki) m e d i a n t e  u n a  T~,. Per 
questo basra calcolare, secondo la (11) § 2, le quantit~ 

~.' - (~ + 2 B ) ,  7' = - -  ( 7 +  2 ~ ) ,  
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cib che db. per le (0_5) 

¢ '  - -  ( m ' B - - m  ~ )  

• ' - -  ( m ' ~  - m B ) ,  
W ~  2 - -  ~ ' ~  . 

le quaii formoie eorrispondono perfettamente alle (0_5) stesse, seambiata m 
con m', onde risulta provato l'asserto. 

Nelle veriiiche ora eseguite per dimostrare il teorema di permutabilit'h 
essenziale l'ipotesi che sia diversa da zero la quantit'h m ' ~ -  m ~, al d'eno- 

minatore delle (0-5). Ma anche ne[ caso singoIare m'~-- - -  m ~, quando vi si ag- 
giunga una nuova condizione necessaria, continua a sussistere il teorema 
stesso, come ora andiamo a dimostrare. Supponiamo per fissare le idee 
m'----m, poich~ ]'altro caso m ' = - - m  si riconduce a questo cangiando di 
segno tutte le y'i (cf. § ~). Riprendendo i calcoli al paragrafo precedente, 
vediamo dalle equazioni (0_$), (0_&*) che in tal caso, se il teorema di permu- 
tabilitk delle due T,, deve ancora sussistere, dovr~t necessariamente veriii- 
carsi ht condizione B----D, cio~ 

"a ~"~ = ~ w ~"~, (0-7) 

e le due (2Q, (25") si riducono allora all'unica 

+ g = - -  ~ B,  (US) 

soddisfatta la quale ~ pure verificata la (26). 0ra  nel caso attuale m ' = m  
si ha 

- -  = m ('; i y'i + ~ ~'i ) 
0 u~ 0 u~ 

e quindi B -  .B ~ cost., o 

zX Y~ Y'~ - -  ~ Y~ 7'~ = cost. 

Scelto adunque il primo sistema trasformato (~'i~, ~',i), potremo in in- 
fiuiti modi dispovre del secondo (13"/,, ~",i) ia guisa che, annullandosi la co- 
stante del secondo membro nella equazione superiore, si trovi verificata 
la (27). Per abbreviate diremo allora che i due sistemi (~'i~, ~'k/), (~"ik, [3"~i), 
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derivati ambedue da (~¢~, ~hi) per una T~., si trovano fra loro in  involuzione. 
Supposta questa condizione soddisfatta, e l egando  z, v fra loro colla (°28), 
risultano te (21 ~) conseguenze delle (21), e quindi in tal caso avremo non 
pifi un solo quarto sistema (~-~,-~i) del teorema di permutabilit~, ma una 
serie ~x) ' di tall sistemi, dipendentemente dalla costante arbitraria che resta 
in x. Concludiamo : NeI caso singolare m' ~- m i l  teorema di permutabilit& per 
le trasformazioni T., dei sistemi di rotazioni associate vale sollanto se i due 
sistemi (~'¢~, ~'~i), (~"~.~, [~"~¢), derivati ciascuno dall'iniziale ( ~ ,  ~¢) pe£ una 
T,,~, si trovano in involuzione, ed in  questo caso, in  luogo di un  solo quarto 
sistema (~-¢a, -~}~), se ne ha una serie semplicemente infinita. 

Osserviamo infine che (~'a,, t~'~), (~"i~, ~"a~) saranno ancora in involu- 
zione rispetto a ~;~, ~'~), come pure (~.~, ~ ,  (~ , ,  ~~¢) in involuzione fra 
loro rispetto a (~',.~, ~' ~" ' ~ ) ,  come rispetto a ([~ ~ ,  ~"~). 

LE TRASFORMAZ[ObTI T,. DEI SISTEMI H DI GUICHARD-DARBOUX, 

Si ~ gi~ osservato, al § 3, che ad ogni sistema (~;~, ~ki) di rotazioni as- 
sociate appartengouo infinite coppie (H, 17) di sistemi n ~" ortogonali di 
GUmgARD-DAaBO't'X associati e corrispondenti alle soluzioni: tI , ,  H~,..., H.); 
H,, H~,..., H,, dei sistemi differenziali (16), (16~). Si consideri ora una tra-  
sformazione T.I che cangi le rotazioni associate ( ~ ,  ~k~) nelle altre (~'~, ~"kl), 
mediante le funzioni trasformatrici (yi, 71), soddisfacenti alle (III), ( lI l*)§ ~. 
La trasformazione T,~ si pub ora facihnente estendere alla coppia (H, H) di 
sistemi H associati, che ne verrb, convertita in un'altra tale coppia (H', _H') 
corrispondente alle nuove rotazioni (~'i~, ~'~), e questo in modo che H '  sia 
trasformato di R~BAUCOUa di H, medesimamente H '  di H. Per ques[o ba- 
ster~ completare le n funzioni trasformatrici y,, y~, . . . ,  %, colt'aggiunta della 
( n +  1) ~ ~, e similmente le ~'~, ~'~,..., y. con una nuova ~, determinando, 
se  sarh possibile, ~, (~ iu guisa che soddisfino alle equazioni di trasforma- 
ziot~e ((M) § 6) 

u i  ' $ u i  
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e insieme anche alle altre 

2 2 2 2 
(30) 

perch~ allora i due sistemi H' ,  H '  t rasformati  sa ranno  nuovamen te  della 
classe di GUI(]HARD-DARBOUX. 

Ora si ha  in generale  ((M) § 6) 

e per cib nel easo nostro 

H'~ = H). 2 .mA q) y;l , /7';~ : t7~, 2 mA Q Y)'" 

Ne dedue iamo 

X (H'~ - -  H~.) - -  4~ m qo 

m 

e per  soddisfave le (30) bisogna quindi  p rendere  

1 - 1 
(31) 

Ma allora sono anche  soddisfatte le (~9), come risulta calcolando 

A destra  il coefliciente di He, per la seconda delle ( I I I ) in  pr ima linea, 
eguaglia m y i ,  e quello di y¢ ~ hullo per le (16), onde 

sicch~ il valore (31) di ~ verifica le (°2_9), e s imilmente dicasi per ~. 
Ia  r iguardo alia t rasformazione T,, di R[BAUCOUn del s is tema H in un 

nuovo H" (senza considerare  gli associati), il r isuitato pub dunque  formu- 
larsi cosl:  Si determinino le 2 n funzioni trasformatrici (y~, ~) in guisa da 
soddisfare alle equazioni (III), (II[*), ed alle prime n si aggreghi lo~ (n-% 1) m~ ? 
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data da 
1 

Dopo cib la trasformazione di Ribaucour (y~, y~, . . . ,  y,; ?), applicata al 
sistema H d~ Guichard-Darboux, ddt un nuovo sistema H '  pel quale 

H'~ ~ Hi 2 m ~ ~ .  
A 

manifesto che queste trasformazioni di R1BAUCOUI~ dei sistemi H di- 
pendono da 2 n - -  1 costanti arbitrarie (m inclusa). Cib era gi~t riconosciuto 
in (M) § 2~; ma ora la costruzione effettiva risulta notevolmente sempliticata, 
tutto riducendosi all 'integrazione del sistema lineare (IH). 

In tine dimostriamo che per le trasformazioni Tm dei sistemi H sussiste 
il teorema speciale di permutabilifft: Se ad un sistema H di Guichard-Dar- 
boux sono contigui due nuovi H',  H", per trasformazioni rispettive T~, T~, 
con m '~ =1= m ~, esisle un  quarto sistema I t  perfettamente determinato, contiguo 
alla sua volta ad H" per una  T,., e a d  H"  per una T,.. 

- I ~H~.(~ le funzioni trasformatrici per la T~ ehe da Siano y~, 7~,,~ = ~  

• - ,  , = 1 ~  - 
H conduce ad H', e medesimamente y~, y~, ~-~ ~H~Y'~ quelle per la 

T~,, da H a d  H". Per le formole (20), (20*) § 5 abbiamo 

dove v, hanno i valori dati dalle (25) ibid. Ora, se a l l e n  funzioni trasfor- 
matrici r , ,  r : , . . . ,  i'. aggiungiamo la ( n +  1) ~ ¢ del teorema generale di 
permutabilitit data da ((M) § 10), 

" ¢ ~  

sar~ provato che il quarto sistema H dopo (H, H',  H") ~ ancora un sistema 
di GUICHARD-D.~RBOUX, se verifichiamo che q) soddisfa alla sua volta alla 
equazione corrispondente alle (31) 

It 
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Ma questa si scrive 

ossia sviluppando e riducendo 

m '  ~" + m ¥ = - -  2 m ~ ,  

the  coincide colla (~4") ed ~ quindi in effetto veriticata. 
Osserviamo anche qui il caso singoIare m ' ~ =  m ~, ove il teorema di per- 

mutabiliff~ cade in difetto, a meno che i due s{stemi H' ,  H"  s i t rov ino  in 
involuzione, verificandosi la relazione ~ ~.~ 7'~ = ± Z'~'~ yh. 

[n tal caso ~ facile ~edere che l 'intero fascio (H', H')  ~ composto di 
sistemi di GumnAaD-Daw~oux (~), e lo stesso accade del fascio coniugato del 
teorema generale di permutabilit5 (M) § 1~. 

§s. 

CASO PARTICOLARE DEI SISTEMI E.  

in una coppia di rotazioni associate (~ik, ~i) pub darsi che si abbia in 
particolare t3k~ = ~ ;  aUora siamo in presenza di sistemi E di cui trattan0 i 
§§ 11-16 in (M). Le trasformazioni studiate al § 15 (M) ed ivi indicate collo 
stesso shnbolo I',. sono appunto casi particolari delle attuali e se ne otten- 
gono assumendo le 7i coincidenti colle relative ~,~. 

(~) Un sistema generico de[ fascio corrisponde a|ie funzioni trasformatrici 

c, 7~ + c,~'~, ci ~' + c~ 7~, ct ? + c~ ~' (cl, c2 costanti) 

e siccome, per le (3t) (ore ora m ' =  m), si ha 

il sistema stesso ~ di GUICHARD-DARBOUX. 
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Ma, pur partendo da un sistema iniziale E, possiamo anche applicare 
una generale trasformazione: 

T, , ,~ (y , ,  - ~ , . . . ,  ~,,; ~,, ~ , . . . ,  ~,,) 

senza ehe le seeonde funzioni trasformatriei .(~ eguaglino le prime y~. Per 
tal modo otterrem'o dal sistema E eoppie di rotazioni associate e distinie 
(~'i~, iYk~). Ora appliehiamo ai tre sistemi di rotazioni (~ ) ,  (13'i~), (l~"i~) il 
teorema generale di permutabilit~ (§ 2), e faeilmente dedurremo dalla for- 
mola (15) ibid. the l'intero faseio a eui E appartiene ~ eostituito di altret- 
tanti sistemi (E) eon ~ = ~ i .  Se infatti nelia (15) poniamo le ~ al posto 
delle y'~, dovremo fare 

A ' = - A ,  o ' i = m T ~ ,  o~-----my~, ' d = - - ( ' ~ + 2 B ) ,  

e quindi risuiter~t 

~ ~'~ A (~', ~ +'f~- i , )  + "~ y, ,:~ + , ~' ~ i ' "~ = ~k - -  ~ + ~-t~ ~ + A ~ 

espressione simmetrica nei due indici i, k. 
Dimostriamo ora the nel faseio coniugato ad (E) le rotazioni si distri- 

buiscono come le (~%), (~'k~) in coppie di rotazioni associate. E infatti, in- 
dicando con a, b due costanti arbitrarie, Ie funzioni 

ri  = a yi + b yi, i:i = b y~ + a ).~ ' 0  (3 =) 

soddisfano manifestamente (a causa di ~e~ = ~k)alle equazioni ([I[) ~ 4, ma 
anche alia (III*) 

E r l  , ,., 
Z x 

giacch~ il primo ed il seeondo membro eguagliano l'espressione 

(a~--bb~) A + O~ab B. 

0ra  queste funzioni trasformatriei (3~) eorrispondono appunto alle ro- 
tazioai del secondo faseio, ehe risultano per tal modo distribuite in coppie 
associate. Si osservi che queste rotazioai associate eoineidono solo per a = b, 
e perci6 nel fascio coniugato esiste un solo sistema E corrispondente ad 
a = b, ossia alle trasformatriei 
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Adunque  nel caso a t tua le :  Dei due fasci coniugati del teorema di per- 
mutabil,iti~ uno ~ tulto composto di sistemi E, l'alb'o ne contiene uno solo E, 
mentre gli altri dello slesso fascio si dislribuiscono in topple di sistemi di 
rolazioui associate. 

Osserviamo ancora  che, per  costruire questi  part icolari  fasci coniugati ,  
si pu6 prendere  ad arbitr io un sistema E del primo fascio ed un qua lunque  
suo trasformato,  per  una  T,,, arbitraria,  quale sistema E del fascio coniugato.  
E infatti, indicando con r , ,  r = , . . . ,  r,, le t rasformatrici  pel passaggio da E 
ad £', avremo 

(0 

c~ u~  c~ u i  ), 

e bastergt t rovare 2 n fun~ioni incognite (y~, y-~) 
( l iP)  e eli pi~t alle altre 

J 

~'i q -  Ti = I'~. 

che soddistino alle (III), 

El iminando dalle ([II) te 7i = | 'i - -  ":i, ne risulta per  le ":i it sistema dif- 
ferenziale 

c9 "(i (i) 3 yi __ [~i~ T~, ~ q- E ~i  T~ - -  m (ri - -  yi), (33) 
c9 U~ a 

mentre  la (fII*) diventa  

Ora si r iscontra  subito che il sistema ai differenziali totali (33) ~ com- 
ple tamente  integrabile,  e inoltre ammet te  l ' integrale quadrat ico 

2 Z ca ya - -  Z r l  = cost., 

sicchS, per soddisfare anche alia (34,), basta scegliere i valori iniziali delte ~', 
in guisa da annul la re  in quest 'u l t ima la costante del secondo membro.  
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§ 9 .  

[ SISTEMI n lou ORTOGONALI NELLO SPAZ10 EUCLIDEO A d 8  ~ INDEFINITO. 

Proeediamo ora ad estendere, in un primo modo, la nozione di sistemi 
n ,z' ortogonali a rotazioni associate prendendo a eonsiderare, aeeanto all'or- 
dinario spazio & euelideo, col d s ' rappresentato dalia forma differenziale 
quadratiea definita positiva neUe n variabili x, y , . . . ,  t ((M) § 1) 

d s "° = d a~ ~ + d y~ + . . .  + d t ' ,  

anche le altre forme indefinite 

d s' = 8, d x" %- ~ d y~ %- . . .  -I- ~. d t ~, (35) 

dove eiascuna ~i rappresenta l'unifft, positiva o negativa; diremo c h e l a  (35) 
la forma (a eurvatura nulla) di segnatura (~, ~ , . . . ,  ~,,). Se esprimiamo 

le n variabili x, y , . . . ,  t per n nuove u~ ,  u~ , . . . ,  u,,, in guisa che la (35) 
conservi la forma canoniea (ortogonale), potremo serivere, per la legge d'i- 
nerzia 

d s  ~ =~1 H ~ d u ~ % - ~ H i d u l + . . -  + ~ , , H ~ d u ~ ,  (36) 

dove le th  sono funzioni reali delle u , ,  u ~ , . . . ,  u,, e la segnatura (~,, ~ , . . . ,  
~.) ~ rimasta la stessa. 

Le formole per l 'equivalenza delle due forme differenziati (35), (36) si 
deducono subito analit icamente dalle ordinarie in (M)', helle quali baster~ 
cangiare H~ in Hi ~/~. Cosi adunque,  introducendo anche qui le rolazioni 

1 0 H~ it sistema differenziale per le ~ sar'a : 
~i~ = H~ ~ m ' 

~i~ 

a u, (V) 

e successivamente quello per le H/ conserverk la solita forma 

,9 Hi = (V*) 
¢9u~ 
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Le t ras formazioni  di Ribaucour  per le rotazioni  ~#, si o t te r ranno,  nel 
caso at tuale ,  come segue (Cf. § 1). 

Pvendans i  n funzioni  t rasformatr ic i  ,{~, 7 ~ , . . . ,  Y,, soddisfacent i  al solito 
s i s tema differenziale 

e si consider i  la quautit~t 

t i le in segui to  s u p p o r r e m o  s e m p r e  diversa da zero. P o n e n d o  

0 y~ 

si t rover~ subi to  dalte (V) 

(0 

0 o S =  ~ i e h ,  0 A  
$ u~ 0 ui - -  2 yi o~. (38) 

Per  le rotazioni  ~',~ del s i s tema t ras formato  
(~) § 

6' 2 7~ O~ 

av remo  la stessa formola  

(39) 

compiendos i  le verifiche nel m e d e s i m o  modo.  Se poi cons ide r i amo un  de- 
t e rmina to  sistema n ~'° ortogonale nel l 'S ,  indef ini to  co r r i sponden te  alla fo rma 
(36) del d s  o- colle rotazioni  ~;h, av remo  o~ 1 suoi  t ras format i  di RIBAUCOUR 
de te rminando ,  con u n a  quadra tu ra ,  u n a  (n + 1)"" funzione  t ras formatr ice  

dalle equazioni  

? - -  U~ y~, ($0) 
0 ui 

ed a s s u m e n d o  i coefficienti H'~ del s i s tema t ras formato  dalla  formola  

(41) 
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§ I0. 

I SISTEMI H GENERALIZZATI. 

Ritorniamo ora ai sistemi n ~' ortogonali  delt 'ordinario spazio S. e Chia- 
miamo sistemi H genera lizzati di segnatura (~,, ~ , . . . ,  ~,,) quei sistemi pei 
quali  i coefficienti H~ sono legati dalla relazione 

¢, H~ +*~ H ] + - . . + * , , H ~  = cost. (~) 

Derivando questa rapporto ad u~ si ot t iene 

Hi + ~ ~ ~ T/~ = 0 (¢3) 

e da questa derivata rapporto ad u~ segue 

(i,a) c~ 
~z ~ ~ (~'~ H~) = O, 

e svi luppand0 

Ma i[ secondo termine ~ hullo per la (43) stessa, onde segue:  Le rola- 
zioni ~+~ di ogni sistema H di segnatura (z~, ~ , . . . ,  ~,) soddisfano al sistema 

differenzicde : 

3 uz 

~-Z + ~ + ~ ~ '  ~ = o (w) 

~ki c~ ~ (~,~) 
~, ~ 7  + ~ ~ %-[ + ~ ~ ~ ~ = 0. 

Come nel caso particolare (~, = s~ . . . . .  s. ---~ 1) del sistema (I[) § 3, si 
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dimostra che l'integrale generale (~;~) del sistema (VI) dipende d a n  ( n -  1) 
ftmzioni arbitrarie. Ad ogni sua soluzione ( ~ )  corrispondono ~ "  sistemi H 
di segaatura (~,, ~: , . . . ,  ~.), che si ottengono determinando le H~. dal sistema 
completo ai differenziali totali 

Ora si osservi che, se si pone ~ i  = ~;~, le equaziotli della prima e terza 
linea iu (VI) si eangiano per le  ~'kl precisamente nelle (V) § 9 che caratte- 
rizzano le rotazioni dei sistemi n~' '; ortogonali nello spazio S.  indefinito di 
segnatura (~,, ~ , . . . ,  s.). Di pifl le (VI) della secouda linea dimostt'ano che 
si ha 

- _ 

c9 ui c~ u~ z 

onde segue 
zioni $ik : 

che fra i sistemi n ~''' ortogonali detl'S, indelinito colle rota- 

- - 2  ~ 2  2 . . . .  H,, d u;, d s ~ ~ H1 d u~ -p  ~2 .H~ d u, -p  + ~ - ~ " 

ne esistono di quelli pei quali si ha 

/~r~ q-_H~ + . . .  q- H~ ~--- cost. (+5) 

E infatti le corrispondenti equazioni per le Hi si scrivono 

e formano un sistema completamente integrabile. 
Da tutto ci6 si raccoglie che: i sistemi H di segnatura  (~, ~ , . . . ,  ~,,), 

hello spazio ordinario definito S , ,  trovano i loro c~ssociati hello spazio inde- 

finito di  segnatura  (~ , ~2 , . .. , ~,,) in quegli ord inar i  sistemi H che soddis fano 

alla relazione (~5) 7 _~r~. ~ cost. 
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§ l l .  

LE TRASFORMAZ1ONI T,~ DEI SISTEMI H GENERALIZZATIo 

Possiamo ora riprendere le ricerche relative alle trasformazioni T,,, degli 
ordinarii sistemi H (§§ 4~ e segg.) ed estenderle ai nuovi sistemi H- gene- 
ralizzati. 

Per questo, supposto di avere un  sistema H di segnatura (~,, ~ , . . . ,  z,) 
nello spazio definito, ed un suo assoeiato H nell'indetinito, ai quali appar- 
tengano le rotazioni associate @k, ~%~), soddisfacenti alle (V), eerchiamo di 
applieare ad (H, _~) due trasformazioni di RIBAUCOUR, eolle rispettive fun- 
zioni trasformatriei (y,, y~, . . . ,  y,.; ~), (y~, y , , . . . ,  "5,; ?), in guisa e h e l a  
eoppia (H, / t )  venga eangiata in un'aRra eoppia (H', fI ')  di sistemi asso- 
eiati. Proeedendo come al § 4~, Si troveranno intanto pet' le ,(~, ,(~ le equa- 
zioni di trasformazione 

y~ 0 ¥¢ - (¢) ) 

0 u~ 0 u¢ z ' 

(VII) 

le quati formano, a causa deUe (VI), un sistema completo. 
niamo 

A = 

~A 0 A  
- -  - - 2 m ~ i y ¢ ,  e percib si ha 0 ui (9 ui 

quadratico 

A = ~ E~ YI, 

il sistema (VIi) 

A - -  A----- cost. 

Di pith, se po- 

(46) 

possiede l'integrale 

Noi scegliamo i valori iniziali delle yi, "(~ in modo da annullare la co- 
stante del secondo membro per cui aw'emo anche 

A = i L  (Vl[*) 

Annali di Matematica, Serie li[,  Tomo XXVIII. ~S 
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Ed ora indicando con ~'¢~, [~'~ le nuove rotazioni t rasformate dalla (4`) 
§ 1 e dalla (3f ~ 9 dedur remo  

J 

A ' A ' 

da cui, essendo ~;~----~e;, segue subito ~-';~, ---- ~'~, il che siguitica che le 
auove rotazioni  @'a,, ~'~,i) sono ancora  associate. Ma ora di pifl, calcolando 
per quadra tu re  le (n- t -1)  ~ funzioui t rasformatrici  9, 9 dalle condizioni 

~ _ ~ - _ 

a u,: -- H~ ~, ~ u-~" -~ H~ y,', (4`7) 

pei coefficienti H 'r, /~'~ dei sistemi t rasformati  aw'emo 

2 m ~ - = 0 m ? 
H'~ = HA -- ~I- Y~' H'~ =//~ -- --]--- ";~, 

e po t remo de te rminare  % ? in guisa da soddisfare alle (4,7)ed insieme alle 
altre 

dopo di che Io scopo sargt mani fes tamente  raggiunto. Per  questo,  s iccome 
abbiamo 

z. A z 

v _~'~ - Z ~ ~ - a "~ ~ (m ~ - -  X/7~ y~), 
"~ ~ z A z 

baster',k prendere  % 9 dalle formole seguent i :  

- , = ~ ~ ,  (4,s)  

valori coi quali, come subito si veriiica, le (4,7) sono in effetto soddisfatte. 
In fine osserviamo che il [eorema speciale di permutabi l i th  per le T,, 

dei sistemi H generalizzati  cont inua  a sussistere come he |  caso ordinario,  
valendo considerazioni  perfe[ iamente analoghe a quelle svolte alia fine 
del § 7. 
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§ 20. 

[ SISTEMI ~pu ORTOGONAL1 DELLO SPAZIO S,, ~ CURVATURA. COSTANTE. 

Cons ider iamo lo spazio S.  a cu rva tu ra  cos tante  K e scr iviamo K = RW, 

dove sarh ~ = + 1 se K ~ posi t iva (spazio ellittico), e invece ~ = -  1 per  K 
negat iva  (spazio iperbolico).  

P r e n d i a m o  in S .  a coord ina te  le n - t - 1  coord ina te  di WEIERSTRASS (*), 
t h e  qui  (pet' non  molt ipl icare  le notaz ioni  degli indici) d e n o t e r e m o  con 

x~ y,  z ~ . , . ,  t. 

Ques te  sono legate fra loro dalla ident i t~ q u ad ra t i c a :  

(x  ~ + y '  +-  z ~ + . . . )  + t ~ = 1, (4~9) 
e il d s ' ~ da to  da 

d d" -~ R ~ (d x ~ + d y~ + d z ~ + - . .  + ~ dt"). (50) 

Abbiasi  ora  nello spazio S .  u n  s i s tema n ~''° (u , ,  u = , . . . ,  u . )  di ipersu- 
perficie or togoaal i ,  a cui riferito lo spazio risulti  

d s  2 = H~ d u°-, + H ~ d u ~  + . . .  + H,'~d u , .  (51) 

Le condiz ioni  necessarie e suf f ic ient i  a cui d eb b o n o  soddisfare  H , ,  
H ~ , . . . ,  H,, affinch~ la fo rma differenziale (51) sia di curva tm'a  R i e m a n n i a n a  

cos tan te  K = ~  si scr ivono,  i n t roducendo  anche  qui le rotazioni  }i~: 

a H,  a ~i~ 
c~u~ c?ua 

a ~i____~ + ~) ~k~ (i,~) 
e,,, + x 

(VIH) 

(~) Vedi le mie Lezioni di Geometria differenziale, Vo|. I, §§ 193, 194 che in seguito ci- 
teremo colla sola indicazione del Volume. 
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le quali si ridueono naturahnente a quelle dello spazio euelideo ponendovi 
1 

-R~- = 0. Introdueiamo anche qui, in ogni punt0 (u , ,  u , , . . . ,  u.,) dello spazio, 

l'W ''° prineipale relativo al sistema ~2, formato dalle direzioni (principali) 
delle linee di eurvatura coordinate (u,), ( u , ) , . . . ,  (u,.). Denotando con 

Xi, Yi,..., Ti 

i coseni di direzione della i .... direzione principale (u¢), dal confronto delle 
(50), (51) abbiamo 

a x _ H ~  ay  _ H~ . a t  _ H ~  T. (52) 
Oui R X i ,  c~ul--  R- Y I '  . . ,  Out R *' 

indi per le relazioni d'o.vtogonalith 

x X , ~ + y ~ q + . . . + , t T i = O  I (53) 
Xi X~ -~ Y, Y~ q- . . . .  -+- ~ T~ T~ ----- ,,~ (~;k : 0 per i =[- k, *~'i -~- 1). 

Le n - +  1 coordinate di WEIERSTItASS ffl, y , . . . ,  t sono altret[ante solu- 
zioni del sistema differenziale di WEII~G~U~TEN (Vo1. I, § 195): 

cguicgu~ = ~  ~gu~ R~ O, 

e nel caso nostro, avendosi a i i = H ~ ,  a i k = 0 , ( p e r  i=l=h), dgnno le equa- 
zioni fondamentali  pei coseni X~, Yi , . . . ,  che si scrivono 

c9 X~ __ ~ik X~ , ,9 Xi (6 ~ Hi 
a ,9%-7 - -  - - - F  ( 5 4 , )  

e valgono analogamente per le altre eoppie (Y, y ) . . .  (T, t). 

§ 13. 

TRASFORMAZ1ON1 DI RIBAUCOUR E TEOREMA DI PERMUTABILIT~. 

Diamo ora le formole per le trasformazioni di R~BAucouR dei sistemi 
n ~'" ortogonali nello spazio S,, a eurvatura costante (Cfr. prefazione). Senza 
ripetere qui le deduzioni analoghe a quelle svolte nei §§ 4~, 5 (M) pel caso 
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euclideo, ci baster~ presentare le formole definitive, collocandoci dapprima 
dal punto di vista intrinseco. Prendiamo n +  1 funzioni trasformatrici y~, 
~'~ , . . . ,  y,, ; y assoggettate a soddisfare al sistema completamente integrabile 

-~, ~ H,,~, (55) 
c~ u~ = ~'~ "(~' c~ u, ---- R 

Se poniamo 

(56) A -~ ~ 7~ -~-~ ~ ,  (57) 

derivando troviamo 

e00~ ~A 
(58) ~ u, - -  ~ ~'' o , .  (59) 

Ci6 premesso, dalle funzioni trasformatrici ('l',, " l , , . . . ,  ~'..; ?) risulter'~ 
definito un nuovo sistema n ~'° ortogonale E', trasformato di Ri~AUCOVl~ del 
sistema iniziale E, i cui elementi (indicati con accenti) si calcolano dalle 
formole 

n ' , = H ,  2R~ o, (60) 
A 

A 

I~] facile verificare, servendoci delle equazioni precedenti, che questi va- 
lori H ' , ,  ~',~ soddisfano alle equazioni differenziali (VIII) e definiscono per 
cib intr ir tsecamente un nuovo sistema n ~° ortogonale ~'. Ma se vogliamo co- 
struire effettivamente Z', come trasformato di RIBAucouR di 2~, nella sua 
posizione hello spazio, dovremo ricorrere alle formule seguenti. Posto 

~', avremo per le formole e denotando con accenti gli elementi relativi a 
richieste 

x ' - ~ x  a~,  y ' = y - - - A - n ~ , . . . ,  t ' = t - - - -  Z G (62) 

°2- Y, or  Y ' ,  -~ X ,  ~ Y' ~ , . ' ~ 7, G 
X ' , =  X ,  A ' A . . ,  T ,~--- T, A (62*) 
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Iu fine osserveremo che i raggi ?~, p , , . . . ,  5, delle n ipersfere tangenti 
a Z, ~' si calcolano, nel caso ellittico, dalle formole 

e uel caso iperbolico dalle altre 

, (63 ~) -f, 

nel quale ultimo caso la i .... ipersfera avrh centro reale solo quando il valore 
assoluto del secondo membro risuRa ~ 1. 

Anche le formole pel teorema di permutabilit~ si scrivono in perfetta 
analogia con quelle dill caso euclideo (§ !~). Supposti dedotti dal sistema }2 
due nuovi sistemi Z', ~2" colle rispettive trasformazioni di R~BAUCOUIa 

('l~, ~'~,..., "~,,; ~P), ('L, ' L , . . . ,  "(.; ?'), 

si determini, con una quadratura, la funzione -: dalle formole 

e ponendo 

- -  - 2 - ( , o , ,  (6¢)  

v y, , ~ , 
r, = - 3 -  + = + (65)  

si avranuo le n-+- 1 funzioni trasformatrici (r~, r~ , . . . ,  v,; ¢) pel passaggio 
dal sistema 1~' al quarto sistema ~, del teorema di permutabilith (Cf. § ~). 

§ 1~. 

TflASFOtlMAZ[ON1 T,,, DEI SISTEMI E NEGLI SPAZI1 A GURVATURA COSTANTE. 

Come nello spazio euelideo ((M) § 15), chiamiamo anche qui sistemi E 

quei sistemi n ~" ortogonali del lospazio  curvo pet quali, con una scelta con- 
veaiente dei parametri u,, si ha simmetria helle rotazioni: ~,, = ~, .  La ri- 
cerca di questi sistemi dipende dal sistema differenziale che si ottiene da (VIII) 
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p o n e n d o v i  },~ = }~,, al quale  si pub  dare  la fo rma 

(9 u~ 3 uz 
= [%,) (lX) 

Nello s tesso m o d o  come in (M) § 14~ si d imos t ra  the  questi  s is temi di- 

p e n d o n o  da n (n -b  1) 2 funzioni  a rb i t r a r i e ;  la loro r icerca equ_ivale al pro- 

b l ema  di r idurre  il d s ~ dello spazio a cu rv a tu r a  cos tan te  alla fo rma  earat- 
terist ica : 

d s  ~ c~o d u ~ _ ~  3 0  u~ 3 o  - -  a u ,  ~ d -~  . . . -~- - ~ ,  d u .  , 

dove o ~ una  conven ien te  funzione  delJe u, .  Se ci p r o p o n i a m o  anche q u i i l  
p r o b l e m a  di t rovare  t ras formazioni  di R~BaUCOUR che cangino  ogni  s i s tema E 
in altri  s is temi  E ' ,  un 'anal i s i  pe r re t t amente  simile a quel la  usa ta  in (M) § 15 
d imos t r a  che le condiz ioni  necessar ie  e suflicienti  cons is tono  nel dover  sod- 
disfare le funzioni  t rasformatr ie i  al seguen te  s i s tema com,vleto di equazioni  
ai differenziali  totali  

g ?' g ?' -~- Z ~ ,  "l~ + - -  = m "5 

} a ?  __ H , y ,  

c~ Ut R ' 

(66) 

dove  m indica  u n a  cos tan te  arbi trar ia .  Le co r r i sponden t i  t ras formazioni  si 
i n d i c h e r a n n o  ancora  con T,.. 

Per  ques te  T~ sussiste ,  come hello spazio eucl ideo ((M)§ 16), fl t eo r ema  
speciale di permutabil i t f i ,  le cui formole  s tabi l iamo nel modo  seguente .  Si 
cons ider i  u n a  seconda  t r a s fo rmaz ione  T,~,, con m '~ =l= m ~, le cui funzioni  tra- 
s formatr ic i  s iano y'~, y%, . . . ,  y ' , ;  ~' e nelle formole (65) del t eo rema  di per- 

mutabi l i th  : r ,  ~ ~ Y' ' ,~ - ~  o' -A- -k -y , ,  ----- _ _ - ~ -  si cerchi di de te rminare  v in guisa  

che le P, soddisf ino alle equazioni  di t ras formazione  che carat ter izzano u n a  
t ras formazione  T,,,, 

(¢) ,, .. ~H'~,I) g r,  -i- Z ~ ~, l ,  + - -  m' l', 
a u~ X R " 
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II calcolo effettivo per -~ porge il valore seguente 

~m tz£~,~.r,+~ " ~'~1 (67) 

e poich~ questo valore di ": soddisfa in effetto alle relative equazioni (6~), 
ne risulta dimostrato il teorema speeiale di'permutabilitgt per le T,,,. 

Si osservi che questi risultati general~ possono applicarsi in particolare 
all 'ordinaria geometria sferica (ponendo n = ~, K =  t), ore si tratta di ri- 
durre l 'elemento lineare sferico alia forma di RmACCOUR 

d s  ~ P O c~® = ~ d u~ -k- ~ d vL 

(Cf. OARBOUX, Syst~mes orthogouaux, ~ ]~dition, Livre 1I[, Chap. 1). 

§ 15. 

SISTEMI ~fl~ ORTOGONALI ASSOCIATI NEGLI SPAZII A CURVATURA COSTANTE. 

La nozione di sistemi n p~' ortogonali assoeiati (§§ 3 e 10) pu6 ora rice- 
vere la seguente nuova estensione. Consideriamo due spazii S,,, &, colle ri- 
spettive cm'vature costanti 

K =  R~, K = ; ¢ ~ ,  

e supponiamo di avere in S. uu sistema n 1''° ortogonale ~ e in &, un altro 
~, tall che fra le loro rotazioni ~;~, [~, abbiano luogo le relazioni ~,~= ~,;  
diremo allora che (g, ~) formano una coppia di sistemi associati. Si rico- 
nosce l'effettiva esistenza di infinite coppie di sistemi associati aggregando 
alle equazioni fondamentali (VIII) per Z le analoghe per x2, neli'ipotesi 
X_~.= ~,,. Cosi, indicando con ua soprassegno le quantitfi relative a Z, si rorma 
helle n (n -q - l )  funzioni incognite H,, H.-, 8,~ i[ sistema differenziale se- 
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guente : 

5u 

O u ,  ~- ~ -~-(" ) ~- 

(x) 

Coi soliti procedimenti si dimostra ehe le condizioni d'integrabilit~ del 
sistema (X) sono identieamente soddisfatte e la sua soluzione generale (H,, 
H,, ~,~) dipende quindi da n ( n ÷  1) funzioni arbitrarie. 

Ora, come al § ~ pel easo euelideo, possiamo stabilire l'esistenza di tra- 
sformazioni T,. di R~BAUCOUR the eangiano una eoppia (]~, ~) di sist 1i as- 
soeiati in & ,  S. in altre eoppie associate (x2', E') dei medesimi spazii. Ap- 
plieando il proeedimento stesso del easo partieolare al § 4~, si vede ehe 
queste T,. dipendono daIla rieerea di 2 n- t -~  funzioni trasformatriei 

('r~, Y~, . . . ,  v,,; ~), (Y,, v~ , . . . ,  Y,.; ?), 

assoggettate a soddisfare al seguente sistema differenziale: 

y ,  ---_ ~,~ Y~, 0 y , _  (~) . ~ 1t,  ~ - 0_~  = 11, .f, 

(68) 

e di pifi alla condizione ai limiti 

A = -~ (68*) 
dove ~ posto: 

Ma in effetto it sistema lineare (68) ~ eompletamente integrabile e pos- 
siede l'integrale quadratieo 

A --  )1 ----- cost., 

Amtali di Matematica, Serie lII,  Tomo XXVIII. d9 
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onde valgono le solite eonsiderazioni.  Seelte le ~ n - t - 2  funzioni trasforma- 
trici ('r,, ~'-~, ~, ~:) conforme alle eondizioni superiori,  pei rispettivi sistemi 
trasformati  Z', x2' si hanno  le formole 

H',  --= Hi 2 m R (~ - - ,  ~ m R (~ 
A y , , H , = I ~ ,  A Y' 

(69) 

- -  t t - -  e siceome [~,~ = $~., ne r isulta anehe ~-';~.--= ~ ~.,, eiog i due sistemi Z, E' sono 
nuovamente  assoeiati,  come si voleva. 

§ 16. 

Ia TEOtlEMA D1 PERMUTABILIT-~ PER LE NUOVE T.~. 

Per le t rasformazioni  T,,, dei nuovi  sistemi associati  sussiste il teorema 
speeiale di permutabil i th del easo euelideo (§§ 5, 6), ei5 ehe dimostr iamo 
come segue. Dalla eoppia iniziale (Z, Z) siano dedotte mediante due trasfor- 
mazioni T,,~, T,,,, (con m '~ =[=m ~) le due nuove eoppie (E', ~'), (}2", }2"). Per  
le funzioni trasformatriei  (y,, y~, (P, 7~) della T.. valgono le (68), (68*) e me- 
des imamente  per le trasformatriei  (y'; -~ ' , v ~  ~, ~') delle To~, le analoghe 

- -  0 ~ ,  4 ( ~ s H,  z' - ~ ~' It,~" 
Uk c9 U~ - -  

d 

0 u, ~ ~ 0 u~ R 

(70) 

dove : 
A'=-  A', (70*) 

A ' =  , 2 - -  X y- 1 + ,  

Ora, colie formole del teorema generale di permutabi l i th  al § 13, po- 
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n i a m o  

r,---- ~ q-- "t",, 

r , =  A+~',, 

¢ = ) - +  

-~- +~ ,  
(71) 

le funzioni  v, ~- essendo  de te rmina te  per  q u a d r a t u r e  dalle r ispet t ive formole  

0 ,  - 0 ¥  (7,.) 
O u, O u~ 

e ee reh iamo le ul ter ior i  eondizioni  afiineh~ le 2 n-I--2 funzioni  

s iano le t rasformatr ie i  di u n a  T.,, appl iea ta  alla coppia  (Z', Z'). Per  ques to  
d o v r a n n o  essere soddisfa t te  le relat ive equaz ion i :  

~ H'~ q~ 0 • H ', F, 0 r ,  , ~ r ,  [~'~ ['~ ÷ ~ = m' i~,, . . . .  

' Ou, ~ ~ ' Ou, R 

dove le H' , ,  H ,, ~,~ h a n n o  i valori  (69). Caleolando ques te  eondizioni  me- 
d ian te  le formole  super ior i ,  si t rova  che esse si r i ducono  alle due  equa- 
zioni : 

dove si ~ pos to  

m 

m z -}- m' v -~ - -  2 m B 

m' z + m 7 =  - -  2 m ~ ,  
(73) 

(73*) 

Le (73) co inc idono fo rma lmen te  eolle (~4), (21,*) § 5, e r isolute  dhnno  
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a l l c o r a  

, ( m  
~j~'~ __ 9It 2 

- 2 m 
- -  (m - m '  B ) .  ~ / , ' ~  _ _  Wt, ~- 

(71) 

Ma ora, der ivando le espressioni (73 ~) di B, /?, si t rova:  

,gB , - - 0/~ ~ , , - 
u, - -  m y,  y, + m' y, y',, 3 u~ m y, y,  + m y ~ "y~, 

e n e  risulta che i v,%lor[ (7i) di ~, • soddisfano in effetto alle (72). Cosl 
provato che, mediante  questa  t rasformazione T,,,, ~_ (r~, Y~, ~, 76), la coppia 
associata (V', ~2') si cangia in una  quar ta  (n, n). Che poi quest 'u l t ima si de- 
duca  a sua volta dalla terza (Z", ~'/') mediante  una  T,, si proverebbe come 
al § 6. Osserviamo in fine anche qui che nel caso singolare m', ~ = m ~, intro- 
dueendo la nozione di sistemi in involuzione, si t rovano le stesse propriet~ 
come nel caso euclideo al § 6. 

§ 17 .  

LE TRASFORMAZIONI T,~, DEI SISTEMI H NEGLI SPAZII A CURVATURA COSTANTE. 

Chiamiamo, anche  negli spazii a curvatura  costante, sistemi H (o si-. 
stemi di GUm~ARD-DARBOUX) quei sistemi n'" ortogonali  pei quali (con una  
conveniente  sceRa dei parametr i  ul) sussiste la re |az ione:  

2 

2 
(a costante). 

I1 calcolo stesso eseguito in (M) 
g 

dello spazio S,, di cm'vatura  I f =  ~ ,  

§ °23 dimostra  che, nel caso at tuale 

i coefficienti Hi e le rotazioni ~ih di 
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un sistema H debbono soddisfare al sistema differenziale seguente: 

a l l ,  a l l ,  (o 
= ~ , t L ,  - -  Y. ~ H~ a u~ 

c~ uz 

a ff~, ~. + 
%-7- ~ ~ ~'~ p~'~ = o. 

(xi) 

Col soliti procedimenti (Cf. (M) § °2_3) si riconosce che questo sistema 
(X[) ammette  una soluzione generale con n ( n - -  1) funzioni arbitrarie , e pet" 
cib i sistemi H dello spazio a curvatura costante esistono hello stesso grado 
di generalit~ come aello spazio euclideo. 

Ora ~ manifesto che se si pone NI~- -~ i ,  queste ~ ,  a causa delle equa- 
zioni .della seconda e quarta linea in (XI), soddisfano alle equazioni carat- 
teristiche ([) § 1 per le rotazioni dei sistemi n ~" ortogonali dello spazio eu- 
clideo. Colla nozione di sistemi associati, introdotta al paragrafo precedente, 
possiamo dire che: Ogni s is tema H dello spazio q, curvatura  costante am- 
mette inf ini t i  s is lemi associati  hello spazio euclideo (tutti t ras format i  di Com. 
bescure l 'uno dell' affro). 

Ed ora andiamo a dimostrare che pei sistemi H degli spazii a curvatura 
costante esistouo trasformazioni T,. di RmAUCOUR come uel caso euclideo 
(§ 7). Le formole per queste T,,, si dedurranno da quelle sviluppate nei due 
paragrafi precedenti ponendovi 

l 0 , ~ ,  0, ~ = o .  
R 

Valendo pel sistema trasformato E' le formole (69) 

H'~ --  H~ ~ m R y - 
A T~-, 

otterremo che questo sistema Z' sia di nuovo un sistema H '  di GUmHXZtD- 
DAaBOUX, determinando ~ in guisa che risulti: Z H ' ~ E H ~ .  Ora si ha per 

la precedente 

,~ ,~ ~ m R ~ ( m _ ~  ) 4 m R ~ (m R ~ _ ~ H~ ~ )  ' 
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e la nostra condizione d~ pet" y il valore 

l 
= m R ~ l h  -ya. (75) 

D'altra parte si verifica subito che questo valore di ~ soddisfa alle equa- 
zioni 

tO ~, Hi y~ 
tO u~ R 

onde risulta stabilito, anche pei sistemi H dello spazio a curvatura costante, 
l 'esistenza di trasf6rmazioni T,,, di RIBAUCOUR, contenenti, oltre m, 2 n - - 2  
costanti arbitrarie. 

Da Ultimo estendiamo anche a questo caso il teorema speciale di per- 
mutabilifft al § 7, osservando che se nelle due trasformazioni T,., T.., pel 
passaggio dal sistema H a i  rispettivi sistemi H' ,  H "  le funzioni trasforma- 
trici sono 

- 1 
per la T,,.) y~, yi, ~ -  m R ~ Hz y~ 

pet" la T,.,) 

dalle formole genera|i (71) al paragrafo precedente 

risulta facilmente 

ossia 

! 

m R ~ - ~ y,) 
• 

0ra  questa, sviluppata, si scrive 
m 

e coincide colla seconda detle (73) la quale trovasi veriiicata. 
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§ 18. 

I~ SISTEMI H GENERALIZZATI  DELLO SPAZIO A CURVATURA COSTANTE. 

Come si ~ fatto al § 10 per to spazio euclideo, cosi anche nello spazio 
S.  a curvatura costaute chiamiamo sistema H generalizzato di segnatura 
(~, ~ , . . . ,  ~.) ogni sistema n ~*° 0rtogonale le cui H,  soddisfino la relazione: 
~ H,  ~ + ¢~ H~ + . . -  -+- ~ H~ = cost. [1 calcolo stesso eseguito al § 10 prova che 
le H~ soddisferanno alle equazioni differenziali 

e le rotazioni 13~ alle ulteriori 

e colle solite considerazioni (cf. §§ 10 e 17) si stabilisce l'esistenza di questi 
sistemi H generalizzati. Ora andiamo a costruire anche qui le trasforma- 
zioni T,~ di RIBAucoua, le cui formole otteremo nel modo seguente. Indichino 
(y,, y~ , . . . ,  y.; y,, y~ , . . . ,  y,, ; ~) 2 n + 1 funzioni .trasformatrici assoggettate 
a socldisfare al sistema lineare ai differenziali totali 

~ +~ H,~ - ~ ~ Hi  y~ ~ ~ y~, ~ Y~ + ~ m y~ , - -  - 
~u~ ~ R = ~ u i -  R 

= 5 = Y,. u k  

(76) 

Questo ~ uu sistema completo e possiede t 'integrale quadratico 

A --  .4 = cost., 
avendo posto 

poich~ ne risulta - -  

2 2 

~A=~__=-~ 2 m ' f ~ .  A1 solito si assumeranno i valori ini 
c~ ui 0 ui 



0~6 B i c t u c h i :  Le t r a s f o r m a z i o u i  di  Ribauc, our  dei s i s t emi  n ~ or togonal i  

ziali delle ()'~,--~, ?) in modo da soddisfare anche l 'equazione ai limiti 

A = A. (76 ~) 

Dopo cib, applichiamo al sistema H la trasformazione di RIBAUCOUR 
fi,,, (Cf. § 13), e pel sistema trasformato avremo per la (60) 
§ 

H'~ = H~ ~ m R ? ~ 
A 

e questo sarh un nuovo sistema H '  generalizzato colla skessa segnatura 
(q,  ~ , . . . ,  ~,,) se ? ~ determinata in guisa che si abbia E ~a (H'[  --  HI )  ~ 0. 

Ora si ha dalla pr,ecedente 

e ne risulta quindi per ? il valore 

? --=- m / ~  E ~ H~ "~,~ (77) 

compatibile colle (70) perchS, derivando la (77) rapporto ad una qualunque 
u~ si ottiene per le (76) un'identit5. 

§ 19. 

I SISTEM[ Q DEGLI SPAZII A CURVATURA COSTANTE. 

Dei sistemi u '~'' ortogonali dello spazio euclideo studiati nei §§ 17-~0 in 
(M) e indicati come, sistemi Q diamo ora una doppla generalizzazione. In 
primo luogo trasportiamo la nozione allo spazio S,, a curvatura costante K, 
e in secondo luogo supponiamo che nella formo]a (68) § 17 (M) i coeiticienti 

c , ,  ~ , , . . . ,  c,,, invece che costanti, siano funzioni di una sola delle u, pre- 
cisamente la ci una funzione U~ della sola ~ .  Chiamiamo adunque s i s t e m a  Q 

nello spazio S. a curvatura costanie un sistema n ''° ortogonale che ammeUa 
trasformazioni di RISAUCOUR le eui funzioni trasformatrici y~, 79 , . . . ,  Z,,; ? 
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soddisfino alle equazioni di trasformazione 

O y~ = ~i~ y~, . . . . .  Hi yi (*) (78) 
~9 u~ 0 u~ 

e siano legate fra loro dalla relazione quadratica 

(79) 

dove U~ indica una funzione della sola u~ (ovvero una costante) ed a una 
costante arbitraria. E immediato che il sistema trasformato Q' appartiene 
alia medesima classe, poich~ le funzioni trasformatrici inverse da Q' a Q ve- 
rificano la medesima (79). 

Per esaminare la questione dell 'esistenza e del grado di arbitrarie[~ dei 
sistemi Q, cominciamo dal formate le conseguenze differenziali della (79). 
Derivando rapporto ad u~, abbiamo 

v ~ , ~  (~) 1 , ( , dS~ t (80) 

Derivando nuovamente rapporto ad u, (h=l=i), si ottiene 

0 L (i,h) (~,h) 

ed eseguendo col raccogliere i termini 

I ~ ,  ~ ~. ,h )  1 i "~ U, - ~  + 5\ + ~ ~i ~k U~ + ~k~ U'~ + T fl~k U'~ + a Hi tL + 

I ~r~ ("h' I + t~k~ l~k U~ y~ + U~ U~ + ~ ~k U~ ¥~ + a H~ ¢ = O. 

Ma, per la (80) stessa, la quantit~t entro la seconda parentesi eguaglia 
1 - - y  U'~y~, per cui la precedente testa:  

(~) Si avverta che la  y qui introdotta differisce pel fattore costante R dalla ? delle for- 
mole precedenti. 
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equazione simmetrica,nei due indici i, k. Se combiniamo questa colla'equa- 
zione generale (VIII) } I02. 

3 u--7 ~ Jr ~ flai }.~ -b K Hi H, -~ 0 

a fl~: ~fl~.i (~) e ne r isul ta:  possiamo risolvere rispetto alie derivate a-~t/' ~u~. 

La determinazioue dei sistemi Q, hello spazio ob curvatura costante K, 
dipende dal seguente sistema differenziale helle n ~ funzioni incognite (H~, flik) : 

a n,. ' c9 U7 = 
(xH) 

a.,,., "r u, H ,  H,. - i -  " 

In modo a,mlogo come in (M) § I8, si dimostrCt che (luesto sistema (di 
BOUICLET-DAtumUX) ~ completamente integrabile e la sua soluzione generale 
dipende quindi do. n ( n - - 1 )  funzioni arbitrarie essenziali. 

[nversamente, soddisfatte che siano le (XII), se al[e equazioni (78) di 
trasformazione aggreghiamo le (80), ne risu[ta (supposte tutte le Ui diverse 
da zero) un sistema completo ai differenziali totali col]'integrale quadratico 

' " a 9 2 Z U~ y~÷ =cos t . ,  
A 

e poich~ possiamo ammllare [a costante del secondo membro, i| sistema n ~'° 
ortogonale ~ in effetto un sistema Q. 

Un secondo aspetto dei sistemi Q si ha dal considerare che il d s '~ 

(~) Qui si esclude il caso U¢ = U~ t h e  si veri i ica sol tanto  se U~, Uk si r iducono ~lla me- 

des ima costante  c. Se ques ta  6 d iversa  da zero (cib che accade necessar iamente  per la (8,) 

quando  a =',= 0), ne segue fra le H~ e le ill} la relazione in termini  tiniti 

(i,h) 

1 

Ill par t icolare  s e n  = 3 e suppon iamo U~ = Us, abb iamo 

e s iccome il primo membro  d~ la cu rva tu ra  (relativa) delle superficie u a = cost. ved iamo che 

ques te  sono superficie a cu rva tu ra  costante.  



e i l  t e o r e m a  eli. p e r m t d a b i l i l &  ~ 9  

dato da 

H ~. a ,,= _ L H ~ - 
U, ""÷-U..  a (s~) 

viene ad appartenere allo spazio di curvatura costante K ' = , ~ .  E infatti se 

si pone H ' i  H i  /Ui  - - v / ~  ne risulta fl'~k---~ gl_f[ .fl~k, onde, in forza delle (81), sono 

soddisfatte le condizioni caratteris{iche die assegnano alla forma differen- 
ziale (82) la cm'vatura Riemanniana costante a. La .ricerca dei sistemi Q 
equivale quindi a quella di particolari rappresentazioni di uno spazio a cur- 
vatura costante sopra un altro (rappresentazioni normali uniformi se le Ui 
sono altrettante costanti)(~). 

§ 20. 

LE TRASFORMAZIONI R , , ,  DEI SISTEMI Q. 

I sistemi Q, per la loro definizione stessa, ammettono una notevole elasse 
di trasformazioni di RmAucoun che vogliamo ora esaminare pifi da vicino. 

Iadicando con m una costaute arbitraria (diversa perb da zero), poniamo 

I -- Ui K--a 
V~-- , b =  

onde sarg Vi una funzione della sola ul, e b una nuova costante. Le equa- 
zioni differenziali (XI[), caratteristiche pei sistemi Q, prendono la seguente 
forma, a f f a t t o  i n d i p e n d e n t e  d a l l a  c o s t a n t e  m :  

c9 U~ ' c~ *t, 

~ (i ,h)  ' , 
e!~ = V V~. - -  Vz ~, ~,. K V~ - -  b H i  I lk  - -  V i flik 4 -  V'k flki 

(x [ l I )  

meatre iavece la relazione quadratica (79) si scrive 

(1 - m Va) 7~ + ( K - -  m b) ~ = 0 (sa) 

(~) Cf. la mia Nota pubblicata nel Vol. XXV dei Rendiconti  dei Lincei  (febbrai0 1916). 
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ed impl ica  la cos tante  m. Ed il s i s t ema completo ai differenziali  totali  ehe, 
ins ieme alla (83), de t e rmina  la t ras formazione ,  a s sume  per  la (80) la forma 

segaen te  : 

& ~: K - - r o b  m V'i'~i 1 

t (xlv) 

Come nel caso par t ieolare  eons idera to  in (M), ques ta  si dirfi u n a  tra- 
sformazione.R,,, del s isfema Q i n  u n  altro Q', ed g immed ia to  c h e l a  trasfor- 
mazione  inversa da Q' a Q ~ ancora  u n a  R,~. 

S u p p o n i a m o  ora di cons ide ra te  una  seconda  t ras formaz ione  R.,, (m' =I= m), 
• | t che cangi  il s i s tema Q in u n  terzo Q" e s iano "(i, y' le relative funzioni  tra- 

sformatr ici  legate da]la relazione quadra t i ca  

(1 - -  m' Vx) v'1 + ( K - -  m' b) ~'~ = 0 
2 

(83 + ) 

e dalle equazioni  differenziali  (XIV) 

' ~ ,/. (0 1 Vx K m' b m' V'i "('i 0 y ~ = fl~k y'~, _ , ,_+.,~ - -  m' 
8 uk 0 u l 7 1 - -  m '  V i  fl~i T'z -~- 1 - -  m'  Vi Hi ~' -~ 2 (1 - -  m' Vi) 

0 9' ~ f-li "{'i. 
Out 

(s¢) 

Dimos t r i amo che sussis te  anehe  q u i i l  t eo r ema  speciald di permutabi l i f f t  
((M) § ~0): 

Esiste un quarto sistema Q legato a Q' da una R,,,, e invece a Q" da 

Ind icando  con r i ,  ¢ le funzioni  t rasformatr ic i  nel  passaggio da Q' a 
av remo  (§ 13) 

-5" -2- + ? '  (85) 

dove v verificher~t le equazioni  

0 ul 

Ora p rov iamo che si pub  soddisfare  a ques te  condizioni  e ins ieme alla 



e i l  teorema di permutabilitit. ~31 

relativa (83) 
:~ (1 - -  m' Vz) F~ + ( K -  m' b) • ~ ~-  0, (87) 

dopo di c h e l a  h 'asformazione da Q' a Q sar~t appunto  una  R.~,. Ma:, sosti- 
tuendo  i valori (85) nella (87), ne deduc iamo 

A--r ~: (t - -  .C V~) ,~I + ( K - -  ,~' b) ~' + 

e siccome per la (83) 

m - - m '  ) , - -  
m ' 

vediamo che ponendo  

S = ~ (l - -  m' V~.) y~ y'~ + (K - -  m' b) y q~', (88) 

ne r isulta  per  .r il valore unico e de terminato  

2 m S  
-. = ~ - (88*) 

Dobbiamo ora provare che questo valore di ": soddisfa alle (86), cio~ S 
alle altre 

,~ S ' l c~ T' + ~ fl~ + K H~ i O. (89) m ~ + ( m ' - - m )  y~ ff~/, yz 9 = 

Ora, der ivando la (88) rispetto ad u~, risulta 

S I (') -4- ( K -  b)// ,  ?' - -  ~ ~ e m r  y~ Y.,(! m'V~)fl~iy 'x+(1 - - m '  V~)ou i _  u~ 
m' V'~ y'i I 

2 + ! 

m' V'~ y~ 

ed in questa  l 'espressione che moltiplica y~ ~ nulla~ a causa delle equazioni  
differenziali (84~), dopo di che sost i tuendo nella (89) e soppr imendo il fattore 
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y'~, testa da verificare l'equazfone 

I(0 
m ~ ( l - m' V~) fl~ ~'~ + (1 - -  m' V~) ~ ~'~ ~-~71 + ( K - -  m' b) Hi ? 

m'i V'i Yi 
0- i +  

Ma questa, riducendo, diventa 

m' ( t - - m  ~ 5 ) ~ +  ( 1 - - m  Vz)~.~z+(K--mb)H~-- m V'~ y,  I = 0 
i ' 

ed g identieamente veriiicata, a causa delle equazioni differenziali (XIV). Si 
conclude quindi che assumendo p'er ,r helle (85) il valore 

~ m  l ¢ ' I '  (90) ~ - -  , ~ (1 - -  m' Vx) "~'z ".r'x + ( K - -  m' b) ? ,  

si ottiene in effetto una trasformazione R, , , ,=(F, ,  r ~ , . . . ,  r,,; ¢ )de l  sistema 
Q' ill un quarto sistema Q. 

Che in line questo sistema (~ provenga a sua volta da Q" con una R,, 
vediamo calcolando la quantith analoga 

poich~ ne segue 

a 

• r ' = - -  (T + 2  B), 

~,~ - ,,,' i x (~ - , ,  + ( K -  ,,, b) ~' , 

e questa ~ la formola (90) stessa ove si scambi Q' con Q', indi m con m'. 


