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3, l%m.wellJge gekoppelts Schw4n.gungs~stsme; 
vort A Zf r e d E a  Z c i  7cm e. 

(Fortsetzung von Ann. d. Phys. 42 S. 1001. 1913.) 

Durchgehende benutzte Bezeichnungen: 

freien (ungekoppelten) Teilsysteme; 
a,, 6,  and b, , 4: Diimpfungekonstanten und logar. Dekremente der 

nl, %: Kreisfrequenzen der ungedimpften freien Systeme; 
Y, , v,: Kreiefrequenzen der gediimpften freien Systeme; 
8’, 6” and b’, b“: Diimpfungskonstanten und logar. Dekremente (der 

Hauptschwingungen) des gekoppelten Systems; 
Y’, Y” : Kreisfrequenzen der Hauptschwingungen des gedlmpften Koppe- 

lungsaystems ; 
Q ~ ,  4%; u1 u,; a,, 4,: Wiensche Koppelungskoefhienten: 
KQ, KO, K&: Koppelungsparameter (magnetischer gulvanischer , elek- 

trischer) ; 
h: Verstimmung (Frequenzverhiiltnis) %/pal ; 
6 :  Verhaltnis der Dimpfungen c&/a, ; 

B’: Vgl. Gl. (66) auf S. 447. 
x :  Koeffizient zur Unterscheidung der drei Fiille A ,  B und C ;  

Fall A ( x  = 1): gleiche Frequenzen und Dampfungen der Hauptsehwin- 
FallB ( x  > 1): ungleiche Frequenzen, gleiche Dampfung gungen dee ge- 

Meine unter gleichem Titel im Jahre 1913 in 
dieser Zeitschrift l) erschienene Abhandlung ist bisher unvoll- 
endet geblieben. Von den dort angekundigten drei Teilen ist 
nur der erste, mathematisohe vollstlndig erschienen, von dem 
zweiten, allgemeinphysikalischen Teil nnr der erste Abschnitt 
der Systeme mit rein magnetischer bzw. Beschleunigungs- 
koppelung behandelt. Der dritte speziell physikalische Teil, 
der Anwendung der abgeleiteten Satze auf einzelne besondere 
Systeme bringen sollte, fehlt ganz. 

Die hier vorliegende Arbeit sol1 nun die Fortsetzung und 
Erggnzung der fuheren bilden. Jedoch wird der angekundigte 
dritte, spesielle physikalische Teil hier wegfdlen und in anderer 

Fall C(x< 1): gleiche Frequenz, nngleiche Diimpfungen 1 koppelten Systems. 

Einleituny. 

1) A. Kalahne, Ann. d. Phys. 42 S. 1001. 1913 (im folgenden 
ala A. K. I. beeeichnet. 
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Form erscheinen. Der Grund fur diese Beschrankung ist darin 
zu suchen, da0 bei den elektrischen Schwingungen, auf die die 
Ergebriisse ganz besondcrs anwcndbar sind, gegenwartig die 
freien, also gedampften Eiqenschwingungen, die bier behandelt 
werden, weniger im Vordergrund des Interesses stehen als die 
dauernd untorhaltenen unzediirnpften.’) EY eriibrigt sich daher, 
dic Arbeit so ausfuhrlich zu gestalten, wie urspruuglich beab- 
sichtigt war. 

Urn die Ubersicht zu erleichteru, ist die Numerierung der 
Abschnitte und Paragraplien, sowie der Gleichungen einfacli 
weitergefiihrt, und es werden die gleichen Bezeichnungen be- 
nutzt, soweit nicht neue nijtig werden (vgl. Verzeichnis am 
Ei ngang). 

Leitender Grundgedanke der Arbeit , der noch einniul 
kurz angedeutet werden moge, ist folgender. Jedes aus 
mehreren Teilsystemen bestehende Schwingungssystem besitzt 
mehrere Eigenschwingungen (Koppelungsschwingungen), im all- 
gemeinen mit verschiedenen Frequenzen. Und zwar sind so vie1 
Frequenzen moglich , wie Freiheitsgrade vorhanden sind, bei 
einem aus zwei Teilsystemen aufgebauten Koppelungssystem 
also zwei. Die Frequenzen, sowie alle sonstigen Bestimmungs- 
stiicke der Schwingungen erhiilt man aus der cfiarakt~ristiscl~en 
I!&CILUN~ (auch Sakulargleichung penannt), die bei der Inte- 
gration der simultanen Difl’erentialgleichungen des Koppelungs- 
systems auftritt ; sie ist eine algebraische Gleichung vom Grade 
2m, wenn m die Anzahl der E’reiheitsgrade des Systems ist. 
In  besonderen Fallen verringert sich die Anzahl der Koppe- 
lungsfrequenzen, indem einige oder schliefllich alle einander 
gleich werden. Dasselbe gilt f ir  die resultierenden Damp- 
fungen. 

Bei einem aus zwei Teilsystemen von je  einem Freibeits- 
grad zusammengekoppeltcn System ist die charakteristieche 
Gleichung vom 4. Grade, und die Zahl der verschiedenen 
Frequenzen betragt im allgemeinen zwei. Ziel der Arbeit ist 
nun, die Bedingungeu aufzusuchen, unter denen bei einem 
solchen aus z wei Teilsystemen bestehenden Schwingungssystem 
die beiden Frequenzen bzw. auch die beiden Dampfungen der  

1) Vgl. dam 2. B. F. I l a r m e ,  Ann. d. Phys. 66. S. 25. 1921. 

-~ 
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Koppelungsschwingungen sich auf eine einzige reduzieren, so 
da8 ,,Eintiwlligkeit'' vorhanden ist. Voraussetzung der Rech- 
nung ist, da6 die Teilsysteme ungekoppelt, jedes fur sich, freie 
exponentiell gediimpfte Sinusschwingungen auszufuhren ver- 
magen, und da6 die KoppeluDg durch lineare Glieder erfolgt. 
Diese Voraussetzungen sind streng bei quasistationaren elek- 
trischen Schwingungskreisen erfullt, weswegen auch elektrische 
Systeme die besten Anwendungsbeispiele liefern. 

Q 9. Die Rechnnngsgrundlagen. 
Die Differentialgleichung der Bewegung fur ein derartiges 

Koppelungssystem sind die Gleichungen (24) von A K I, die 
hier als Grundlage der Rechnung rnit einigen weiteren Glei- 
chungen vorangestellt werden 

Die letzten drei Glieder jeder dieser Gleichungen sind die 
Koppelungsglieder, und zwar bewirkt das Glied mit e die Be- 
schleunigungskoppelung, das Glied rnit B die Geschmindigkeits- 
oder Reibungskoppelung, das Glied mit 8 die Lage- oder 
Kraftkoppelung ; bei elektrischen Systemen hat man in der- 
selben Reihenfolge mit p magnetische (induktive), mit o galva- 
nische (konduktive), mit 9. elektrische (kapazitive) Koppelung. 

Die drei ersten Glieder allein geuommen ergeben die 
Gleichungen der freien gedampften Eigenschwingungen beider 
Teilsysteme, dercn Frequenzen sind 

(26) vl = f n l , -  4 2 ,  v2 = v n z z -  a z 2 .  

x1 und x2 sind die mit der Zeit t veranderlichen Schwingungs- 
variablen (Verschiebung eines Systempunktes, elektrische Strom- 
stlirke, Spannung u. dgl.). 

Die F'requenzen Y' und Dampfungen 6' der Koppelungs- 
schwingungen ergeben sich aus dem Ansatz fur xl iind xz. 
(27 ) q = A l e p t ;  x, = A z e p t .  

(28) p =  --af-J--iw'; ( i = F ) .  

Fur p gilt die biquadratische Gleichung 
p4 + ag p3 +az pa + al CL + a, = 0 

30 
(31) 

Annalen der Phpsik. IV. Folge. 69. 
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mit 

h allgemeinen hat die Gleichung (31) vier verschiedeiie 
Wurzeln PI, pxI, p111, p ~ ~ .  Da fur Gchwingungen nur komplexe 
Wurzeln p von der Form der Gleichung (28) in Botracht kommen, 
00 ergibt sich also, dal3 im allgemeiuen zwei verscbiedene 
Frequenzen vl' und va' und zwei verschiedene Dampfungen 
8,' und 8,' im Koppeluogssystem vorhanden sind , wobei die 
Dampfung 8,' zur Frequenz vl' und S,' zu v2' gehort. 

Jn besonderen Fallen konnen die vier Wurzeln in ihren 
reellen oder in den imaginaren Teilen, oder in beiden einander 
gleich werden. Diese besonderen Falle werden hier behandelt 
unter den Bezeichnungen 

A, beide Wurzelpaare identisch, 4' = S,', t i l '  = u2', 
B, reelle Teile identisch, 8,' = a,', 
C, imaginare Teile identisch, v,' = v2'. 

Alle drei F'alle ergeben eine Ausartung der biquadratischen 
Qleichung (31), genauer ihrer reduzierten Form, in eine qua- 
dratische. 

Die Bedingung fur die Aueartung ist die Gleichung: 

"1) = O .  
4 

Die drei E'alle A (Frequenzen v' und Dampfungen 6' ein- 
ander gleich], H (Frequenzen ungleicb , Diimpfungen gleich), 
C (Frequenzen gleich , Dampfungen ungleich) werden durch 
besondere Bedingungen unterschieden, die in Form von Glei- 
chungen bzw. Ungleichungen auftreten, sich rtber durch Ein- 
fiihrung eines Koeffizienten x in eine einzige Gleichung ver- 
wandeln lassen, namlich 

wobei gilt 
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x = 1, Fall A; x > 1, Fall B ;  
Mit  Rucksicht auf die in allen drei Fallen giiltige Bedingung 
(13) 1aBt sich (14b) auch umformen in 

x < 1, Fall C. 

oder schlieBlich 

(16) 

Statt (13) und (14b) kann man natiirlich zur Festlegung eines 
der Falle A, B, C auch diese beiden neuen Glleichungen (15) 
und (16) oder uberhaupt irgendein Paar von den vier Glei- 
chungen (1 3), (14 b), (15), (1 6) benutzen. Diese so ausgewahlten 
beiden Gleichungen ergeben durch Einsetzen der Werte a,, 
bis a3 aus (32) zwei Beziehungen zwischen den physikalischen 
Konstanten der Teilschwingungssysteme, die erfiillt sein miissen, 
damit die Wurzelpaare p und damit die Frequenzen und 
Dampfungen der Koppelungssckwingungeii oder wenigstens die 
Frequenzen bzw. die Dampfungen fur sich allein einander 
gleich werden. Ich habe diese Erscheinungen hier unter dem 
Namen ,,EinweiliykeitL6 zusammengefaBt, der in engerer Bedeu. 
tung nur fur Gleichheit der Frequenzen gilt. 

Die erforderlichen Bedingungen, denen jene Konstanten 
(Dampfungen, Eigenschwingungsfrequenzen und Koppelungs- 
koeffizienten) der Teilsysteme geniigen miissen, beschranken 
diese auf gewisse Gebiete, innerhalb deren sie liegen miissen, 
damit iiberhaupt Einwelligkeit [ bei freien Eigenschwingungen 
solcher gekoppelter Systeme] erzielt werden kann. Diese Be- 
dingungen sind in der ersten Veroffentlichung fur den Fall I 
der reinen magnetischen oder Beschleunigungekoppelung am- 
fuhrlich behandelt worden und sollen nun hier, jedoch kiirzer, 
fur andere Koppelungsarten behandelt werden, so daB sich 
folgende Einteilung ergibt: 

I. nur magnetische oder Beschleunigungskoppelung, 
11. nur elektrische oder Kraftkoppelung, 
III. nur galvanische oder Reibungakoppelung, 
IV. gleichzeitig magnetische und galvanische (Beschleu- 

nigungs- und Reibungskoppelung), 
30 * 
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V. gleichzeitig magnetische und elektrische (Beschleu- 

VI. gleichzeitig galvanische und elektrische (Reibungs- 
nigungs- und Kraftkoppelung), 

und Kraftkoppelung), 
VII. gleichzeitig alle drei Koppelungen. 
In dieser Reihenfolge werden mit Ausnahme des schon 

in A. K. I. behandelten Falles I die drei Koppelungsarten und 
ihre Kombinationen behandelt werden. 

Urn die Ekgebnisse der Rechnung ohne weiteres auf den 
wichtigsten Fall, namlich e1ektroma.gnetische Schwingungskreise 
anwenden zu kSnnen, seien hier noch die beiden Bewegungs- 
gleichungen fur ein elektromagnetisches Koppelungssystem mit 
allen drei Koppelungsarten angegeben 

Dabei sind J1 und J, die Stromstkken in den beiden Kreisen, 
jeder in einem willkurlich wahlbaren, dann aber festzuhalten- 
den Sinn (Pfeilrichtung in Fig. 7) als positiv gerechnet. 

W.' 

Fig. 7. 

Ll und L, sind die Selbstinduktionskoeffizienten der beiden 
Kreise einschlieSlich der den beiden Kreisen gemeinsamen 
Spulen oder Spulenteile, i& Koeffizient der gesamten wechsel- 
seitigen Induktion, wiederum einschliefilich der den beiden 
Kreisen gemeinsamen Spulen. 

Cl und C, die Gesamtkapazitiit der getrennten Schwingnngs- 
kreise, C,, die Kapazitit des gemeinsamen Kondensators; wl 
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und ws die Gesamtwiderstande jedes Kreises, auch wieder zu- 
aammengesetzt aus den gesonderten und dem gemeinsamen 
Widerstand auf einem Stuck des Leitungsweges. Im einzelnen 
also der Higur entsprechend 

11, = L,‘ + Ll2’; 71, = L,’ + L,2’ ,  
LIZ = z12 + -&’I 

(58) I w, = 20 

Vergleichung der Gleichung (57) mit (24) laBt sofort die 
Bedeutung der in (24) und am Kopf der Arbeit eingeftihrten 
GrOSen 3, n, 7’3, p, 6 erkennen, namlich: 

Riernach behandeln wir nun die FSille I bis VII einzeln. 
I. Nur magnetische oder Besc?ileuTiijrungskoppelufig (dieser 

Fall ist in der ersten Verijffentlichung behandelt). 
11. ATur elekhische oder Kraf’tRoppelung. 
0 10. Die Bedingungsgleichungen bei Kraf’tkoppelnng. 

Die Koppelungekoeffizienten sind 

Die Koeffizienten a,, a,, a2, a3 der biquadratiechen Gleichung 
werden 

p, = pa = GI = c2 = 0 ;  8, * 0 ,  tY2 * 0 .  

il 
nl 

as = 2 ( 4  -!- O?)  

a% = 71,’ 4- 40~3, + 7i22 = ( I  + 4+ + P) n12,  

d a ,  = 2(OlnZ2  + J2nlz) 
% 

a, = n,2n,a (1 - 7’3, tY.J = n , 8 n , e ( l  - K,?,)= h2(1 - K , ? 3 n 1 4 .  

= 2 - I -  (1  + E)n, , 
3 $ &  
111 

= 2’(h‘ + E ) I ) , ~ ,  

Die Bediagungsglcichungen (1 5)  und (1 6) werden 

(61) 2% ttl n2fT- K,a = w l 3  + n2’ - (8, - f i2 ) ’ .  
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6 2 )  2 X ( S ,  + 6 , ) n 1 ~ ~ ~ ~ - =  2(6 ,R ,2+6 ,%a) ,  

oder nach Einfiihrung der HilfsgroSen E = S J 4 ,  h - .,In, 
(6la) 2xhnla1/1 - Kaa = n12(1 + h2) - Sla(l - u ) ~ ,  

Hieraus ergibt sich Koppelungskoeffizieat Ka und Damp- 
fnng des ersten Teilsystems 8, (im Verhaltnis zur ungedampften 
Frequenz nl): 

Ka ergibt sich also fur die drei Falle A, B, C (x  = 1, 
x 7 1, x < 1) verschieden, dagegen ist S, fur alle drei FAlle 
gleich gro6, unabhangig von x. 

Weiter ergeben sich fiir alle drei F d l e  A, B, C (zg 1) aus 
(26) die gedampften Frequenzen der ungekoppelten Teilsysteme 

und damit das bemerkenswerte einfache Resultat: 
Die gediimpften Prequenzen der ungekoppeltcn TeiLysteme 

miissen in allen drei Fallen einander gleicic sein. 
Das ist eine einfachere Bedingung ale die bei magnetischer 

Koppelung zu erfullende. Legt man nicht die gedampften, son- 
dern die ungedampften Frequenzen n1 und 7i2 zugrunde, so 
ist die Beziehung zwischen ihnen, namlich der Wert des Ver- 
haltnisses h willktirlich. Zwischen h und dem Verhaltnis E der 
Diimpfungen mu6 jedoch eine aus (64) folgende Bedingung ein- 
gehalten werden, namlich: 

FBr e < 1 ,  also S, < 4, muS auch h < 1, also n, < n, 
sein ; 

f.ir E > 1, also Sa > 4, mu6 auch h > 1 ,  also nz > n1 
sein, d. h. 

das schwacber gediimpfte System tnup die kleinere (unye- 
(dampfte) Frequent haben. 
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Im Fall I, bei magnetischer Koppelung galt im allgemeined 
das Umgekehrte. Damit ist die Richtung der erforderlichen 
Verstimmung beider Systeme gegeneinander festgelegt. 

Die Wurzeln p und damit die Dampfung 8 und die Fre- 
quenz u' der Koppelungsschwingungen haben fur die drei Falle 
im allgemeinen ganz verschiedene Werte, die nicht bloB durch 
Hinznfiigung des Koeffizienten x als Faktor aus einander her- 
vorgehen ; sie mussen daher getrennt behandelt werden. 

5 11. Die Grenzwerte der Verstimmnng nnil Damp- 
fnng. 

Aus (63) folgt, daf3 in allen drei Fallen 

sein mnS, da sonst K* imaginar wird. Daraus ergeben sich 
fur A gewisse Qrenzwerte als Funktionen von E ,  oder umgekehrt 
Grenzwerte von E sls Funktionen von h, indem man F = x 
setzt. Diese mit h' bzw. E' bezeichneten Werte sind 

Im Fall IIA (x  = 1) werden diese Grenzen 
(67) h,' = 1 und h,' = E .  

Fur hl' wird Kfi = 0 und = 0,  

fur h,' wird Kfi = 0 und -- = 1 

*l 

n1 

4 

Nur innerhalb dieser Grenzwerte kann und braucht die 
zahlenmaBige Berechnung zu erfolgen. Praktisch kommt ubri- 
gens meist nur die Grenze h, = 1 in Betracht, auSer wenn E 

anniihernd gleich 1 ist, denn sonst liegt die Orenze h,' = E zu 
weit von der Resonanzstelle entfernt. 

Der auf3ere Qrenzwert h,' = E ist jedoch noch zu weit ge- 
steckt, wie (74) zeigt, da fur R = E die resultierende Frequenz 
v' bereits imaginar wird. Die eigentlichen Qrenzwerte erhillt 
man also aus (74), indem man darin v' = 0 setzt. Es ergibt 
sich eine quadratische Gleichung fur I& mit der LSsung 
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Daraus erh6lt man fur E = 0, 0,5, 1, 2, 06 die zu- 
gehorigen Grenzwerte 0,4472, 0,545, 1, 1,840, 2,236, also 
Werte, die weit aulerhalb der praktisch allein in Betracht 
kommenden in der Nahe der Resonanz h = 1 gelegenen 
Werte liegen. Die Bedingungen der Einwelligkeit sind also 
grondsatzlich immer erfullbar. 

Fiir die Berechnung kannen wieder zur Ersparung einer 
Halfte der Rechnung die Reziprozitatsformeln benutzt werden. 

Praktisch kommt iibrigens nur die Berechnung in der 
Nahe der Grenze 11’ = 1 in Betracht, auSer wenn c anniihernd = 1 
ist; denn die andre Grenze he liegt im allgemeinen so weit von 
der Resonanzstelle entfernt, daS dort wegen zu staxker Per- 
stimmung iiberhaupt keine merkliche gegenseitige Beeinflussung 
der beiden Teilsysteme mehr maglich ist. 

Der Unterhll I1 A. (x  = 1). 
man x = 1 setzt, erhillt man aus (63) 
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Dampfung 8, desTeilsystems 1 und gedilmpfte Kreisfrequenzen der 
umgekoppelten Systeme u1 und uz sind durch die unveranderten 
Gleichungen (64) und (65) gegeben. Mit diesen Werten von 

und S,/nl ergibt sich aus (60): 
---- 
(1 - h e )  (1 + 8) 

I - e  5 ,  

1 - he 

( h e  + P)' a, = - 
( 1  + e )P  *I4. 

Uurch Einsetzen dieser GrbSen in G1. (44), die die Wur- 
zein p fur Fall ,4 (x  = 1) allgemein darstellt, 

- 
p, = p,, = - - a3 + i 46- -g- = - a*< + iv-;, 

I p,,, = pi, = - $ - i I p T -  * = - 3'8' - iYA'  

4 
- 

0 '  

(441 [ 
erhalt man Diimpfung S und Kreisfrequenz u' der hier ein- 
welligen Koppelungssch wingung : 

n1 2 
- _  "A - - L i y : s =  ;; . !q , 

(73) 

(741 

Mittels d u  hier angegebenen Gleichungen und der be- 
kannte A Definition fur das logarithmische Dekrement der 
Diimpfucg 

sind die Zahlenwerte der Tab. 111 berechnet worden, deren 
Adage vollstiindig der Tab. I der ersten VerSffentlichung ent- 
spricht. (3egeben sind die Werte 

'Lnb' , b'=- 2 n 6 ,  2 'IT 8, 
(75) b, = - V1 1 b2=- VS d 1  

12 4 
-1 61 

h S 2  und &r-* 

,416 Funktionen derselben findet man die Werte K*Al a1/7tl, 

a2 In,, b, , b, , ul In,, us I n , ,  S'/n,, b', u ' / y  . Die Werte dieser 
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GrSBen fur einen und denselben konstanten Wert E sind jeweils 
in einer von zwei Horizontalhien eingerahmten Gruppe zu- 
sammengefagt Sieben solcher Gruppen sind berechnet, von 
gleich groSer Diimpfung beider Teilsysteme 6 = 1 angefangen, 
bis zu sehr verschieden starker Dampfung E = 0 bzw. E = 00. 

Die Werte h reichen in jeder Gruppe von h = 1 (Einklang, 
Resonanz der ungedampften ungekoppelten Schwingungen) bis 
h = 0,98 bzw. h = 1,Od, d. h. bis zu einer Verstimmung von 
zwei Hundertsteln. 

Die Zahlen der Tabelle lehren, da6 bezuglich der Herstell- 
barkeit einwelliger Systeme ganz iihnliche, aehr einschrankende 
Bedingungen gelten wie bei magnetischer (Beschleunigungs-) 
Koppelung : 

selw ver- 
schieden sind (e sehr grop oder sehr klein), yeben yekoppelte 
Systeme, die einen einigermapen ausreichenden Koppelungsyrad mit 
geniigend kleiner Dampfung 8 vereinigen. 

Am deutlichsten wird dies durch Betrachtung der logarith- 
mischen Dekremente b,, b,, b’. 

2. Wird wieder ein Dekrement b’ = 0,2 uls oberste Brenze 
zugelassen, so i s t  6ei sehr verschiedenen Dampfurtgen (E = 0 oder 
E = CO) ein Koppelungsgrad von etwa 0,06, d. k .  etwa 6 Hundert- 
stel des Hiichstwertes 1 erreichbar. Die erforderliche Terstimmung 
der Teilsysteme gegeneinander (d. h. der uqedampfteri Freguenzen 
mup dabei etwa 2 Tausendstel betragen. 

3. Ein Dampfiingsunterschied der Teilsysteme im Terhiiltnis 
1 : 10 ( E  = 0,l oder B = 10) ist dabei nacii der I’abelle bereits als 
sehr yrop anzusehen. Mit Annaherung des Perhaltnisses E an den 
Wert 1 wird das Bild aber schnell ungunsl9. Schon bei einem 
Perha1lni.q der Bampfungen von 1:2 (also E = 0,s oder E = 2) 
ist dw erreichbare Kopprlunpgrad nur etwa 2 Iunderbtel, weiin 
b’ 2 0,2 blziben soll. 

Bei vollkommener Gleichheit beider DBmpfungen ( E  = 1) 
versagt das gekoppelte System ganz und gar, indem die zu- 
llssige Koppelung Null wird (fur Resonariz h = l), dagegen 
imaginar fiir alle anderen Werte o’er Verstimmung h,  wie sich 
aus (63) leicht ergibt. 

1. Nur Teilsyterne, deren Uampfungen 8, und 

1) Die gediimpften mussen nach $j 10 einander gleich sein. 
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0 13. Die Unterfiille 1IB ( x  > 1) and I1 C ( x  < 1). 
In  beiden Fallen hat nach (64) die Dampfung 8, des freien 

ersten Teilsystems denselben Wert wie im Falle IIA.  Nur die 
Koppelung KO mird eine andere. Es ist also zu untersuchen, 
ob sie gro6er oder kleiner als im  Falle I I A  zu nehmen ist. 

Die Antwort erhiilt man wie fruher aus der Betrachtung 
des Differentialquctienten von KO nach x. Es wird 

Da dieser Quotient immer positiv ist, so erfolgt der Uber- 
gang von Fall B zu C durch A hindurch in der Weise, daS 
mit wachsendem x auch KO wachst. Also im Gegensatz zur 
magnetischen Koppelung (Fall I) gilt hier: 

Zur Yerwirhlichung des Palles 11 B (yleiche Uampfungen 
unyleiche Prequenzen) 7nuP die Koppelung fester sein als ina Fall 
I1 8, zur Verwirklichury von Pall C (ungleiche Bampfungen, 
yleiche Erequenzen) mufi sie loser sein. 

Dieses Ergebnis laBt sich ubrigens auch unmittelbar aus 
(63) ablesen, wenn man beriicksichtigt, daB nach (64) a, und 
damit auch S,, v,, va beim Ubergang von A nach B oder C 
unverandert bleiben, wenn h und konstant gehalten werden. 

Die durch (64) geforderte Unabhangigkeit der Dampfung S, 
von x engt den Bereich, aus dem die charakteristischen System- 
werte entnommen werden konnen, mehr ein als im Fall I bei 
magnetischer Koppelung, erleichtert aber andererseits die Uber- 
sicht und die Berechnung derselben. Denn mittels (64) ist 
von den vier GroBen 4, S,, nl, n, immer die vierte durch drei 
von ihnen filr alle Unterfalle I IA ,  B, C einheitlich bestimmt. 
Willkiirlich wahlbar bleibt noch der Koppelungskoeffizient A'&. 
Durch ihn wird dann festgelegt, in welchem der drei Gebiete 
A, B, C man sich befindet. Zu jedem Wertepaar h, G gehort 
ein einziger Wert KO, (vgl. Tab. 111) fur den Fall A (x  = 1) 
dagegen beliebig viele Werte K6 fur die beiden anderen Fiille 
B und C (x 1). 

Koppelungsfrequenz 'u' und Dampfung 8 sind mittels der 
Gleichungen ('Sob) und (20c) des ersten Teiles zu berechnen, 
wobei zu dem reellen Teil, der 6' ergibt, hinzuzufiigen ist: 
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Somit hat im Fall B ( x  > 1; gleiche Dampfungen, aber 
ungleiche Frequenzen der Koppelungsschwingungen) dime 
resultierende Dampfung 6’ denselben Wert wie im Falle A 
(bei gleichem h und a); im Falle C (x  < 1 ; gleiche Frequenzen 
aber verschiedene Dampfungen der Koppelungsschwingungen) 
unterscheiden sich diese von der DBmpfung s’ des Falles A 
urn ein und denselben Betrag nach oben und unten. Das 
Auseinandergehen der Frequenzen im Falle B (x  > 1) erfolgt 
zunachst auch linear und gleichmaBig nach beiden Seiten hin, 
solange f x z  - 1 klein ist gegen 1; bei groBerer Entfernung 
vom Falle A wird die Abweichung der Frequenzen vom 
Werte v i  verschieden groB. 

111. N u r  ga lvanische  ode rwide r s t ands -  (Reibungs-) Koppe lung .  

kocffizienten sind: 
Q 14. Die Bedingnngsgleichungen. Die Koppelungs- 

el - g ,  = 3, = 9; = 0; 6 * 0, 6 * 0. 
Die Koeffizienten der biquadratischen Gleichung sind: 

I a2 = nl2 + 48,d.’,(l - olce) + nz2 

\a, = n12n2, = h2oI4. 

Die Bedingungsgleichungen (1 5)  und (1 6) werden: 

2% (8, + 6,) n1 n2 = 2 (8, n22 + 8, n12) , 
(78) 
(79) 
oder durch Einsetzen der HilfsgroBen E und h und einfachste 
Umformung : 
(78a) 2 x h n I Z  = n12(1 + h2) - 4aI2eKG2 - al2(1 - E ) , ,  

2 x n , n 2  = nI2 3- 4a18,(1 - Ka2) + n2, - (8, + a2),, 

(794  2 x h n 3 , l  +a)=2a,n12( /La+&).  

Hier ergibt sich die eigentiimliche Tatsache, daB die 
@%Sen h und a, d. h. das Verhaltnis der Dampfungen der 
Teilsysteme und ihre gegenseitige Verstimmung nicht von- 
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einander unabbangig sind, sondern durch die HilfsgroBe x mit- 
einander eng verbunden sind. Denn aus (79a) folgt durch 
Wegheben der gleichen Faktoren beiderseits: 

(79 b) x h ( l  + E )  = h2 + & . 
Man kann also, wenn x gegebea ist, nur eine der beiden 

GroBen h oder E willkurlich wahlen, die andere ist durch (79b) 
hestimmt. AuBerdem sind noch zwei von den drei GroBen nl, 
,Yl, 9, frei verfugbar. Die dritte ist dann mittels (78a) voll- 
kommen bestimmt. 

Fiir den Fall 
gleicher Frequenzen und gleicher Dampfungen der beiden 
Koppelungsschwingungen wird (79b)) indem man x = 1 setzt, zu 
(80) 
Also muB sein 
(4 
(bj oder: h = 1 und E beliebig. 

Die Losung b) scheidet aber aus, weil sich mit ihr aus 
(78a) ein negativer Wert fur das Quadrat des Koppelungs- 
koef6zienten Ka2 ergeben wiirde, namlich Kaz = - -- 
Nur fur E = 1, wiirde hier K, zwar reell, aber zugleich Null 
werden, und dies fallt wieder unter a). 

Mit Benutzung der allein brauchbaren Liisung a) ergibt 
sich aus (18al: 

6 16. Der Uiiterhll IJLA ( x  = 1). 

E ( 1  - h) = h ( l  - h). 

entweder: E = h - 

(1 - 8)' 
46 

Fiir E = h = 1 wird K,  = 0. Also mu6 E = h von 1 
verschieden gewahlt werden. Damit aber K, immer < 1 bleibt, 
wie es die Natur dieses Koeffizienten erfordert, darf E und 
damit auch h offenbar von 1 nicht sehr verschieden aein, oder 
man mu6 sehr groBe Dampfungen in Kauf nehmen. Die 
Zahlen der Tab. IV geben dafiir die nijtige Erlauterung, Diese 
ist etwas abweichend von der Tabelle fur Fa11 I und 11, so 
eingerichtet, daB immer Gruppen von konstanter Dampfung 
4 des einen der freien Teilsysteme, also auch von konstantem 
Dekrement b, zusammengefaBt sind. Es sind TeildHmpfungen 
von d' = 0,Ol und 0,001, d. h. von mittlerer und sehr geringer 
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wird, jedenfalls nicht bei elektrischen Schwingungskreisen. 
Charakteristisch ist das aufierordentlich schuelle Ansteigen des 
erforderlicheu Koppelungsgrades mit wachsender Verstimmung 
schon bei sehr geringcr Verstimmung beider Systeme, wenn die 
Diimpfungen klein sind. Zum Beispiel ist nach der Tabelle bei 
einer Dampfung der ‘l’eilsgsteme 3; = 8, = 0,001 (Dekrement 
b, = b, = 0,00628), wozu eine resultierende Dampfung 3’ ge- 
hort, die ebenfalls anuiihernd 0,001 ist (Dekremrnt b’ = rund 
0,00628), der erforderliche Koppelungsgrad 5 Hundertstel des 
Hbchstwertes, wenn die T’erstimmung 1 Zehutausendstel be- 
tragt, dagegen schon 50 Hundertstel, wenn die Verstimmung 
1 Tausendstel betragt; fir die Verstimmung 1 Hundertstel 
miiSte der Koppelungsgrad schon mehr als 100 Hundertstel 
sein, also liber dem moglichen Hochstwert liegen. 

8 16. Die UnterfiCllc IILB ( x  > 1) und 1IIC ( X  < 1). 
Gleichung (78a) crgibt hier: 

wobei aber zwischen Ii, E und x die Ueziehung (79 b) gilt. Durcli 
Einsetzen des Wertes E aus (79b) w i d  (82) zu:  

_ _  _~ __ . _ _  - _  . - 

+ h X - 2 X h ) ( 1  - X h J Y  - (1 + hP-2Xhh)* 
(83) KO == _ _  _ _  _- ___ . 

4 k ( x  - h ) ( l  - xh) 

Die Differentiation dieses Ausdrucks nach x ergibt die not- 
wendige Veranderung von KO mit wachsciideni x ,  

d KO 1 dKcY 
d x  2K0 d x  

Uns interessier t hauptsachlich der Wert dieses Ausdrucks fur 
x = 1, das heiSt fur den Ubergang vom Fall A (x = 1) zum 
Fall B (x  > 1) bzw. zum Fall C (x < 1). Hierfur ergibt sich 
durch Einsetzen von x = 1: 

_ _ =  ----. 

D8 h anniihernd 1, also (1 - < 2, so wird das zweite 
Glied des Ziihlers negstiv, und da dieees wegen > (1 + h;? 
das erste iiberwiegt, so ist die ganze rechte Seite negativ. Also 

9, 

Annalen der PhpIk. I\’. Folge. 69. 31 
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folgt: Beim obergnng vom Bhll IIIC ( x  4 1) zu IIIB (x  > 1) 
durch Pall A (x = 1) hindurch mup der Koppelungskoeffizient Kc 
abnehmen. Dieser Abfall uon Kn ist sehr steil, denn der absolute 
Wert des Differentialquotienten ist Y W J ~  yegen 1. Das Gebiet 
x = 1, d. h. das Gebiet, in dem der Fall lIIA verwirklicht 
ist (gleiche Diimpfungen und gleiche Frequenzen beider 
Koppelungsschwingungen) ist offenbar ein Gebiet wenig stabiler 
Zustande. 

IV. Gleichzeitig magnetische und galvanische (Beschlenni- 
gungs- und Widerstands-) Koppelung. 

8 17. Die Bedingnngsgleichnngen. 
Die Koppelungskoeffiaienten g,, pa, 

Die Koeffizienten der biquadratischen Gleichung : 

6% sind von Null 
verschieden; S; = = 0. 

nla + no2 + 4 d, 8, - 4 d, sa Ul up 
1 - el e2 

-- a2 - -- -- I 

Die Bedingungsgleichungen (15) und (1 6) werden : 
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2 x h wlz '?2,*(1 + h*J + 466,' (1 - K,*) 
1 - KQ* ..-= 

{ 111 - Key 
- 61% (1 f 8 - Po U1 - Q, Us 8)* 

(1 - Ko*,2 
I 

(86 a) 
9 

Hierin sind a d e r  E ,  ?L, K und K, noch die Produkte 
p1 c2 und pa el vorhanden. Diese lassen sich aber auf Ke und KG 
zuriickftihren, wenn man die Werte von el, pa, el, ca genauer 
ansieht. Fiir elektromagnetische Schwingungen gelten z. B. die 
Werte (59). Mit ihrer Hilfe 1aBt sich leicht ableiten: 

P 

(8 8) el = e, el =dQl  Q, el cae = K Q K u f i  - 
Mit Benutzung dieser Beziehung, die ubrigens auch fur 

mechanische Systeme gilt, werden die Gleichungen (86) und (87) 
/' 2 %  hnl2 - VZ,'(l + h a )  + 486tz(1 - K,') - 1 / F K T  1 - KQa 

d,'(1 + 6 - 2 ~ Q ~ , , ~ 8 )  
(86b) I - __ (1 - K,')' 7 

(87b) 

h,  E ,  d1/nl, K O ,  K, vorhanden. 
willkiirlich wiihlbar, z. B. h,  E ,  Ke; die beiden anderen, 
Kn, sind durch deren Werte festgelegt, niimlich 

x h ( 1  + e - 2 Ke K,l/a) = (ha + e )  ll--T 
Hier sind also zwei Gleichungen zwischen den 5 QroBen 

Daher sind drei von diesen 
und 

i 

5 18. Der Unterfall I V A .  ( x  = 1). 
Die Werte von KO und S,/nl fur den Fall der vollkom- 

menen Einwelligkeit erhiilt man aus der Gleichung (89), indem 
man darin x = 1 setzt. Es ist unniitig, diese von (89) nur durch 
Fehlen des Faktors x unterschiedenen Gleichungen noch be- 
sonders hinzuschreiben. 

Aus ihnen folgt weiter fur DiZmpfung und Frequenz der 
Koppelungsscbwingung, da allgemein 6' = 4 4  ist, 

31* 
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Diese Gleichungen gelten nur fiir Fall IVA,  nicht auch 
fiir Fall 1 V B  nnd C. 

Um die Wirkung des Iiinzutritts der zweiten Koppelung 
sicher zu erkennen, berechnet mau am besten eine Keihe von 
Werten diescr GrijSen fiir verschiedene h und E unter Zu- 
grundelegung gewisser Werte von KQ; als solche uimmt man 
zweckma6igerweise Werte, die bei einfacher Koppelung (in der 
Tabelle I) vorkommen. 

Das Verfahren ist jedoch umstiindlich, weil sehr viele Einzel- 
wcrte berechnet werden mussen. Es sol1 an dieser Stelle da- 
von abgesehen werden und versucht werden, durch Berechnung 
der Werte KO nur Sir gewisse ausgezeichnete Werte von h, 
B und n', einen Uberblick iiber das allgemeine Verhalten der 
in Rede stehenden Gro6en unter der Wirkuug der Misch- 
koppelung zu erlangen. 

1. Bampfungen der Teilsysteme S ~ A T  verscltieden. 
a) 6 = 0 (erster Grenzfall). 
Gleichung (87 b\ ergibt filr diesen Fall, da6 sein mu6 

Damit wird weiter 
At 4- 8 

1 + t  - -- V1-KcQ 

2 4 6  

l - - y l - K e S  

0 h 1 xo = 0 = Fz 

(91) I 6 

1 
h = 0. = lim 2~~ 
_- 

Das bedeutet: fiir E = 0 fdlt die galvanische Koppelung weg, 
man hat also den schon behandelten Fall der reinen magne- 
tischen Koppelung mit den Werten der Tabelle I. 

b) E = 03 (zweiter Grenzfall). 
Eine iihnliche Untersuchung mit Grenziibergang zeigt, d& 

auch fur diesen Fall die galvanische Koppelung X0 = 0 weg- 
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fallt, also auch wieder nur rein magnetische Koppelung zulassig 
ist mit den Werten von Tabelle I. 

Geht man nun von diesen Grenzfallen extrem verschiedener 
Dampfung zu solchen Fallen verschiedener Dampfung uber, wo 
das Verhaltnis s endliche kleine oder groBe Werte hat (2. B. 
0,l oder lo), so wird die erforderliche zusatzliche galvanische 
Koppelung K, > 0, und man kann die so entstehenden Systeme 
mit den Systemen einfacher Koppelung von Tabelle I bzw. I V  
vergleichen und abschatzen, ob sie gunstiger wirken, insbesondere 
auch, wie sich ihre Dampfung verhalt. 

Durch eine einfache, an Gleichung (89) anschlieBende Be- 
trachtung ergibt sich: wenn im F d e  I (Tabelle I)  hB > s ist, 
so mup bei gleichbleibendern E6 fur  gemischte Koppelung h kleinet 
als im palle Igenomrnen werden; wenn h2 < & id, so mup h groper 
ab im Falle I genommen werden. 

Dies ergibt sich daraus, daB K ,  > 0 werden mu& 
Die Dampfung 8, und damit auch 8, nimmt bei gleich- 

bleibendem h, e und Ke gema6 (BY) zu, wenn man KO von 0 an 
wachsen 1aBt. Dasselbe scheint auch zuzutreffen, wenn h dabei 
nicht konstant bleibt, sondern die soeben besprochene Veran- 
derung erfahrt, und ein einfaches Zahlenbeispiel schein t dies 
zu bestatigen. 

Nach Tabelle I mit rein magnetischer Koppelung gehoren 
z. B. bei e=O,1 folgende Werte zusammen:Verstimmung h= 1,002, 
Koppelungskoeffizient K6 = 0,05714, Dampfungen 8, = 0,0636 %, 
6, s 0,00636n1,  8 = 0,2198n1, also b, = 0,4004, b, = 0,0399, 
b’ = 0,2198. Hier bei gemischter, magnetischer und galvanischer 
Koppelung erhalt man fur dieselbe Koppelung (K6 = 0,05714), 
aber mit der Verstimmung h = 1 folgendes: KO = 0,1985, 
8, = 0,1257 n,, 8, = 0,01257 nl, 8 = 0,0696 n1 , also b, = 0,7959, 
b, = . . . , b’= 0,4371. Man hat also ein sehr starkes An- 
wachsen der Gesamtkoppelung, da die hinznkommende galva- 
nische Koppelung nahezu 20 Hundertstel der moglichen Maximal- 
koppelung (R  = 1) betragt; dafiir steigt aber auch die Diimp- 
fung gewaltig, so daf3 man kaum von einem nutzbringenden Er- 
gebnis der Hinzufiigung der galvanischen Koppelung sprechen 
kann. Nimmt man die Verstimmung h der Verstimmung von 
Tabelle I ahnlicher an, z. B. 1,0002 statt 1, so werden Es und 
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und 6’ weniger groE, wenn auch gr6Eer als in Txbelle I. Doch 
ist der sichtbare Nutzen hier in jedem E’alle gering. 

2. Bampfungen der l’eilsysteme einander yleich, (e = 1). 
Im Fall I A war dies ein Grenzfall, bei dem die Koppe- 

lung sehr klein ist und die Dampfung ganz plotzlich (unstetig) 
von Null auf den endlichen Wert 0,7 emporschnellt, wenn man 
die Verstimmung h von Null an wachsen 1aSt. In  unmittel- 
barer Mahe dieser Stelle ti =e 0 sind die Verhaltnisse also sehr 
labil. 

Aucli im Fall I I I A  war E = 1 ein Grenzfall, bei dem die 
Koppelung Null ist. (Da fur I I IA immer E = h sein muB, so 
ist fiir E = 1 auch h = 1 zu setzen.) 

Hier im Fall I V  A liegen die Verhaltnisse nicht vie1 gun- 
stiger. Setzt man bei E = 1 auch die Verstimmung h = 1, 
so wird 

Also: Kowachst von 0 bis 1, wenn Ke von 0 bis 1 zunimmt, 
wobei es fiir kleine Re annlhernd gleich 112 Ke ist. Infolge- 
dessen bewegt sich S,/% dabei zwischen den Grenzen 1 (fiir 
Ke = 0) und fi = 0,707 (fur Ke = 1); 8/?5 ebenso zwischen 
den Grenzen 1 und 00. Es ergeben sich also auflerordentlich 
starke Dlmpfungen, die die resultierenden Systeme unbrauch- 
bar machen. 

xhnliche Werte erhalt man auch, wenn h nicht genau 
gleich 1 ist. Vollen AufschluE fiber das Verhalten aller GroBen 
kann ljedoch nur eine nahere Untersuchung bringen, die hier 
zu weit fuhren wiirde. 

Da die gemischte magnetische und galvanische Koppelung 
sehr vielfach angewandt wird (offenbar immer, wenn beide 
Kreise auf langere Strecken leitend miteinander verbunden sind), 
so ist eine besondere Untersuchung wohl angebracht. 
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V. G l e i c h z e i t i g  m a g n e t i e c h e  und e lektr ieche  
(Bee  c hleun igun 68- und E r a  f t  k o  p p e lun g). 

8 19. Die Bedingangsgleichnngen. Die Koppelungs- 

4, , pa, a1, 9; von Null verschieden; 
Die Koeffizienten der biquadra tischen Gleichung 

koeffizienten Bind 
(rl E oa = 0. 

I a3 = 

a2 = 

' 
- 41 n P f  9, 

Die Bedingungsgleiohungen (16) und (16) werden 

(95) 

oder nach Einfiihrung der HilfsgraSen 6 und It 

(94a) { ~1-2 
e x h r , * ~ T : ~  - - 

(1 + ha) nlP + 4 s d,* - (Q~&+ h9 9, an) nl* - alp (1 + elP 
1 1 - KO' rPI*(l --%V ' 

-- 
2 x h m i P V 1  - 1162  2(h* + a)nl* =---- . 

v1 - K,' 1 + 8  
(95 a) 

Hier sind au6er E ,  h, K, und K ,  auch wieder Produkte 
der W i en  schen Eoeffizienten vorhanden, namlich pa und 
p1 8, Diese lassen sich auch wiecter auf die gewBhnlichen 
Eoppelungskoeffizienten znrtlckfiihren, wenn man die Glei- 
chungen (69) benutzt, die ftir elektromagnetische Schwingungs- 
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kreise abgeleitet sind, aber auch fur analoge mechanieche 
Systeme gelten. Danach wird 

(96) q2 6, = 0,  a2 ti, = 1~~ g, 9, I t2  = h Kc K@. 
Mit Benutzung dieser Beziehung ergibt sich weiter 

4 8 b13 
2 x h v / 1 T j , a  1 + h * - - h q q 9 + 7  

"1 ._ = 
1 - KOa 

- 61'(1 -k 6)' 

% 9 ( 1  - Ke3) ' 
(9.5 b) 

Wie im Fall I V  ist auch hier auSer h unrl e noch einer 
der Koppelungskoeffizienten ( Ke oder &) willktirlich wahlbar ; 
am zweckma6igsten wohl wieder Kp. Dann wird der andere 

(97) 
Zur Berechnung von ~ , / J L ,  hat man diesen Wert von & 

in (94b) einzusetzen; man kann jedoch letztere Qleichung vor- 
her noch durch Kombination mit (95 b) zweckentsprechend um- 
formen und erbalt 

20. Der lJnterYa11 VA ( x  = 1). Der Unterfall volliger 
Einwelligkeit mit gleichen Frequenzen und Dampfungen beider 
Koppelungswellen ist hier leicht zu verwirklichen. Die erfor- 
derlichen Werte KO und 4 / n ,  erhglt man aus den allgemeinen 
Gleichungen (97) und (98), indem man daselbst iiberall x = 1 
setzt. Dazu kommen die Werte der Dilmpfung und der Fre- 
quenz dieser Koppeluugsschwingungen, die besoders zn he- 
rechnen sind und ergeben: 

Diem beiden Werte gehen natilriich in die Werte (45) des 
Fallea I (nur magnetische Koppelung) iiber, wenn Kfi = 0 ge- 
macht wird;indem man K gleich dem Werte von Gleichnng 

0 
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(41) der ersten Veroffentlichung wahlt; sie gehen ebenso in 
die Werte (73) und (74) des Falles IL (nur elektrische Koppe- 
lung) fiber, wenn man Ke = 0 wahlt, wodurch K6 den Wert 
von Gleichung (71) erhalt. 

Um fur diejenigen Fiille, wo beide Koppelungen neben- 
einander mit endlichen Werten vertreten sind, einen Uberblick 
iiber den Verlauf der charakteristischen SystemgriiSe zu ge- 
winnen, bleibt hier im allgemeinen nichts anderes ubrig, als 
die Zahlenwerte derselben fur eine Anzahl von unabhlngig 
variablen Werten zu berechnen ; das bedeutet naturlich eine 
gro6e Rechenarbeit, da drei unabhangige Variablen zu beruck- 
eichtigen sind, z. B. e, h und Ke. Eine Anzahl so berechneter 
Werte sind in den Tabellen V bis VI: enthalten, Die Anord- 
nung derselben ist derjenigen der fruheren Tabellen fur ein- 
fache Koppelung moglichst ahnlich gemacht. Als Eingang ist 
in der ersten Spalte auch wieder die Verstimmung (das Fre- 
quenzverhaltnis) h = nJnl der ungedampften Frequenzen der 
Teilsysteme gewahlt ; die folgenden Spalten enthalten in der 
gleichen Aufeinanderfolge wie dort den Eoppelungskoeffizienten 
(hier den elektrischen K6), Dampfungen a, Dekremente b und 
Kreisfrequenzen Y der ungekoppelten Teilsysteme und des 
Koppeluagssystems. Wahrend aber fruher eine und dieselbe 
Tabelle Untergruppen fur verschiedene Werte von E (des Ver- 
haltnisses der Dampfungen 8, und 8, der Teilsysteme) enthielt, 
ist jetzt umgekehrt fur jedes e eine besondere Tabelle er- 
forderlich mit Untergruppen fur je einen konstanten Wert 
des magnetischen Koppelungskoeffizienten KO, der als dritte 
unabhangige Variable benutzt mird. 

Fon den in den fruheren Tabellen (z. B. Tab. I oder 111) 
der Rechnung zugrunde gelegten Werten E (namlich 0; 0,l; 
0,5; 0,99; 1; 1 , O l ;  2;  10; m) sind hier aber nur die Werte 
a = 0 und E = 1 als Extremwerte benutzt worden (sehr ver- 
schiedene Dampfung und gleiche Dampfung der Teilsysteme). 
Aus den Werten fur E = 0 lassen sich ubrigens die fur 6 = 00 

leicht ableiten. Um zu zeigen, daf3 man hier die Gesamt- 
koppelung vie1 fester nehmen kann als bei einfacher Koppe- 
lung, ohne zu starke Dampfungen zu bekommen, sind fur die 
einzelnen Tabellen, die eine Gruppe mit konstantem E bilden, 
die KO- Werte (magnetische Koppelung) 0,l und 0,2 gewiihlt. 
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Die hier mitgeteilto kleine Auswahl von Tabellenwerten lehrt 
folgendes : 

Q 21. iU3glichkeit geringer Dllmpfung bei fester 
Koppelnng. 

1. Ist E = S,/S, von 1 uerschieden, so hann man zwar die 
Systeme uom Einhlang aus nach beiden Seiten fiin verstimmen, 
d. h. man kann h grC,!ler oder hleiner als 1 wahlen, jedoch nach 
der einen Seite nur so weit, his K, Null wird. Daruber hinaus 
mul3te Kfi nach GI (97) imaginar werden, was physikalisch un- 
zulassig ist; nach der anderen Seite ist die Verstimmung 
beliebig weit moglich. 

Fur  Werte B < 1 liegt diese Grenze auf der Seite der h, 
die > 1 sind; fur E > 1 wurde sie auf der Seite der A < 1 
liegen. Mit anderen Worten: 

Das schwacher gedampfte Teilsystem kann beliebljr kleinere 
Frequenz erhalten als das andere (0 < h 1); gr6j3ere Fre- 
quenzen (h > I )  sind f i ir  dasselbe aber nut- bis zu einem Grenz- 
wert zuliiss<q, der von dem Wert des Koppelungshoeffiiemten K 
abhangt und mit diesem selber wachst. 

Beispielsweise liegt f ~ r  .Ke = 0,02 der Grenzwert der Ver- 
stimmung zwischen 1,0002 und 1,0003, also in allernachster 
Nahe der Resonanzstelle h = 1, wahrend er fur Ke = 0,2 erst 
zwischen 1,020 und 1,021 liegt, wenn die Dlmpfungen d, und 
S, extrem verschieden sind ( E  = 0). 

2. Der elektrische Koeffizient K8 steigt vom Werte Null, 
der an dieser Grenzstelle gilt, bei fortschreitender Verstimmung 
nach entgegengesetzter Richtung dauernd an; bei h = 1 ist e r  
gleich dem magnetischen Ke und steigt dann weiter fiber diesen. 
Doch werden wesentlich hohere Werte als der angenommene 
Wert Ke erst bei Verstimmungen erreicht, die iiber das ge- 
wohnliche Ma8 hinansgehen. Man Rann normalerweise mit 
einem K* von gleicher Grcpenordnung rechnen wie Ke. 

3. Die bei gegebenem E urid gegebenem Kp zu wahlenden 
Bampfungen der Teilsysteme sind fur h = I samtlich gleich Ntdl; 
mit dieser Einstellung der Frequenzon (Einklang) ist also kein 
einwelliges SyRtem herstellbar. Mit wachsender Perstimmunq 
(beiderseits) nimmt die erforderliche Dampfung f u r  beide Teil- 
systeme zu. In dem extremen Fall a = 0 bleibt S, allerdiugs 
zshlenmiiSig gleich Null; das bedeutet aber nur, daS S, hier 
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immer sehr klein gegen 
8, bleibt, es wiichst aber 
niit wachsendem 8,. 

In unmittelbarer Urn- 
gebung der Rcsonnnz- 
stelle h = 1 sind bcide 
Darnpfunge7i sehr kleiii, 
urid ztoat urn so kleiner, 

j e  kleiner die vorgeyebene 
Koppelung Xe id. 

Wegen der Klein- 
hei t der erforderlichen 
Diimpfungen beider Teil- 
systeme ist es hier 
schwierig, mit sehr ge- 
ringer Verstimmung und 
loser Koppelung Ein- 
welligkeit zu erzielen. 
Dieswird um so leichter, 
je fester man die Koppe- 
lung Ke maclit und je  
weiter man verstimmt. 
Hier zeigen sich be- 
deutende Vorteile der 
gemiscliten Koppelung 
gegeniiber den einfaclien 
Koppelungen. 

Die resultierende 
Uampf ing  S des Knp- 
pelungssystems ist von 
derselben Gropenordnung 
wie die der Teilsysteme; 
im besonderen bei E = 0 
ist sie niiherungsweise 
htrlb so groB wie die 
des Teilsystems 1 (b' 
snnahernd P 'la b, ) ,  

li - 
3- 



(101) 

(103a) 2xh7r lZ4( l  + e ) ~ ~ = 2 6 1 n l a [ h a + ~ - 2 2 h ~ ~ 0 ~ ~ 1 .  

Auch hier ist wieder auBer h und 8 noch eine dritte Gr&, 
etwa Ka frei wahlbar. Und damit folgt: 

az = n l ~ + ~ t a 2 + 4 8 , ~ , ( 1  -01u2) 
46’8 

= [l + h2 + -+(I - K 3 ]  n l z ,  

al = 2(6,n12 + SlnzZ - ~ , o Z n l a 9 ;  - 8,a,nZa&,), 
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fiir E = m wiirde dasselbe mit Bezug auf Teilsystem 2 
gelten. 

4. Ist e = 1 ,  sind also beide Teilsysteme gleich stark ge- 
dampft, so haben die Koppelungskoeffizienten und die Dampfungel% 
annahernd dieselben Werte wie fiir 8 = 0 bei gleichem Ke. I n  
der Umgebung der Resonanzstelle hat Ke annahernd den Wert 
wie Kp und die Uampfungen steigen von Null an. Bei einer 
Verstimmung von */loo (ein Hundertstel) ist das log. Dekrement 
der beiden Teilsysteme etwa 0,15 und das resultierende Dekre- 
ment ebenfalls, bei l/looo (ein Tausendstel) Verstimmung ist es 
etwa 0,016. 

VI. Gleichze i t ig  galvanische  und elektrische (Widerstandfi- 

Q 22. Die Bedingungsgleichungen. Die Koppelungs- 
koeffizienten sind el = e2 = 0, ol, c2, iY1, tY2 von Null ver- 
schieden. Die Koeffizienten der biquadratischen Qleichung : 

u n d K raft k o p p e 1 u n g) v o r h an d en. 

A 
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Bus (104) folgt, da8 in allen drei Fallen A, B und C, 
also fur x 1, E weder Null noch 00 sein darf, da8 also die 
Teilsysteme nicht sehr verschieden starke Dampfungen haben 
durfen, wenn nicht noch zwischen h ,  x und KB bestimmte 
Beziehungen bestehen. Diese sind : 

fir E = 0 mu6 li - x 11 - KaB = 0 ,  

Dab& wird dann nach einigen Umformungen sein. 
4 fur E = o - = 11 - xz + x z l ~ ~ z  , 
*I 

= 0 .  3, fur F = 00 - 
921 

Fiir K,9 = 0 erhalt man aus den Gleichungen wieder den 
Pall 111 der alleinigen galvanischen Koppelung, fur Ku = 0 
dagegen den Fall I1 der elektrischen Koppelung. 

0 23. Der Unterfall V I A  ( x  = 1). Fur vollkommene 
Einwelligkeit erhalt man aus (104) und (105) die Bedingungen: 

-__. 

b, j h  + +) - v - K62 
- = -_ 

1 (108) 
h 

Weiter folgt aus den bekannben Gleichungen : 

-- [(I - 6)' + 4 8 &*] n1 

Um kleine Dampfungen 4 und damit auch kleine resul- 
tierende Dampfungen S zu bekommen, mu6 man den Zahler 
von (108) klein machen. Er wird Null in einem Grenzfall, 
nlimlich wenn h + = 2 1m ist. Dies kann aber nur 1 
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geschehen, wie sich leicht nachweisen last, wenn gleichzeitig 
K6 = 0 und h = 1 ist, denn h + hat seinen kieinsten Wert 2 

fur h = 1, sonst ist es grbSer, 2 11 - K,a dagegen hat seinen 
griipten Wert 2 fur K8 = 0, sonst ia t  es kleiner; nur am 
Punkte A = 1, K6 = 0 kommen beide Werte zusammen. 

VerhilltnismiiBig einfach lassen sich die Koppelungen KG 
und die Dampfungen ~9~ der GroBenordnung nach fur den Fall 
bestimmen, wenn die Verstimmung der Teilsysteme gleich Null 
gemacht wird, d. h. fur h = 1. 

1 

Man erhalt: 

1 GrijBenordnung von KO = - K,, wenn E = 1 

wenn E Q 1 ,  

GrMenordnung von - = 

R, 
e ’  

wenn E > I .  

Einen vollstiindigen eberblick erhalt man durch zahlen- 
ma6ige Berechnung bestimmter Falle, wie dies z. B. in den 
Tabellen der vorhergehenden Paragraphen fur die anderen 
Koppelungsarten geschehen ist. Es durfte aber kaum lohnen, 
diese umstilndliche Arbeit in groBerer Ausdehnung auszufiihren, 
da der Fall der galvanisch-elektrischen Koppelung ohne gleich- 
zeitige magnetische Koppelung kaum praktisch verwirklicht 
ist und znrzeit keine besondere Bedeutung hat. 

VII. G l e i c h e e i t i g  a l le  dre i  Koppelungen (magnet ische ,  
g a l  van is c h e ,  e l  e k t r i s c  he). 

8 24. Zweifellos birgt dieser ailgemeinste Koppelungsfall 
interessante und wichtige, fur die Praxis bedeutungsvolle Einzel- 
heiten in Rich. Da man aber bei seiner Behandlung die un- 
verkurzten Werte der Koeffizienten a,, . , . as von Gleichung (32) 
mit allen drei Koppelungsparametern KQ, K O ,  Ke zu benutzen 
hat, so werden die Verhaltnisse sehr uniibersichtlich. Die 
Mannigfaltigkeit der maglichen Veranderungen ist wegen der 
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5 Variablen (e, 8, Kp ,  Kq, &) die auch nur durch die bisherigen 
zwei Bedingungsgleichungen (15) und (16) zusrtmmengehalten 
werden, so grol3, daS eine kurze Behandlung unmtiglich erscheint. 
Man kann nur folgendes feststellen: 

Sind die drei Koppelungen anniihernd gleich stark, 80 

gilt das soeben Gesagte in vollem Umfange. 
1st aber eine oder sind gar zwei Koppelungen wesentlich 

schwachor vertreten, so nahert sich das System jeweils einem 
der in dieser Arbeit behandelten Systeme mit gemischter oder 
einfacher Koppelung und man kann die hier aufgestellten 
Gesetze mit gewisser Anniiherung auf das allgemeine System 
anwenden. Wie weit das berechtigt ist, mug die Erfahrung 
lehren. 

Zuaammenfasaung. 
Auf Grund der in der ersten Veriiffentlichung abgeleiteten 

Bedingungen fur die Einwelligkeit gekoppelter, aus zwei Teil- 
systemen zusammengesetzter Schwingungssysteme werden auBer 
der magnetischen (Beschleunigungs-) Koppelung andere mogliche 
Koppelungsarten, insbesondere auch geniischte Koppelungen 
beziiglich der Herstellung einwelliger Systeme untersucht. 
Formeln und Zahlenmaterial in Tabellenform zur Beurteilung 
der Wirkungsweise derselben werden mitgeteilt. 

D anz ig-Langf  u h r ,  Technische Hochschule, Juli 1922. 

(Eingegangen 17. Juli 1922.) 




