Uber Gebiete gleichmiBiger Konvergenz Dirichletscher
Reihen.

Von
Ludwig Neder in Leipzig.

Uber die gleichmiBige Konvergenz Dirichletscher Reihen in Ge-

bieten, die an den Rand der Konvergenzhalbebene heranreichen, besitat
man,

(1) éane“’-n' fiir 8 == 0 konvergent

n=1
vorausgesetzt, durch die Herren O. Perron?) bzw. E. Cahen?) folgende
beiden grundlegenden Sitze:

Satz 1. Die Dirichletsche Reihe (1) konvergiert gleichmdfig in
jedem Gebiele
(2) 021, lt]<etr,
wo k> O beliebig gegeben ist.

Satz 2. Die Dirichletsche Rethe (1) konvergiert gleichmdfig in
jedem Winkelraum
(3) 0<o<1, |t <o,
wo k> 0 beliebig gegeben ist.

Bei der Bedeutung, die diesen beiden Sitzen zukommt, ist die Frage
am Platze, ob dieselben einer Verschirfung fihig sind, indem man in (2)
die Konstante k ersetzt durch eine geeignete Funktion (o), wo
(4) w(o)>0 fir ¢>1, und lime(s)=oc,

o=t

bzw. in (3) die Konstante & durch w(1/s), wo wiederum (4) gilt.

*) Zur Theorie der Dirichletschen Reihen [Journ. f. d. reine u. angew. Math.
131 (1908), S. 95], auf 8. 106—109 (implizit).

%) Sur la fonction {(8) de Riemann et sur des fonctions anuiogues [ Thése,
Paris 1894, auch Ann. de I’école norm. (3) 11 (1894), 8. 75} in Nr. 7 (in allem
wesentlichen ).
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Die Antwort lautet in beiden Fdillen verneinend, jedoch in sehr
verschiedenem Sinne, und ist durch folgende beiden Sdtze gegeben:

Satz 3. a) Zu jedem i-Typus gibi es eine passende Funktion (4)
der Art, dafS sogar

(5) limw (o) =00

ist, und jede Reihe (1) jenes Typus im zugehorigen Gebiete
(6) Gg’l, |tléeuw(o)
glesichmdfiig konvergiert.

b) Dagegen gibt es zu jeder gegebenen Funktion (4) einen 1-Typus
und von diesem eine Reshe (1), die im zugehorigen Gebiete (6) un-
gleichmdpig konvergiert.

Satz 4. Es gibt einen i-Typus, ndwmlich den Typus 2, =n der
Potenzreihen ohne konstantes Glied, welcher zu jeder gegebemen Funk-
tion (4) eine Reihe (1) enthdlt, die im 2ugehorigen Gebiete
(7) 0<o<1, |t|<ow(lfo)
ungleichmdfig konvergiert.

Wir geben nachstehend im § 1 den Beweis des Satzes 3.

Den Satz 4 hat bereits Herr I. Schur®) im Rahmen einer alige-
meinen Theorie als Spezialfall erhalten.

Wegen der Analogie mit dem zu Satz 3b konstruierten Beispiel
geben wir im § 2 einen direkten Beweis durch ein einfaches Beispiel.

§1.
Beweis des Satzes 3. a) Zunichst darf man ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit 4, > 0 voraussetzen.
Ferner nehmen wir als ,passende Funktion (4) im Sinne der Be-
hauptung
w(o)=14, fir o221,
wobei ’
m=/[eh°], also 1< m Leho,
Dann gilt (4) und (5).
Endlich geniigt es zu beweisen, daB fiir
C.=¢+...+¢, (n=0,1,2,...)
aus der Voraussetzung

(8) | AR

%) Uber lineare Transformationen in der Theorie der unendlichen Reihen [Journ.
{. d. reine u. angew. Math. 151 (1921), 8. 78], vgl 8. 108, Zeile 124,
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folgt, dall bei unserer Wahl von w (o) im zugehdrigen Gebiete (6) gleich-
méBig die Abschitzung gilt

See| < 4o,
w1

Denn man braucht dieses Ergebnis nur auf
0 fir a<lr
“=\a, fir a>r

2]

anzuwenden, um die Behauptung zu erhalten.

Nun ist bekanntlich bei jeder Dirichletschen Reihe unter der Voraus-
setzung (8) fiir ¢ >0
0 ® A . I »
ﬁcne“"’“=270,,(e"‘»“~e“"»+1‘)=2+ ,
Bl n=1 nsl s

wo m die obige Bedeutung hat. In unserem Gebiete (§) wird daher der
Betrag der linken Seite

n .. N £ ia: N .
S0 Fehopennn) 1.0 5 Bl (gminr ginyio)
- =l @

n=met
<O 2me™ 4 (14 [t]) e~ ine
gz(?*f*eﬁui”‘”—}- Cg(m(rr)'—im)né 40,
wie behauptet.

b} Bei gegebener Funktion (4) gibt es im zugehorigen Gebiete (6)
eine Punktfolge s,=9¢,+ 98, (#=1,2,3,...) mit

logt,

o, 221, o,—o0, lim =00,1)

JIER) 61;
Wie man durch Auswahl einer passenden Teilfolge erkennt, darf man

anpehmen
1o

&

£
8 > 241

Setzt man dann

- my =[],
so lautet unser Beispiel
= R
(9} ze—v(ﬂ‘fﬁy) 2 (ez——xz’m,,);c-
p=1 ==}

Dies ist formal eine Dirichletsche Reihe, bei der fiir » =1, 2, 3,... die
Glieder mit » <4, < v+ 1 zu einer Gruppe zusammengefait sind.

*} Nur dies wird benutzt. Wir beweisen also etwas mehr ols behauptet.
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Unsere Dirichletsche Reihe konvergiert fir s=0, und sogar
iiberall. Denn es ist bei festem s und m < m, fiir alle groBen »

m-1
' —8m, I+ei0i a
{lelg(e’ M)#zgh-e‘ﬂm}gmi g

also
e YR <6773l

und daher einerseits in (9) die 3 konvergent, andererseits

(10) Q,= Maximum| 3 a,e’

n
EYRCTSRET- V-2

Und es konvergiert unsere Dirichletsche Reibe ungleichméBig bereits
in der Menge der s,. Denn es ist

.8 . o, +i{m A+ 5 L
pm g XTERTE i nga<)
", m, ", m, == /
und daher
! 1 . .
3 @ 8.‘1"8" L e-— 2ve, 2 e -0, fim,—§ Fuim,
r§.{;d<v+1 =0
R my,~1 )
>e T 3 o7 Mreos Yufm,
u=0

—2 e—‘.51»01,+2(v+1)n,,-nl,+0(1) —_ e“"+0(1)*“"w,

was die gleichmiBige Konvergenz aunsschliefit.

§ 2.
Beweis des Satzes 4. -Bei gegebener Funktion (4) gibt es im
zugehorigen Qebiete (7) eine Punktfolge s,=o, it (»=1,2,38,...)

mit

.
a>8, -0, lim-"=c0.%
W:@O

¥

Wie man durch Auswahl einer passenden Teilfolge erkennt, darf man
annehmen

t, )
¥ > 42* und ]2]+‘1~+...+A1 )
6, = o, = o, a,_,

¥

Setzt man dann
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so lautet unser Beispiel
) »,—1
(11) 2 vo,e-(m1+"'+m’—1)' 2 (ea,—s)p .
r=1 u=0
Dies ist tormal eine Potenzreihe, bei der filr v =1, 2,8, ... die (lieder
mit m, 4+ ...+ m_1<n<m;+...+m, zu einer Gruppe zusammen-
gefaBt sind, die wir @, (s) nennen.
Unsere Potenzreihe konvergiert fiir s = 0. Denn es ist bei m < m,
fir alle grofien »

m—1
1+e4r,m, 4 4
S == e'r” < .._~..<._.
l l ”é:( ) ‘=‘1“8"'I_Ts1i=t;’

also

und daher einerseits in (11) die 3 konvergent, andererseits auch das
Analogon zu (10) erfiillt.

Und es konvergiert unsere Potenzreihe ungleichmaBig bereits in der
Menge der s,. Denn es ist

1Q,(8,) =vo,m, e ™T M-t > 5. L

2

was die gleichmifige Konvergenz ausschiieit.

Leipzig, den 13. Mai 1922,

(Eingegangen am 13, Mai 1922.)



