
l ber Gebiete gleiehmii iger Konvergenz Diriehletscher 
Reihen. 

Yon 

Ludwig Neder in Leipzig. 

Uber die gleiehmiiBige Konvergenz Diriehletseher Reihen in Ge- 
bieten, die an den Rand der Konvergenzhalbebene heranreiehen, besitzt 
nlan~ 

(1) ~'a~e-~.. * flit s ~ 0 konvergent 
n = l  

vorausgesetzt, dureh die Herren 0. Per ron  1) bzw. I3. Cahen ~) folgende 
beiden grundlegenden Siitze: 

Satz l. Die Dir ich le t sche  Reihe (1) konvergiert gleichmdpig in 
~edem Gebiete 

(2) o_ l, jtl<e ~ 
w o k  > 0 beliebig gegeben ist. 

8atz 2. Die Dir ichle tsche  Beihe (1) kortver.qiert gleiehmdpig in 
]edem Winkelraum 

(3) o < o < 1 ,  Iti<__k , 
wo k > 0 beliebig g~eben ist. 

Bei der Bedeutung, die diesen beiden Siitzen zukommt, ist die Frage 
am Platze, ob dieselben einer Versch~irfung fiihig sind, indem man in (2) 
die Konstante k ersetzt dureh eine geeignete Funktion co (o), wo 

(4) eo (~)>0  fiir ~ 1 ,  und l imeo(o)--oc,  

bzw. in (8) die Konstante k dutch co(1/o), wo wiederum (4) gilt. 

~) Zur Theorie der Diriehletsehen Eeihen [Journ. f, d. reine u. angew. Math. 
131 (1908), S. 95], auf S. 106-109 (implizit). 

~) Sur 1~ fonetion ~(s)  de Riemann et sur des fonctions ~n~togues [Th6se, 
Paris 1894, sueh Ann. de l'6eole norm, (3) 11 (1894), S. 75] in Nr. 7 (ilz allem 
wesentliehen). 
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Die An|wort lautet in beiden Fallen t,erneinend, ~edoc~ i~t seltr 
verschiedenem Sinne, und ist durch folgende beiden S~tze gegeben: 

Satz 3. a) Zu ]edem l-Typus gib~ es elne passende Funktion (4) 
tier Art, dap s~ar 

(5) Jim co (o) = c~ 
o~---av 

ist, und ~ede Reihe (1) ~e-ae~ Typu~ im zugehfrigert Gebiete 

(6) o ~ l ,  I $1 ___< e~176 

g l e l c h m d # i g kon vergiert . 
b) Dagegen gibt es zu jeder aegebenen Funktion (4) dnen 2 - T y ~  

und yon diesem eine Beihe (1), die im zugeh~rigen Gebiete (6) u n- 
gleiehmdflig konvergiert. 

Satz 4. Es ~ t  einen 2-Typus, n&~dieh den Typ~_~ 2 , =  n der 
Potenzreiken ohne konstant~ Glied, weleher zu ~eder gegebenen Funk- 
tion (4) dne Reihe (1) enthdlt, die im zugehOtigen Oebiete 

(7) O < a s  t t l<oto(1/o) 

ungleiehmdflig konvergiert. 
Wir geben naehstehend i m w  1 den Beweis des 8atze~ 3. 
Den Satz 4 hat bereits Herr I. Sehur s) im Rahmen einer allge- 

meinen Theorie als Spezialfall erhalten. 
Wegen der Analogie mit dem zu Satz 3b konstruierten Beispiel 

geben wir i m w  2 einen direkten Beweis durch ein einfaches Beispiel. 

w 

Beweis des Satzes 3. s) Zuniichst darf man ohne Einschriinkung 
der AUgemeinheit 2, > 0 voraussetzen. 

Ferner nehmen wir als ,,passende" Fnnktion (4) im Sinne der Be- 
htmptung 

eo(a)=2,~ fiir o ~ l ,  
wobei 

m=[eZ~o], also l ~ ra ~ e~.~ ~. 

gilt (4) und (5). 
Endlich genfigt es zu beweisen, dal~ fiir 

c . =  r + (,, = o, 1 ,2 ,  . . . )  
aus der Voraussetzang 

(8) iv.I<=v 
s) Uber linesre Trsnsformationen in der Theorie der unendlichen Reihen [Joum. 

f. d. reine u. angew. Math. 151 (192I), 8. 79], vgL S. 108, Zeile 12tt. 
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Wie man dureh Auswahl 
annehmen 

folgt, daI~ bei unsererWahl yon ~o(a) im zugehSrigen Gebie~,e (6) gleich- 
m~i~ig die Absch~tzung gilt 

Denn man braueht dieses Ergebnis nut auf 

0 fiir n~< r 

a, Ydr n > r 

anzuwenden, um die Behauptung zu erhaI~en. 

Nun ist bekanntlieh b'ei jeder Di r ich l  etsehen Reihe unter der Voraus- 
setzung (8) flit e > 0 

w o m  die obige Bedeuttmg hat. In unserem Gebiete (6) wird daher der 
Betrag der linken Seite 

s 1 7 6  - C "  Z ~ ( e A " " - - e  -~'~+'~ 

C . 2 m e - " ~ + C . ( 1 - ~  [~l)e-~. - 

wie behauptet. 

b) Bei gegebener Funktion (4) gibt es im zugeh6rigen Gebiete (6) 
eine Punktfolge s,, = o,, q- it,. (v = t, 2, 3r ..... ) mit 

o~ ---, c~, lira log t,, = r .'~) 

einer passenden Teilfolge erkennt, dart man 

Setzt man dann 

so lautet unser Beispiel 

% 

1 

e -'~'+%~ ~ ". 

Dies is~ ~ormal eine Di r ich le t sehe  Reihe, bei der flit v =: t, 2, 3, . . .  die 
Glieder m i t r  ~ 2~, < ~,-~-1 zu einer Oruppe zusammengefai~t sind. 

') Nur dies wird benutzt. Wir beweisen also etwas mehr als behauptet. 
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Unsere D i r i c h l e t s c h e  Reihe konvergiert fiir s = ' 0 ,  und sogar 
iiberall. Denn es ist bei festem 8 and m ~ m, fiir alle grol~en v 

m - I  
, l + e l a f  ~ 3 e t . i ,  

u=o 
also 

e-~('+~ ~_:e - "  - 3 el"I, 

und daher einerseits in (9) die ~ konvergent, andererseits 

1 -' 'l -~  ( I 0) /2, -~ Maximum X a,  e " 

Und es konvergiert unsere Di r ic h 1 e t sche Reihe ungleiehmatlig bereits 
in der Menge der s,. Denn es ist 

%+i(m,+O.) = % i--O (0 _.~ 0 < 1) i s, i 

und daher 

~=-~.<~+1 1 e-  ,,--o~' e 

= > e - ~" ~`" s e - " "  '~" cos a u l m ,  

- I 
e -  '.',,o,.. m~,. e %" 2-= 

> e-'-','%,+:~o'+ll%,-ov+ O(l) ~_ ea,.+O(1) 

was die gleichmiil~ige Konvergenz ausschliel~t. 

--* OO~ 

w  

Beweis  des Sa tzes  4 . . B e i  gegebener Funktion (4) gibt es im 
zugehSrigen Gebiete (7) eine Punktfolge s , .=z , -~  it,; ( v = l , . 2 ,  3, . . . )  

mit 

a , .>0 ,  t,.--*0, l i m ~ " = o o .  4) 

Wie man dureh Auswahl einer passenden Teilfolge erkennt, darf man 
annehmen 

t , , > 4 ,  ':~ und I >__1+ 1 + 1 

Setzt man dann 
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s o  lautet unser Beispiel 

(11) ~ ~'a, e-(m'+' ' '+m-1)+ Z (e+'- ')  ~. 
r = l  ~=0 

Dies ist torma| eine Potenzreihe, bei der f l i t  ~ ~-~ 1, 2, 3 , . . .  die Glieder 
m i t  m l - j -  . , .  ~- m r - t  ~ n ~ m l - j - . .  . ~- mr zu einer Gruppe zusammen- 
gefaflt sind, die wir Qr (s) nennen. 

Unsere Potenzreihe konvergiert fiir 8 ~-0.  Denn es ist bei m ~ mr 
fiir aUe grol~cn 

m-1 / + e% m~ 4 4 
Is] = Z (e',)* I -< 1_____ < __< 

- -  [1--e ' , '  I = Ts-~ "~,' 
also 

und daher einerseits in (11) die • konvergent, andererseits auch das 

Analogon zu (10) erfiillt. 

Und es konvergiert unsere Potenzreihe ungleichm~il~ig bereits in der 
Menge der s~. Denn es ist 

1 -1 tQ,(s:.)l = ~,o,,m,e- '"*'"+"-l)"" ~ ,,. ~ .e  ---~oc, 

was die gieiehm~iflige Konvergenz ausschliel~t. 

Leipzig,, den- 13. Mai 1922. 

(Eingegangen am 13. Mai 1922.) 


