
Zur Theorie der Heckeschen Zetafunktionen, welche 
komplexen Charakteren entsprechen. 

Won 

Edmund Landau in GSttingen: 

Herr G r o n w a l l  1) hat flit die D i r i ch le t sehen  Reihen 

mo 

welche einem komplexen Charakter ~) rood k entsprechen', ~ die bekannte 
Tatsache des Nichtversehwindens im Punkte 1, fiber die hinaus ich schon 
vorclem 

1 
IL(1)l < q l~  

(wo c 1 und ~ nachher eine absolute, positivg Konstante ist) bewiesea 
hatte, za 

1 . Iogk (log log k) { IL(1)t <Co 

ver~eh~rft. Sein Beweis ist allerdings versehiedener Vereinfachungen f~hig, 
du_rch die er kfirzer und durchsiohtiger wird. Eine derselben h~be ich 
sehon auf S. 286 meiner Arbeit Uber die KIassenzahl imaginSr- 
quadzatischex ZahlloSrpex 3) angegeben; des weiteren e rw~ne  ich bier: 

1. Bei der Behandlung" der uneigentlichen Charaktere ist es nicht 
nStig, wie Herr G r o n w a I 1  es auf S. 146--149 rut, den Faktor  

~) Sur les sgxies de D i r i c h l e t  correspondaat ~, des cara~t~res complexes, Rendi- 
conti del Oircolo ~a~mma~ico di Palermo, Bd. XXXV (1918), S. 145--159. 

~ ~) VgL w I01 meines ttandbuchs der Ld, re yon der Verteilu~g der 2rimzahlen, 
Leipz~ig and Berlin 1909. 

s) Naehrichten yon der KSniglichen Gesellsehaft. der Wissenschaften zu GSttingen, 
ma~hematisch-physikaiische Klasse, JaJargang 1918, S. 285--=295. ' 



E. Landau. Zur Theorie der Heekeschen Zetafunktionen. 153: 

r 

H ( 1  s~p~ s) nebst seiner Weierstral]sehen Produktzerlegung und den 

daraus resultierenden Gliedern dutch die Reehnung mitzusehleppen. 

2. Auf S. 152 setzt er t-~-? zur Untersuchung der Lage einer be- 
stimmten Wurzel in seine Ungleichung (23) ein, einem ~It;eren Paradigma 
($(s) in der N~ae der Geraden ~ : 1 )  zufolge, yon dem sich hier die Ab- 
weichung empfiehlt, t = 0 zu setzen; dadurch kSnnen sich die En~wick- 
lungen der vorangehenden Seiten auf die reelle Achse beschr~nken. 

0hne Kenntnis der Gronwallschen Arbeit vorauszusetzen, will ich 
im folgenden mit der modifizierten Gronwallschen Methode einen all- 
gemeineren, auf beliebige algebraische ZahlkSrper ~ vom Grade n ~ 1 be- 
ziigliehen Satz beweisen. 

Es werde in den Bezeichnungen meiner A_rbeit ~ber Ideale and 
Primideale in IcleaUdassen ~), auf die ieh im iibrigen verweise, 

gesetzt. Bekanntlizh 5) ist /r ~ 3, also log log k > 0. 

Der Hauptsatz lautet nun: Es sei Z ein beliebiger I~om~lvxer 6) 
Charakter rood ~ and r X) die zugehSrige Hecl~esche Zetc~]un~ion im 
Sinne der De/inition XVII. Dann ist 

3 n  
1 [ r z ) ~  < )~ l~ (log logk) Y, 

wo X~ = Q(n)  (desgl. ~s, i8 , - - -  nachher) eine positive, nut yon n (nich~ 
vom KSrper, [ und X, also gewfl~ nicht yon k) abhSngige Konsta~te ist. 

Dieser Satz enth~lt oi~enbar den Gronwallsehen. als S~peziellen Fall 
~--~ 1 (x KSrper der rationalen Zahlen). Eine wesent~hche Schwierigkeit 

bei der Ausdehnung seiner Beweismethode auf beliebige algebraische Zahl- 
kSrper werden nut die Hilfsformeln (28) and (40) seines w 2 machen, da 
bier kein Analogon zu der yon ibm benutzten trivialen Absch~tzung 

= 

vorhanden 'ist. 

~) Mathematische Zeitschri:[t, Bd. II (1918), 8:52--154. 
5) l~aeh Minkowski (vgl. z. B. Weber, Lehrb~tch der Algebra, Bd. II, 2. Aufl. 

Braunsohweig 1899, S. 691) ist n~,mlich 

woraus ffir ~ 2 ,  wie man sich leicht iiberzeugt ]AI~3, also k~3  folgt; fiir r ,=l  
ist zwar I AI= 1, abet bei jedem Nicht-Hauptcharakter N~ ~3.  

~) D. h. der Charak~er ~ des Satzes XXXVI sei yon Z verschieden. 
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~.(s) bedeute in der Folge die Dedekindsche Zetafunktion, die als 
Spezialfall ~---= o, Z Hauptcharakter in ~(s, Z) enthalten ist; ~(s) die 
Riemannsche  Ze~afunk~ion, also den Spezialfall yon ~ ( s )  flit den KSrper 
der rationalen Zahlen. 

Satz  1: Es sd  d o ~ 1, wenn ~ ---- o uncl zugleich Z der Hauptcharakter 
ist; /~r ]eden anderen eigentlichen Charakt~r sei d o = O. Dann  ist /iir 
]eden eigentlichen (reellen oder kompIexen) Charakter und 1 < s < 2, wenn 
e = fl -~ Y i die Wurzeln yon ~ (s, Z) im Strei/e~ 0 < a < 1 durchl(iu]t, 

~' ~ ' (s ,  ~) < 2=logk + ~;:_5 2 (~) -~ ( s ,  z )  - - f  ~ _ i~, 

(~) ~" 

f~r iedes andere ~(s, Z) mi$ eigent~chem Z 

(8) ~" _~" . 9,~-~ s- t~  ( s , Z ) - -  ( s , ~ ) < i o l o g k - - _ ~  - -  o. 

B e w e i s :  Die dutch (52), ~d. h. die Gleichung 

definierte l~_uktion ~ (s, Z) geniigt einerseits der Funktionalgleichung (53), 
die ich ]tier nut in der Konsequenz 

brauche. Andererseits is% ru~ch Satz LXXII die tiber alle im Streifen 
0 < a < 1 gelegenen Wurzeln yon ~ (8, %), d. k ~ (s, 2), erstreckte Summe 

1 

konvergent und naeh Sat~ LXXIV 
$ 

Daraus folgt o 

8 - - 8 - 1 + ~ - ( s , z ) = c +  ~_-~+ ; 
@ 

ebenso ist (wenn e immer noch die Wurzeln yon r :~) im Streifen 
0 < a < 1 durchl~uft) 

(6) ~ ~o +' (~__~ 
0 



Zur Theorie der tteekesohen Zetafunktionen. 155 

wo ~ die zu z konjugiert komplexe Zahl ist. Nach (4) ist daher 
, 

~--~ + ~  + ~ _ . _ ~  + , 

woraus sich, wenn s = 1 eingesetzt wird, 

o = ~ + e +  + ~  
~o 

ergibt ; demnach ist 
,) 0 = c + ~ +  + ~  , 

da die Menge der nach absolut waehsenden Ordinaten geordnet~n ~ mit 
der ebenso geordneten Menge der 1 - - p  identiseh ist. 

Also folgt ~us (5) u~d (6) 
" eo eo ' ~ '  ( s ,  z )  + - r  @, ~) = a 1 (7). 2 7 + 2 ~--~ + -  ~ - ~_--~ + . 

~o 

Andererseits ist 

I I 8  \ \ 2 0 * ~ - q ) ~ ' -  . , \ 2 r ~ -  

mi~hin 

C' C' r '  (s +___!~ ) r '  
C ( s ' z ) - - T ( s ' 2 ) = 2 1 ~  + ( r l - - q ) T ( ~ )  

F p ~' ~ 
+ 2 ~  T (~) - -~- (~ , z )  - ~ - (~ ,  ~). 

Hieraus folgt wegen 

fiir 1 < s < 2  naoh (7) 

C (s'z)-T(s'z)<l~ ~ ls-~t 

~do - 2 Z  ~-_2 
"< ~ log k -~- ~_~ e / s - e l "  

womit (1)~ bewiesen is~. 
Satz  2: lV4r ]eden Nicht-Haulotvharakter und 1 < s < 2 ist 

(8) ~,(s, g ) -  ~- (s, ~) < 2, logk. 

Beweis :  1. Fiir eigentliche Charak~ere folg~ die Behauptung ma- 
mittelbar aus (3). 

2. Fiir einen uneigentlichen Charakter, der nicht der Hauptchara3~tar 
ist, ergibt sie sich hieraus auf folgencle Weise. NacJa Satz LXII  ist, wenn 
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X der zugehSrige eigenffiche Charakter mod ~o. und ~o (s, X) die ibm ent- 
sprechende Zetahmktion ist, 

_ _~_.(s,z) = _  Z x (~) l~ ~o ( s ,x ) ;  
r ~tf. N"P~ - x ('P) ~o 

und hierin ist flit 1 < s < 2 

"hTPS - -  X (P) "~I~ N p - - I  ~ ~If ~'If 

= log ~v/-/- ~ __< log N f __< log k, 

woraus die Behaup~ung nach 1. wegen N fo < N f, k o = ] A I N fo < k tm- 
mittelbar folgt. 

Sa~z 3: Es aei Z ein komlglexer Charakter. Ich behaupte die Existenz 

eines 2~ < 1, so daft im Kreise ! s - II< ~ 
' ~ ~--- log k 

r (s, z) + 0 
/st. 

Bewe~ 1. Eg sei Z ein eigentlicher komplexer Oharakter. Fiir jedes 
reeUe ~o ist 

6 +  8 c o s t  + 2 cos2 q~ = 4 ( 1 +  cos qo)~ ~ 0. 

Ftir ( p , ~ ) = o  set~e ioh Z ( ~ ) = e  ~(~)~, 0 ~ c o ( ~ ) < 2 ~ ;  dana hat fii, r 
(~, f ) =  o tier Chara~er Zs(p)  die Gestalt Z 2 ( p ) =  e ~l~)~. Daraus folg~ 
flit 1 < s < 2, wenn go der Hauptcharakter ist, 

�9 ~, ~' 
- 6  (s, z o ) - 8 ~ T ( s , z ) - 2 ~ t T ( ~ , z " -  ) 

= Z  t IogNp (6+8  cos m co (~) + 2cos 2ra co (~)) ~ O, 
~,** hrp ras 

wobei .r bedeutet, da~ (p, f) = o ist. Also ist flit 1 < s < 2 
( ' r ~-' 

Hierin ist 

( i 0 )  ~'  ~. (s, " X-7' logNp log_~Vp ~'~ 
Zo)=~ ~ < ~ - - ~  = c(~). 

p,m ~,ra 

Aus (2), (8),  (8) (let~tere Relation auf Z ~ aagewendet), (9) and (10) 
foIg~ fiir 1 < a < 2 und jede im Streifen 0 < e < 1 gelegene Wurzel e 
yon r z) 

~ - l t ~ < 2 ~  < , _  _ ,  ~ '  c' 2 1 s - e  ~ - e F  T ( s ' Z ) + T ( s ' Z ) + 2 ~ l ~  

1 s I z2 i o g k + 2 o l o g k < ~ s _ l + 2 ~ i o g k ,  
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worin 2~ > 1 gew~hlt werden kann. Setze ich hierin 

1 
8 ~ 1 -~ 4~6 logk -~- 80 

ein 'wobei 1 < s o < 2 ist), so erhalte ich 

So___~- 1 7 1 
2 lSo_el~_ < z ~ 2 ] ,  

[ ~o - e I > V~ (~o - 1 ), 
i i _ e  = i (So_ e ) _  (So_ 1) ] > (1/~ _ 1) (So_ 1) = (1/~ _ 1)426I 2~ , l o g  k - -  l o g  k ' 

wo 25 < 1 ist. 

2. Z sei ein uneigentlieher komplexer Charakter. Ist  X der zu Z 

gehSrende eigentliche Charakter rood ~0' so ist flit is -- 1 i ~ ~ nach 1. 

~o (~, x) § o, 
also naeh Satz LXII  

(*, z) =~ o. 
Letzteres gilt also a fortiori in dem kleineren Kreise I s - - 1 1 <  ~5 = log k" 

Sa t z  4: Fi~r ]eden Nicht- Hauptcharo, kfer gilt im Rechteck 
- - 1 ~ < o < : 9 ,  ] t l s  

Bewei s :  1. Z sei eigentlieh. Denken wir uns (41) bei irgendeiner 
bestimmten Wahl des Repr~tsentanten a von ~ - ~  fiber alle Klassen ~ 
summiert, so entsteht 

(11) ~5(s, Z) = Tx (s, Z) + ~. (1 - -  s, Z), 

wo W~ (s, Z) bzw. T~ (1 -- s, Z) die fiber alle ~ summierte zweite und 
dri~te, bzw. vierte und fiinfte Zeile yon (41) bezeichnet. FAn Blick auf 
den Beweis des Satzes LVII  lehr~, dab fiir a ~ 9 die Absch~tzungea 

l~a(S,z)!A(Aff))~(r (:2) ( ( ) )  t~(9), 

(~)) ( ( ) )  ~ (  ) 

gelten. 

Ffir s > 1 ist 7) 

(12) 
. = \ s - - l ]  " 

7) Vgl. meine Arbeit: Abseh~tzungen yon Charaktersummen, Einhei~en mad 
Klassenzahlen, Na~hrichten yon der KSniglichen Gesellschaft der Wissenseh~ten zu 
GSttingen, mathematisch-phyailmlisehe Klasse, Jahrgemg I918, S. 79--97 [S. 9 0 ] .  
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Fiir o ~ 9 ist also 

ftir o _ ~ - - 8  

Fiir -- 1 <: a _< 9 ist daher wegen (11) 
9 

t~(~, z)t < 2 ~  ~. 
A~s (52)  folgt d e ~ a o h  ~ - -  1 _< o < 0, t tl < 

Ir z){ < ~0#[ ~(~, z)l < %k:'< k ~'',. 
2. Z ~ei uneigentli&. ),us Sara LXI I  *olg~ (vgl. Definition XVIII )  

in der ganzen Ebene 

(~3) ;c(~, z)f = I co(~, x)l ~ ,(b)x(b) 
Nb' ' " 

Nun ist i~n Rechteck - -  1 __< a __< 9, !t i ~ 4 einerseits nach 1. 

i ~o(~, X)I < k~ '~ < #/"', 
ande~erseits 

[ {~ Nb" I - b i t  - b,~ =~b__<~ 
J 

also s) hSchs~e~ gleiek der /c-~achen L6sungszahl yon % % . . .  %, ~ k  in 

~ t i v e n  ganzen rationalea Zahlen, also a ~or~iori ~ k ~+*. Demnach er-, 

{r z)l< a : * ' ' + ' + *  = a, *'~ 

S a t a 5 : F ~ r  ]eden ~richt - t taup tcharak ter  gilt i m  Rechteck  

1 < a < _ 3 ,  ' ~ < 1  die Ungleichung _ _ _ _  _ I t !  1 log k 
lr z)l < &~ Iog"~.,) 

Bewei s :  Nach dem Hadama~dschen  D~eikreisesatz ~~ gilt f l i t .  
0 < r ~ < r ~ < r ~ ,  wenn F ( z )  flit '~z--z  o ! ~ r ~  regular is~ und 

t Max l_~(z) l = M,  (~ ~ 1, 2, 3) gesetz~ wird, die Ungleichm~g 

log ~ : log r_a log ~ : log ~ " 

s) Vgl. HiIfssa~z 1 meiner in Anm. ~) genannten Abhandlung. 
9) ]~'brigens ~ d  diese Ungleichung in roller Seh~rfe nut g~z am Ende der 

, Abhandlung a.uf tier S~r~cke 1 < 8 < 2 gobrauoht; im Gosamtreohteok kommt naehher 
nut die A b s c ~ m g  log ~wi~ zur Anwendung. 

10) VgL w 21 meiner DarsfM~ng ~ ~,,gr#ndung e@dgex neuerex Ergebicissc der 
_ ~ u , ~ J 2 ~ i e ,  B e r l i n  1916. 
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Dies wende ich, wenn 8 irgendein Punkt im Rechteck der Behauptung 
2 2 

ist, auf $'(z) = $(z, z), Z o = S ~ l  ~ logk' r ~ = l ,  r~-~-l--~log k , 

r 8 = 3 an. Da der Kreis [z -- z o [ ~ r 3 dem Reehteck -- I ~_~ ~ z ~ 9, 
I~z]_~ 4 angehSrt, ist naeh Sa~z 4 

M3 .(. k ~,', 
andererseits ist 

log-)" % . l o g  

daher ergibt sieh 

(15) 

Fiir M 1 ergibt 

( ( ') . = l o g  1 + ~  : l o g 3 < l o g  1 + ~ -  < log~; 

sieh, weil der Kreis I z - -  z o [ ~ r  x der Halbebene 
1 ~ z ~  1 ~ - ~  angehSr~, nach (12) 

(16) M I ~  1 + ~  < ( l + l o g k ) ' ~ < 2 ~ l o g ~ k .  

Aus (14), (15) und (16) folgt also, weiI der Exponent yon ~I~ in (14) 
kleiner als 1 und die rechte Seite yon (16) grSBer als 1 ist, 

M 2 < e ' 2'*log~k = 2~81og'*k. 

Da nun der Punkt z-----s aui dem Rande des Kreises ] z -  ZoI ~ r e lieg% 
ist Satz 5 bewiesen. 

Satz  6: Es 8ei Z ein komplexer Charakter. Ich setze sx ~--- 1 -~ 4logk" 

;~ in dem $ (s, Z) nae, h Sa~  3 niv~t Dann gilt im Kreise i8 --  s~ I ~_ 21ogk ' 

verschwindet, also die /i~r a > 1 durch 

z (V ~) 
v,m mNPms 

definierte Funktion G ( s ) = log ~'(s, Z) regular" ist, 

tG(8) i < )a~ loglogk. 

Beweis :  Ich wende die Cara th6odorysche Ungleichtm-g n )  

(i7 
. -~- r--e l,-8~l~r r--e 

( O < ~ < r )  

~1) Vgl. z. B. w 73 meines tIandbuchs. 
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~ J5 Da G(s)  nach Satz 3 flit auf unser G(8) mit r =  l-~g~, ~ = 2--~-~og~ an. 

t s --  s~ 1 ~ r regul~ir and )'5 ~ 1 ist, ist nach Satz 5 

Nach (12) is~ 

~ G(s,) t < log ~.(8~) < ~ log ~ < ~,  loglog ~. 

~5 
(17 ) ergibt also im Kreise i s --  s~ I =< 2 log k 

l G (s) ] < 2~7 log log k + 2~7 log log k. 3 -{- 2 ~6 log log k =- 2~ log log k.  
2~ 

Sa tz  7: Es sei Z ein komplexer Chara~er. Eiir  [ s --  s~ ] ~ ~ 1--~g~ ist 
$, 

f a'(.)1 =f z)l <   logk loglog k. 

~a I )!a B~w~i~: r ~  l ~ - ~ t < ~  ~-Q~ ~ im K~r162 I ~ - - ~ <  i log~ . ~ a  
Satz 6 

G(z)[  < 2x, ~ log logk, 
.~k[SO 

i ~,(8) i < ~ log log k ~ = Jt~s log k log log k. 

s logk 

S a t  z 8:  yes sei Z ein komplexer Charakter. Es  werde yon ]etzt ab 

%-----1+ Z~gloglogS 
4 1 o g k v ~  ~ gesetzt. Fiir l <_ s <_ s~ ist 

Bewe i s :  Ich wende die Cara~h6odorysche  Ungleichung auf G'(s) und 

die Kreise mi~ dem Mit~elpunkt so. und den Radien'r = 4 log k ~/I-~l-~g 1~ t- ~ log k '  

e = 4 log k r iog log k an. Der Kreis Is-- s, 1< r geh5rt dem Y~eis I s - -  s~ t < ~ ~ . . . .  logk 

des Sa~es 7 an, da 1 < % ~ s~ ist und der erstere Kreis dutch s == 1 ~ ~ 
geht. Es ist nach (2) s log k 

' ~,., ~v~'~-- = - ~ . ~ ( s ~ )  

1 
< ~ log k + ~ _  1 < ~o log k ~ / ~  k, 

also fiir i s - - % l ~  ~ (d. h. spe~ell fiir 1 ~ s ~ s~) nach Sa~z 7 and der 
~ a r a t h 6  o d orys~hen Ungleichung 
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2~ %/]0g log 3 

[ G' (s) I < 4o log k ]/log log k + 40  log k ]/1--~ 16g k. 2 ~og k x/~og ~og k 

-~- 2 2~s log k log log k. 4 ~og k r k < 2~ log k ] /~g  log k.  
3_ lt~ 

log .~ 

~5 
F ~ ~og 

Beweis  des Haup t sa t ze s :  Es sei Z ein komplexer Charakter. 
s.~ habe die gleiche Bedeutung wie in Satz 8. Dana ist 

82 

- -  log~(1 ,  Z) = --  Iogr (s~., Z) H- 7 -  (s' z ) ' d s ,  
1 

- -  log[ r (1,  Z) ] = - - ' ~  log r (s~, z) + m "/~ (s, z) cls: 
1 

Nach Satz 8 ist 

s~ d8 f ,r ~ ~/T6:; loga ,. 2~ log k ]/log log k -~ 4~ 

- ~og I r (1, ~) f < - ~ ~og r (s,, z) + 4~- (18) 

Aus 

folgt 

3 log ~ (s~, Z0) + 4 ~ log ~ (s~, Z) + ~.log ~" (s~, Z ~) 

' 1 ' z ( ~ )  

~, r. mN~ ms.- - -  

Hierin ist nach ,(12) 

Iogr Zo) s logC(~,D < ~ log ~:,=,i, 
(90) 

< n log log k @ -~- log log log k -5 ,L~ ; 

ferner, d~ Z ~ nicht I-lauptcharakter ist, ~ach Satz 5 

(21) logic (s~, # ) [  < n log log k + 4~" 
M~hematische Zeif~chfii~, iV. 11 
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A~ (is), (19), (20) u,d (21) folg~ 
- logl ~ (1 ,  x)l  

<.~nloglogk +~nlogloglogk + ~ ,~ -~- z n log log k ~ 

----- n log log k ~ ~ n log log log k + ~0.4, 
3n 

1 I~(],z)] < A~ log'~k (loglogk) -~-, 
q.e .d.  

GStt ingen,  den 1. Februar 1919. 

(Eingegangen am 3. Februar 1919.) 


