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Uber Potenzreilien mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten.

Yon

Frirz Carusox in Upsala.

1. Ich beweise im folgenden:
Satz A. Es sei

® f@) = a,z"

eine Potenzreihe mit dem Konvergemzradius > 1, die reguldr st in jedem

Punkt des Bogens®) . x
; L =¢e (”7 { g T

(die Endpunkie inbegriffen) und &(n) eine beliebige mif 1:n gegen Null

konvergierende Funlktion. Wenn, fiir jedes n, n(1 —em)) der n ersten Koef-

fizienten nur eine Anzahl <k verschiedener Werte annehmen, die fir jedes

n dieselben sein sollen, so muf

@) f@) =, + 9@,

wo ¢ ewne Konstante ist und g(x) ewne Polenzrethe mit dem Konvergens-
radws > 1.

Satz B. Es sei (1) eine Potenzreihe mit dem Komvergensradius > 1,
die nur eine endliche Anzahl singuldrer Punkte auf dem Einheitskreise
lzl =1 hat und &(n) habe dieselbe Bedeutung wie frither. Wenn, fir jedes n,
n(l—&(n)) der n ersten Koeffizienten eine endliche Anzahl verschiedener
Werte annehmen, die fiir jedes n dieselben sein sollen, so mup

: Pz)
(5) f (x) = 1__:__"xm + g (x)7
*) Die Argumente sind stets im Intervalle
—xLlg<n
zu wihlen. Fir =1 soll f(x) in 2= —1 regulir sein. Diesen Fall filhrt man
\

durch Subtraktion von itc—_:—z auf einen bekannten Satz von Fabry zurick, der ako
auch aus A4 folgt.
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wo P(x) ein Polynom ist, m eine ganze Zahl und g(xy eine Polenzreihe
mit dem Konvergenzradius > 1.

Nehmen wir &(n)=0 an¥), so kann B. folgendermaBen formuliert
werden:

Satz C. Die Folye @, ay, a,, - -+ u

ny "

enthalle nur eine endliche Anzahl verschiedener Griofen. Damit die Folge
von einer gewissen Stelle ab periodisch sei, ist hinreichend und notwendiy,
dap die Polenzreihe

f(z) = 5‘6& "

nur eine endliche Anzahl singulirer Punlite auf dem Finleitskreise hat, und
dann ist P(a)

f(x) = ez’

Es war meine Absicht, diese Sitze in Zusammenhang mit naheliegenden
Fragen zu behandeln. Unter Verweisung auf eine spétere Mlttelluncr habe
ich schon C. als Hilfssatz benatzt in einer Abhandlung ,Uber eine Inter-
polationsreihe fiir ganze Funktionen und iiber ganzwertige Fuuktionen¥,
die 1917 zur Zeitschrift fiir Mathematik und Physik eingereicht wurde.
Zwei Abhandlungen in Math. Ann. Bd. 78 von Herren Jentzsch (Uber
Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten, S. 276—285)
und Pélya (derselbe Titel, S. 286-—293) veranlassen mich, den Beweis von
C. zu verdffentlichen; fiir diesen Beweis brauche ich Satz A als Hilfssatz.
Der Hauptsatz von Herrn Jentzsch (S. 283) entspricht dem ’speziellen
Fall von B. (mit é(n) = 0), daB f(z) eindeutig in einem Kreise |z|<<r>1
vorausgesetzt wird.

2. Fiir die Beweise brauche ich einige Hilfssitze, die ich hier zu-
sammenstelle.

a) BEs sei = ¢ eine Wurzel der Ordnung m der Gleichung mit ken-
stanten Koeffizienten

Pu)=u"+cuf~t+ .- +¢=0.

Es sei ferner z eine reelle Verinderliche und z};(z) eine Funktion von 2,
die der Ungleichung

(4) B <e im0, >0
geniigt. Die Gleichung Pu) — () =0

*} Dieser Fall entspricht dem Titel dieser Abhandlung; der Kiirze halber wurde
er so gewihlt.
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hat m Wurzeln-u = w,(2), ¢ = 1, 2, - - -, m, die gegen o Lonvergieren, wenn
z unbeqgrenst wichst, und zwar so, daf
—-—(l—-s(:))

»
2

‘qu(z) —a <e m
Bewels:
Plu)= (u—eay"[(u—ap="+b_, ;(u—ae) =" 4 4 B], by+0.
Ist A=>1, 4>, i=1,2 - k—m—1,

und wird » = % —«| hinveichend klein gewahlt, » <r,, so wird
! (1 [ Ar R Po
P = r(by 1__r_)>; %

Wir geben jetzt ein beliebiges & > O an, bestimmen 2, so, daB, fiir alle
2>z, in (4) &(2)l <& wird und daf

1

;o 6—(1—-25,),;. (gbo ) e

24

< 7, ausfallt. Dann ist P(u)l > e 2=

v _ ..
P <CTSL

Nach einem bekannten Satze hat P(u) — ¢(2) = 0 m Wurzeln im Kreise
ju — a! < r, was unsere Behauptung war.

b) Es sei = .
mo=[1 (-5,
n==1
(5) b, =n(l—:cmw), b2 > 0.

H(z) ist eine ganze Fumktion mit folgenden Figenschafien: Fir &£ >0 und
beliebig klein gibt es unendlich viele Kreise C, mit unendlich wachsenden .
Radien, auf denen

(6) {H(z) > e ¢, z=ge";
auf der reellen Achse ist
(V) H(g) = O(e2=¥));

auf den Strahlen ¥ =+ 17, 0 <y < =, ist
(8) {H(z)! — e@(ﬂ+ e{g))sinrz‘

Die Ungleichung (6) ist eine unmittelbare Folge eines bekannten Satzes
in der Theorie der ganzen Funktionen. (8) kann in folgender Weise be-
wiesen werden. Fir @ = 4 g ist

n? — 2| > nPsin 29, [B2 — 2% > b2 sin 27,

-
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2® 1 1 z3 1 1
'TE w e b W
— 2 —_ 3% T
R I R
1— =, 1—7 1— o 1—
n- n- b/? b,l
1 ! I;“_ o* &(m)
" e &y
n o*e(n) < 1 z? <1+ rn®sin2yn’
n*sin 27 n?
~H(z)
—0&(0) L) 0 £(0)
¢ < ! sin 2 <&

was genau (8) enthdlt. (7) konnte ohne Schwierigkeit direkt bewiesen
werden; indessen brauchen wir fiir das Folgende Hilfssatz ¢) unten, und
mit Anwendung dieses Satzes kann (7) sogleich aus (8) abgeleitet werden.
Denn ist & > O beliebig vorgegeben, und wihlt man in (8) % «so klein,
daB, fiir ¢ hinreichend gro8,

|H(pet™)| < ene, 0<e <ecosy,
Wil’d, so kann C) an (D(g\) —_ H(Z) 6— cos :‘z

angewendet werden und dies gibt
H(g) = O(e* ¢).
c) Es sei ®(2) fiir 2 = ge¥,

9) — < ; s regulir. Wenn
(10) ®(eet*) = 0(1);

. wenn ferner, fiir jedes .c > 0,
(11) ®(2) = O(e' ™)

auf unendlich vielen Kreisbogen C, mit unbegrenzt wachsenden Radien,
g0 ist im ganzen Sektor (9)

(12) ®(2) = 0().
3. Satz D. Es ses g(2) eine fiir z= ge",
—nZe <<,

regulire Funktion, die den Ungleichungen
p(oetii) = O(eros™%) mit 0 < 1;

o (%) = 0(e*?), a konst.

gewigt. Wenn, fiir jedes n, n(1 —&(n)) der Gripen

@(1), 9(2), - - -, o(n)
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eine Anzahl <k verschiedener Werte anmehmen, die fiir jedes n dieselben
sind, so lassen sich zwei Zahlen ¢ und 8 >0 derart finden, daf, fiir 2
reell und positiv,
(:13) q)(z) —_— ci < e"(‘i—f(:)) 5.
Beweis: Es selen ¢y €3, -y ¢ die b Werte von ¢(n) und
by, by, by, - -5 b

die nach wachsender GroBe geordnelen ganzen Zahlen, fiir welche ¢(b,)
einen Wert ¢, ¢,, - - -, ¢, annimmt. Nach der Voraussetzung ist (D) er-
filllt und mithin auch die Ungleichungen (6), (7), (8) fiir die ganze Funk-
tion H(s). Schreiben wir

k
(14) v@) =] | (9@ —¢,),
r=1
_ g ¥@

(D(Z) = ¢ H(z) ?
so ist ®(2) im Sektor (9) reguldr und geniigt der Ungleichung (11) fiir
z anf den Bogen C,. Wird die Konstante ! so gewihlt, daB

0 <1 cos n < (m—k8) sin 7,

was ja immer mdglich ist, so ist (10) erfiillt und folglich (12) im ganzen
Sektor (9). Nach (7) muB also, fiir # reell und positiv,

¥ < e

Jetzt kénnen wir Hilfssatz a) auf die Gleichung (14) anwenden, und dies
tithrt zar behaupteten Ungleichung (13), wo also c=¢, =¢,=---=g¢,
0 =1 zu setzen ist.

Im allgemeinen gilt selbstverstindlich nicht ¢(z) =¢. Dies ist aber

T
der Fall, wenn 9 = _ :

-

”’...

Zusatz. DBleiben die Vorausselzungen in Satz D fir n= -3,5 giilteg,
so muf p(2) =c¢
dentisch gelien. Denn 9(2) muB identisch verschwinden, wie der folgende
Satz zeigt:¥)
Es sei w(z) fiir R(z) = 0 regulir und fur diese z
Y(2) = 0(e*?), a konst.,
ferner P(+1ig) = 0(e2¢) mit 8, <=

*) Ein Beweis dieses Satzes findet sich in meiner Dissertation (Sur uwne classe
de séries de Taylor, Upsala 1914, S. 58). Fiir eine ganze Funktion (2), die fir
n=0, +1, 4-2, - . . verschwindet, hat ihn Herr Wigert wiedergefunden (Sur un
théoréme concernant les fonctions entidres, Arkiv for Matematik, Bd. 11, 1916, Nr. 21).

Mathematische Annalen. LXXIX, 16
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Wenn, -fiir jedes n, die Anzahl der von Null verschiedenen Werte von ¥ (v),
v=1,2 .. n gleich ne(n) ist, so muf %(g) identisch verschwinden.
4. Satz E. Es ses

) fla) = D a,a"

eine Potenzrethe mit dem Konvergenzradius > 1,.die reguldr ist in jedem

Punkte des Bogens _ x
z =&Y 97i ;. T

(die Endpunlte inbegriffen). Dannm gibt es eime®) Funktion @(2) mit fol-
genden Figenschaften. ¢ (z) ist requlir in einem Seltor
g=06Y, —qZvL,
der die positive reelle Achse om Innern enthilt. Fiir z in diesem Sektor ist
p(2) = O(e*?), a konst.
Auf den Begrensungsstrahlen = + v ist
(15) ¢(2) = O(e?s» 1)  mit 0<%-
Fir n=20,1,2, --- ist p(n) =a,.
Beweis: Nach der Voraussetzung konnen
R>1, 6,<7
so gewihlt werden, daB f(z) im Innern und auf der Begrenzung des Sektors
@l =B;  lage|> 6,

reguldr ist. Mit einem r <1, das wir unten festsetzen wollen, wird der
geschlossene Weg S folgendermaBen definiert:

1. der Bogen |z{= R, argzi> 6,,
2. der Bogen z|=r, argz <6,
3. die geradlinigen Stiicke » < 'z < R, argz =+ 6,.

Dann ist p(2) = L(f’ a

die behauptete Funktion, wenn S im posmven Sinne durchlaufen wird
mit z = Re~"* a]s Ausgangspunkt. Offenbar ist ¢(z) ganz und ¢ (n) = a,.

Wird @) s< M gesetzt, so ist
’JIR [eozz sLa o e%9 sin o 1
(16) lp(2)] < | geoosa T ocedi |

- %) Oder unaendlich viele ganze Funktionen; immer kann o = = 4 & gewihit
werdeu.
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Wir wahlen ein 8 im Intervalle

k3
6 <8<, |
1001
und r so, daB 60— 6, > (x—6,) ;3 )
log
r

was immer moglich ist. % wird dann aus
tgn=_-5, 0<n<,
bestimmt. Aus (16) und

{(=—8,) sin?q-—log_z;i§ cos n =0,

(6 —86,) sinn—-—log—:icosn>0
folgt (15), w. z. b. w.

5. Satz A ist nun eine unmittelbare Folge von Satz D und Satz E.
In diesem Zusammenhange sind die einfachsten Reihen mit & verschiedenen

Koeffizienten zu betrachten, die von der Form

P
T ‘%;ZD §, rational sind. Die Reihen
=1
1 ( 1 1 —i % TR
sil T w | = 2 arsin k ungerade
| 1 zet {—xe ¢ _| =0
— -
5oy @ [y 1 } Y’ b T2 —1)
cos o + (1 +x) | — + @ —4ecos 2b4 08 — 5,
[ 1—ze?® 1—ze %
k gerade,

e

haben k verschiedene Koeffizienten und die singuliren Punkte z = S

Sie sind also auf dem Bogen
a

; {
x=2¢€% (@ > 7
regulir. Anderseits gibt es Reihen mit k verschiedenen Koeffizienten und
einer einzigen singuléiren Stelle:
Zazn

— =§’nx
P xe * .

1—ze *

Diese Stelle muB auf dem Bogen [o} > %« Yiegen. AHgemeiner komn man

behaupten, dap Satz A giiltig bleibt, wenn man voraussetzt, daf f(x) regquldr
16*
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st in jedem Punlkte eimmes Bogens von der Grife 2z — 2: (die Endpunkte
inbegriffen), dessen Mittelpunkt auf dem Bogen
r=¢€% mT— @ -_.<—._- Z
liegt. Einen Grenzfall liefert hier die Reihe

S e )

1——.70

1—xe k

6. Um B zu beweisen nehmen wir an, daB, fiir jedes #n, n(1—em))
der n ersten Koeffizienten der Reihe (1) eine Anzahl <7 verschiedener
Werte annehmen, die fiir jedes % dieselben sind. Es seien

z = €9, v=12--.p
die singuliren Punkte von f(z) auf dem Einheitskreise. Dann lassen

sich bekanntlich eine in den Grenzen 1, (2¢)? liegende ganze Zahl m
und dazu p andere ganze Zahlen

My, Mg, -+ M, derart angeben, daB
27xm, c
P — < mq’ v=12-p
2nis
wird. Mit x=e ™ , 3‘—"‘-0, 1)...,m_1

als Mittelpunkt legen wir einen Bogen b, von der GrdBe 24 — —fﬁ% Dann
liegen alle singuliren Punkte von f(z) auf x| =1 innerhald der Bogen b,.

Schreiben wir Fu(@) = @+ G, 17 + 6, 0B -,

F,(z) _2 f\z ( ::;”)

m=1 94432

so ist F, (z)= yxla‘“zg m

= mg TGy s folglich
17 mZ_lm"Eu_(x) =m§2 A,

u=0 u=02=0

u
2
\8
S
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f.(x) hat dieselben simguliren Punkite wie f(x); die singuldren Stellen von
F (x) liegen innerhalb der Bogen b,. Setzen wir in F (z)

=1, so- wird

1
'——"F',u (x) = Z t/' a;¢+ ml =2 t)'CC/_ = g#(t)'
i=0 =0

Fir jedes # nehmen n(l —e@m)) der » ersten Koeffizienten &, eine Anzahl
< k verschiedener Werte an, die fiir jedes n dieselben sind. Ferner ist
9,(f) auf dem Bogen b e, o >om—T

reguldr. Ist ¢ >k gewihlt, was uns frei steht, so folgt nach A

gu(t) 17 + G (t)7

wo ¢, eine Konstante ist und G, (t) eine Taylorsche Reihe mit dem Kon-
vergenzradius > 1. Fiihren wir dies in (17) ein, erhalten wir

m—1
1
f@) =5 Do F,(z)
=0
n—1

S e

=0

Plx)

= 1 — g™ +g(x)7

I

+ 2 G, (z")x

1 WL

wo P(x) ein Polynom ist und g(z) eine Potenzreihe mit dem Konvergenz-
radius > 1, w. z. b. w.

Wenn g(x) in A oder B einen endlichen Kounvergenzradius ¢ hat,
muB der Konvergenzkreis |z]| = ¢ singulire Linie sein.



