
F. CAl,,sos. ~)er Po~enzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten. ~ 7  

(Yber PotenzreiSen mit endlich vie]en verschiedenen Koeffizienten. 

Yon 

FmTZ C.~RLS0~- in Upsala. 

<1) 

1. Ich beweise im folgenden: 
Sa t z  A. Es se/ 

f (x)  = ~ ,  a~x" 
n = O  

eihe Potenzreu~e mit dem Konvergenzradius ~ 1, die reguli~r ist in jedem 
Tuner des Bogens*) ,, 

, x = d'5 ~i ~ T  

(die End.punkte inbegriffen) u)u~ ~(n) eine bdiebige mi[ l : n  gegen Null 
konvergierende Funl#ion. Wenn, fiir jedes n, n(1--~(n)) der n ersten Koef- 
fizienten rtur el'he Anza]d ~ k ve~'schiedener Werte annehmen, die fiir jedes 

d i e ~ n  sein soUen, so muff 
C ,  

(2) f ( x )  = 1 - z  + g(x),  
i 

wo c eine Konstante ist und g(x) eine Po~mzreihe mit dem Kanvergenz- 
radius > 1. 

Sagz B. Es se/ (1) eine Potenzreihe mit demKonvergenzradius ~__ 1, 
die nur ~ine endliche Anzahl singuliirer Pun]~ auf dem Einheitskreise 
I xl = 1 hat und e(n) t~be dieselbe Bedeulung wie friiher. W e ~ ,  fu'r jedes n, 
n(1--~(n)) der n ersten I~oeffizienten eine endliche Anzahl verschiedener 
Werte annehmen, die fiir jedes n dieselben sein sollen, so mu~ 

.P(x) (3) f(x)  = f _ ~ .  + g(x),  

*) Die  Argumente  s ind stets  im Intervalle  

- ~ < ~ < ~  
zu w~hlen.  Ffir l; ~ 1 aolI f (x )  in x - - - - -  1 reguliix sein. Diesen Fal l  ff~hrt man  

\ 
r 

dutch Subtraktion yon ~----~ auf e/hen bekannten Satz yon Fsbry zv~ck, der a~so 

s u c h  aus A folgt.  
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~vo _P(x) ein t)oly~wm ist, m eine ga~,ze Zahl  und g(x)" eine l~otenzreihe 
mit  den, Konvergenzredius > 1. 

~lehmen wir E(j,)----0 an*), so kann B. folgendermaBen formuliert 
w e r d e l l :  

Satz C. Die Fo!ge ao , al , at,  . . . ,  a, , . . . 

enthalte nu t  eine e,ndlk.he Anzahl  versc]dede~wr Gr6flen. ,Damit die ~'olge 
yon einer gewissen Stelle ab periodisch sei~ is~ hinreich~ud und notwendig, 
daft die t'oten~reihe 

f (x) = ~ a.x" 
n=O 

nur eine endliche Anzahl  sing~dtire," l~u~d2e au f  dem Ei~&eitskreise hat, umt 
dann ist l~(x) 

f(x) = 1--~"'" 

Es war meine Absicht, diese S~i "~e in Zusammenhang mit naheliegenden 
Fragen zu behandeln. Unter Verweisung auf eine sp~tere Mitteilung habe 
ieh schon C. als Hilfssatz benatzt in einer Abhandlung ,,Uber eine lnf~r- 
polationsreihe fiir ganze Funktionen und fiber ganzwertige Fanl~ionen", 
die 1917 zur Zeitschrif~ ffir Mathema~ik und Physik eingereich~ warde. 
Zwei Abhandlun~en in Math. A.Im. Bd. 78 yon Herren Jen~sch (Uber 
Potenzreihen mit eadlich vielen verschiedenen Koeffizienten, S. 276--285) 
und P61ya (derselbe Titel, S. 286--293) veranlassen reich, den Beweis yon 
C. zu verSffentlichen; fiir diesen Beweis brauche ich Satz A als Hiff.ssatz. 
Der Hauptsatz yon Herr- Jent, zsch (S. 283) entspricht dem [speziellen 
F a n  yon  B. (mi t  e(n) ---- 0), dab f ( x )  eindeutig in einem Kreise lxl < r > 1 
vorausgesetzt wird. 

2. Ffir die Beweise brauche ieh einige Hilfss~tze, die /oh hier zu- 
sammens~elte. 

a) Es sei u = a eine Wurzel der Ordnung m d e r  Gleichung mit ken- 
s '~nten Koeffizien~n 

/ ' ( u )  = u ~ +  c l u  ~ - ~  + - - -  # c~ = 0. 

Es sei ferner z eine reelle Ver~nderliche und ~(z) eine Funktioa yon z, 
die der Ungleichung 

(4)�9 ir < ~-<'-'(:)): , z > o  

genfi~. Die Gleichung t)(~t) - -  ~(z )  = 0 

~) Dieser Fall entspricht dem Titel dieser • der Kfirze halber wurde 
er so gew'~hl~. 
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hat m tVurzeb~ t  = u,(z), i ~-1 ,  2 , . . . ,  m, die gegen a konvergieren, wen~ 
z unbes.renzt wgzhst, und zwar so, daft 

i u ~ ( z )  - '~ < 
,Beweis:  

e ( u )  = (,~-- ~y"[(u--  a ? - "  + b~_._~(u--~,)  ~-'~-~ + . . .  + ~0], b o + 0 .  

Ist A ~ 1, A => ',bi~ , i = 1, 2 , . . . ,  k - -  m - -  1. 

and wird r = u - - a [  hinreichend klein gew~hlt, r < rl, so wird 

r ~ ] > r u' _ 

Wir geben jetzt ein beliebiges ~ > 0 an, bestimmen z 0 so~ dag, ftir atle 
z > Zo, in (.~) s(z)] < E~ wh-d und dab 

1 

r ~ e -  - ,, , .  lbo " 
2 

< r~ ausfiillt. Dann isi 

(z) < e - ~  ~  1. , P(u) 

Naeh einem bekannten Satze hat P ( u ) -  ~p(z)= 0 m Wurzeln im Kreise 
t . u -  a I < r, was unsere Behauptung war. 

b) Es sei 

~ = 1  

(5) b~ = ~ ( i - ~ ( ~ ) ) ,  b i > o .  

H(z)  ist ebse ganze Funktion mit  fdilenden Eigenschaften: Ffir z > 0 und 
% 

beliebig klein gibt es unendlich viele Kreise C~ mit unendlich wachsenden. 
P~udien, auf denen 

(6)  I H @ )  > e -e  ~ +" z = ,oe'"- 

auf der reellen Achse ist 

(7) H(,o) = 0 ( ~ ' ( , ~ ) ;  

ist auf den Struhlen 14, ~ -+- v/, 0 < ~ < -~-, 

Die Ungleichung (6) ist eine lmmit~elbaxe Folge eines bekann~en Satzes 
in der Theorie der 8~nzen Funktionen. (8) kann in folgender Weise be- 
wiesen werden. Fiir .~p -~ _-4- ~ is~ 

n" - z~i ~ n~ sin 2 4 ,  lb~ - -  z-,  > b i s in 2 ~ ,  
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b~, 
Z ~ - 

m ~ o  

n "  

1 1 

= ' 1  + z ~ n; b~ 
Z 2  7 

1 ~ - - i r  

Z "  

1 + ;7., sin--2~ 1 . . . .  

~2 .~ 1 1 

. . . . .  z.. = 1 + . .  - .......... z.--~ 
1 ~  1 . . . .  b;, a~, 

o' ~(n) 

.H(z) 
e- e ~ (e) < I sln- =z- < ~ ' '  ('~)' 

gas genau (8) enthMt. (7) kSnnte ohne Sehwierigkeit direkt bewiesen 
werden; indessen brauchen wir ffir das Folgende Hilfssatz c) uaten, und 
mit Anwendung dieses. Satzes kann (7) sogleich aus (8) abgeleitet werden. 
Denn ist ~ > 0 beliebig vorgegeben, und wiihlt man in (8) ~ .so klein, 
daB, fdr ~) hinreichend g~oB, 

tH(oe~":)l  < e ,  ',', 0 < h < ~ cos v, 

wird, so kann c) auf r  -c~ 

angewendet werden trod dies gib~ 

H ( ~ )  = o ( e  ',,). 
c) Es sei r  fiir z = ~e'v �9 

(9) -- ~ / s  *P s ~ < 2 '  regular. Wenn 

(10) r177 =- O(1); 

. wenn ferner/f t ir  jedes .e > O, 

(11) q)(z) = O(e'2 +*) 

auf tmendlieh vielen Kreisbogen O,, mit unbegrenzt wachsenden Radien, 
so ist im g~nzen Sektor (9) 

(1~) r  = o (1 ) .  

3. S a t z  D. Es sei ep(z) ei~e N r  z = Oe'", 

- -  ~t -<. g, < r~ < = 

regul~ire Funktion, die den Ungleichunge~ 

�9 (Q e• = O(  e*'~ '~) mit 0 < ~ 
k 

~(~) = O(e~','), a k o ~ t .  

gem/gt. Wenn, f//r jedes n~ n (1 - -e (n ) )  tier Gr6flen 

q,O), ~ ) , . - . ,  ,~(,,) 
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eine Anzahl ~ k verschiedener Werte annehmen, die fiir jedes n diesdben 
si,M, so lassen sich zwei ZaMm~ c und 8 > 0 derart finden, daft, fiir z 
reell und ~ositiv, 

(113) 

Beweis :  Es seien 

r  c] < e-(~.-'(;~) -" 

cl, ce, . . . ,  c k die k Wert'e yon ~(n) und 

b~, b~, b~, . . . ,  b~, . . .  

die naeh wachsender GrSBe geordne~en ganzen Zahlert, fiir welche r 
einen Wert cl, c~, . - . ,  c~ annimmt. Nach der Voraussetzung is(~ (5) er- 
fiallt und mithin auch die Ungleichungen (6), (7), (8) fiir die ganze Funk- 
tion H(z). Schreiben wir 

k 

(14 )  = - c,) ,  
r---~l 

H(z)' 

so is~ (l)(z) im Sektor (9) regular and genii~ der Ungleichung (11) fiir 
z auf den Bogen C~: Wird die Konstante 1 so gew~ihlt, da$ 

0 < l cos ~ < ( ~ t - - k 0 )  sin ~, 

was ja immer mSglich ist, so.is~ (10) erffillt and folglich (12) im ganzen 
Sektor (9). Naeh (7) mu$ also, ffir z reell und positiv, 

(z) ! < e-  ( ' - '  (~ " 

Jetzt kSnnen wit Hiffssatz a) auf die Gleichung (14) anwenden, und dies 
ffihrt zur behaupteten Ungleiehung (13), wo also c = c~ -~ ce . . . . .  c~, 

"d = l zu se~zen ist. 
]m allgemeinen gilt selbstverst~indlich nicht q0(z)= c. Dies ist aber 

:t 
der Fall, wenn ~2 = 2 :  

= giiltig, Z us at z. Bleiben die Vorausselzangen in Satz D fiir v~ = 

s o  = c 

identisch gdten. Denn ~p(z) mug ide'ntisch verschwinden, wie der folgende 
Satz zei~:*) 

Es sei ~,(z) fiir ~ ( z )  ~ 0 reguliir und far diese z 

~P(z)-= O(e~,~ a konst., 

f er V(+_io) ~ O(e ~ mit 0~ < ~. 

*) Ein Beweis dieses Satzes finder sich in meiner Dissertation (Sur une classe 
de s~ries de Taylor, Upsala 1914, S. 58). Ffir eine ganze Funktion ~(z), die ffiz 
n----0, -~-1, __~ 2, - . .  verschwindet, hat ihn Herr Wigert wiedergefuuden (Su~ ua 
th~or~me concernan~ le~s fonc~ions enti~res, Arkiv fGr Ma~maf~k,' Bd. 11, 1916, 1%. 21). 

M a t h e n ~ ' i s ~ e  AJmalen. LXXIX. 16 



W i ~ ,  f'ffr jedes ~, die A n ~ l d  tier vpn Nul l  verschiedenen Werte von ~(v) ,  
v = I ,  2 , - . . ,  n gleid~ ~ 0 ~ )  "~, so muff tp(e) identisd~ verse.hwiuden. 

4. S a t z  E. ~Ts se/  

(1) 
0 

eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius ~ l ,  .die reguliir isr in jedem 
_Punbte des Bogens 

x = e %  r >= ~ 

(die Endtranl, rte" inbeg~:iffen). Dann gibt es eine*) Fun'btion r mit fol- 
gerwlen Eigenschaften. ~(z) ist regulbir in einem Sektor 

z ~- ,o d ~~ - ~ <= ~ <= ~, 

der die positive reelle Ad~se im I~nern e~Milt. Fiir z in diesem Sektor ist 

qo(z) = O(e" e), a konst. 

A u f  den Begrenzztngsstrahlen ~p ~ • ~ ist 

(15) r = O(e~.'~ mit O < T"  

F i i r n  = O, 1, 2 , . . .  ist cp (n )=  a~. 
Beweis= Nach der Voraussetzung kSnnen 

R ~> t, 01 < T 

so gewiih'lt werden, dal~ f(x) im Innern und auf der Begrenzung des Sektors 

Izl = R,  larg x] >= 01 

regular ist. Mi~ einem r < :  t ,  das wir un~en festse~zen woUen, wird der. 
geschlossene Weg S folgendermailea definiert: 

1. der Bogen i x i = / t ,  a r g x i > 0 t ,  

2. der Bogen x] -~ r ,  arg x'~ <~ 01, 

3. die geradlinigen Stficke r ~ :x, "~ R, arg x = -t- 0 t �9 

- - .  1 . f f(x> _, Da~m ist ~(z )  - ~ j x , : +  , ax  
S 

die behauptet~ Ftmktion, wenn S i m  positiven Sinno dttrchlaufen wird 
mit, x = Re  - ~  ~ Ausgang-spunkt. Offenhar ist q0(z) ganz und q0(n) = a~,. 

. . . .  *) Oder un~dl ieh viele ~ n z e  Fmak-tionen; immer k~an a ~ ~ - } - s  gew~hlt 
~erdea. 
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Wit  wiihlen ein O ha  In~e~walle 

o <o< 

und r so, dag 

was immer m5glich ist. 

1 log 

tog 
Y 

"~ wird dann aus 

log ~ 
tg ~ = ~ --~, 0 < 7 <  

besfimm~. Aus (16) and 

( , ~ -  01) sin V - log  "~ cos V = O, g 

1 
( 0  - -  01) sin ~ -- log r cos ~7 ~ 0 

folgt (15), w. z. b. w. 
5. Satz A is~ nun eine unmiitelbm-e Fo!ge yon Sa~z D und Sa~z E. 

In diesem Zusa~t~menhange sind die einfaehsten Reihen mi~ k versehiedenen 
Koef-fizienten zu betrach~en~ die yon der Form 

P 

_ xe '~ , s~ rational sin& Die Reihen 

1 1 1 ~ x-'~ s i n  ~ ~ - ~  k u n g e r a d ~  

?-- 

i~cos -Z + ( l + x )  .~ . . . . . .  O S  2k~ x* cos - 2k 
n .,~-0 i l ~ x e  ~ t - - x e  k t_  

k gerad% 
: r g t  

+ -  

haben k versehiedene Koeffizien~en und die singul~ren Punkie x = e z" 
Sie sind also auf dem Bogen 

x =  e% {~I > T. 

regular. Anderseits gib~ es Reihen mit k versehiedenen Koef~iziengen und 
einer einzigen s ingu i~en  S~eUe: 

oo 2 z t ~ n  

t: 0 1 - - x e  

Diese SteUe mug auf  dem Bogen l qol =~ T tiegen. A//$emeiner kann man  

behaupten, daft Satz A gii]~ig b t ~ t ,  wean ~m~n ~)oraussetzt, daft f(x) regod#~ 
16" 
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i~'t in j e d ~  Pun~te ~ Bogens yon der GrS~ 2 = -  

inbegriffen), dessen M i t t e ~ n k t  a u f  dem Bogen 

x ~ d ~ ,  =-- r <= = k 

liegt. Einea Gren~'all liefert bier die Reihe 

~ _ x  § . . . .  ~ - - ~  x '~ l + e  ~ . 
k n = O  1 - - x e  

k (die Endpunkte  

6. Um B zu beweisen nehmen wit an, dag, flit jedes n, n(1--e(n))  
der n ersten Koeffizienten der Reihe (1) sine Anzahl < k verschiedener. 
Werte anuehmen, die fiir jedes n ~eselben sin& Es seien 

x = d~,', v = 1, 2, ..., p 

die si~,ul~ren PunkCe yon f (x)  auf dem Einheibkreise. Dann lassen 
sieh bekanatlich eine in den Grenzen 1, (2q)p liegende ganze Zahl m 
trod dazu lo andere ganze ZaMen 

derart angeben, da~ 

wird. Mit 

% . . . . .  - ~  ..... <mq, 

x ~ e  m 

= 1, 2, .-., p 

s = O, 1, . . . ,  m - -  1 

als MiY~elp,mk4 legen wir einen Bogen b~ yon der CrrSBe 2d--- 2 ~ �9 Dann  mq 

liegen aye s i n g u ~ e n  Pun'kte yon f ( x )  a u f  x I = 1 innerhalb der Bogen b~. 

Schreiben wit X 2 f~,(x) = al, + a~,+lx + a.,+~ + - . . ,  

m--I [ 2~i_% 

~ = 0  

so ist 

(17) 
m--1 m--I 

Z =  =2'Z 
,u=O ,u=O ~.=0 

X, t' + m l  a~  + m l  

 gna 

= 
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f . ( x )  hat d i e s e ~  si~z2ul~ren Punirte wie f(x); die simgul~iren 8tdlen van 
Ft,(x) liegen innerhalb der Boge, .b,. Setzen wir in F,,(x) 

x ~'---- t, so. wird 

F,,(x) y t,. - - -  

2.=0 2 = 0  

Ftir jedes n nehmen n ( 1 - - e ( n ) )  der n ersten Koeffizienten a z eine Anzahl 
~</~ verschiedener Werte  an, die f ~  jedes n dieselben sin& Ferner ist 

g~ (t) auf dem Bogen t -~ d ~, v _> (~ m -~ 
- -  q 

regular. Ist q ~ k gewghlt, was uns frei steht, so folgt nach A 

~U 

wo c~ eine Kons~mnte ist und G,,(t) sine Taylorsche Reihe mit dem Kon- 
vergenzradius :> 1. Fiihren wir dies in ( I7)  ein, erhalten wir 

~--i 

f ( x )  = 
,a--O 

~a--1 m w i  

L~ -~ O ~ ~ 0 

_ / > ( x )  
- + g ( x ) ,  

wo _P(x) ein Polynom ist und g(x) eine Potenzreihe mit dem Konvergenz- 
radius ~ 1 ,  w. z. b. w: 

Wean g(x) in A oder B einen endliehen Konvergenzradius 9 bah 
mui~ der Konvergenzkreis t xt = 9 singulgre Linie sein. 


