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Beweis des Jordanschen Satzes fitr den n-dimensionalen Raum.

Von
L. E. J. Brovwer in Amsterdam.

Der zu beweisende Satz lautet folgendermaBen:

Im wn-dimensionalen Rawme B, bestimmt eine Jordansche Mannigfaltig-
keit, d. h. das eincindeutige und stetige Bild einer geschlossemen (n— 1)-di-
menszonalen Mannigfaltigheit zwei Gebiete, und ist mit der Grenze jedes

dieser Gebiete identisch.
Wir bezeichnen die Jordansche Manmcrfaltlgkelt mit o, und' zerlegen
(analog wie frither in der Ebene™) den Satz in folgende drei Bestandteile:

1. Die Grenze eines von J bestimmben Gebictes ist mit J identisch.

2. oJ bestimmi hichstens zwei Gebiete.

3. o bestimmi wmindestens zwei Gebiete,

Alsdann ist der erste Teil im Resultate des § 6 meiner vorstehenden
Arbeit enthalten, wihrend der dritte Teil sich nach einer von Lebesgue
skizzierten Methode™®) herleiten 1iBt. Der noch restierende zweite Teil
soll im Folgenden erledigt werden.

* Math. Ann. 69, S. 169—175.

**) C. R., 27 mars 1911, Das daselbst erhaltene Resultat liefert zusammen mit
den Entwicklungen von Baire in Bull. des Se. Math. (2), 31 einen zweitex Beweis der
Invarianz des n-dimensionalen Gebiets.

Far diejenigen Leser, deren Interesse mit dem dreidimensionalen Raume anf-
hiort, lasse ich hier einen sehr einfachen, aber nur fiir n =3 giltigen Beweis dieses
dritten Teiles des Jordanschen Satzes folgen.

Beien 7, und j, zwei geschlossene stetige Kurven (im Sinune von Schoenflies)
des R,, g0 konnen wir den vollen Umlauf von j, resp. j, in unendlich vielen Weisen
als eindeutiges und stetiges Bild §, resp. f, eines Kreises auffassen. Fiir eine be-
stimmte Wahl von §, und §, besitzt die Entfernung zweier entsprechender Punkte
von j; und j, ein Maximum 3 ; die bei Variierung von §, und f§, auftretende untere
Grenze von M soll die Parameterdistans von j, wnd j; heiBen

‘Wenn wir eine endliche Reihe von geschlossenen stetigen Kurven, in welcher j
das erste und ein einziger Punks das letzte Element ist, in solcher Weise kounstruieren,
daB das Maximum der Parameterdistanzen zweier aufeinanderfolgender Elemente den
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§ 1

Sei E das von J bestimmte unendliche Gebiet, I ein von J bestimmtes
endliches Gebiet, P ein Punkt von I. Wir wihlen in J ein willkiirliches
Element J° heraus, bezeichnen die von den iibrigen Elementen gebildete
Punktmenge mit J”, den Umfang von J° mit j, das reprisentierende
Simplex (vgl. Math. Ann. 71, 8. 100) von J* mit S, den Umfang von S
mit s, wihlen in J° und dementsprechend (vgl L c. S.108) in j einen
positiven Sinn der Indikatrix, verbinden P und J” —j innerhalb I durch
einen Weg o', und verbinden J'—j und J” —j innerhalb F durch einen

Weg w,.
Die Menge derjenigen Punkte von J', welche von J” eine Entfernung
= V"i besitzen, bezeichnen wir mit J.

2%~
Wir zerlegen den E, in homothetische n-dimensionale Kuben q, mit
der Kantenlinge 1, jeden der g, in 2* homothetische Teilkuben q, mit

Wert & besitzt, so werden wir sagen, daf j mit dem Unstetigheitsgrade & zusammen-
gezogen wird.

Eine endliche Menge von geschlossenen stetigen Kurven nennen wir karz ein
Kurvensystem.

Sei nun J” eine Jordansche Fliche im R, x eine solche um einen ihrer Punkte
beschriebene Kugel, die einen Teil von J” in ibrem AuBeren und nur zweiseitige Teil-
gebiete von J' in ihrem Inneren enthilt. Durch eine geeigrete Inversion des R,
geht x in eine Ebene %, J” in eine Jordansche Fliche J tber. Sei & ein durch %
in J ausgeschnittenes gweiseitiges Gebiet, y die Grenze von @, € ein y im Abstande
&, approximierendes Polygonsystem in &, § ein von & die Parameterdistanz s, be-
sitzendes, in % liegendes Kurvensystem. Wenn wir s, mit 5 gegen Null konvergieren
lassen, so existiert in % ein Gebiet &, welches fiir hinreichend kleines ¢ eine nicht
verschwindende Zahl ¢ Male von S umlaufen wird.

Im entgegengesetzten Falle konnten wir nfmlich das Kurvensystem § in % in
einer Entfernung <&, von y mit dem Unstetigkeitsgrade s, und auf Grund davon
das Kurvensystem & in J in einer Entfernung <z, von 9 mit dem Unstetigkeitsgrade
£, zusammenzichen, Wo s, g, & und 5 mit 5, gegen Null konvergieren. Dies ist
aber nach der Definition von & ein Widerspruch.

Hin in einem Punkte von G auf k errichtetes Lot I wird sowohl von § wie
von © ¢ Male umlaufen, sodaf die Differenz der Anzahlen der positiven und der nega~
tiven Kreuzungen von ! mit einer willkiirlichen hinreichend genauen simplizialen
Approximiernng vor & gleich -+ ¢ ist. Mithin kinnen wir eine solche nicht von
J — @ getroffene und von nicht in J Hegenden Endpunkien ¢, und @, begrenzie
Teilstrecke von 2 bestimmen, fir welche die Differenz der Zahlen der positiven und
der negativen Krenzungen mit einer willkiirlichen hinreichend genauen simplizialen
Approximierung von ® nickt gleich Null ist. Dann aber miissen ein willkdrlicher, ¢,
und {, verbindender Streckenzng und eine willkfirliche hinreichend genaue simpliziale
Approximierung von J notwendig einander treffen, sodag Q, und @, durch J getrennt
werden.
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der Kantenlinge -‘17, jeden der g, in 2% homothetische Teilkuben g, mit
der Kantenlinge —i—, usw.,

Die von denjenigen g,, welche in ihrem Inneren oder auf ihrem Um-
fange wenigstens einen Punkt von . enthalten, gebildete Punktmenge
bezeichnen wir mit u,, die Menge der zu g, &, ,, #,.s, - - - gehorigen
Punkte mit = ; wir wihlen 7 so groff, daB w’ von =, nicht getroffen wird.
Das P enthaltende von o -+ x, bestimmte Gebiet bezeichnen wir mit I,
den nicht in J”' enthaltenen Teil der Grenze ven I, mit g.

Dasjenige von J” + g bestimmte Gebiet, in dem E enthalten ist,
bezeichnen wir mit E,, und ziehen in E, einen Weg " aus E nach g¢.
Der Endpunkt B dieses Weges liegt in einer gewissen zur Grenze von
E, gehorigen zweiseitigen (#— 1)- dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit
(vgl. meine vorstehende Arbeit S. 305) ¢ mit ebenen Elementen und einem
in j enthaltenen Rande¥®). Hierbei werden zwei (n— 2)-dimensionale Ele-
mentseiten von y, welche in B zusammenfallen, dann und nur dann auch
fiir y als identisch betrachtet, wenn die beiden entsprechenden Elemente
daselbst einen zu E, gehorigen Winkel einschliefen.

Wir diirfen annehmen, daf der Punkt B nicht einer (n— 2)- dlmen—
sionalen Elementseite von y angehort.

Wir wihlen in y einen positiven Sinn der Indikatrix, ziehen in I,
aus P einen ' nicht treffenden Weg w” nach R, und bezeichnen den
von w' und w” gebildeten Streckenzug mit «,,.

Die zu E, gehiorige Seite von p soll ihre linke, die andere ibre rechte
Seite heifien. Alsdann verbindet der Weg v, innerhalb I die rechte Seite
von y mit J—j, wihrend der Weg w” ein Endsegment w,, besitzt,
welches innerhalb I die linke Seite von y mit J'—j verbindet.

Mittels zweier in beliebiger Nihe von J’ resp. von J” verlaufender,
J nicht treffender Streckenziige v” und ¢” konnen wir die Wege w,,, w,
und @, ergéinzen zu einem ¢ nur in einem einzigen Kreuzuncrspunkte
nimlich im Punkte B treffenden Polygon w.

§ 2

Im R, verstehen wir unter einem p-dimensionalen Neize vesp. Nefz-
fragmente das simpliziale Bild einer p-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit
resp. eines p-dimensionalen Fragmentes (vgl meine vorstehende Arbeif
8. 306).

*) Unter dem Rande von y verstehen wir die Menge der nicht in y enthaltenen
Grenzpunkie von y. Ob solche Grenzpunkte existieren, bleibt in diesem Paragraphen
noch dahingestellt.
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Unter den Grundsimplexen, Grumdpunkten und Grundseiten eines
Netzes resp. Netzfragmentes verstehen wir die Bilder der Grundsimplexe,
Grundpunkte und Grundseiten der entsprechenden Psendomannigfaltigkeit
resp. des entsprechenden Fragmentes.

Wenn im B, ein mit einem positiven Umlaufssinne versehenes Poly-
gon P und ein mit einer positiven Indikabrix versehenes geschlossenes
zweiseitiges (» — 1)-dimensionales Netz R in solcher Weise gelegen sind,
daB kein Eckpunkt und keine Teilstrecke von P in N legt und keine
Seite von P eine (n— 2)-dimensionale Grundseite von N trifft, so sind
die Anzahlen der positiven und der negativen Kreuzungen von P mit R
einander gleich.¥)

Fiir den Fall, daB R einseitig ist, 1aBt sich nur aussagen, daB die
absolute Anzahl der Kreuzungen von P und RN gerade ist.

Wir denken uns nun im R, ein mit einer positiven Indikatrix ver-
sehenes geschlossenes zweiseitiges (v —2)-dimensionales Netz f und ein mit
einem positiven Umlaufssinne versehenes, R nicht treffendes Polygon .

Sei € ein solches mit einer positiven Indikatrix versehenes zwei-
seitiges (n — 1)-dimensionales Netzfragment, welches R als seinen einzigen
Rand und die positive Indikatrix von % als positive Randindikatrix®¥)
besitzt, wihrend kein Eckpunkt und keine Teilstrecke von P in € liegt
und keine Seite von P eine (% — 2)-dimensionale Grundseite von € frifft.
Wenn wir dann mit p die Anzahl der positiven, mit p’ die Anzahl der nega-
tiven Kreuzungen von % und § bezeichnen, so ist fiir gegebenes P und R
die Zahl ¢ = p — p" unabhingig von der Wahl von €.

Die Zahl ¢ stellt mithin eine Beziehung zwischen B und R dar. Wir
nennen sie den Grad von R in bezug auf PB.

§ 3.
Diejenigen Elemente von y, welche von j cine Enifernung > 51,, be-

sitzen, bilden ein mit y, zu bezeichnendes (»—1)-dimensionales Fra'gmeni:,-
dessen Grenze 7, fiir unbeschrinkt wachsendes v gleichmiBig gegen j
konvergiert.

# Sei f der Endpunkt der kreuzenden Polygonseite fiir einen positiven Um-
laufssinn von B, ¢ eine positive Indikatrix des gekreuzten Grundsimplexes von 9.
Falls 4f fir den R, eine positive Indikafrix darstellt, heift die Kreuzung positiv.
Um die im Texte ausgesprocheme Eigenschaft einzusehem, braucht man P nur in
solcher Weise aus dem Unendlichen heranriicken zn lassen, daf die Bahnen der
Punkte von P keine (n-—3)-dimensionale Grondseite, und speziell die Bahnen der
Eckpunkte von % keine (n—2)-dimensionale Grundseite von R treffen,

## Hinsichilich der Beziehung zwischen ,positiver Indikatrix* und ,positiver
Randindikatrix* vgl. Math., Ann. 71, 8. 108,
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Wir nehmen mit J eine solche Fundamentalreihe 2, 2, --- von
simplizialen Zerlegungen vor daB fiir unbeschrinkt wachsendes v die
Breite der zu 2z, gehorigen Grundsimplexe unter jede Grenze herahsinkt,
wihrend jedes z,,, eine Unterteilung von 2z, ist. Jedes z, bestimmt im
E, ein (»n—1)-dimensionales Netzfragment J," resp. J,” als simpliziales
Bild von J' resp. J”, und ein geschlossenes zweiseitiges (% — 2)-dimensio-
nales Netz j, als simpliziales Bild von j. Jedem Elementeckpunkte von 7,
weisen wir einen solchen in j liegenden Grundpunkt von 2, zu, welcher
von ihm die kleinstmogliche Entfernung besitzt, und konstruieren dement-
sprechend Im reprisentierenden Simplexe S von J’ eine simpliziale Ab-
bildung von #,, welche wir aus dem Mittelpunkte von S auf s projizieren.

Sodann nehmen wir mit 7, eine solche simpliziale Zerlegung ¢, vor,
daB durch die genannte Projektion jedes Grundsimplex von £, innerhalb
eines einzigen zn 2, gehorigen Grundsimplexes von s abgebildet wird.
Den Eckpunkten eines willkiirlichen Grundsimplexes von £, sind dann
solche Punkte von j, zugewiesen, welche in einem einzigen Grundsimplexe
von j, enthalten sind.

Durch eine passende simpliziale Zerlegung der Grenzelemente von ,
erweitern wir §, zu einer simplizialen Zerlegung von y,, und indem wir
von dieser Zerlegung alle nicht zu %, gehdrigen Grundpunkte festlassen,
jeden zu 7, gehdrigen Grundpunkt aber durch den ihm entsprechenden
Punkt von j, ersetzen, wird als simpliziales Bild von ¢, ein zweiseitiges
(n—1)-dimensionales Netzfragment F, bestimmt, dessen Grenze 1, sich als
simpliziales Bild von 7, aus einer endlichen Zahl von geschlossenen zwei-
seitigen (n—2)-dimensionalen Netzen zusammensetzt und in j, enthalten ist.

§ 4.

Fiir hinreichend grofies » hat das Polygon w auBer R keinen Punkt
mit £, gemeinsam, ist mithin der totale Grad von 1, in bezug auf w
‘gleich + 1.

Den Grad der Abbildung von 2, auf j, (vgl Math. Ann. 71, S. 105)
bezeichnen wir mit ¢, den Grad von j, in bezug auf w mit ¢.

Sei €, ein solches mit einer positiven Indikatrix versehemes zwei-
seitiges (n— 1)-dimensionales Netzfragment, welches j, als Grenze und die
negative Indikatrix von j, als positive Randindikatrix besitzt, wihrend
kein Eckpunkt und keine Teilstrecke von w in €, liegt und keine Seite
von w eine (n—2)-dimensionale Grundseite von §, trifft. .

Seien €,, €, -- -, €, weitere Netzfragmente derselben Art, so sind
die Anzahlen der positiven und der negativen Kreuzungen von w mit
Fot €+ €+ € 4 - - - + €, einander gleich.
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Der totale Grad von 1, in bezug auf % wird somit erhalten, indem
wir den Grad von j, in bezug auf w mit ¢ multiplizieren, d. h. es gilt
folgende Formel:

e/ =41,

Dieser Formel kann aber wur dadurch geniigé werden, daB sowohl c

wie € gleich + 1 ist.

§ 5.

Wir nehmen nun dem zu beweisenden-Satze entgegen an, daf auBer
I noch ein zweites von J bestimmtes endliches Gebiet I’ existiert. Als-
dann konstruieren wir " und £, in I’ analog wie y und £, in I, wobet
die Grenze i, von f," ebeuso wie die Grenze 1, von F, das Netz j, mit dem
Grade + 1 tberdeckt. Weiter diirfen wir die Streckenziige v" und ¢” in
solcher Weise konstruiert denken, daB sie ¢ ebensowenig wie y treffen,
sodaB »" mit w keinen Punkt gemeinsam hat.

Nun muB einerseits jedes Polygon, von dem kein Eckpunkt und keine
Teilstrecke in 5,4+ F, liegt und keine Seite eine (»—2)-dimensionale
Grundseite von £, + £, trifft, mit £, + F,” eine gerade Anzahl von Kreuzungs-
punkten aufweisen, andererseits aber kénnen wir » so groB wihlen, daB
das Polygon w mit /| keinen Punkt gemeinsam hat, mithin 5, + £ nur
in einem einzigen Punkte, nimlich im Punkte E kreuzt.

Aus diesem Widerspruche folgern wir, daf J wur ein einziges end-

liches Gebiet I bestimmen kawn.
W. z. b. w.



