
Beweis des Jordanschen Sa~zes ffir den n-dimensionalen Raum. 

Yon 

L. E. J. BROrW~R in Amsterdam. 

Der zu beweisende Sa~z lautet  folgendermaBen: 
Im  n-dimensionalen t~a~me R,  bestimmt eine Jordansche Mannigfaltig- 

keit~ el. h. das eineindeutige und stetige Bad  einer gesch]ossenen (n--1)-di-  
mensionalen Mannigfaltigkeit zwei Gelriete, und ist mit der Grenze jedes 
dieser Gebiete identisch. 

W i t  bezeichnen die Jordansche MannigfaRigkeR mit  J ,  u n d  zerlegen 
(analog wie frfiher in der Ebene*)) den Satz in folgende drei Bestandteile: 

1. Die Grenze eines yon J bestimmte~ Gebietes ist n~it J- identisch. 
2. J bestimmt h6chstens zwei Gebiete. 
3. J bestimmt mindeste~s zwei Gebiete. 

Alsclann is~ der ers~e TeLl im Resul~ate des w 6 meiner vorstehenden 
Arbei t  en~halten~ w~hrend der dritte Teil sich nach elner yon Lebesgue 
skizzierten ~Iethode**) herloiten l~t~k Der noch restierende zweiie Teil 
so]] im Folgenclen erledig~ werden. 

*) Math. Ann. 6% S. 169--175. 
**) O. R~, 27 mars 1911. Das daselbst erhaltene Resultat liefert zusammen mit 

den Entwicklungen yon BaSte in Bull. des Sc. Math. (2), 31 einen zweiten Beweis der 
Invarianz des ~-dimensionalen Gebiets. 

Far d/ejenigen Leser, deren Interesse mi~ dem dreidimension~len Raume auf- 
hSr~, lasse ich bier einen sehr einf~chen, aber nut ffir ~ 3 gfiltigen Beweis dieses 
dritten Teiles des Jordanschen Sa~zes folgen. 

Seien 3t und j~ zwei geschlossene stetige Kurven (ira Sinne yon Schoenflies) 
des ~ ,  so kSnnen wir den vollen Umlauf yon Jl resp. j~ in unendlich vielen We/sen 
als eindeutiges und stooges Bild ~ resp. ~ eines Kreises auffa~sen. Ffir eine be- 
s~immte Wahl yon ~ und ~ besitzt die En~fernung zweier entspreehender Punkte 
yon j~ und j~ ein ~faximum M; die bei Variierung yon ~ und ~ auftretende untere 
Grenze yon M soll die Parame~distanz yon Jl ~ d  j~ heiBen_ 

Wean wit eine endliehe Reihe yon geschlossenen stetigen Kurven, in weleher J 
alas arste und ein einz/ger Punkt das lef~e Element ist, in solcher Weise kons~xLieren, 
daf~ alas ~f_~d_mum tier Paramcterdist~nzen zweier aufeinanderfolgender Elemente den 
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w  

Sei .E das yon J best immte unendliche Gebiet, I ein yon  J best immtes 
endliches Gebiet, 2 ein Punk t  yon L W i t  w~hlen in J ein willkiirliehes 
Element  o r" heraus~ bezeiehnen die yon elan iibrigen Elementen gebfldeba 
Punkt,menge mit  J " ,  den Umfang  yon J '  mi$ j ,  das repr~isentierende 
Simplex (vgl. Ma~h. Ann. 71, S. 100) yon J '  mit  S, den Umfang  yon S 
mi t  s, w~hlea in J '  und dementspreehend (vgk L c. S. 108) in j einen 
posit iven Sinn der Indikatrix~ verbinden 2 und J " - - j  innerhalb I du tch  
einen W e g  w', und verbinden J ' - - j  und J " - - j  innerhalb E durch einen 
W e g  w~. 

Die Menge derjealgen Punkte  yon J ;  welche yon  J "  eine En t fe rnung  
Y~ 
~ - i  besi~zen~ bezeichnen wi t  mi~ or~ '. 

- - 2  
W i r  zertegen den / ~  in homothetisohe n-dimensionale Kuben % mit  

der  Kantenl~inge 1, jeden der q0 in 2 = homothe~isehe Teilkuben ql mi t  

Wext e besi~t~ so werden wir sagen, daf~ j ~it dem Una~etigk~itsgrade e zusammen- 
gezogen wird. 

Eine endliche Menge yon geschlossenen stet~gen Kurven nennen wir kurz ein 
Kurvensyste~ 

Sei nun J" eine Jordansche Fl~ehe im _Rn, x eine solche um einen ihrer Punkte 
beschriebene Kugel, die einen Teil yon J" in ihrem ~uBeren und nur zweiseitige Teil- 
gebiete yon J" in ihrem Innerefi enthal~. Dutch elne geeignete Inversion des Z~n 
geht ~ in eine Ebene k, J" in eine Jordansche Fl~che J-fiber. Sei ~ ein dutch k 
in J aasgeschnittenes zweiseitiges Gebiet, 7 die Grenze yon ~, ~ ein ~, im AbsSande 
s~ approximierendes Polygonsystem in $ ,  S ein van ~ die Parameterdistanz ~ be- 
sitzendes, in k liegendes Kuzvensystem. Wenn wix so mi~ s 1 gegen ~ull konvexgieren 
lassen, so existier~ in k ein Gebiet G, we]ches fiir hinreiehend kleines ea eine nieh$ 
verschwindendr Zahl e Male yon S umlaufen wird. 

Im entgegengesetzten Falle k~nnten wix nSmlieh das Kurvensys~em S in k in 
einer En~fernung ~ s~ von 7 mi~ dem Uns~e~igkeitsgrac]e e~, nnd auf Grund davon 
das Kurvensystem ~ in or in einer Entfernung ~ ~ yon ~, mit dem Unsf, etigkei~gl-a~l~ 
$~ zusammenziehen, wo z s ~ st, s~ und e~ mit ~ gegen ~ult konvergieren. Dies ist 
aber nach cler Definition yon ~ ein Wide~larueh. 

Ein in einem Punkte yon G. auf k errich~eles LoS ~ wird sowoM yon S wie 
yon ~ c Male umlaufen, soda~ die Differenz der Anzahlen tier posi~iven und der nega- 
s Kreuzungen yon / mit einer willkfirlichen hinreichend genauen uimpli~ialen 
Appro~m~erung yon @ gleieh +__ e ist. Mithin kSnnen wit eine ~lche nicht yon 
o r - - ~  ge~roffene und von nicht in J- lJegen~len End]punkah Q~ und Q~ begrenzge 
Teilstrecke yon 1 bestimmen, ffir wetche die Diffe~enz der Zalden der posi~iven und 
der negativen Kreuzungen mit einer willk~rliehen hinreiehend genauen simpliziaton 
Atgproximierung yon {~ nicht g/e/vh ~r~ll ist. Dann abe~: m~sen  ein wiltk~icher~ Q~ 
und ~ verbindender Streckenzug und eine wittkfirliche hlnreichend genaue shnl~liziale 
Alaproxlmieruag yon J notwendig einander ~retfen, sodafl Q~ ~ d  Q~ dutch J getc~n$ 
~erden. 
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1 
tier Kanh~nl~ge y~ jeden der ql in 2 ~ homothetische Teilkuben % mit 

der Kantenlgnge 1 -u ~ llSW. 

Die yon denjenigen %, welche in ihrem /nneren oder anf ihrem Urn- 
range wenigs~ens einen Punkt yon J~" enthalten, gebildete Punktrmenge 
bezeichnen wit mi~ t~, die Menge der zu / ~  t~+l, t ~ + ~ , " "  gehgrigen 
Punk~e mit %; wit wSJalen v so grote, dab w' yon % nieht getroffen wird. 
Das P en~haltende yon J d-z~ bestimmte Gebiet bezeichnen wit mit I~, 
den nieht in J'" enthaltenen Tell der Grenze yon I~ mi~ g. 

Dasjenige von J " d - g  bestimmte Gebiet, in dem E enthalten ist~ 
bezeietmen wit mit ~ ,  und ziehen in /~  einen Weg w'" ans E naeh g. 
Der Endpunk~ R dieses Weges liegt in einer gewissen zur Grenze yon 
/i~ gehSrigen zweiseitigen (n--1)-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit 
(vgl. meine vorstehende Arbei~ S. 305) 7 mit ebenen Elementen und einem 
in j enthaltenen Rande*). Hierbei werden zwei (n -- 2)-dimensionale Ele- 
men~seiten yon 7, welehe in l ~  zasammeafallen, dann und nut dann aueh 
far 7 als identiseh be~raehtet, wenn die beiden entspreehenden Elemente 
daselbst einen zu E~ gehSrigen Winkel einsehliet~en. 

Wir ditrfen annehmen, dab der Punkt _~ nicht einer (n--2)-dimen- 
sionalen Elementseite yon 7 angehSrt. 

Wit wiitden in 7 einen positiven Sinn der Indikatrix, ziehen in I~ 
ass P einen w" nieh~ treffenden Weg w" naeh R, und bezeichnen den 
yon w' und w" gebildeten Streckenzug mit w~. 

Die zu E~ gehSrige Seite yon 7 soil ihre linke, die andere ihre rechte 
Seit~ heii~en. Alsdann verbindet der Weg w~, innerh~lb I die rechte Seite 
yon 7 rail J " - - j ,  w~hrend der Weg w"  ein Endsegmen~ w,~ besitzt, 
welches innerhalb I die linke Seite yon 7 mit J ' - - j  verbindet. 

Mittels zweier in beliebiger NgJae yon J" resp. yon J "  verla~ender, 
j nieht treffender Streckenziige v" and v" kSnnen wir die Wege w~, w~ 
und w~ erg'~zen zn einem 7 nut in einem einzigen Kreuzungspunkte, 
n~mlich im Punkte ~ treffenden Polygon w. 

w  

Im / ~  vers~hen wit unter einem p-dimenslonalen ~-Vetze resp. ~etz- 
f~'agmente das simpliziale Bild einer xo-dimensionalen Pseudomaanigfaltigkeit 
resp. eines lo-dimensionalen Fragmentes (vgl. meine vorstehende Arbei~ 
S. 306). 

*) Unter dem Rande yon 7 vers~ehen wir die Menge der nieht in 7 enthaltenon 
Greazpunlr~ yon 7- Ob solche Grenzpunkte exis~ie~en, bleibt in diesem P~ra~aphen 
nooh da, hingesf~.Jlk 
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Unter den Gr'undsim~lexen, Grund1~n~ und Gru~d~/te~ eines 
Netzes resp. l~'etzfragmentes verstehen wit die Bilder der Grundsimplexe, 
Grundpunkte und Grundseiten der entspreehenden Pseudomannigfaltigkeit 
resp. des entsprechenden Fragmentes. 

Wenn i m / ~  ein mit einem positiven UmIaufssinne versehenes Poly- 
gon ~ und ein mit einer positiven Indikatrix versehenes geschtossenes 
zweiseitiges (n--t)-dimensionales l~etz ~ in solcher Weise getegen sind, 
dab ke[n Eckpunkt und keine Teils~recke yon ~ in ~ l ie~ und keine 
Sei~e yon ~ eine (n -- 2) - dimensionale Grtmdseite yon ~ ~rifft, so sind 
die Anzahlen der positiven und der negativen Kreuzungen yon ~ mi~ 
einander gleich.*) 

Ffir den Fall, dab ~ einseifdg ist, l~gt sieh nur aussagen, da~ die 
absolute Anzahl der Kreuzungen yon ~ und ~ gerade ist. 

Wir denken uns nun im R~ ein mit einer posi~iven Indika~rix ver- 
sehenes gesehlossenes zweiseitiges (n--2)-dimensionales Ne~ ~ und ein mi~ 
einem positiven Umlauf'ssinne versehenes, 9{ nieh~ treffendes Polygon ~. 

Sei ~ ein solehes mit einer positiven Indikatrix versehenes zwei- 
sei~iges (n--1)-dimensionales Netzfrag~nen~, welches ~ als seinen einzigen 
Rand und die positive Indikatrix yon ~ als positive Randindikatrix**) 
besitzt, wiihrend kein Eekpunkt und keine Teilstrecke yon ~ in ~ lieg~ 
und keine Sei~e yon ~ eine ( n -  2)-rtimensionale Orundseite yon ~ ~rifft~ 
Wenn wir dann mit p die AnzaM der positiven~ mit ff die Auzahl der nega- 
riven Kreuzungen yon ~ un4 ~ bezeiehnen~ so ist ffir gegehenes ~ und 
die Zahl c = 1 0 -  p' unabh~ugig yon der Wahl yon ~. 

Die Zahl c s~ell~ mithin eine Beziehung zwisehen ~ und ~ dar. Wit 
nennen sie den Grad yon ~ ir~ bez~g ~ f  ~. 

w 
> i  Diejenigen Elemente yon y, wel~e yon j eine En~fernung _~ ~, bed 

sitzen, bilden ein mit 7,. zu bezeidhnendes (n--1)-dimensionales Fr~gment,- 
dessen Grenze ~ ffir unbeschr~mk~ wachsendes v gleichm~Big gegen j 
konvergiert. 

*) S e i f  der Endpunk~ der kreuzenden Polygonsei~e flit efnen posikiven Um- 
laufssinn yon $, i e~.ne positive Indikatrix des gekreuz~en Grundsimplexes yon ~. 
Falls i f  fox den R~ eine positive Indikah~lx darsteU~, hei~ die Kreuzung posi~v. 
Um die im Tex~e ausgesprochon~ Eigenseh~ft einzusehen, b~ucht mau $ nat in 
solcher Weise aus dem Unendlichen heranrficken za lassen, dab die Bahnen der 
Punkte yon $ keine (n--3)-dimensionale Grundseite, und speziell die Bahnen dot 
Eekpunk~ yon ~ keine (~--2)-dlmensionale Grundseite yon ~ ~ffen. 

*~ Hinsich~lich eter Beziehung zwischen .positiver Indikai~" und .posit/vet 
Raudindikatrix" vgl. M~th. Ann. 71, S. 108. 
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Wit ~nehmen mit J eine solche Fundamentalreihe zl, z ~ , . . ,  yon 
simplizialen Zerlegungen vor dat~ fiir unbeschr's wachsendes v die 
Breite tier zu z, gehSrigen Grundsimptexe untex jede Grenze herabsinkt, 
w~hrend jedes Z,+l eine Unterteflung yon z~ is~. Jedes z, bestimmg im 
/ ~  ein (n--1)-dimension~es Netzfragment J," resp. J ,"  als simpliziales 
Bild yon J" resp. J"~ und ein geschlossenes zweiseitiges (n--2)-dimensio- 
hales Ne~z j~ als simpliziales Bild yon j .  Jedem Elemen.teckpunkte yon V~ 
weisen wit einen solchen in j tiegenden Grundpunkt yon z~ zu, weleher 
yon ibm die kleinstmSgliche Enttbrnung besitz~ und konstruieren demen~ 
sprechend im repr:~sentierenden Simplexe S yon 3" eine simpliziale Ab- 
bfldung yon V,, welohe wit aus dem Mittelpunkte yon S auf s projizieren. 

Sodann nehmen wir mit ~ eine solche simpliziale Zerlegung ~ vor, 
dab durch die genannte Projektion jedes Grundsimplex yon ~ innerhalb 
eines einzigen zu z~ gehSrigen Grundsimplexes yon s abgebilde~ wir& 
Den Eckpunk~n sines willkfirliehen Grundsimplexes yon ~, sind dann 
solche Punkte yon j ,  zugewiesen, welche in einem einzigen Grundsimptexe 
yon j~ enthalten sind. 

Dutch eine passende simpliziale Zerlegung der Grenzelemente yon 7, 
erweitern wir ~ zu einer simplizialen Zerlegung yon 7,, und indem wit 
yon dieser Zerlegung alle nicht zu ~, gehSrigen Grundp-n~e festlassen, 
jeden zu V, gehSrigen Grundpunkt abet durch den ibm enisprechenden 
Punk~ yon j~ ersetzen, wird als simpliziales Bfld yon 7~ ein zweiseitiges 
(n--1)-dimenslonales Netzfragment ~ bestimmt, dessert GTenze 2~ sich als 
simpliziales Bild yon ~ aus einer endlichen Zahl yon geschlossenen zwei- 
seitigen (n--2)-dimensionalen Ne~zen zusammensetzt und in j ,  enthalten ist. 

w  

Fiir hinreichend ~o,rol~es ~, hat das Polygon w aui~er /~ keinen Punk~ 
mi~ I~ gemeinsam, isi mithin der iotale Grad yon 1~ in bezug auf w 
gleich • 1. 

Den Grad der Abbildung yon 2, auf j ,  (vgl. Math. Ann. 71, S. 105) 
bezeiehnen wit mi~ c, den Grad yon j ,  in bezug auf w mi tc ' .  

Sei ~1 ein solches mit einer positiven Indikairix versehenes zwei- 
seitiges (n--t)-dJmensionales Netzfragment, welches j~ als Grenze und die 
negative Indika~rix yon j~ als positive Randindikatrix besi~zi, w~hrend 
kein Eckpunk~ und keine Teilstreeke yon w in ~1 lieg~ und keine Seite 
yon w eine (n--2)-dimensionale Grundseite yon ~1 trifle. 

Seien ~ ,  ~ a , . . . ,  ~, weitere Neizfrag-mente derselben Art, so sind 
die A-Tahlen der posi~iven und der negativen Kreuzungen yon w mi~ 
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Der to~le Grad yon ~ in bezug auf w wird somit erhal~n~ indem 
wir den Grad yon j~ in bezug auf w mi~ c mul~plJzieren, d. h. es gilf~ 
folgende Formeh 

c c ' = •  1. 

Dieser Formal kann abet nut dadurch geniigt werden, daft sowoh~ c 
wie c" gleich • 1 ist. 

w  

Wir nehmen nun dem zu beweisenden~Satze enf~gegen an, dab aul~er 
I noch ein zwei~es yon J bes~imm~es en~clliches Gebiet I '  exis~ier~. Als- 
dann konshmieren wit 7" and Y,' in I '  analog wie 7 und d, in I~ wobei 

V 1 die Grenze X," on J=~ ebeuso wie die Grenze 4, yon J:, das ~etz Jr mi~ dem 
Grade • 1 iiberdeckt. Welter diiffen wir die Streekenziige v" und v" in 
solcher Weise konstruier~ denken, dab sie 7" ebensowenig wie 7 treffen, 
soda6 7" mit w keinen Punk~ gemeinsam hat. 

Nun muB einerseits jedes Polygon, yon dem kein Eckpunkt and keine 
Teilstrecke in Y,+Y;  lieg~ und keine Seite eine (n--2)-dimensionale 
Grtmdseite yon ~, + c ,  ~riff~, mi~ S, + $," eine gerade Anzahl yon Kreuzungs- 
pun]~en aufweisen~ andererseits aber kSnnen w i r v  so grol~ wii~len, daft 
das Polygon w mit J-~ keinen Punkt gemeinsam ha~, mi~hin d:, + 5, nut 
in einem einzigen PunkCe, n~imlieh im Punk~ .R kreuz~. 

Aus diesem Widerspruche folgern wir, daft J nut ein einziges 
liehes Gebiet I bestimmen kann. 

W. z. b. w. 


