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SULLE SERIE ALGEBRICHE SEMPLICEMENTE INFINITE DI GRUPPI 
DI PUNTI AH'ARTENENTI A UNA CURVA ALGEBRICA. 

Memoria di R u g g i e r o  T o r e l l i  (Pisa). 

Adtmanza del 2~ giugno 19[ 3. 

In questa Memoria studio le serie algebriche semplicemente infinite di gruppi di 
punti su una curva algebrica. E mi occupo in ispecie delle particolarit~ che presenta la 
variet',t jacobiana di una curva di genere p contenente una serie ool di genere ~ p  ~). 

Generalit~t; lemmi preliminari. 

I. Assegnata su una curva Cp, del genere p, una serie algebrica oo I, T, di gruppi 
di punti, i primi caratteri che si presentano come essenziali per lo studio di essa sono: 
l'ordine n (numero  dei punti di cui 6 costituito ciascun gruppo);  l'indice v (numero 
dei gruppi di "{ uscenti dal generico punto di Cp); il genere T~ delia serie stessa; il 
suo difeno di equivalen;~a ~ (numero dei gruppi di T contenuti in una generica g:7~_, 
di Cp). Mediante tali numeri si esprimono i numeri d, 3 dei punti doppi e di dirama- 
zione di T: si hanno infatti le note formule: 

d = 2 v ( n  -[-  p - -  i ) - -  2~[, ~ = 2 n ( v  -}--'/~ - -  I )  - -  2 ~  a). 

Indicheremo la serie T col simbolo 7,1,; e, quando occorra tenet presente anche gli 
altri caratteri sunnominati, adopreremo il simbolo T~,[v=~]. 

Se poi F 6 una curva birazionalmente identica a T 3), resta individuata tra Cp e 
I',~ una corrispondenza 0 ( n , )  di indici n, v; e su 1~ una serie 3,~: questa, se T~' non 

*) NOTAZlONI usate di frequente: curva Cp ~ curva C di genere p; variet8 V k ~ varietfi oo~ ; 
corrispondenza 0 (~ ' ) - - -~  corrispondenza 0 di indici ~, ~'; involuzione l ~  involuzione I di ordine ~; 

congruenza ~k- i  su una varietal V k ~ congruenza X di dimensione k - -  i (di varieth ool). 

2) Nelle quali 6 sottinteso che la  serie non possegga infiniti punti doppi o, rispettivamente, di dira- 

mazione. ~ Le considerazioni del presente lavoro valgono anche (con ovvie modificazioni in qualche 

punto) per le serie con infiniti punti multipli o di diramazione. 
L'importanza dello ~[ fu, notoriamente, messa in luce da CASTELNUOVO. 

8) Ove I'~r ammettesse corrispondenze biunivoche in s~, intendiamo riferirci ad una corrispon- 

denza fra T e 1-'~ che si suppone fissata una volta per sempre. 
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composta con una involuzione, ha l'indice n, il difetto di equivalenza ~, ed 6 birazio- 
nalmente identica alla Cp', se invece la "'t., 6 composta con una involuzione I~ di ordine ~, 

la "~'~ ha l'indice n ,  il difetto di equivalenza ~ 4), ed ~ birazionalmente identica a I~ 

(e allora a due punti di @ coniugati in I~ corrisponde nella ~ ( n v ) u n o  stesso gruppo 
della, y~). Gli enti ~ ~,~ e O(nv) sono perfettamente individuati da -,' I, e si diranno anche 
indotti da essa. Analogamente diremo che una corrispondenza fra due curve induce su 
ciascuna di esse una serie birazionalmente identica all'altra, o ad una involuzione sul- 
l'altra. 

Parlando di una serie, sottintenderemo sempre, salvo a dire espressamente il con- 

trario, che essa sia (~ ' ,  senza punti fissi) irriducibile e non costituita di gruppi fra 
loro equivalenti. 

2. Assegnata su una curva @ una serie y,, [ ~ ] ,  i residui dei suoi gruppi rispetto 
a una g,~+p di Cp costituiscono una serie -,' che si dint residua della data -,' Quail lp~ i n "  

sono i caratteri di y~? 

a) Se un generico gruppo di 7,', non b equivalente ad altri gruppi di y,', le due 
serie y~ ' , Yp sono riferite fra loro biunivocamente. E mediante un lemma da me dato 
altrove s) si vede subito che: 

LEMMA I . -  Sopra una curva Cp una y, ' [v=(]  il cui gruppo generico non sia equi- 
�9 I valente ad altri gruppi, ammette come residue delle y;[znz,] .  

b) Se poi un generico gruppo di 7', ~ equivalente ad altri -~ ~ I gruppi della 
serie stessa, le "~-ple di gruppi fra loro equivalenti costituiscono, entro l'ente ~,', una 
involuzione di un certo genere ~ ( o  ~ r~ ~ ~) a). Con una facile estensione del lemma 
succitato [vedi nora s)] si vede che: nel caso attuale la 7~[v ~Z~] ammette come residue 

delle " ' ~ [ ~  [~-] ~ P [. "tl ~r 

4) Si vede infatti facilmente che in una  cor r i spondenza  (I  ~) ira due curve  C,, C, a una "~ [~ ~ ~] 

di C cor r i sponde  una "l'~,,[v~ a~] di C. Basta osservare  t h e  i punt i  doppl  di y~,, p r o v e n g o n o  da quelli 

di y~ e dai punt i  di d i ramazione  della corr i spondenza  fra C, C. 

Aw,  er to  che,  par lando  di involuzjone su una curva, so t t in tendo,  s e c o n d o  l 'uso comune ,  di ordine 

~> I, e pr iva  di punti  multipli variabili ( n o n  costi tuita cio6 dai gruppi  di un ' a l t r a  involuzione,  di ordine  

I, conta t i  c iascuno pifi volte) .  

5) R. TORELL~, SuUe curve di genere due contenenti una involu~ione ellittica [Rendicont i  delia R Ac- 

cademia  delle Scienze Fisiche e Matemat iche  di Napoli ,  serie III, vol. X V I I  ( i 9 x r ) ,  pp. 412-419] , 

n ~ I, b). 

Q uel l e m m a  si es tende  subito cos i :  

Avendosi  su una curva  due serie oo ~ , ,~', 3/, f ra i  cui gruppi interceda una corrisponden~a di indici 

qualunque tale che la somma o la differenza (virtuale) di due gruppi  omologbi var l  in una serie lineare, 

f ra i  difetti di equlvalen~a ~(, ~' di y, y' intercede la rela~ione ~ ~' ~--- x' ~ : esset~do ~ - -  I (rispettivamente 

~ . ' - -  x) il numero dei gruppi della serie y (rispettivamente y') equivalenti al suo gruppo generico. Si not i  

che fra y, y' si potr/t stabilire una cor r i spondenza  ana loga  a quella suddet ta ,  e di indici ~, ~'. 

6) R icord iamo che avendosi  su una  curva una infinit~ raz ionale  di serie lineari,  esse son  tut te  

con t enu t e  in una  unica serie l ineare comple ta  (dello stesso ordine) .  Si no t i  che 6 to = x se, e solo 

S ~  ~ ~ I .  
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OSSERVAZIONE.---Trai residui dei gruppi di ""1,, rispetto a una generica g"+p, non 
ve n'~ alcuno speciale: giacch6 aggregando a ogni gruppo di y~ ogni p-pla speciale di 
punti di Cp si hanno solo c~P-' serie iiueari g',i+r" Adunque: la generica residua di una 
serie non contiene gruppi speciali. 

Se per6, per una particolare scelta della gii+p, trai residui rispetto ad essa dei 
i gruppi di "~j,, vi fosse una p-pla speciale (una volta), tutta la gp da questa individuata, 

contata I o ~ volte secondo che si sia nel caso a) o b), andrebbe considerata come 
parte della serie residua di , ' "  L,- tal serie residua sarebbe perci6 riduttibile. Ma si vede 
subito che il suo indice e il suo difetto di equivalen~a avrebbero sempre il valore ~ o 

secondo i casi. 
?] 

3. II sistema delle residue di una serie ~ mutato in s+ dalle trasformazioni di I ~ 
specie fi'a le p-ple di punti della curva sostegno. Tal sistema pub dunque ottenersi ap- 
plicando a una particolare residua le dette trasformazioni. 

Se frai gruppi di due serie ,(, y', intercede una corrispondenza (~.~') tale c h e l a  
differenza fra due gruppi omologhi vari in una serie lineare, le due serie hanno le 
medesime residue. Se invece 6 la somma di due gruppi omologhi che varia in una serie 
lineare, le residue di "~,' (o y) si possono avere applicando alle residue di "~, (o "() una 
qualunque trasformazione di 2" specie. E viceversa. [Vedi nora s)]. 

La generica residua di una serie non ~ composta con una involuzione, e possiede 
punti doppi e di diramazione in numero finito. 

4. Lo studio di una serie algebrica ~ intimamente legato a quello delle sue residue; 
e perci6 helle ricerche sulle serie algebriche appartenenti a una curva C~ ci si pu6, 
almeno per molte questioni, limitare alia considerazione delle serie di ordine p, prive 
di gruppi speciali (e non composte con una involur nb aventi punti doppl o di dira- 
maz~ione variabili). 

Dal n ~ 9_ risulta, relativamente alle serie di ordine p, che: 
LEM~A II. - -  Su una curva Cp una serie "(~ priva di gruppi speciali ha il difetto di 

equ, ivalen~a eguale all'indice. 

Presa infatti una residua - '  della "~ yp "~, questa ultima puo, a sua volta, considerarsi 

come residua di-~'~,p, onde segue l'asserto. /~ subito visto che: 
,~ possiede ~ gruppi speciali (una volta), il suo indice ~ inferiore di ~ unitd Se la ~ p 

al suo difetto d'equivalenza. 
OSSERVAZIO~rE.- Per le serie pi~ volte infinite si possono facilmente istituire con- 

siderazioni analoghe alle precedenti (e a parecchie delle seguenti). Per una serie oo0, T,o, 
di ordine n, l'ufficio che ha il numero Z per le serie oo ' 6 tenuto, in alcune questioni, 
dal numero Zp dei gruppi della serie contenuti in gruppi di una generica "-P g,+p_p. Tale 
numero  rientra fra quelli da me studiati in un precedente lavoro 7). L'annullarsi di z~ 

7) R. TORELLI, Sulle serle algebricbe di gruppi di punti appartenenti a una curva algebrica [~tti 
del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, tomo LXVII (I9O7-I9o8), parte II a, pp. I323-i336 ]. 
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condizione necessaria e sufficiente perch& ogni gruppo di "f~, sia equivaiente ad infiniti 
altri; se Zo 6 --~o, I'indice delle "I'~ residue della -(~, ~ appunto Z~ o un suo divisore; etc. 

Per lo studio delle serie algebriche, una o pifl volte infinite, sono per6 essenziali 

oltre i numeri 7,, Zp suddetti, anche altri caratteri analoghi. Cosl il COMESSA'rTI ha re- 
centemente posto in luce s) l'importanza che per una serie oo', y, hanno i humeri a~p 

relativi alia serie costituita dalle ~-ple di gruppi di y. 

Ii. 

Digressione: sulle varietk picardiane. 

5. Si chiama, corn% ben noto, varietal picardiana una variet'a (irriducibile)ooP, Ve, 

contenente un gruppo abeliano, assolutamente transitivo, di trasformazioni birazionali 

in s~ (trasformazioni di z ~ specie). 
Le pill semplici variefft picardiane sono le varieth ]acobiane: chiamas[ cosl la va- 

riet,~ che rappresenta le gp di una curva di genere p. 
Un'altra categoria notevole di variet~ picardiane ~ data dalle variet.2t riferibili alle 

involuzioni generate da trasformazioni di I" specie cicliche di una variet~ jacobiana. 

Le varieth picardiane a 2 o 3 dimensioni sono jacobiane, ovvero appartengono a 

quest'ultima categoria. 

Nei numeri seguenti ricorderemo alcune proprietor note delle varieth picardiane, e 

ne osserveremo qualcun'altra, di facile dimostrazione, di cui dovremo fare uso in seguito. 

6. Si chiamano involuzioni ordinarie su una variefft picardiana Vp le involuzioni 

mutate in s6 dalle trasformazioni di i a specie di / ~ .  Una tale involuzione 6, a sua 

volta, riferibile a una varieth picardiana. 
Tra  le involuzioni ordinarie di Vp ve n'~, per ogni valore dell'intiero ~, una ben 

determinata, di ordine r birazionalmente identica aUa Vp, i cui gruppi sono costituiti 

dai punti vpli per le g~-~ di Vp 9). Designeremo tale involuzione col simbolo {~. 
Ogni involuzione ordinaria o ~ generata da una trasformazione di I a specie ciclica 

(involuzioni cicliche); o ~ una ,q entro una involuzione ciclica. 

7. a) Se una varieth picardiana Vp contiene una varieta picardiana V,~ con x ~ p ,  
V= appartiene ad tom (e una sola) congruenza di indice I, Xp_~. Questa k costituita da 
varietdt birazionahnente identicbe a V,,, ed ~ a sua volta riferibile a una varieta picardiana. 

8) A. COMESS•TTI, Sulle serie algebricbe semplicemente infinite di gruppi di punti appartenenti ad 
u n a  curva algebrica [R~'ndiconti del Circolo Matematico di Palermo, tomo XXXVI (i ~ semestre I9X3) , 

PP. 35"57]. 
I risultati del ~ 2 della Memoria del CO~tESS~,TTI potrebbero anche ritrovarsi colle considerazioni 

del presente lavoro: vedi n ~ I 7 ,  e n ~ .27, Osservazione x a. 
9) G. CASTEL~UOVO, Sugli integrali semplici appa~'tenenti ad una superficie algebrica [Rendiconti delia 

R. Accademia dei Lincei (Roma), voL XIV, i ~ semestre 19o5, pp. 545-556, 593.598, 655-663], pag. 556. 
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Ogni trasforma~ione T di I ~ (o 2 ~) specie di Fp muta in s~ la Xp_,~, inducendo in essa 
una trasformagione di i s (o 2 ~) specie; e subordinando una trasforma~ione della stessa 
specie in una variet~z di Xp_,~ che sia mutata in sb da T. Esiste poi anche in frp una 
seconda congruenKa X~, d'indice I, di variet~ picardiane V~_~: X' ~ pienamente indivi- 
duata da X e la relaKione tra X, X' ~ reciproca. 

b) Se una varieta picardiana Fp possiede una varieta c~ a, F~ (d ~ p ) ,  su cui i de- 
gli integrali di x ~ specie di V~ restino costanti, la Ira k contenuta in una variet~z picar- 
diana Vp_, (d ~ /  p - i) immersa a sua volta in Irp. 

Questi due teoremi sono di CASTEL~UOVO, 1OC. cit. 9), pp. 593"598. 
Chiameremo senz'altro congruenze quelle di cui si parla in a);  e anche, pifi in ge- 

nerale, le involuzioni ordinarie entro queUe congruenze (tall involuzioni d~.nno con- 

gruenze di variet~ Hducibili). Non pu6 esservi ambiguitfi, poich6 le sole congruenze 

che avremo da considerare sono del tipo suddetto. 

8. Data entro una varietA picardiana Irr una curva irriducibile ~ di genere ~ I, 
applichiamo ad essa le infinite trasformazioni di i ~ specie T. Otterremo cosl un sistema 

Xe di ooP curve C (irriducibili); da ogni punto di Irp ne escono oo'. Ora proponiamoci 
questa questione : 

Pub il sistema Xe ammettere delle varieta fondamentali ? (Variet~ fondamentale per 

Xp & una varietfi tale che le C uscenti da un suo qualunque punto sono contenute in 
essa). 

Si vede facilmente che se esistono di tall varietal, il sistema Xp ~ intransitivo ~o): 

quindi costituito da oo p-i (o ~ i ~ p )  sistemi od transitivi, situati su variet~t oo i co- 

stituenti un sistema oo p-~ di indice I. Inversamente, se ci6 avviene, ogni variet~t appar- 
tenente al sistema detto ~ fondamentale per Xp. La questione propostaci equivale adun- 

que alraltra di vedere s e i l  sistema xp pub essere intransitivo. 
Ora per costruire Xp cominciamo, ripetendo una considerazione di CAS'rELSUOVO 

[1OC. cir. 9), pag. 594], ad applicare alla C le oo ~ trasformazioni T che mutano un s u o  

punto in un altro suo punto : ot:erremo cosl oo = curve C, due a due concatenate fra 

loro, che riempiranno una variet~t ~,  a 2 o 3 dimensioni. Applichiamo similmente a 

tall C le trasformazioni T che mutano un Dmto di @ in un altro punto di ~ :  se 

tall T non mutano @ in s& stessa, otterremo un sistema transitivo di curve C, che 
riempir& una variet~t ~l,) contenente �9 (e pifi ampia di ,1,). 

Cosl continuando, se il sistema X~ 6 intransitivo, e solo in tal caso, dovremo arri- 

vare a una variefft ~1, "), di dimensione ~ p, trasformata in s~ da tutte le T che mu- 

,o)  Chiamo transitivo un sistema di curve, allorquando due sue curve qualunque sono concatenate: 
possono cio~ riguardarsi come estremi di una serie finita di curve del sistema, tale che due curve con- 

secutive di essa serie si incontrano. Cfr. la mia Nota: Osservazioni di geometria sopra una varieM al- 
gebrica [Rendiconti della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli, serie III, 

vol. XVII ( I 9 1 0 ,  pp. 42o-425], n ~ I. L~ veramente si parla di congruence: ma queue considerazioni 
si estendono subito al nostro caso. 
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tano un suo punto in un akro suo punto. Ma allora ~ ~ una variet~ picardiana; e 

ogni C, in particolare C, + immersa in una varier2t della congruenza individuata da 
q,,z/ (n ~ 7). Si ha dunque il seguente 

LEMMA III. - -  Perch~ il sistema Xp, che si ottiene applicando a una curva (2 di una 

varietit picardiana Vp tutte le trasformazioni di i ~ specie, ammetta .varietal fonclamentali, 

k necessario e su~ciente che Vp possegga mm congruen.2a, e che la  C sia immersa in una 

varietd della congruen~a. 

Se Y~p ~ transitivo, diremo che C appartiene alla variet~ Vp. 
Le considerazioni di questo n ~ si estendono alle varieth di dimensione ~ I conte- 

nute in Vp. 
9. Sopra una varieth picardiana Vp abbiansi due involuzioni ordinarie l, I', degli 

ordini ~, ~' (.] 2~ I, , ~ ' ~  i), birazionalmente identiche: non escludiamo che esse coin- 
cidano. 

Data una corrispondenz~a biunivoca f2 f rai  gruppi di I, I ' ,  esiste solo un numero 

finito di punti  di Ve, da cui escono gruppi omologbi. Infatti, moltiplicando ~ per una 
trasformazione di I" specie variabile di I' in s6, si ottiene un sistema ~P di corrispon- 
denze biunivoche trai gruppi di I, I ' :  di tal sistema fa parte la t~. Ora due corrispon- 
denze di questo sistema non hanno mai una coppia di gruppi omologhi a comune;  
epper6 la variet2t dei punti da cui escono gruppi omologhi in una corrispondenza del 
sistema non ha punti comuni colle altre varieth ad essa analoghe. Poich6 esistono ~P 
di tall variefft, queste debbono essere di dimensione zero. c . D . D .  

Dalla precedente proprietA segue quest'altra: 
Sia ~ r  una variet~ birazionalmente identica a [, I'. Una corrispondenza biunivoca 

fra W t e I (o 1') pub riguardarsi come una corrispondenza O(I  ~) [o rispettivamente 
O ' ( r  ~')] fra Wp e V~. Orbene segue subito che: 

Una 6)(1~) e una O'(I  8') nolz possono, se non coincidono, avere infinite coppie di 
punti  omoh,gbi a comune. 

'~' bira- IO. Sopra una variet~t picardiana Vp si abbiano due congruenze Xe ; ,  "p_i 
zionalmente identiche tra loro (eventualmente coincidenti). Con considerazioni analoghe 
a quelle del n ~ 9 ~I) si vede che: 

Assegnata una corrisponden~a biunivoca ~q f ra  le varietd di Xp_~ e quelle di ~'' -'l,-i ~ i 
ptmti  di 1~ da cui escono varieta delle due congruenze omologhe nella f~ costituiscono 
una varietd o~ ~ di un'altra congruen~a. 

Se poi k//~_~ ~ una variefft birazionalmente identica a X~_~, .,,~_~, ogni corrispon- 
denza biunivoca fra H/-p_~ e X~_ i (o X' ' ~-i) pu6 riguardarsi come una corrispondenza 
O(I  o~') [o 0 ' ( I  oo;)] fra W~_~ e V~. Si ha subito che: 

Se una 0 ( i  ~ i )  e una 0 ' ( i  c~), non coincidenti, subordinano la stessa corrispon- 

i~)  E a quelle della mia Nota:  Sulle superficle algebricbe contenenti due fasci ellittici di curve 
[Rendiconti della R. Accademia dei Lintel (Roma), vol. XXI, i ~ semestre x912 , pp. 453"457]. 
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den<a fra una varietc~ di Wp_, e una, v, di Vp, la v ~ contenuta in una variet?t picar- 
diana, di dimensione ~ p, immersa in V~. 

I I. Esistono sempre variet?t jacobiane contenenti una data variet~t picardiana Vp. 
Prendiamo infatti una superficie F contenente un sistema di curve C, birazional- 

mente identico a Vp, e tale cbe la generica C non sia equivalente ad altre. Scelta su 
F una curva F, appartenente ad un fascio lineare X privo di curve spezzate e dotato 
di punti base, le C segheranno su F una serie ooP, y, birazionalmente identica a Vp, 

e di cui un gruppo generico non 6 equivalente ad altri. Supponiamo infatti che fissata 
una generica C, sia Co, esistano altre C [necessariamente in numero finito ~)],  siano 
C, ,  C~, . . . ,  tall che i gruppi (C  P), ( C  F), . . .  siano equivalenti; esisterk allora ~3) 
un intiero d tale che d C O ~ d C, ~ dC~ . . .  ; dal che segue che le C ,  C, ,  . . .  non 

possono, al variare continuo di F in Z~ variare ~4). Ma allora le Co, C ,  C ,  . . .  sa- 
rebbero equivalenti ~s), contro il supposto. 

Ci6 posto una serie residua della y ~ appunto rappresentata, nella variet,h jacobiana 
di r, da fina varietfi birazionalmente identica a V~. Ci6 prova l'asserto. 

Mediante la precedente propriet.h si pu6 ritrovare che le varietd picardiane hanno 
il sistema canonico di ordine <ero ~6). 

I2. La varieth jacobiana V~ di una curva I"  possiede un sistema oo '~-~ di variet~ Vo 
immagini delle ~-ple di punti di F~ (cio6 delle r.-ple di punti con 7:. - -  ~ punti fissi)'. 

Due qualunque di tall v o si corrispondono in una trasformazione di i ~ specie, t~ facile 
vedere che: 

Data in V~ mm involu<ione ordinaria I, il gruppo di I uscente dal generico punto 
di una v ~ non ha a comune con qnesta altri punti. 

Si noti pure che ogni v o appartiene (n ~ 8) a V r. 

III. 

C o s t r u z i o n e  di u n a  certa  c o n g r u e n z a .  

I3.  Una curva Cp possiede sempre serie di genere [~_ p;  ma, se essa ~ a snoduli 
generali, non possiede serie di genere ~r ~ p. Se infatti Cp possiede una serie y '  di 

, 2 )  SEVERI, Osserva(ioni varie di geometria sopra una superficie algebrica e sopra una varietd [Atti  

d e l ' R .  Is t i tu to  V e n e t o  di Scienze Le t te re  e Arti ,  t omo  LXV (19o5- i9o6) ,  parte  IP ,  pp. 625-643], n ~ 2. 

I3)  SEVERI, [ntorno al teorema d'ABEL sulle superficie algebriabe ed alla ridu~ione a forma normale 
degli integrali di PICARD [Rendicont i  del Cirr Matemat ico  di Pa lermo,  t o m o  X X I  ( I  ~ semes t re  i9o6) ,  
pp. 257-282], n ~ 9, T e o r e m a  IV. 

x4) SEVERI, No ta  ci tata ,2) ,  n ~ 5. 

t s )  SEVERI, No ta  ci tata x2), pag. 629, nota.  

x6) Basra osservare  c h e s e  una  variet~ V~ cont iene  un s is tema o J  r - i ,  d ' indice  I, di variet~t Vi ,  

le var iet~ r  di V~r segano  sulle /I/ varieth canon iche  ; e t ener  p resen te  che le varieth ]acobiane 
h a n n o  il s is tema canonico  di ord ine  z e r o .  
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genere ~: < p, una sua residua ~ rappresentata da una curva g', di genere m ~ ~:, 
della variefft jacobiana Vp di C;:  ed esisteranno p - -  m + i (o ~ i < ~r) integrali di 

I a specie di Vp ciascun dei quali rimane costante lungo g-'. Allora (n ~ 7 ) g ' e  immersa 

in una variefft picardiana U', a m ~ i dimensioni, contenuta in Vp; e V' appartiene a 

una congruenza S di variefft (irriducibili) V'. L'esistenza di S ~ una particoIaritd di Vp ,7). 

a) Le V' si possono costruire, con CASTELNUOVO [1OC. cir. 9), pag. 594], applicando 

alla g' le trasformazioni .di f specie di Vp. II sistema delle curve g' cosl ottenute (che 

son poi le immagini delle residue di Y~') ~ intransitivo; ed 6 costituito da oo p-~'§ sistemi 

transitivi ~"-~ che riempiono appunto le varietk V' (vedi n ~ 8). 

b) p -  r~ -}- i ~ il numero degli integrali di F specie di Cp che forniscono, som- 
mandone i valori nei punti di un gruppo variabile di "f', somme costanti (n ~ 7, b). 

14. La congruenza S pub anche costruirsi in un altro modo. 

Prendiamo perci6 una generica g,=~+p di Cp, e consideriamo i residui R, rispetto 

ad essa, di tutte le r.-ple di gruppi di ~,~. Dovremo distinguere tre casi: 

A )  Una generica v,-pla di gruppi di ,ft. non b equivalente ad alcuna altra ~-pla. 
Allora i, detti residui R formano una serie ~'~ birazionalmente identica alia variet~t jaco- 
biana V= della curva F,~ immagine di ,i. �9 ~., e Vp contiene una congruenza di variet~t bi- 
razionalmente identiche a V= zs). 

B) Una generica =-pla di gruppi di ,,~, ~ equivalente ad altre , - -  i 7:-ple. In tal 

caso i residui R costituiscono una serie o~ '~ birazionalmente identica a una certa involu- 

zione I, della variet~t jacobiana V=; in questa involuzione sono coniugati due punti di 

V=, cio~ due =-ple di punti di F=, allora e solo allora quando le corrispondenti ~.-ple 
di gruppi di ," l,, sono equivalenti. Ne segue facilmente the le trasformazioni di I a specie 

di V= mutano in s& stessa l'involuzione I~ tg): che sara adunque una involuzione or- 

dinaria (n ~ 6) di V,~. Adunque si conclude che nel caso attuale Ve contiene una con- 

gruenza di variet'a birazionalmente identiche a una certa involuzione ordinaria d'ordine 
~ d i  V,~. 

C) Una generica ,-pla di gruppi di y.~ ~ equivalente a oo ~ ~-ple. Allora le ~-ple di 

punti di F,~ si ripartiscono in oo =-~ serie oo ~ (eventualmente riducibili), tall che a due 

=-ple che appartengono a una stessa serie (e solo a due tall ,':-pie) corrispondono su 

Cp rr-ple equivalenti di gruppi di 7 ' .  Corrispondentemente abbiamo su V= un sistema 

o~ ~'-~, X=_~, d'indice i,  di variefft H/'~ (eventualmente riducibili): si vede facilmente 

t T) Questa particolarit~ si presenta anche se, essendo ~r ~ p ,  esistono in:egrafi di V./, costanti 
lungo ~.  

xs) Vedremo tra poco (n ~ I5) che questa congruenza ~ proprio la S del n ~ precedente. Lo stesso 
dicasi nei casi B) e C). 

~9) Indicando infatti con El, E~ ( i=  I, 2 . . . .  ) r:-ple di punti di F=, e con Gi, G~ le corrispon- 
denti 7r-ple di gruppi di 7, ~, se E, -- E~ ~ E. - -  E'~, segue G~ -- G ~  G~ -- G',; cosicch~ se ~ anche 
G, ~ G2, segue G~ ~- Ga t. 
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[vedi nota ~9)] che s ~ mutato in s& dalle trasformazioni di I ~ specie di V~, cosicch~ 

esso ~ una congruenza nel solito senso (n ~ 7) di tal parola. 

I residui R formano allora una serie birazionahnente identica a .?.;~_~: epper6 si con- 

clude che in tal caso I~ possiede una congruenza di variet5 birazionahnente identiche 
a una certa congruenza esistente in V,~. 

15. Possiamo riassumere l'analisi fatta nel seguente enunciato: 

TEOREMA I. - -  Una curva C t possegga una serie 7,',, di genere r: ~ p; sia I',~ una 
curva immagine di ..~ I l l  " 

Mediante la precedente costru~ione, nella varietd jacobiana Vp di C r testa individuata 
una congm~en~a S di variet?~ (irriducibili) I I', le quali sono birazjonalmente identicbe 

A)  alla varieta jacobiana V~ di F~; ovvero 
B) a una certa involuqione ordinaria I~ di V~; ovvero 
C) a una certa congruenza X~_ i di V~. 
Due punti di l ~  coniugati in I~, ovvero appartenenti a una stessa varietd della 

congruen~a ~-~_~ (e solo dae punti siffatti) sono immagini di due rr-ple equivalenti di gruppi 
della '~.  Si vede anche facihnente che: 

Fissata ad arbitrio una V', sia V'~ tra questa e V~ o I~ o ]g~_~ la costru~ione del 

V ,  una corrispondenza biuni- n ~ z 4 individua, a meno di trasforma~ioni di z ~ specie di - '  
voca. Questa, riguardata come corrisponden~a 6) di indici ( I  ~) o (~ ~) o ( ~ x) f ra  V,~ 

e V', fa  corrispondere alIe curve g di V,~, cbe sono immagini dei punti di F,~, curve g' 
di V' cbe sono imagini di residue della y ' .  Se un generico gruppo di y~ ~ equivalente 
ad altri .t, - -  x ('r, ~ I), Ia (9 subordina fra una g e zma g' omologbe una corrisponden~a 

(.r, I). E le g' invadono ttttta la V' e le appartengono ~o). 
Quest'ultima affermazione (giustificata dal fatto che l e g  invadono tutta la V. e le 

appartengono) mostra che la congruenza da noi costruita al n ~ 14 coincide con quella 

di cui si parlava al n ~ 13. 

Due serie di Cp aventi le stesse residue, oppure aventi due sistemi di residue che 

si corrispondano in una trasformazione di 2 ~ specie (n ~ 3), individuano la stessa con- 
gruenza S in 'V~.  

Se due serie sono riferite biunivocamente in guisa che la somma o la differenza di 
gruppi omologhi vari in una serie lineare (esse individuano in Vp la stessa congruenza 

S di variet~ V' e inoltre) le corrispondenze individuate fra una delle V', sia V', e la 

variet~t jacobiana V= della curva i'= immagine di entrambe le serie ~) ,  coincidono o dif- 

2o) In questo enunciato, e altrove, si sottintende sempre che sia stata fissata una corrispondenza 
frai gruppi di 7,' e i punti di I~n (ove U n possegga trasformazioni in s~); come anche fra le p-ple 

(~-plc) di punti di Cp (F~) e i punti di V/, (V~.). 

2~) S'intende, ove V= ammetta trasformazioni in s6, the gruppi delle due serie omologhi nel dato 

riferimento si,m rapprescntati da uno stesso punto di F~. Un'analoga osservazione 6 da farsi in vari 
altri punti. 

Ren d .  Circ.  M a t e m .  Pa l e rmo ,  t. X X X V l [  (x o sem. 1914). - -  Stampato il 3 settembre xql 3. 5 
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feriscono per trasformazioni di 2 a specie di V'. E viceversa: se due serie aventi per 
immagine una stessa curva 1" 3 individuano in Vp la stessa congruenza S di variet'h V', 

V ,  e la varietal jacobiana di I" 3 individuano corrispondenze coin- e fra una di queste, - '  

cidenti o differenti per trasformazioni di 2" specie di V', la somma o la differenza di 
due gruppi delle due serie aventi per immagine uno stesso punto di I',~ varia in Ul'la 
serie lineare. Due serie siffatte si porranno in una stessa classe: ogni serie determina 
t l n a  classe. 

OSSERVAZIO~E.- Notiamo che per le serie di genere ~ ~ p si estendono imme- 
diatamente le considerazioni fatte, e quelle che faremo in seguito, pel caso ~ ~ p  (con 
le debite modificazioni). Si capisce the se ~ . ~ p  ogni x-pla di gruppi ~ necessariamente 
equivalente almeno ad altre o~-P;  se ~ equivalente a sole altre oo =-p (~ ~ p ) ,  non ha 
luogo la considerazione della congruenza S, ed + Vp stess~t che 8 birazionahuente iden- 
tica a una involuzione ordinaria o congruenza di V~ (si pu6 dire che allora la S ~ di 
dimensione ~ero), etc.; cfr. la nora w). 

IV. 

Complement i  ai risultati precedenti  e loro invers ione.  

x6. Due k-pie (k = I, 2, . . . )  di gruppi di una serie si diranno per brevitk equi- 
valenti (o, in particolare, coincidenti) identicamente, allorquando sulla curva immagine 
della serie sono equivalenti (o, in particolare, coincidono) le relative k-ple di punti. 

Ci6 posto abbiasi su una curva Cp una serie -;~ di cui sia P (= ~ p )  la curva 
immagine; s i a v  la corrispondenza indotta da T. ~ fra Up e r,~; e adoperiamo le nota- 
zioni usate al n ~ 15. Possiamo allora, a complemento dei risultati precedenti, osservare 
le seguenti proprieth: 

I. Se T'. possiede due k-pie di gruppi le quali siano equivalenti (o in particolare 
coincidenti) non identicamente, "i",, non pub presentare il caso A). 

Siano infatti /4, H due k-pie, non equivalenti, di punti di I"3; K, K le corri- 
spondenti k-pie di gruppi di y ' ;  e sia K ~  K .  Presa una qualunque r.-pla, E, di 
punti di 1"3, nella serie lineare completa IH q - E  i il gruppo H avr~t un certo residuo 
E : se si "dicono G, G, le  ~-ple di gruppi di 7~ omologhe in v di E, E ,  dalressere 

H.-~- E ~ _ H  .-~= E 
segue 

K + G ~ - - K  ...~G,; 

e poich~ K ~  K ,  si ha G~__ G : cio~ ogni r:-pla G di gruppi di y~ ~ equivalente ad 
altre ~-ple: il che dimostra l'asserto. 

In particolare non pub presentare il caso .4) una serie che abbia un gruppo ooppIo 
(gruppo che corrisponde a due punti distinti della curva immagine della serie). 

~ +  I 
II. Se Y. presenta il caso B), esistono ! - p i e  o - - - p i e  (secondoch~ ~ sia pario 

2 2 
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7~ 
no) di gruppi di ~," le quali sono equivalenti non identicamente ad altre - - - p l e  o 

22 

~ + 1_pie. 
2 

Se ~ '(,, presenta il caso C), ogni (r~--i)-pla di gruppi ~ equivalente ad altre @--i)-ple 
- -  ~ . - - i + I  

in numero finito ; ed esistono '~ i-ple o -ple di gruppi le quaIi sono equi- 
2 2 

~ - - i + I  
valenti non identicamente ad altre ~ - - i - p l e  o -ple. 

2 2 

Si dimostra la prima parte dell'enunciato osservando the, mentre  un punto di /r,, 

descrive una varietA immagine delle '~---ple o ~ + I_ple di punti di r~ ,  i suoi coniu- 
2 2 

gati nella involuzione I, descrivono una varietY, della stessa dimensione, che incontra 
certo la prima. 

Con considerazioni analoghe si ha la seconda parte del lemma. 
Cosl ogni serie di genere due the non presenti il caso A)  possiede qualche coppia di 

gruppi f ra  Ioro equivalenti (o in particolare un gruppo doppio); e se presenta il caso C) 
possiede infinite di siffatte coppie. 

III. Se ~ > ~ e ogni gruppo di y' ~ equivalente ad altri -~ - -  I (~ ~ I), y~ pre- 
senta il caso C). 

Si consideri infatti su r~ l 'involuzione J~ in cui son coniugati due punti  quando 
i corrispondenti gruppi di '~" sono equivalenti; e, detto w (o ~ w ~ ~) il genere di 
J~, si prenda su r,~ una g , ~ '  composta con J'~. Un generico gruppo Y di g~-~ sara 
costituito da ~ gruppi di J~, siano 

( A ' , " A ~ ' . . .  ,4~') ( s = i  . . . . .  ~). 

Indichiamo ora con r")r il gruppo di T,,' omologo in "r di z.l r'(') ; sara 

r ( , "  - -  - . . .  = 

Poich~ il g ruppo ~ A (')~ di r_.. varia, al variare di Y, in una serie lineare, la stessa 
a- 

propriet~ compete su C e al gruppo ~ r(f ;  e quindi, per le ( i ) ,  gli "~= gruppi 

l , ( m ~  .Or("+,, r(~)+,. - . -  + ,~,, 

dove ( i ,  i , ,  . . . ,  i,~) ~ una quaiunque disposizione con ripetizione di (~, 2, . . . ,  ~), 
variano i n  una serie lineare. Ma allora (S~.VER 0 anche i gruppi 1"(') --{ - . . .  J r - r !  '~ de- i I t,/~ 

scrivono una o pifi serie irriducibiti ~ - " ,  ciascuna delle quali ~ costituita di gruppi 
equivalenti. Da ci6 segue l'asserto (che potrebbe anche dedursi facilmente da quanto 8 
detto al ri ~ 13, osservando che le residue della y,' hanno, nell'ipotesi fatta, il genere 
= < ~ ) .  

IV. Se "['~ ~ costituita dai gruppi di lm'altra serie "5 pensati ciascuno c., volte, la 

, '  presenta il caso B), o i l  C). E precisamente: se y presenta il caso .//), y '  presenta 

il caso B) e individua in P'~ rinvoluzione ~'~ (n ~ 6); se ~-presenta il caso B) o C),  
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e individua in V~ l'involuzione I o la congruenza ~, ,(~, presenta il caso stesso e indi- 

vidua in V una involuzione o congruenza the ~ appunto la ~'" entro I o Z ~"). 
V.  Se 7~, ~ una involu~ione, essa non pub presentare il caso C);  e per conseguen~a, 

se ~ ~ I, un suo gr ,ppo generico non pnb essere equivalente acl altri grnppi. 

Ci6 dipende dal fatto che se si ha un sistema continuo di k-ple di gruppi di una 

involuzione le quali siano fra loro equivalenti, esse debbono essere identicamente equi- 

valenti (SEVER 0.  
VI. Se 7~ ~ a moduli generali, essa non pub presentare il caso C);  giacch~ la va- 

riefft jacobiana di una curva a moduli generali non contiene congruenze. 

I7 .  L'interpretazione geometrica in Vp dei numeri ~p (Z, ~ ~) studiati dal COMES- 
SATTI [1OC. cir. S)] b la seguente. 

Si indichino con Zp (rispettivamente v:,) le variet,~ di Ve (rispettivamente V . ) im-  
magini dellc ~-ple di punti di @ (rispettivamente r,~). Se "~,~, presenta il caso A )  o 

il B), consideriamo le vp con e --- I, 2, . . .  , - - -  I; esse sono nmtate dalia corrispon- 
t denza 0 in varietfi v o di V ' :  tra una % e una v~ omologhe la ~3 subordina una cor- 

rispondenza biunivoca (n ~ I2). Si ha allora 

= I v ;  = ,, . . . . .  = _ ,3, 

dove il secondo membro indica il numero delle intersezioni delle variet,~ chiuse tra pa- 
rentesi ; e 

secondo che ,/i presenti il caso A) o B). 

Se invece y,~ presenta il caso C), si considerino in V,~ le % con p =  I, 2, . . . ,  = - -  i; 
r 

esse son mutate dalla O in variet,'t v o della stessa dimensione; tra una vp e la v~ omo- 
loga la O subordina una certa corrispondenza di indici (~t' I)  . s ) ;  e si ha: 

[ %  ] -, Z ,x0 ---  -/~p p_p �9 

Le precedenti formule si giustificano subito pensando che una  variet?t v'p 6 imma- 
t gine di una serie residua di quella costituita dalle t>ple di gruppi di "5',; e the [vpZt_:,], 

l'indice della serie che ha per immagine v'p: vedi n ~ 4, Osservazione. 

I8.  Come si pub costruire la seconda congruenza di V t ? (vedi n ~ 7, a). Basta, come 
pub facilmente vedersi, invertire l'ufficio delle due curve Cp, l'=: applicare cio6 la co- 

struzione del n ~ 14 alia serie indotta da "[~ su C,~. Si avranno considerazioni analoghe 
a quelle del detto n ~ I4, C) ;  cfr. n ~ I5, Osservazione. 

~9. Proponiamoci adesso la questione inversa di quella trattata al n ~ I4. 
E cio6: supponiamo che la varietk jacobiana Ve di una curva @ ,  possegga una 

congruenza di variet~ V'. Quali sono le serie di C t che individuano, nel senso noto, 
detta congruenza ? 

a2) Si tenga presente the se G, G, sono ~-ple di gruppi di ~, ed E, E, gruppi d i p  punti di 
C/, rail che G-J-E~___G,-I-E,, si ha o)G.~oG, se, e solo se, toE~t,)E,. 

aa) ~, sarebbe il numero indicato al n ~ 15 con ~; "r ~ il numero ( .~  x) dei punti comuni a 
una vV e alla IVi che passa per un suo punto. 
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Da quanto ~ detto al n ~ I3 a), risulta subito la risposta a tal domanda. Si prenda 
1 entro una delle V' una curva che le appartenga: essa sar~t immagine di una ~/p di Cp: 

I ogni serie avente per residua tal 7p individua appunto in Ve la congruenza data. E si 
hanno cosl tutte le serie richieste (per il loro genere, che assume valori grandi quanto 

si vuole, vedi n ~ I5, Osservazicne). 
Dalla precedente considerazione, tenendo anche presente il n ~ r I, risulta subito che: 

il minimo genere delle curve cbe appartengono a una varieta picardiana Vp ~ ~ p, se 
Vp non ~ birazionalmente identica a una invohezione ordinaria di una varieta ]acobiana. 

2o. Si pub precisare il precedente risultato come segue: 
TEOREMA I[. - -  La varieta jacobiana Vp di lena curva C~ contenga una congruenza 

S (anche di di,tensione zero: vedi n ~ ~5, OSSERVAZIONE) di varieta irriducibili V'. Sia 

poi data una corrispondenza biz~nivoca tra una &lle V', sia V', e la varieta ]acobiana V= 

di una curva 1"=, ovvero fra V' e una invohlzione ordinaria I~ o una congruenza X~_ i 

di I~ .  Tal corrispondenza potr~ rigllardarsi come una corrispondenza 0 fra T" e V=, 
di indici ( i~)  o (I-~) o (I  ~ ) .  Esiste allora su Cp tr be~, determinato sistema di serie, 

birazionalme~m identiche a F~, che individuano in Vp Ia data congruenza S, e fra V', 
V~ la data corrispondenza 0 (a meno di trasformazioni di i" specie). 

Si consideri infatti su /7= una curva g, immagine dei punti di F , :  in virtfi della 
corrispondenza che si suppone fissata trai punti di V~ e le >ple  di punti di F~, a ogni 
punto A d i g  corrisponde un ben determinato punto , di F=,  e viceversa. 

La data corrispondenza O far~ corrispondere alia curva g di V,~ una certa curva g' 

di V' ;  e come g appartiene a V=, cosi g' apparterr'~ a V'. Tra  g e g' la O subordi- 
ner~ una corrispondenza 0, la quale ~ certo biunivoca se O ha gli indici ( I I )  o (I  e): 
supporremo per ora che essa sia biunivoca anche ore O abbia gli indici ( I  oo~). Sia A'  

l 'omologo in 0 del punto A di g. 
La curva g' ~ immagine di una 7'p di Cp: poich6 g' appartiene a V', ogni serie 

t avente per residua la 7p individua in V~ la data congruenza S. Prendiamo ora una serie y 
I aveute per residua la 7p, e di cui un gruppo generico non sia equivalente ad altri; e 

I 
rappresentiamo col punto ~ di r= quel gruppo di ,( il cui residuo in "fp ha per imma- 

gine A'. Allora (n ~ I5) 7 individueret fra V' e V,: (a meno di trasformazione di x" 

specie di V') una certa corrispondenza razionale, che avr~t gli indici finiti se O ha gli 
indici finiti, e gli indici ( I  oo ~) se 0 ha gli indici (I oo~). Possiamo fissare tal corri- 
spondenza assegnando come punti omologhi una &lie coppie di punti ~'/A' poco fa 
considerate; otterremo cosl una corrispondenza 0 che fa, come O, corrispondere g, g', 
e anti  subordina ira queste due curve appunto la corrispondenza O: dunque O, coincide 
con 0 (n  ~ 9~ IO): il che dimostra il teorema. 

La dimostrazione va leggermente modificata se 0 ha gli indici ( I  oo'), e subordina 
fra g', g una corrispondenza 0 di indici x , - ~ ( - ~  I). In tal caso si prenda su Ce una 

I generica serie lineare g,~,+~ con n ~p-3 / -  r, ~ I : i gruppi della ,re immagine d ig '  hanno 
come residue, rispetto ad essa, &lie serie lineari g~-~. Possiamo ora prendere una serie 
,i" la quale sia birazionalmente identica a r=, e tale the il gruppo omologo del punto 
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sia un gruppo della g~-P residua del gruppo immagine di A' 24). Si vede allora come 

prima che 7,', soddisfa alle condizioni dell'enunciato. 

OSSESVAZIONE.- Se nella O ai punti di V' corrispondono i gruppi di una invo- 
luzione di V~ che sia una ~ entro un'altra involuzione (ordinaria); ovvero le variet~t 
di una congruenza the sia una ~ entro un'altra congruenza; allora tra le serie ": di 
cut parla i[ precedente teorema ve n'6 di costituite da gruppi di un'altra serie, contati 

ciascuno pifi volte (vedi n ~ I6 ,  I V ) .  

Si noti pure c h e l a  costruzione indicata ci d:t tutte le serie, di ordine abbastanza 
elevato, soddisfacenti alle condizioni dello enunciato. Esse appartengono alla stessa classe 
(nO 

V. 

Class i  che contengono serie  c o m p o s t e  con una invo luz ione .  

2I .  Data su una curva una serie, si pu6 facilmente decidere se nella classe (cfr. n ~ I5) 
da essa individuata esistono serie composte con una involuzione. Si hanno infatti i se- 
guenti due teoremi:  

TEOREMA I I I . - - S u  una curva Up abbiansi due serie y~[~,xZ], 7~,,[p.,~z~] apparte- 
henri alia stessa classe, e delle quali la prima sia composta con una involuzione (irra- 
Kionale) I. Allora le bt-ple di gruppi della 7~ uscenti da due punti  coniugati in I sono 
equivalenti (o in particolare coincidenti) identicamente. 

Sia infatti g,~ una curva immagine delle due serie; queste inducono fra Cp e 1",~ 
due corrispondenze 0, 0 ,  le quail dipendono Ira loro secondo i numeri (I  I ) o  ( i  - - I )  
nel senso da F,~ a Cp, quindi anche nell'opposto ~s). E cio6: preso un punto variabile 
di Cp, la somma o la differenza dei gruppi di punti di I',~ che gli corrispondono in 
0, 0 varia in una serie lineare. Poich+ ora a due punti coniugati in I corrisponde, per 
la corrispondenza 0 indotta da 7,~, uno stesso gruppo su 1"~, segue subito I'asserto. 

I1 precedente teorema s'inverte cost: 
TEOREMA I V . -  $1~ una curva C~ abbiasi una serie 7,' [~.n~], e si supponga che 

dato un p~mto qualunque P di Cp , esistano altre o~ - -  I punti  P ,  P3 ' " " ,  P~, , tall cbe 
le ls.-ple di gruppi della 7'm uscenti da due quahtnque dei Pa siano identicamente equiva- 

a4) Per far ci6 si osservi c h e l a  corrispondenza 0 induce in g una involuzione f~ .  Si pu6 allora 

(com'~ facile vedere) prendere in un Sr (r abbastanza alto) una curva X birazionalmente identica a 

g, tale the  su X i gruppi dell'involuzione I n sian segati, uno a uno, da spazi S,_p. Identificando 

la variet~i costituita da questi S,,_p coll'insieme dei gruppi delle g~-P, la curva X rappresenta la serie 

7~ richiesta. 

as) Alludo a un notissimo teorema di SEVERI, the  vale anche per corrispondenze Ira curve di- 

stinte. Si avverta the  neUe considerazioni attuali (come in quasi tutto il presente l avoro )non  si impone 

a priori alcuna limitazione al gcnere deIle serie considerate: vedi n ~ I5, Osserva~ione. 
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lenti. ~ltlora il gruppo ( P  P~ . . .  P~,) descrive una involuzione irrazionale I; e nella 
classe individuata da ",'~ esistono serie ,.x composte con I. 

~ m  ~ 

chiar.o che il gruppo ( P  P2 " -  P~) descrive una involuzione irrazionale I 
[vedi nora 6)]; questa potrA a sua volta essere composta con una involuzione I ' , ,  tale 
che gli insiemi dei gl"uppi di "'i,,, uscenti da due punti coniugati in I'~,, coincidano (nel 
qual caso la ~i,, ~ composta colla I'o, ). 

Si consideri ora una curva I'~ immagine di y ' ;  questa induce su l',~ una serie "~,," 
una generica residua di "~'t~' sia -,~ ;~, sara birazionalmente identica alla 1, e avHt, come su- 

( ' )  bito si vede, l'indice (e i l  difetto d'equivalenza) eguale a o,Q" La corrispondenza ~ ,= 

indotta da "~ fra l'involuzione I, immagine di "~',~, e r,~, pub riguardarsi come una cor- 
1 rispondenza 0(Z~ ) fra Cp e I',~; e 0 indurr~ su Cp una serie y~, composta con I, e 

birazionalmente identica a r= ,  poich~ 5"~ non ~ composta con una involuzione (n ~ 3). 
Detta poi 0 la corrispondenza indotta dalla y,;, fi'a Cp e r~,  le 0, 01 dipendono 

secondo i numeri I, I nel senso da Cp a r~,  quindi anche nell'opposto: il che dimo- 
stra il teorema. 

22. Dal precedente teorema risulta in particolare che:  
Nella classe individuata da una serie ellittica, avente il difetto di equivalenza ~ ( ~ . I )  

esiste una involuzione ellittica di ordine Z. Basta ricordare che su una curva ellittica una 
serie avente il difetto di equivalenza Z possiede Z - -  x gruppi equivalenti al suo gruppo 
generico. Si noti anche quest'altra conseguenza: 

t r t r  Se in una classe esistono serie .[, ,(", y , . . .  composte rispettivamente colle involu- 

~ioni I', I" ,  [ '",  . . . , esistono ancbe neIla classe serie composte con una invoIu~ione I, 

la quale ~ a sua volta composta, simultaneameme colle I', I " ,  I ' " ,  . . . .  (Queste ultime 
debbono essere perd6 in numero finito). 

2 3. Avendosi su una curva Cp una serie "/,',[~:Z] composta con una involuzione 
/, se un generico gruppo di y,~ non ~ equivalente ad altri gruppi di y,', una residua 
~t[Z~Z] di ~,~ gode, secondo il Teorema III, di questa proprietA: che le z-ple di suoi 
gruppi uscenti da due punti coniugati in I sono identicamente equivalenti. 

Se la '~ possiede invece ~ - -  i gruppi equivalenti al suo gruppo generico, che 

cosa potrA dirsi ddle sue residue ,(~p? Tall residue avranno ora l'indice i :  e si vede 
"t] 

facilmente che:  nel caso attuale sono equivalenti identicamente i multipli secondo r. delle 

Z -ple di gruppi di una ,[~ uscenti da due punti coniugati in I. Per veder ci6 basta 

ripetere il ragionamento con cui si ~ dimostrato il Teorema III, osservando per6 che 
se F~ ~ una curva immagine di ,,' la ~,' ~ ,  ,~ non ha pifl per immagine la ['~, ma l'involu- 
zione di ['~ in cui son coniugati due punti quando sono immagini di gruppi equivalenti 
di "L',. 

Nell'applicare la precedente proposizione giova per6 tener presente quanto segue. 
Pub darsi che fra gli m - -  I gruppi di "(,' equivalenti al suo gruppo generico ve 

ne siano m ' - - I  ( ~ - t ~ -  I )  i quail, pensati come insiemi di gruppi della /, siano iden- 
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ticamente equivalenti a quello. Orbene:  allora si pub trovare un'altra serie avente le stesse 

residue cli ~'~, com~osta con I, e di cui il gruppo generico sia equivalente solo acl altri 

. ~ - -  I. Presa infatti una curva K immagine di I, e per6 in corrispondenza -:( i  ~) 

con Cp (~ ordine di I) ,  la "~'~ sarfi la "trasformata nella ": di una serie "1"~ di K ;  presa 
7 

-,' di una residua "1% (m genere di K )  di ,,**,,, ad essa corrisponder,~ nella ": una serie i,~ 
v 

Cp, soddisfacente alle condizioni dichiarate. 

Dalla considerazione fatta segue l eqmvale~w~a dei multipli secondo ~,- delle ~ - p l e  

,,' residua della ",~ uscenti cla due punti  coningati in I. II the pre- di gruppi cli una I p, i,, , 
cisa maggiormente il primo enunciato di questo numero. 

OSSERVAZ*O~E.--Noteremo che non esiste su Cp una serie composta con I, avente 
"t~ 

le stesse residue di " ' ,  - - -  ~,, e di cui il generico gruppo sia equivalente solo a "~, ~ ~, I 

altri gruppi. Se infatti uua serie composta colla I, sia y~,,,, ha le stesse residue di .,~ ~ . , e  

quindi di y,~, tra y,,. ,  "I'~,, interceder~l una certa corrispondenza ~ tale che la  dif- 

ferenza fra due gruppi omologhi varia in una serie lineare (n ~ 3). Allora su K fra le 
' "'~ che per la ": si mutano helle .,' ,' serie "/.,, ~ ~m, "l*~, intercederA una corrispondenza 

~-~-  , tale che il multiplo secondo -" della differenza fra gruppi omologhi varia in 

una serie lineare. Si prenda un fattore irriducibile ~ di quest'ultima corrispondenza: 

allora anche la differenza s gruppi omologhi in ~ varia in una serie lineare. Poich~ 
la ~,~ non possiede gruppi equivalenti al suo gruppo generico, la ~ avr',l il secondo 
indice = I ;  se ~ ~ il primo si vede subito the su C e ogni gruppo di "~,, ~ equiva- 

lente ad altri ~ ~ , -  I ~ ~ - -  I ; il che dimostra l'asserto. 

2 4. Termineremo questo ~ con una propriet~ della variet~ jacobiana Vp di una 
curva C~ contenente una involuzione irrazionale L 

Se ~ 6 il genere di I, una generica ~-pla di gruppi delia I sar~'t equivalente ad 
altre ~ - -  I, essendo ~ " x  i (n ~ 16, V). 

Si prenda ora una variet~t V' della congruenza S individuata da [ nella V;; e si 
consideri una qualunque curva (irriducibile) c di V'. La c sal"~i immagine di una resi- 
dua di una serie composta con I, e di cui (in generale) ogni gruppo ~ equivalente 
(non identicamente rispetto a I )  ad altri r  I. Prese allora in /1; due varietA oo~-' 

Z, Z immagini di due punti di C; coniugati nella /, i g rupp i  di punti , ( Z c ) ,  e ( Z  c) 
risulteranno, secondo il risultato del n ~ 23, equivalenti. Applicando allora un ovvio cri- 

terio di equivalenza ~) ,  possiamo enunciate il seguente 

u6) Se su una varietfi V r si hanno due variet~t oo r - * ,  A, B, tall che presa in V r una qualunque 

variet~t di data dimensione h, segata daUe A, B secondo variet~ oo h-*,  queste ultime risultino sempre 

equivalenti fra loro, allora le A, B sono esse ~tesse equivalenti. Lo si dimostra subito per induzione da 

9 " - - I  a r .  
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TEOREiVlA V . -  Una curva Cp possegga una involuzione I di genere ~, tale chela  
generica ~-pla di gruppi sia equivalente ad altre ~ - -  I ( ~  o). Presa ne'lla varietd ]aco- 
biana V~ di Cp una varietd V' della congruen(a individuata da I, e date Z~ Z, due 
varieta oo ~-~ immagini di due punti di Cp coniugati in I, si ha: 

(Z f')  - -~  (Z V'). 

w VI. 

Class i  che non  contengono  serie  composte  con una involuz ione .  
Ser ie  tipiche. 

~5. Si possono costruire curve contenenti serie birazionalmente identiche a una curva 
F,~, colla seguente considerazione. 

Si prenda la variet~i jacobiana /",~ di r ' ;  e in essa il sistema delle variet~i o~ ~-' ,  

Z, immagini dei punti di I'~. Supposto che V~ rappresenti senza eccezione le g~ di 1",~, 
il detto sistema avr~ come variet~i base la varietal zv~_~ immagine delle g,~ speciali di r~.  

Si prenda ora in V= una curva Cp, che non giaccia sulla w~_~, n~ sia immagine 

di una y~, di F~ composta con una involuzione irrazionale. Allora, se v ~ il numero delle 
intersezioni variabili di una Z con C~, le Z segano su C r u n a  serie 7~, birazionalmente 
identica alla r~ 1~ chiaro che la ,,' �9 t~ non pub essere composta con una involuzione; e 
si vede anche facilmente che nella classe individuata da (~ non esistono serie composte 
con una involuzione. Basta, per ci6, applicare il Teorema III, e ricordare che due k-ple 
di Z sono equivalenti se, e solo se, sono equivalenti su 1"~ le relative k-ple di punti. 

Si noti the  se C~ non giace sull'inviiuppo delle Z, la 7~ ~ priva di punti multipli, 
o di diramazione, variabili. 

26. Le serie or ora costruite si possono assumere come serie tipiche delle classi 
che non contengono serie composte con una involuzione. Si ha infatti il seguente 

TEOREIvIA V I . -  Sopra nna curva Cp si abbia una classe di serie birazcionahnente 
identiche a una curva 1'~, e aventi il difetto di equiwllen~a ~, nessuna delle q,ali sia com- 
posta con una involu~ione. Si pub allora immergere la Cp nella varietd ]acobiana I/'~ di 
F~, in guisa che le varietd di I~ ,  immagini dei punti di l~,  seghino su C~ una .[~ [,-: ,x Z] 
della classe. 

Si prenda infatti una serie "l.~[v~Z] delia classe; essa induce su F,~ una serie 
y~[npz], birazionalmente identica a Cp, e non contenente gruppi equivalenti al sun 
gruppo generico (Teorema IV). Allora uua generica residua y~[Zp Z] delia "T; induce su 
Cp una - f ' [~ .K] ,  che per una considerazione fatta altre volte (n ~ 21) appartiene alla 

classe considerata. La -f~ ~ appunto costruibile nel rondo detto, c . D . n .  
Si nofi the  le on '~ serie .,' cosl ottenute hanno in generale punti doppi e di dira- 

mazione in numero finito (u ~ 25). 

2 7. Ci proponiamo ora la ricerca di criterl che permettano di decidere quale dei 
tre casi A), B), C )  del n ~ 14 presentino le serie di una classe. 

Rend. Circ. Matem. iaalermo~ t .  X X X V I I  ( t  ~ s e m .  1 9 i 4 ) . -  S t a m p a t o  il 2 3 s e t t embre  lqx 3. 6 
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Per le classi che studiamo in questo ~ la questione ~ parzialmente risolta dal se- 
guente enunciato : 

TEOREMA V I I . -  Entro la varietit jacobiana V,~ di una curva F,, si consideri una 
curva Cp, su ctd le varietit Z, immagini dei punti di F,~, seghino una serie y~, bira- 
zionalmente identica a r~. Allora se Cp appartiene a Vp, la "j.~ presenta il caso A) o i l  
B) del n ~ z4;  se invece Cr appartiene a una varietit picardiana V~_ i immersa in V~, 
ogni ~-pla di gruppi della ,(~ ~ equivalente ad altre oo ~. 

Infatti se @ appartiene a Vp, @ ~ contenuta in un sistema transitivo di curve 
di V~; e perci6 se una infinitA di k-pie di varieth Z sega su C~ una serie di gruppi 
equivalenti, le stesse k-ple di Z sono fra loro equivalenti ~7). Poich~ una generica ~-pla 
di Z non 6 equivalente ad alcuna altra ~-pla, la ,(' non pub presentare il caso C). 

Se invece Cp appartiene a una variet',t picardiana V,~_~ immersa in Vp, si consi- 
deri il sistema ~" ,  X, di tutte le ~-ple di Z ;  esso sega su g,,_~ un sistema ~'~, X', di 
variet~ g~_~_, : e poich~ F,~_~ ha l'irregolarit~ superficiale , ~ -  i, ogni varieth di X' 
sar~ equivalente almeno ad altre ~ :  anzi a sole altre w~, perch& la congruenza di cui 
fa parte l a g = _  i ha l'irregolarit~t i ~8). D'altronde, poich8 Ct appartiene a V,_i ,  un 
sistema di V=_~_, di V~_~ che seghi su Cp una serie di gruppi equivalenti ~ costituito, 
per 1o stesso criterio applicato dianzi, da g,_~_, equivalenti: e perci6 ogni =-pla di 
gruppi di y~ 6 equivalente ad altre oo", e sole altre ~ .  c . D . D .  

OSSERVAZIONI : 

I ~ I1 teorema precedente &, in sostanza, equivalente all'altro di Co~tessaTvt [loc. 
cir. 8), n ~ 8] c h e s e  p ~ = e i integrali di I ~ specie di r,~ d~nno somme costanti nei 
gruppi deUa serie indotta da ),~ su r~,  allora p - -  ~ + i integrali di I" specie di C r 
d~nno somme costanti nei gruppi di y~. 

2 ~ Applicando una trasformazione T, di I" o 2 a specie, al sistema delle Z, si ha 
un sistema che sega su @ una serie della stessa classe di y; .  Appiicando invece la T 
alia curva C~, si ha una curva C'p; la "(~ si muta per la T in una serie di C' che 

r appartiene alla stessa classe di quella segata dalle Z su Cp 

VII. 

C l a s s i  c o n t e n e n t i  u n a  i n v o l u z i o n e .  

28. AUorquando tra le serie di una classe v'~ una involuzione, si pub facilmente, 
dalla natura di questa involuzione, decidere se le serie della classe presentano il caso ,4) 

aT) Vedi la mia Nota citata zo), n ~ 2. 

2s) Risulta infatti facilmente da notissimi teoremi di SEVERI che se in una variet~t V~ si ha un 

sistema continuo costituito da infiniti sistemi lineari completi IX[, il quale seghi un sistema di variet/t 

equivalenti  su ogni Vj~ di un sistema oo ~-I', X, di indice I, ogni IX] pu6 aversi togliendo da un si- 

sterna lineare fisso un sistema lineare appartenente a X. 
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o il caso B) del n ~ 14 . II caso C), come sappiamo, 6 escluso dal lemma V deI 

n ~ I6. 
La questione che risolveremo in questo ~ ~ adunque la seguente: una curva C~ 

possiede una involuzione (irrazionale) I, di ordine ~- e genere 7. Una generica ~-pla 
di gruppi di I sar~t equivalente ad altre =-ple? ~). 

29. Cominciamo a risolvere la seguente questione ausiliaria. 
Sopra una curva Cp ~ data una involuzione I di ordine z, e una g' ;  trai gruppi 

della g~ k stabilita una projetti.vitd ~. Quante sono le coppie di punti coniugati nella I, 
e individuanti nella g~ coppie di gruppi omologhi in f~? 

Tal problema si risolve molto facilmente. Detto X uu punto variabile di Cp, esso 
individua un gruppo della gi; tat gruppo avrh neUa ~ un gruppo omologo G; sia F 
l'insieme degli n ( ~ - -  I) residui, rispetto a I, dei punti del gruppo G. La corrispondenza 
che a X fa corrispondere r ha gli indici eguali a n (~ . - - i ) ;  ed 6 a valenza zero, per- 
ch6 r, al variare di X, descrive una serie razionale. Tal corrispondenza ha dunque 

( 2 )  x = - i ) n  

coincidenze. E tante saranno, sn NON SOlO t~FINITE, le coppie cercate: purchk (si noti 
bene) si conti VZR DUE una coppia di punti coniugati nella I e individuanti nella g' due 
gruppi che nella ~ si corrispondano in doppio modo (o, in particolare, coincidano). 

3o. Dopo ci6 riprendiamo la questione enunciata al n ~ 28. Essa, per le involuzioni 
non composte, vien completamente risoluta dai due seguenti teoremi: 

TEOREMs V[[[. ~ Una curva C~ possegga una involu(ione non composta I, di ordine 
e genere ~ o. Se due k-ple di gruppi di I ( k ~  I, 2, . . . )  sono equivalenti non 

identicamente, la I ~ una involuKione ciclica 3o) priva di coincidenKe. 
Infatti le due dette k-ple, che indicheremo con K, K ,  individueranno una g~, che 

non sarfi composta colla I: perch6 in tal caso K, K sarebbero equivalenti identicamente. 
Allora la g~ e la I avranno necessariamente un numero finito di coppie comuni: numero 
a cui una nota formula di SCUUBERX assegna il valore 

2 

dove d ~ il numero delle coincidenze di I. M a l e  coppie di punti estratte dai gruppi 
di I contenuti in K, K sono ~ ( ~ -  I )k;  dunque vediamo gi/~ che deve essere d : o :  
e inoltre che queste ultime coppie sono tutte quelle comuni a I, g~,. 

Prendiamo adesso due punti P, P' contenuti in uno stesso gruppo di I, che non 
sia uno di quelli facienti parte di K, K ; questi due punti individuano nella g~ due 
gruppi distinti A, A' ;  consideriamo quella projettivifft ~ della g2, in s~ nella quale K, 
K, sono uniti, e A A '  si corrispondono. Esistono allora 2 , k ( r  I ) +  I coppie di punti 
coniugati in I e individuanti gruppi di g'i, omologhi in ~ :  tall sono la coppia P P', e 
le coppie estratte dai gruppi di I facienti parte di K, K ,  contate ciascuna due volte. 

Ma aUora pel risultato del n ~ 29, esisteranno infinite coppie dotate della stessa pro- 

a~) Per ~ -~ -  i la questione 6 risolta nella mia Nota citata s),  n ~ t, d). 
ao) Generata cio ~ . da una corrispondenza biunivoca cir di C~,. 
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priet~. E cioS: preso un gruppo qualunque G di g~, (diverso da K~ K )  e un suo 
punto X, l 'omologo in ~.-) di G contiene uno (.e uno solo) dei coniugati di X nella 1. 
Da ci6 segue subito cite ]a ~.2 8 ciclica; e poi the 8 anche ciclica la I. c . D . D .  

TEOt~.[-ZMA. I X . -  Se una cur va Up possiede mza in.volu~ione ciclica I (anche com- 
post~Q di ordine z e genere ~:, priwt di coincidenze, una generica r.-pla di gruppi di I 

equivalente ad altre ~ -  i, ,':-ple. 
Cominciamo a osservare che, essendo I priva di coincidenze, si ha, per una nota 

formula di ZEUTHEN: 
( 3 )  P - -  ~ = ~ (~  - -  ~). 

Ci6 posto sia, su Ct, , T la corrispondenza biunivoca che genera I ;  F= sia una 
curva immagine della I;  tra Cp e F= intercede dunque una corrispondenza 0(~ I). 

AHa serie canonica ~=-'~=_~ di F~ corrisponde, per la 0, su Cp una serie g~p_~ con- 
p--* tenuta nella serie canonica g,~_~ di Cj,, e completa rispetto alla involu(ione I. D'akronde 

nella P-' g~_= la T subordina una omografia ciclica di ordine -: (e non minore, perch6 la 
p - l  g~;_~ non pu6 essere composta con una involuzione irrazionale): la detta ~,,;~-'=p_, 6 ap- 

punto uno spazio fondamentale di tale omografia. Ma di spaz~ fondamentali dovranno 

esisternc altri: dovranno ci06 esistere su l'~ delle altre serie di ordine 2 n - -  2 e di- 
mensione n - - 2  cui per la 0 corrisponderanno serie lineari ~ - -~ ,  complete rispetto a I, 
e costituite di gruppi canonici. Quante s:Iranno tali serie? Poich6 una omografia ciclica 
6 generale 3,), se i 6 il numero delle dette serie dovrem~o avere: 

= + i ( =  - -  ~) = p 

che combinata colla (3) ne d~i: 
i = r  

Adunque:  sulla curva F,~, oltre la serie canonica g~.~-',, esistono altre r  serie 
lineari gI,~, g(--~, . . .  , g.~-,,, di ordine 2zv - -  2 e dimensione 7. - -  I, cui corrispondono 
su Cp serie g'('~, g"~, . . . ,  g,(,-,i, complete rispetto a I, e contenute nella serie cano- 
nica di Cp. 

Adesso, ripetendo un ragionamento fatto al n ~ I6, I), prendiamo una generica =-pla 
2"JX-- 2 di punti fli V~, sia essa A. Su F~ la serie completa [ g ~  -]- A] ~ una g~_  : e in 

essa le g('~, g~ ,  . . . ,  g('-'~ avranno come residui dei gruppi d i p  punti, sieno rispetti- 
vamente A ,  A~, . . . ,  d ,_ , .  Per la 0 a tali gruppi corrispondono dei gruppi A ' ,  
A ' ,  . . . ,  A~_,, ciascuno dei quali ~ formato da = gruppi di I ;  e un analogo gruppo 
A'  corrisponde ad .4. Ora essendo su F=: 

g~C~ + A ~ g ( "  -1 t- A ~ . . .  ~ g ( ' - "  -J- A,_,,  
avremo su Cp: 

~-~ A' , g'(~-~) ' g.p_~ + ~ g'~'~ + A ~ . . .  ~ + A,_ ,  ; 

~-~ g,(~l g,(~-~) e poich~ le serie g~_~ . . .  sono contenute nella serie canonica, si ha: 

~/' ~ A ; ~  . . .  ~_ A~_,;  

al) BERTINI, [ntroduzionr alla geometrla projettiva &gli iperspazi (Pisa, Spoerri, z9o7), pag. 67. 
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cio~: una generica =-pla di gruppi di [ 6 equivalente ad altre - * -  I ~-ple 32). E ve- 

diamo subito: a sole altre ~ - -  i =-ple. Quest'ultima affermazione pub giustificarsi con 

considerazioni analoghe alle precedenti; o anche, pifi semplicemente, osservando che 

una gencrica r~-pla di gruppi di I individua una serie completa +=-P g,,~ , cio~, per la (3), 
s una g~+p_, : la quale deve contenere z ~, e non piCa, gruppi di /, perch~ zz~ 6 il difetto 

di equivalenza di 1. 

Resta cosi dimostrato il nostro teorema. 

31. Dai due teoremi precedenti risulta senz'altro il seguente: 

COROLLARIO. - -  Sg in una classe di serie v'k una involuzione non composta, che non 

sia ciclica e priva di coincidenz~e, le serie presentano il caso A).  Se invece vi ~ una in- 

voluzione ciclica ( ancbe composta) priva di coincidenze, le serie stesse presentano il caso 

B: se ~ k iI Ioro genere, ed ~ l'ordine dell'involuzione, ogni 7.-pla di gruppi di una qua- 

1,nque delle serie ~ equivaleme ad altre ~ -  I. 

Tra le involuzioni cicliche prive di coincidenze ricorder6 quelle di ordine 2 e ge- 

nere p + I 
- -  su una curva iperellittica di genere dispari p 83). Una tale involuzione 

2 

possiede due gruppi fra loro equivalenti (vedi n ~ I6, I):  le due coppie che essa ha a 

comune colla g~ della curva sostegno. Prese p + r coppie generiche dell'involuzione, 
2 

1 esse individuano una gp+, completa, mutata in s~, non identicamente [x;edi nora 8~)], 

dall'involuzione, e contenente quindi un altro gruppo costituito da p q- x coppie di essa. 
�9 2 

32. Termineremo facendo vedere che avendosi su una curva Up una serie (d'in- 

dice ~ I)  composta con una involu~ione, la questione di decidere quale dei tre casi A) ,  

B), C)present i  la serie stessa pub ricondursi alranaloga per serie del tipo studiato al 

n o 25, o per involuz~ioni non composte. 

Sia dunque su Cp una serie "'l.+, di genere % composta con una involuzione I, 

di ordine ~ e genere % che possiamo supporre non composta. 

Dette F=, C~o due curve immagini rispettivamente di "f~, Jr, fra la C o e la Cp in- 

terceder~t una corrispondenza 0 (r  e); e C o possieder~ una serie y ' ,  birazionalmente iden- 

tica a 1"., che per la 0 si muta appunto nella ~'~+. La y" indurr~t fra i'= e C~ una 
corrispondenza "r; lay,',+ indurr~t fra l'= e Cp la -r0. 

Se I non 6 una involuzione ciclica priva di coincidenze, due ~-ple di punti di F,, 

avranno per omologhe nella -:0 due =-ple equivalenti di gruppi della ~,,~+, allora e solo 

a2) A questa conclusione si arriva anche applicando il ragionamento, da noi f, ttto per la g~fJ~, 
direttamente alla gE~-p individuata da una generica =-pla di gruppi di L (Occorre far vedere che in 
tale CE~r-p la T induce una omografia ciclica di ordine ~, e non minore: cib b evidente se s b primo). 

88) Cfr. la mia Nota: SuUe involu~ioni irrazionali nelle curve iperellittiche [Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, tomo XIX (i9o5) , pp. 297-3o4] , n ~ 6. 

Osservo incidentalmente che una Cj contenente una involu~ione I 2 di genere 2 ~ necessariamcnte 
iperellittica: altrimenti sulla quartica piana canonica la Ia sarebbe subordinata da una omologia armo- 
nica, il cui asse segherebbe la quartica in punti doppi per la /2: mentre 1~ non ha punti doppi. 

Va perci6 modificata Ia dir in principio del n" t x della Nota citata $). 
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allora (Teorema  VIII) che abbiano per omologhe nella v due ~:-ple equivalenti di gruppi 
della y.'. La questione cosi resta spostata dalla 7~ a l l a y ' .  

Se invece I 6 una involuzione ciclica priva di coincidenze, si ragioni cosl. Dette 
Vp, V~,, /I=, le variet'2t jacobiane di Ce, Co, C=, la Vp contiene una congruenza S 
di variet~t V[,, birazionalmente identiche a una certa involuzione ordinaria J~ di V~,. 

La V~, a sua volta, contiene una congruenza S di variet/i V', birazionalmente iden- 

tiche a V,~, o a una involuzione ordinaria j+ di V,~, o a una congruenza ~:,~_~ di va- 

rietfi W i (o ~ i ~ x)  di V,~ : avvertendo che se ~ ~ ~o la S pub essere di dimensione 
zero (n ~ I5, Osserva~ione). 

Nella corrispondenza ( ~ )  che intercede fra V~, e una V~, alia congruenza S di 
/1o corrisponde una congruenza 5"* di variet~ V'* entro la detta V'o: al variare di que- 
st'ultima in S, la S* descrive appunto, com'~ facile vedere, la congruen~a individuata 
,ta in Vp. 

Ora in V o la J , ,  essendo r primo, perch6 I non ~ composta, ~ ciclica; se T 

una trasformazione (di l ~ specie) generatrice di J~, T muter~, in s6 la S, inducendo 

in essa una trasformazione (di i a specie, ciclica) 7". E si posson dare 2 casi: 

a) Se T ~ diversa dall'identit~, le V'* sono birazionalmente identiche alle Y', quindi 
- -  i a V,~ o J~ o ~ _ ~ .  Due ~-ple di gruppi della y,,~ sono equivalenti se, e solo se, lo sono 

le corrispondenti ~-ple di gruppi della 7'.. 

b) Se invece T ~ l'identit~t (in particolare se la S-~ di dimensione zero), T su- 
bordina in ogni V[, una trasformazione (di i ~ specie) ciclica a periodo e: all'involuzione 
da questa generata in una P ' ,  corrisponde, nella corrispondenza (~ ~) o ( t  ~) o (I  oo ~) 
tra la detta V" e V,~, una involuzione ordinaria J*, o una congruenza ~* composta 
colla .~_~. Due punti di V,~ appartenenti a uno stesso gruppo di J*, o a una stessa 
variet/l di ~*, e solo due tall punti, sono immagini di due =-ple equivalenti di gruppi 
della y'~. 

Dalle considerazioni fatte segue quanto si ~ asserito a principio del n ~ 
Si noti che, anche quando I~ non 6 ciclica e priva di coincidenze, vale la costru- 

zione, indicata ukimamente, della congruenza individuata da "l',',~ : solo che allora a J~ va 
sostituita Hnvoluzione di I ~ ordine dei punti di Vo, e quindi a T Hdentit',L 

Pisa, 2 giugno I9x 3. 

RUGGIERO T O R E L L I .  


