Uber eine fundamentale Eigenschaft der Invarianten
einer allgemeinen biniiren Form.

Von
A. Ostrowski in Hamburg und I. Schur in Berlin.

Wendet man auf die Variablen z, y der biniren Form
Flz,y)=a,x" + (?)alax”-l y -+ ('3) az" 2y +... +a,y"

eine allgemeine lineare homogene Transformation

(s) v=al+tyy, y=BE+ Oy
an, so entsteht eine neue Form
7 ot ¥ B Y. a ' T
v (& n)=al&" + ( f)al’é‘" Yy -+ (g)afg" Pt dalyh.
Hierbei erscheinen die g, als allein durch s bestimmte lineare Formen
der a;

n
IZ;: E tz}.a’;' (zz(),l,...,?&}.
P

Die so durch s erzeugte lineare Transformation in n - 1 Variablen
nennt man vielfach die zu s gehdrende induzierte Transformation; sie soll
mit 7'(s) bezeichnet werden!). Diese Transformationen bilden eine mit
der linearen Gruppe der Substitutionen s isomorphe Gruppe &, die wir
im folgenden die Fundamentalgruppe der (biniren) Invariantentheorie
rennen wollen. In der Tat kann man ja die gesamte Theorie der
Invarianten binarer Formen als die Lehre von den Invarianten der Gruppe ®
auffassen,

Es war nun von Interesse, diese Gruppe unabhiingig von der Trans-
formation der z,y allein als lineare Gruppe in % -+ 1 Variablen zu kenn-

!} Diese Transformsation ist im wesentlichen gleichbedentend mit der con
A. Hurwitz, Zur Invariantentheorie, Mathen.atische Annalen «3 (1893), S. 381—404,
betrachteten Potenztransformation P,(s). :
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zeichnen. Eine solche Charakterisierung ergibt sich aus einem Satz, den
Ostrowski unter anderen Ergebnissen in seiner Arbeit Uber eine neue
Eigenschaft der Diskriminanien und Resultanten bindrer Formen®) auf-
gestellt hat, und der hier folgendermaBen ausgesprochen werden kann:

Die Gruppe ® 1lift sich definieren als die Qesamitheit aller linearen
Transformationen der a., welche die Diskriminante D der Form f(z,y)
ungedndert lassen®).

Es erscheint uns nun merkwiirdig, daB dieser Satz nicht umgekehrt
zur Kennzeichnung der Diskriminante innerhalb der Gesamtheit aller
Invarianten F von f(z, y) dienen kann, daB vielmehr der weit allgemeinere
Satz gilt:

1. Jede (micht konstante) Invariante F der Form f(xz,y) lipt aufer
den Transformationen der Fundamentalgruppe & keine weiteren linearen
Transformationen der a. zu. Eine Ausnahme bilden nur fiir ein
gerades n == 2v > 2 die Potenzen der quadratischen Invariante

J =aya, — (’;) aa,_, -+ (:)agan_.z — (,?J @y1Gyy F é(?)a.

DaB & die groBte komtinuierliche Gruppe linearer Transformationen
ist, welche eine Invariante F (abgesehen von dem Ausnahmefall) zuliBt,
folgt bereits aus einem schénen Resultat von Herm G. Kowalewskit),
auf das schon Ostrowski am SchluB der oben zitierten Arbeit hingewiesen
hat. Der Beweis unseres Satzes I wird auch in einem wichtigen Punkte
von einem Hilfssatz (Satz III) Gebrauch machen, der implicite schon bei
Herrn Kowalewski vorkommt.

Dieser Beweis wird im folgenden mit durchaus elementaren Hilfs-
mitteln erbracht werden, wobei auch aus der Invariantentheorie nur die
sehr leicht zu beweisende Tatsache benutzt wird, daB jede Invariante
einer bindren Form gewissen drei partiellen Differentialgleichungen geniigt.
Der Zusammenhang unserer Uberlegung mit der Theorie der kontinuier-
lichen Gruppen ist aber naturgemiB ein sehr enger. Man kann geradezu
sagen, daBl wir uns einer dlteren Auffassungsweise von Lie anschlieBen,
bei der die infinitesimalen Operationen lediglich als die linken Seiten
gewisser Differentialgleichungen erscheinen.

%) Mathematische Annalen 78 (1919), S. 360-387.

%) Wenn wir in der vorliegenden Arbeit sagen, eine Form bleibe bei einer
linearen Transformation ungeiindert oder lasse eine solche zu, so sehen wir von einem
eventuell hinzutretenden konstanten Faktor ab. Ferner schlieBen wir lineare Trans-
formationen mit verschwindender Determinante von der Betrachtung aus..

) Uber die projektive Gruppe der Normkurve und eine charakteristische Eigen-
;ehaft des sechsdimensionalen Raumes, Leipz. Berichte, math.-phys. Klasse 5§ (1902),

. 871892,
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Unsere Methode fiihrt nicht allein im Falle der Invarianten einer
bindren Form zum Ziele. Auch in anderen Fillen erweist sie sich als
brauchbar, um die simtlichen linearen Transformationen zu bestimmen,
die eine gegebene Form zulifBt. Beispiele dieser Art, die dem formalen
Kalkiil der Potenzreihen entnommen sind und auch an und fiir sich ein
gewisses Interesse beanspruchen, behandeln wir in den §§ 5 und 6 dieser
Arbeit.

Der Satz I laBt sich, wie Ostrowski in einigen spiteren Arbeiten
unter Heranziehung wesentlich tiefer liegender Hilfsmittel vielleicht etwas
mehr begrifflichen Charakters darlegen wird, auch auf den Fall mehrerer
Grundformen mit beliebig vielen Variablen z, y, ... libertragen. In der
vorliegenden Abhandlung waren wir vor allem bestrebt, den Beweis mog-
lichst elementar zu fithren.

Die drei ersten Paragraphen dieser Arbeit sind in gemeinsamen Be-
sprechungen beider Autoren entstanden. Die Ausfithrungen des § 4 riihren
von A. Ostrowski, die der §§ 5 und G von I. Bchur her.

§ 1.

Der Grundgedanke der Beweismethode.

Fiir jede Form F = F(a) der Variablen a,, a,, ..., a, setzen wir im

folgenden iiberall
oF
day

=F, (r=0,1,...,n).
Geniigt nun F einer Differentialgleichung von der Gestalt

(]) C’——:Z:)“cz;_a,;Fx-—:-O
2, A

mit konstanten Koefﬁzientgn C.:, S0 betrachten wir die Matrix O = (e,.;),
die wir stets mit demselben Buchstaben bezeichnen wie die linke Seite
der Differentialgleichung.

Eine wichtige Rolle wird nun bei uns die einfache Bemerkung
spielen:

II. Gendigt F der Differentialgleichung (1) und ist P = (p,;) éine
lineare Transformation, die F ungedndert lafit, so genigt F auch der
Differentialgleichung C, = 0 mit der Koeffizientenmatriz

C,== pcp!
Denn aus

a,=2 paaw, F(a')=y-F(a)
i=g

H*
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folgt durch Differentiation nach a,

7 Fu(a) =D punF(a).

=0

Setzt man nun

n
7
@ =2 iy By,
. 1’:0
so wird
Y
yC =_>_, Gty -y F.(a)= § Coi Phv Puntin Fu{a)y = 0.
a2 b 1y v
Fiir
B .
D P vl=cpn, dh €, =(cl)
%, A

erhilt man demnach
¥
2 covtty Fo{a')=0.
v

Das liefert aber den Satz II, wenn man noch beachtet, daB die @, von-
einander unabhingig sind und daher durch die a, ersetzt werden kénnen.

Handelt es sich nun darum, die Gruppe § aller Transformationen P
zu bestimmen, welche die gegebene Form F ungeindert lassen, so wird
zuweilen folgende Schlufiweise gute Dienste leisten: Kennt man eine Basis
der Schar ® aller Differentialgleichungen der Form (1) fiir die gegebene
Funktion F, d.h. ein System

C,=0,0,=0,...,¢,=0

von linear unabhingigen Differentialgleichungen, aus denen sich jede andere
Difierentialgleichung von © linear zusammensetzen 14Bt, so ergibt der
Satz II, daB fiir jede Transformation P der Gruppe § Gleichungen von
der Gestalt

&

Es — % A . 3

(2) PCP " = d. 0 (x=1,2,..., k)
A=1

gelten missen. Hierbel ist jede dieser Gleichungen als eine Relation

zwischen Matrizen aufzufassen. Bezeichnet man nun die rechte Seite von

. r - . . . -
{2) mit C.,%) so lassen sich diese Gileichungen auch in der Form

(3) PC, =0, P (x=1,2,....k;
schreiben und liefern nun gewisse lineare Bedingungen fiir die zu bestimmenden

Koeffizienten p,, der Substitution P, im Gegensatz zu der komplizierteren
Gleichung, welche die Invarianz von ¥ gegeniiber £ zum Ausdruck bringt,

" Das Zeichen _M’ fiir die zu ciner Matrix M gchorende transponierte Matrix
wird in dicser Arbeit nirgends henutzt.
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Zu beachten ist allerdings, daB in (3) die C, als bekannt anzusehen sind,
die C. aber nicht. Diese Matrizen werden aber in vielen Fillen von so
speziellem Bau sein, da8 die Diskussion des Problems, alle P zu bestimmen,
zu Ende gefithrt werden kann.

Im Falle einer Invariante F der bindren Form f(z,y) wird nun
eine Basis der zugehérigen Schar ® durch den oben erwihnten Hilfssatz
von Herrn Kowalewski geliefert:

III. Fiir jede (micht konstante) Invariante F der bindren Form
f{z, y) bilden die drei Differentialgleichungen

C,=a,F,+2a,F, +...4+na, F,=0
(4) O,=na,Fy+(n—1)a,F,+...4+a,F, _,=0
Cy=nayF,+(n—2)a,F,+...4+(n—2n)a,F, =0

eine Basis der 2u F gehorenden Schar ®©. Eine Ausnohme tritt nur
fiir n>2 ein, wenn F eine Potenz der (in der Einleitung erwdhnien)
quadratischen Inwvariante J ist.

Von diesem Satz, dessen Beweis im § 3 in einer gegeniiber dem
Kowalewskischen Beweis etwas vereinfachten und unseren Betrachtungen
mehr angepaBten Darstellung erbracht werden wird, soll schon jetat
Gebrauch gemacht werden.

§ 2.
Beweis des Satzes I.

Um diesen Satz zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, dafl eine
Substitution P = (p,1), die fiir die Matrizen C, der drei Differential-
gleichungen (4) Gleichungen der Form

(5) PCV=(Q"C1+Gv02+"vC'3)P

geniigt, der Fundamentalgruppe & angehdrt, d. h. fiir eine passend
gewdhlite Substitution
o g
5= (y 8)

die Form der durch s induzierten Transformation 7'(s) erhilt. Den
Beweis zerlegen wir in eine Reihe einzelner Schritte:

1. Um zu zeigen, daBl P zu & gehort, geniigt es offenbar dies fiir
irgendein Produkt Q = G, PG, zu beweisen, wo G, und G, in der Gruppe
& enthalten sind. Wir werden nun @, und G, so wihlen, daB in @ = (g.;)
die beiden Elemente g,, und g,, gleichzeitiz verschwinden. Hierbei be-
dienen wir uns der drei Transformationen von &
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) x x me-1 » ”—2
(HE) a=ta+ () e+ ()" a0, +... +a,
(H(“}) a. = a, —}— (»= ) Ul,yy+ {\n;x) U pn . unr a,

3) a:: == Oy — 4

die zu den drei Substitutionen

8_(10) sh(lu‘\ _‘(o1>
1= \¢ 1/0 2= \o1/)r BT \19

gehoren. Insbesondere bewirkt die linksseitige Multiplikation von P mit
H; eine Umkehrung der Reihenfolge der Zeilen und die rechtsseitige
Multlphkatlon mit H, das Analoge fiir die Kolonnen. Bildet man nun
HPP, so tritt an Stelle von p,, der Ausdruck

pwt"+(1) Pt +( )t*pﬂ 1,0+ Pao-

Durch geeignete Wahl von ¢ kann dieser Ausdruck gewi zu Null gemacht
werden, wenn nicht

Poo = P10~ = Pn-1,0
ist. In diesem Fall steht aber in H,P in der ersten Kolonne an letzter
Stelle eine Null.

Wir konnen also von vornherein annehmen, dal p,, bereits Null ist.
Es darf dann vorausgesetzt werden, daB nicht gleichzeitig auch in der
ersten Zeile von P

(6) Poo = Poy = +++=Pg pn-1 =10
ist. Denn ist dies der Fall, so ersetze man P durch H,P =(r,;). In
dieser Matrix ist namlich noch 7, , = p,, = 0, aber nicht zugleich

Too =Toy =... =1y ,_, =0.

Denn dies wiirde nur bedeuten, da in P auch

Pro=Ppi =+ =Dy p-1 =0

wire, was zusammen mit (6) das Verschwinden der Determinante von P
nach sich ziehen wiirde.

Bildet man nun PH{®=(q.;), so wird von selbst g, = p,, =20
und auflerdem

Qor = Poo U™ + Do U™ '+ ... + Py

Dieser Ausdruck hingt noch jedenfalls von u ab und kann wieder durch
passende Wahl von % zum Verschwinden gebracht werden.

Wir nehmen daher an, daff in P = (p,;) von vornherein

pn() = p()n =0
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ist, und werden zunéichst zeigen, daf dann P von selbst eine Diagonal-
matrix werden mul}.

2. Setzen wir in der Formel (5)
C,+0,0,+70; =0,

und bilden die Matrix C,P = (»?]), so wird, wie man leicht erkennt,

(7 00 = 0y % Prur,s + O (N — %) Duyra F (0 — 22) Pus.

Hierbei ist p.; =0 zu setzen, wenn einer der Indizes negativ oder grofler
als » wird. Da nun g, ,=0 sein soll snd nicht alle Elemente p,, der
ersten Kolonne von P verschwinden konnen, so gibt es einen Index m
(0 < m < n) von der Art, daB p,, als das letzte nicht verschwindende
unter den Elementen p., erscheint. Die Gleichung PC, = (; P lLiefert
pun insbesondere fiir die Indiges % =m + 1, 1=0

(8) NPy s1,0 =03 (M + 1) Bpuo.
weil die beiden anderen in (7) vorkommenden Glieder in unserem Fall
von selbst fortfallen. Aus (8) folgt wegen p, ., 0 =0, Py 0, daB

0y = . 0 sein muB. Ebenso ergibt sich aus PC, = C P durch Betrachtung
der letzten Kolonne, daf auch ¢, verschwinden muﬁ

3. Die Gleichung (5) hat also fiir v =3 die einfache Form
PCy=1,C, P,
und dies liefert
(" (0 —24)pur=1(n— 2%)Pu;.
Ist nun pog== 0, so wird wegen p,, — 0 jedenfalls § << n und
{10) n—2f=1xn
Fiir puo =+ 0 wird ebenso wegen p,, =0 auch « < n und
n=r1.({n— 2ea).
Diese beiden Gleichungen liefern aber
n?=(n — 2a)(n— 2§),
was nur fiir @ = § == 0 moglich ist. Zugleich ergibt sich aus (10) 7, == 1.

Aus (9) folgt nun unmittelbar, daB fiir x 4 i das Element p,; gleich 0
sein muB. Die Matrix P ist also in der Tat eine Diagonalmatrix.

4. Fiir eine solche Matrix P enthilt nun ¢ = PC, P™" nur in der
ersten Nebendiagonale unterhalb der Hauptdiagonale von Null verschiedene
Elemente. Daher mui C, = o, C, werden, und vergleichen wir nun in
der Gleichung PC, = ¢, C, P links und rechts die Elemente, so erbalten
wir insbesondere 2., = @, Pu-1.x—1, 8l80

Prx= 07 Pgo-
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Eine Diagonalmatrix P, deren Elemente p,. diese Form haben, liBt sich
aber, wenn « eine Losung der Gleichung o = p,, bedeutet, als die durch
die Substitution
=(52,)
0 ap,

induzierte Transformation T'(s) auffassen,

§ 3.
Beweis des Kowalewskischen Hilfssatzes.

Auch den Beweis dieses Satzes, den wir als Satz III bezeichnet
haben, wollen wir in einer Reihe von einzelnen Schritten fiihren.

1. Eine Invariante F der biniren Form f(z,y) ist jedenfalls eine
isobare Form der Variablen a,. Ist ihr Gewicht gleich ¢, so wird o, F,,
isobar vom Gewichte p--1— x. Geniigt daher F einer Differential-
gleichung der Form (1), so missen in C =~ Y¢;,a; F, die Teilsummen
der Glieder von gleichem Gewicht, d. h. derjenigen mit konstanter Differenz
% — 4 einzeln verschwinden. Wir konnen uns daher auf die Betrachtung
von Gleichungen der Form

xxaoFx —{—x,,+;a1 Fx+1 -+ ... +x"a,,_,,Fn == {},
oo, Fo+wa, 1 F,+ ...+ 2p_ra, Fyo, =0
beschranken. Die linksstehenden Ausdriicke bezeichnen wir mit
D.(z,) =D, (%2, ...,%,) und D_.(x)=D_,(2,%,....%,),

wobei im ersten Fall z,,2,, ..., %._1 und im zweiten Fall z,_,,., ..., z,
gleich Null zu setzen sind. )

Dall F bei der Transformation @, = a,_. ungeindert bleibt, hat zur
Folge, daB, wenn F der Differentialgleichung D;(«,) = gentigt, auch
der Ausdruck

DI (@) =D_i(,%,_y, .y ,2) (A=0,%1,+2,...)

verschwinden muf.

Jedenfalls geniigt F, als Invariante von f(x,y), den drei Differential-
gleichungen (4) des vorigen Paragraphen. Die friher mit C,,C,,C, be-
zeichneten Ausdriicke nennen wir jetzt 4, B-und ¢. In den neuen Be-
zeichnungen wird

A4=D (v), B=A"=D_(n—»), C=D,(n—2»).

Um deutlicher zu machen, dal in 4 = D, (») die Werte » < 0 und » > n
nicht zuldssig sind, empfiehlt es sich,

4 =D (k) (by=0,k, =1,..., k, =n)
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zu setzen, mit der Festsetzung, daB fiir » <0 und » > n k, gleich Null
sein soll.
2. Geniigt eine Form F = F(a) den beiden Differentialgleichungen

% kd
R=2,0 rxla),Fzzoy 852}.:} 8xﬂa}.Fx=09
4 #,

so verschwindet bekanntlich auch der , Klammerausdruck®

n

(R, S) === 2: a; Fx I‘A\I (Tm' 81— Suy 'rv}.):I .
%, 7 r=0

Speziell wird fiir x,4 =0, = 1, + 2, ..., wie eine einfache Rechnung lehrt,
(11) (Dz (%), D ( ?/v)) =D, (w,, Yo — Y» CUy_a),

wobei alle z,,y, fir « <0 und ¢>n durch Nullen zu ersetzen sind.

3. Es sei nun u < n der grofite positive Index, fir den die zu be-
trachtende Invariante F einer Differentialgleichung M = D, (#,) = 0 mit
nicht lauter verschwindenden Koeffizienten z, geniigt®). Da jedenfalls
A=D,(k)=0 ist, so ist > 1, und wir werden, wie sich bald zeigen
wird, nur zu zeigen haben, daB abgesehen vom.Ausnahmefall F —J" der
Index u den Wert 1 haben mubB.

Zunichst schlieBen wir die Falle p=n —1 und g =mn aus.

Auf Grund der Formel (11) wird auch
(4, M)=D (b, — 2. ko) =0.
Dies liefert k, z,_; = x, k,, oder genauer
(4 1) = g1, (0 2) D1 = 2Bpgny - ooy BEpog = (B — p) 2, .
Wir erhalten also z, = (;) Z,. Wahlt man z, =1, so kann
M=D.1) (=) fir v=0,1,....n)

gesetzt werden. Ist insbesondere p =1, so wird M — A. Zugleich ergibt
sich, daB auch keine Differentialgleichung D_, (y,) = 0 fiir x > u bestehen
kann, weil sonst auch D, (y,-,)=0 wire. Fiir »==gu hat man ferner,
wenn von einem konstanten Faktor abgesehen wird, nur die eine Gleichung
‘D‘”ﬂ (ln—v> == 0.

4. Sei R==D,(z)=0 eine Differentialgleichung fiir F. Dann

wird auch
(R M)=D, (21, —Lz_,)=0.

) Mit diesem griften Index g operiert auch Herr Kowalewski, 1. e.%).
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Hieraus folgt, da dieser Ausdruck sich von M nur durch einen konstanten
Faktor d unterscheiden darf,
(12) By — By =g — By = ... =8, — Uy =4
Fiir g == 1 erhdlt man inshesondere
B — By — B =L, =2

n—zn-lwd’

also z, =z, +d». Ist nun frither 0 =D, (n — 2v), so wird

R———Z’z,,a,F,—-z (zo+§2f) Za,F,,w -gC.
»=0

»=0

Da nun ¢=0 und Ja,F,=mPF ist, falls m den Grad der homogenen
Funktion F bedeutet, so mull 2z, %ﬁ == () gein, d. h. R ist von der Form
konst. C. Es gibt also fiir u =1, wie zu beweisen ist, im wesentlichen
nur die drei Differentialgleichungen 4 =0, B=0, ¢ =0. Im folgenden
kinnen wir daher 4 > 1 annehmen:

5. Neben M = D,(l,) =0 geniigt F noch der Differentialgleichung

M*N=D_,(I.,)=0,

also auch der Gleichung

. (M,N)=Dy(u,)=0.
Hierbel ist
u =1, ln——r-{-,u — Uy lv-hu

zu setzen. HKs muB also wegen (12)
(13} U~ Uy == W1 = Uy = oo = U, — Un—g

sein.

Ist nun
n—gqu=r (?‘?‘031:2;'“3#“1)

und bedeutet ¢ eine der Zahlen 0,1, ..., r, so betrachten wir die Ausdriicke

(14)  tpre = huiiro lnme—u=e = lnt ypto lamnp—o (x=0,1,...,9).
Bezeichnet man den gemeinsamen Wert der Differenzen (18) mit w,
so folgt aus
Upgp == Up == U rg ™ Upto = +-+ == Ugpip = Uig-Dp+e ==
offenbar
(15) U potg = U~ 2 W .
Andererseits liefert aber (14) wegen n+u—o>n, (g+Duto>n

k]

s
.{_..;‘Si U ptp == L 31;+,e~9 — lgtnyure tn—qu-o=0.
w=0
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Aus (15) folgt daher

(16) 0=(g+1)u+HL 0w, d b 20=—quw.
Fiir # > 0 ergibt sich insbesondere %, = u,, was wegen

(17) Ug= —Inby, w,=—1_lis1-

die Gleichung <:> = (p-+1) (";1> oder, was dasselbe ist, n = (n — u){(u -+ 1)

Liefert. Dies fiilhrt nur auf den zunichst ausgeschlossenen Fall u =n —1.
Wir konnen also annehmen, dal » =0, also n =gqpu ist. Fir o= 0
folgt nun aus (15) und (16)

Qe = (g — 2%) Uy
Fiir % = q — 1 ergibt sich insbesondere, indem man die I, einfiihrt,
2 (g —1 ) Z,u lgjl =g l2p. l{q—!);r
oder, was dasselbe ist,

e ()=o) (47)

Eine einfache Umformung liefert

(@=Du+i @—Dau+r2 (q-DHu 1T W
Fiir ¢ > 2 werden nun die Briiche auf der linken Seite kleiner als die
entsprechenden Briiche auf der rechten Seite, Da nun u > 1 ist, so
wiirde folgen

(g — )(q—l)ﬂ+1 (g—1)p+2 q g+l p+2  2p

2(g—1) L >q- 2
. L (¢—T)u w’
was nicht mdglich ist.
Der allein noch zu behandelnde Fall ¢ =2, n = 2u erledigt sich,
indem man die Gleichung
Yy — Uy == Uy 31 — Uy
betrachtet. Wegen (17) und
Wy = l,u ln - l«n— " l?e; = O uu—{-l = lgc-;—ll -1 n-—-,u—-ll?,n+1 = z;l—i'l ZQ,H"‘3

liefert sie I, 0o, = 21,4105, oder
2n
(**) =2+

d. h. 2==2(u+ 1), was wieder nicht méglich ist.

6. Es bleiben also nur noch die Fille u=n—1>1 und g =n zu
behandeln,
Ist zuniichst g = n, so wird

M=a,F,, M*=a,F,

2u—l)

b

n
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Wir bilden nun mit Hilfe der Formel (11) Schritt fiir Schritt die
Klammerausdriicke?)

1 1
E,=(4,M%), K,=(4,3K,), K,=(4,1K) ..
Eine einfache Rechnung liefert in den friiheren Bezeichnungen

(=1 B Deal(Z)= (1), (2 1,00 0).

Da nun alle diese Ausdriicke fiir unsere Invariante F verschwinden
miissen, so ergibt sich fiir v =0,1,..., %

(") anes Fy— ( * Vanosis By + ... +(—1) 0, F, =0,
Dies liefert aber
Fo=F,=...=F =0, dh F =konst.
7. Fir uy=n — 1 wird
M=a,F,  +naF,, M*'=na, F,+a,lF,.

Bildet man wieder die iterierten Ausdriicke K,, so. wird hier, wie man
ebenfalls ohne Miihe erkennt,

(= 1)y“1Kv—1=Dv—~n ((?)”, - <1’-I,f-1) (V'—2>, (Vﬁg)(a’ —-4), )

Das liefert fiir F die Differentialgleichungen
Ry Fyta,F =0
(18) 2(;) an-os Fo—2a, Fy=0
3 (?) A3 Fy— (;) Gy Fy — (?) @n1 ¥+ 3a, F,— 0 usw.
Entwickelt man nun F nach fallenden Potenzen von a,, so sei
FP=a'G oG+ ...+G.

Aus den Gleichungen (18) ergibt sich nun hintereinander
26, 2@, 06,

Ga, =% T, =0T
Daher ist G,=ya?, wobei y eine Konstante bedeutet. Die n-te der
Gleichungen (18) liefert aber noch

nayFy—(n—2)(1)a,F,+ m—a)(3) 0, Fy— ...+ (— 1) (n — 2n)a, F, 0.

%} Auch hier lehnt sich unser Beweis an den des Herrn Kowalewski an, der
mit diesen iterierten Klammerausdriicken mehrfach operiert. Wir machen von ihnen
aber im Gegensatz zv Herrn Kowalewski nur in den fiir die Rechnung besonders
einfachen Ausnahmefillen 4= und & =n—1 Gebrauch.
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Vergleicht man hier wieder links und rechts die Koeffizienten von a?,
so erhilt man
nr@,+n(—1)""a G g
o % fg, 4

also r+(—1)"78=0. Folglich muB = eine gerade Zahl und r=3s
sein, Setzt man 7 == 2» und (wie friiher)

Jm%ax— (?)alﬁ,;—z"i"-w i‘%(?)“f?

so geniigt J und folglich auch jede Potenz vonJ der Differentialgleichung

a 2z L na oz
05, | " “5a,

die auch fiir unsere Invariante F besteht. Dasselbe gilt daher fiir
FO o F - y J’,

und es wiirde sich wieder ergeben, daB, wenn F® nicht Null ist, dieser
Ausdruck ein Glied der Form y‘al’ar’ enthalten miiBte. Hierbei wire
aber #’< r, was der Tatsache widerspricht, daB F eine homogene
Funktion von demselben Grade wie F sein mu8. Es muB also in dem.
Falle 1 =n — 1 unsere Invariante ¥ von der Gestalt yJ" sein. Damit
ist der Satz III in allen Teilen bewiesen.

§ 4.
Eine Folgerung aus dem Satze HI.
Schreibt man eine Form F der Variablen ¢, in der Gestalt
F =2Kagn ari...axn

und besteht diese Summe aus k verschiedenen Gliedern, so besagt eine
Differentialgleichung vom Typus

(19) 2y0,Fo+ 20, F + ... +2,a,F, =0,
daB fir jedes der k& Glieder von ¥ die Gleichung
(20) g%y + 6 %+ e, x, =0

erfiillt ist. Dies bedeutet aber, daBl die Form F isobar vom Gewichte 0
bei der Gewichtsbestimmung ist, bei der a, das Gewicht z,, a, das Ge-
wicht x, usw. hat. Die Tatsache, daB es, von einem konstanten Faktor
abgesehen, nur eine Differentialgleichung von der Form (19) gibt, der F
geniigt (vom Ausnahmefall abgesehen), besagt also, dafl es im wesent-
lichen nur eine Gewichtsbestimmung gibt, bei der F isobar vom Ge-
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wichte 0 ist. Nun gibt es aber fiir jede Invariante F bekanntlich zwei
wesentlich verschiedene Gewichtsbestimmungen, bei denen sie isobar ist.
Gibe es noch eine dritte Gewichtsbestimmung, die von den beiden be-
kannten unabhingig wire, und in bezug auf die F isobar wire, so lieBen
sich aus den drei Gewichtsbestimmungen zwei solche herleiten, in bezug
auf die I isobar vom Gewichte 0 wire, Da dies aber (vom Ausnahme-
fall abgesehen) unmoglich ist, erhalten wir das Resultat:

IV. Jede Gewichisbestimmung fir die Koeffizienten ay, 0, ..., 0,
der bindren Form n-ten Grades f(x, y), bei der eine Invariante F dieser
Form, die nichi die Gestalt yJ” hat, isobar ist, lafit sich aus den beiden
bekannten Gewsichisbestimmungen:

() wy=1,2,=1,...,2,=1; (I) 7, =0, 2,=1,2,=2,...,2,=n
linear zusammensetzen.

Fiir einige Invarianten- 1aflt sich dieser Satz auch durch direkte Unter-
suchung ihrer Gewichtseigenschaften bestitigen.

Die Anzahl N' der linear unabhéngigen Differentialgleichungen (19) ist
genau gleich der Anzahl der linear unabhingigen Losungen der % linearen
homogenen Gleichungen (20). ~ Weil man insbesondere, dal N =1
ist, so darf jedenfalls nicht ¥ kleiner als (n +1) —1==n sein. Die Be-
dingung N =1 ist nun nach Satz III fiir jede Invariante F der Form
f(x, y), abgesehen vom Ausnahmefall, gewiB erfiills,

Hat aber F die Form »J” (r > 1), wo

”n 1/n
J=aya, — (Jalakﬂ%« . ig(n)a?

2

ist, so sind hier die einzelnen Glieder unabhingige Funktionen der a,,
und daher besteht J' aus genan so vielen Gliedern, wie

(B 2o+ 2z)"

ol

=

wo z; beliebige Unbestimmten sind, also fiir » > 1 aus mehr als n Gliedern.
Daher folgt:

IV'. Eine (niché konstante) Invariante F der bindren Form n-ten
Grades f(x,y), die nicht von der Gestalt yJ ist, enthilt mindestens n
verschiedene Glieder.

Dieser einfache Satz scheint in der Literatur nirgends erwihnt zu
sein. Die untere Schranke n fiir die Gliederanzahl ist vermutlich fiir
groBere Werte von » noch sehr ungenau.
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§ 5.
Uber eine spezielle Klasse von Formen.
Es sei
p{z)=06,+c,x+c,z>+...
eine gegebene Potenzreihe. Ferner sei
g(x) =a,x+ax"+...
eine Potenzreihe, deren Koeffizienten a, im folgenden als voneinander

unabhingige Variable angesehen werden sollen. Entwickelt man ¢(g)
nach Potenzen von z, so sei

P(9) =9+ Pz + g2+ ...
Hierin ist ¢, eine wohlbestimmte ganze rationale Funktion der Variablen
@y, By, ..., &,. Fihren wir noch eine Hilfsvariable a, ein und setzen
(21) F=F"=arp, (2. 2....2),
so wird F, sofern ¢ () sich nicht auf die Konstante ¢, reduziert, eine
Form in den Variablen ag, @,,..., @, vom Grade n und auch vom Ge-
wichte n. Sie geniigt daher der Differentialgleichung

~oﬁ,§(lw)a,m=0 (F.=5)

Wir wollen nun zeigen, dafl es unter gewissen Voraussetzungen iiber
die Funktion ¢(z) moglich ist, die Gesamtheit 3§ der linearen Trans-
formationen

(P) “;x';’pxz a,
=0

welche die Form F ungefndert lassen, genau zu bestimmen.

Diese Voraussetzungen lauten:

a) Die Koeffizienten c,, ¢,, ... sollen simtlich von O verschieden sein.

b) Fiir jedes n > 2 sollen fir F n —1 Differentialgleichungen der
Form
(22) Co=rPaF, 4y a s+ .+ yPay , F =0

(r=1,2,...,n—1)
bestehen, wobei die Konstanten y{’ noch von n abhdngen konnen.

Fiir welche Funktionen ¢ (z) diese Voraussetzungen gleichzeitig er-
fillt sind, soll im néchsten Paragraphen untersucht werden. Zunéchst
gehen wir daran, unter der Annahme, daB sie gelten, die Gruppe & fir
jedes n zu bestimmen.
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1. Aus a) folgt, da in der Entwicklung von F' jedes Potenzprodukt
agra ... ar von der Dimension ‘n und vom Gewichte » mit einem von
Null verschiedenen Koeffizienten versehen vorkommt. Insbesondere gilt
das fiir die Potenzprodukte

(23) ar, ar-?a,a, ol dazal,...,a,a,1a2% a,ad

Hierans folgt zugleich, daB F, ein Glied der Form konst. @~ a;~1 explizite
enthialt. Dies hat offenbar zur Folge, daB die Ausdriicke

(24> a1Fu+1s ang-FE:--'s a’ii-—nFn (”:09 19--'5"'“"1)
und
(25) DTRRY N YRy SN, T (i=12,....,n—1)

bei festem » bzw. festem 1 linear unabhingig sind. Insbesondere miissen
daher in den Differentialgleichungen (22) die Koeffizienten y{¥, y®, ..., yia-0
von Null verschieden sein.

2. Wir behaupten nun, daB unter den von wuns gemachten Voraus-
setzungen die n Differentialgleichungen

Oa"‘-—?»o, Gl-—-—'-'{}, ...,G,;_i:{}

fiir » > 2 in dem friiheren Sinne eine Basis der Schar © aller Hir F be-
stehenden Differentialgleichungen der Form

n
(26) C’=20,,,1a1F,,-—=0
n, A=0
bilden (vgl. §1).

Um dies zu erkennen, geniigt es (wie in § 3), nur Differential-
gleichungen vom Typus

D,=D,(zy, 2, ...,2,)=0 (x=0, £1,x2,..., £ n)

zu betrachten. Die Fille » = <+ n sind gewill auszuschlieflen, da sie nur
auf F, =0 bzw. F,=0 fiihren wirden. Ist. ferner » eine der Zahlen
0,1,...,n~1, also

D= 2,0, F. sy By - . 4 20y By,

so .mufl
L
Dx == *E}‘ G;g
werden, da sich sonst eine lineare Beziehung zwischen den Funktionen (24)
ergeben wiirde. Es sei also x = — 1 eine der Zahlen —1, —2,..., — (n—1).
In

D_;se= aﬁbm Fﬁ+ $1a5+1FI—§~ hee b z,;_;a-ﬁF =,
muf} dann %, wegen der linearen Unabhingigkeit der Funktionen (25)
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von Null verschieden sein. Man bilde nun durch Anwendung der Klammer-
operation die Differentialgleichung

(A}
Ay = (Gf»a D-—A) ='B0(uﬁ’ LIRS’ un) = 05
WO
Wy = y"flu) x’.“k — w’,?;(")

y+i
zu setzen ist; hierbei hat man unter y@ fiir « <4 oder « > n der Wert
Null zu verstehen. Nach dem schon Bewiesenen miiflte sich 4¥ von ¢,

nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. In 4% ist aber die
Summe aller Koeffizienten gleich Null, in ¢, ist diese Summe aber gleich

s=§(1«—v)=(n+1)<1-g—),

also fiir » > 2 gewil von Null verschieden. Daher miiiten alle u, ver-
schwinden. Dies widerspricht aber wegen w,— — z,y® der Annahme,
daB z,= 0. sein soll.

3. Bezeichnen wir wie bei friiheren Gelegenheiten die zur Differential-
gleichung C,= 0 gehérende Koeffizientenmatrix ebenfalls mit C,, so wird

Co”"’" ((1 - “) eaﬂ)s 01 == (yél)ea,ﬁ-%l)s 09 == (?’;2) ea,ﬁ-ﬁ-g)o cecy

wobei e,z gleich 1 oder O zu setzen ist, je nachdem ¢ =g oder e=f
ist. Die Matrix P = (p.s) einer Transformation der zu bestimmenden
Gruppe § hat nun, wie aus dem unter 2. Bewiesenen folgt, die Eigen-
schaft, daB

PC,P'=(C, (r=0,1,...,72—1)

eine lineare Verbindung von C,, C,, ..., C,_; darstellt, also gewifl eine
,, Dreiecksmatrix« wird, d. h. eine Matrix, die oberhalb der Hauptdiagonale
lauter Nullen enthilt, Wir behaupten nun, daf auch P eine solche
Dreiecksmatrix sein muB.

Es sei namlich
(27) Gé’:PGeP_}:%Ge‘f*QxOfé‘-!-+§n—ig —1s

Das ist eine zu C, #hnliche Matrix, ihre Spur ist demnach gleich der
Spur s = X (1—») von Cy. Die Spur der rechts stehenden Matrix ist
aber gleich g,s. Aus s=0 folgt daher g,=1. Man schreibe nun die
Gleichung (27) in der Form

(28) PC,— C,P=(0,C,+ 0,Co+ ...+ n-1Cn-1) P

und bezeichne das allgemeine Element der rechts stehenden Matrix mit g,z.

Das entsprechende Element links hat, wie man leicht erkennt, den Wert

{& — B) pap. Beachtet man nun, daB o, C, + ...+ ¢n—10s—1 eine Dreiecks-
Msathematische Zeitschrift, XV. 7
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matrix ist, die in der Hauptdiagonale lauter Nullen enthilt, so ergibt
sich zundchst go5= 0. Das liefert

01 = Pog =+ -« = Pp,, = 0.
Weill man nun schon, daB p,s fir « < » und § > « gleich Null ist,
so wird auch
q,l’«y.*-l q'y y+2—.-.%qy,a=04
Daber miissen auch die entsprechenden Elemente p,; verschwinden. Fiir
« < B sind also in der Tat alle p,s gleich Null

4. Um nun die Gleichung (28) weiter zu diskutieren, empfiehlt es
sich, in folgender Weise vorzugehen. Man zerlege P, nach den Neben-
diagonalen 4, , d.h. man schreibe P in der Form

P=P,+P,+...+P,

Pa-“"‘" (pa-a eu,ﬂ—H')

in der Nebendiagonale 4, dieselben Elemente wie P, sonst aber lauter
Nullen enthélt. Zerlegt man nun die in (28) links und rechts auftretenden
Matrizen in derselben Weise und beachtet, daf

P,C,— C,P, =P,
wird, so zerfillt (28) in die n Gleichungen

P,=p,C P,

2P, -—QJC P, +020 P,

wobei

(29)

nP ‘—910 Pn——l“Jr"QgOP—?‘f‘“ +~.n n oa

wobei aber €, =0 zu setzen ist.

5. Wir benutzen nun einen Satz, der der Lieschen Theorie ent-
nommen ist, aber auch direkt sehr leicht bewiesen werden kann:

Geniigt die Form F der Differentialgleichung (26) mit der Koeffi-
zientenmairiz C, so bleibt F fiir jeden Wert des Parameters & bei der
linearen Transformation

S(s)zeECzE+§0+%0“’+...

ungedndert®).
In unserem Fall liefern insbesondere die Differentialgleichungen €, =0
fir »=1,2,...,2 —1 wohlbestimmte Transformationen 8, (4,), die fol-

% Vgl. H. F. Baker, On' the Exponential Theorem for a Simple Transitive
Continuous Group, and the Calculation of the Finite Equations from the Constants of
Structure, Proceedings of the London Math. Soc., 34 (1902), 8. 91127,
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gende Eigenschaft besitzen: 8, (&,) 1aBt die Variablen a,, ay, ..., @,y un-
gedndert und fihrt @, in y»&, @+ a, iber. Bildet man nun

Sx {.€1)P == P{Q’ Sg {EQ}P{Q:P(&}‘ e gﬁ“i{&nhi}?bﬁ-iiz P{nwi}’

so kann man Schritt fiir Sehritt &,, &, ..., s~y so wiahlen, daB in
P* Y (r,,) die Elemente 7,4, 749, - -, fa—1,0 gleich Null werden. Nehmen
wir von vornherein an, P selbst habe schon diese Higenschaft, so enthalt
insbesondere fiir » =1,2,...,n — 1 die Matrix P, in der ersten Kolonne
lauter Nullen. Beachtet man nun, daB in der ersten Kolonne von C, Py
das nicht verschwindende Element 7 @, auftritt, so erhilt man aus den
n —1 ersten der Gleichungen (29) hintereinander

0,=0, =0, ..., Cpg=0.
Dann wird aber zugleich
P,=0, P,=0, ..., P,=0, P,=0.

n—3 n

Die Matrix P wird also eine Diagonalmatrix.
6. Als isobare Form 18t F jedenfalls die Transformationen

(4 (o)) al=yoa,

{B{o}) a) = g% q,
za, Setzt man nman

o Pu)

P=4(po)B(2)Q,

so erhilt die Transformation @ der zu F gehdrenden Gruppe % die Gestalt
Gy = Ty @y,

wobei insbesondere 7, =7, =1 wird, Da aber unsere Form F die Potenz-
produkte (23) explizite entbilt, so kann sie bei der Transformation @
nur dann ungeindert bleiben, wenn alle 7, gleich 1 werden.

Unsere Diskussion hat nun folgendes Resultat ergeben:

V. Sind fiir die Potenzrethe o (x) die Vorausselzungen a) und b)
erfillt, so ist fir jedes m>2 die Gruppe ¥ der linearen Trans-
formationen, welche die durch die Gleichung (21) bestimmie Form F
ungedndert lassen, identisch mit der (n -+ 1)- gliedrigen kontinuierlichen
Gruppe, die durch die Transformationen

4(e), Blo), 8,(&), 8(&): s Spaln)
erzeugt wird.

Zu beachten ist hierbei, daf man zur Erzeugung der Gruppe § nicht
notwendig die Transformationen 8, zu berechnen braucht. Es geniigt, an
Stelle der 8, irgendwelche n —1 Transformationen 7T, der Gruppe & zu

?*
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kennen, die folgende Eigenschaften haben: Die Koeffizienten von 7', sind
ganze rationale Funktionen des Parameters &, und ferner 1iBt 7, die
Variablen a,, a,, ..., a,., ungeéindert, wihrend a, in ¢, &, ay 4 a, iber-
gefiihrt wird. Hierbei sollen die Konstanten «, ¢,,..., &_; von Null
verschieden sein.

§ 6.
Fortsetzung der Diskussion,

Wir gehen nun dazu iber, die Gesamtheiv der Potenzreihen @ (x),
auf die unsere bisherigen Betrachtungen anwendbar sind, genauer zu be-
stimmen.

V1. Die einzigen Potenzreihen ¢ (x), fir welche die Voraussetzungen
a) und b) des vorigen Paragraphen erfiillt sind, werden erhalten, in-
dem man

(30) plr)=a6+bx+ cP(da)
setzt, wobes D (x) eine der Funktionen
(31) e®, (I'+-a)", log(l4=z), (1+4+=)log(l-d=x)

bedeutet. Die Konstanten a, b, ¢, d unterliegen hierbei nur den Be-

dingungen
c+0, d=+0, b+cdd (0)+0.

Fiir ()= {(1-+z)" ist auPerdem noch zu verlangen, daf u keine der
Zahlen 0,1, 2, ... sein soll.

In den fritheren Bezeichnungen wird nimlich
(32) v (@) =2 a;"F™ (ay, a,a,, ..., aya,)z".

ne=(
Setzt man nun

(33) (p,(g)zgzclglhi:jzwn(“ua-zw" “n)xn (V’on%)’
= n=
so folgt fiir » > 0 aus (32) durch Differentiation nach a,
" o'(g) "i‘zﬂ‘gﬂﬂflfm (Gys Gy Bys .- s By@, ) 2"
ne
Das liefert, wenn wieder n festgehalten und F™ = F gesetzt wird,

4, g 9_:;_)

— a-t
F,(ay,a,,...,a,)=a] q/’”“"'<a_o’ @l

Verlangen wir nun fiir jedes n» > 1, daB n — 1 Differentialgleichungen
der Form (22) fiic F bestehen sollen, so ist das- gleichbedeutend mit der
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Forderung, daB die Funktionen v, fiir jedes m >1 einer in den Variablen
@, a,, ... identischen Gleichung von der Gestalt

(34‘) ]"o :q)m + kl @) Y'm—1 4 ke“‘z "!’m—-: e km &y Yo = 0 (ku + )

geniigen sollen, wobei die k, noch von m abhiingen kénnen.
Fiir » > 4 enthilt nun v insbesondere die Glieder

n af{n—1 Be-d 2
(n+1)epsrar, 9<2,cna1 ‘s, 5( 3 )cn_lal Qs .

Vergleicht man nun in (84) links und rechts die Koeffizienten von
a®, a™ %a, und a]"*a;, so -ergibt sich fiir m >4

(m+1kyenir+mbcn=0,
(M) byt 2 ("7 )k Cmes - (0 — 1) ertm == 0,
5( )koﬂm 113 (M;Q\)k,cm_._,—{«' (mm >]"’Gm-"°~0

Daher mufl die Determinante

! (m+1)cm“ s me, ¢
2({?)6," 3 {nlsz jem i {9?’!‘-’1)61;3 -3 {
1
_ 2 ‘
i 3 (mg I)Q@amz: {m } 9 (m )Cm—~ i
gleich Null sein. Setzt man nun
an,__?,?i;w (m=1,2,...),

so liefert dies nach einer einfachen Umformung die Rekursionsformel
w1 = 2¥m = Vg1 (m24).
Hieraus folgt aber, wenn unter «, f, y, & die Zahlen
“=vy B=pe, v=p, O=p—7
verstanden werden, fiir n > 3

Yu=y—{(n—38)8,
also

W(w)_co+ I , uﬂE?(? 6)(/ 26) (?""(‘n“"‘s)é)xu

n!
n=3

“Crafi-Datlon

b4
¥

[st nun 8 =0, so wird
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Fir 640 wird aber ,
" (2)y=ap(1+d6z)".
Entsprechend den drei zu beriicksichtigenden Fallen
(r+28)(r+8)+0, y+26=0, y+5=0

erhélt man hieraus durch zweimalige Integration fiixr ¢ (z) die drei iibrigen
im Satz VI angegebenen Formen.

Wir haben nun umgekehrt zu zeigen, daB fiir jede Funktion ¢ (x)
von der Form (30) die zugehorigen Funktionen vy, der Variablen a,, a,, ...
Relationen von der Gestalt (34) geniigen. Hierbei ist folgendes zu be-
achten. Geht man von ¢(x) zu einer Funktion

p(x)=a-+bx-tcp(dx)
iiber und setzt entsprechend der Gleichung (83)

n

¢{(9)=Zln(auaea---,“n)x ,
n=0
so wird
L=0b-+cde,, yx.(a,,a,,...,0,)=cd -y, (da,,da,,... da,).

Geniigen daher fiir ein gegebenes m die Ausdriicke v, der Relation (34),
so wird

dknanc
kolm +dka gmr+ ...+ A lom—1 Om—1 Xy + W&‘lélo =0.

Wir brauchen demnach die Betrachtung nur fiir die vier Funktionen (31)
durchzufithren, In diesen vier Fillen macht aber die Aufstellung der Re-
lationen (34) keine Mithe. Man erhilt fiir o (x) = e®

MY, — O Wy — 20 Wy g — - — MA, Wy =0,
fiir ¢ (x) = (1 + )"
my, +(m—play, ,+...4-(m—mp)a,p,=0,
fir () =log(1-+2)
Yot O WYpoy o T 8w =0
und endlich fir ¢ (x) = (1 z)log(1+ x)
my,+(m—1)a (M —2) gy s+ Gy ¥, —MB, Y= 0.

Hieraus ergeben sich auch ohne weiteres in jedem der vier zu be-
trachtenden Fille die m — 1 Differentialgleichungen (22), denen bei ge-
gebenem 7 die zugehorige Form F = F™ det Variablen a,, a,, ..., a,
geniigt. Wir beherrschen demnach auch die Gruppe F der linearen Trans-
formationen, die F ungeiindert lassen, in jedem der vier Fille.
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Der Vollstindigkeit wegen wollen wir auch die analytische Bedeutung
der sich so ergebenden Gruppen § genauer zu kennzeichnen versuchen.
Hierzu beweisen wir folgenden

Hilfssatz. Es sei
Pa)=A,+A,x+ A, 2%+ ...

eine beliebige Potenzreihe. Bei gegebenem n > 1 seize man, wenn v eine
der Zahlen 1,2,...,n —1 und o eine beliebige Konstante bedeutes.

Qe)=(1+02") " P(~—~”——1)-
(1+e2")"
Entwickelt man dann Q(x) nach Potenzen wvon xz, so wird der Ko-
effizient B, von x* wieder gleick A, .
Um ndmlich B, zu berechnen, hat man in

n-~-r—2

Q(z) = ;2" (1402 ”
A=0

fiir 2=1, 2, ..., n jeden Summanden nach Potenzen von x zu.entwickeln.
Hierbei liefert das 1-te Glied nur solche Potenzen 2™, fiir die m = 1 (mod »)
wird. Ist demnach

n=gqv-+pu (O</‘§v)’
80 haben wir nur die Teilsumme

gr—r—k»

q
Q (%) =D Apsrpa® e (14 p2*) *
k=0

zu beriicksichtigen. Fiir k <C g ist aber hierin der k-te Summand ein

Polynom des Grades (¢ —1)» 4+ u < n. Die Potenz z* tritt demnach nur

im letzten Summanden, und zwar mit dem Koeffizienten A4,,,, = 4, auf.
Im folgenden setze man zur Abkiirzung

x
¥ =

1
(14p02")"
Ist nun zunichst

n

(P(g):e”:Z ¢ﬂ(a1’ M a-n)w ’
n=0

so bleibt nach unserem Hilfssatz ¢, fiir jedes n ungeindert, wenn fiir
v=1,2,...,n — 1 und beliebiges ¢ an Stelle von g(z) die Funktion

g0 (x) =g (z*) +""Zlog (1 -+ gz”)

P!

tritt.
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Dasselbe gilt fiir @ (g)=(1+¢)*, wenn g(x) durch

g9 () =(1+ex")" [14+g(z*)] -1

ersetzt wird.
Im Falle ¢(g) =log(1+ g) bleibt ¢, schon ungeindert, wenn man
fiir g(«) die Funktion
g () =" [1+g(x)]~1 (*=1,2,....,0—1)
treten l4Bt.
Ist endlich @ (g)= (14 g)log(1 - g), so dndert sich, wie wieder aus

unserem Hilfssatz ohne Miihe folgt, der Koeffizient ¢, von x" nicht, falls
g(x) durch die Funktion

n—~v
g9(x)=(1+027)" [1+g(2*)]— foam—1
ersetzt wird. Hierbei soll f, den Koeffizienten von z» in der Entwick-
lung von

P n~w
(1+e2”) " [14g(a*)]log(1+ 2"} "

bedeuten ®).

In jedem der vier Fille ist der Ubergang von g{z) zu g {(z) gleich-
bedentend mit einer wohlbestimmten linearen Transformation
(11’(9)) wa:mpxo—f_pxlal"f"“-—l_pxn“x
der Koeffizienten a,,a,,... Hierbei sind die p_, ganze rationale Fank-
tionen des Parametfers o, und insbesondere wird

aiwa‘l! aé”“‘.’.a ey a‘:*lmai'--la az““”@“““””

wo' o, eine gewisse von Null verschiedene Konstante bedeutet.

In Verbindung mit dem im vorigen Paragraphen Bewiesenen kdnnen
wir nun unser Ergebnis folgendermaBen aussprechen:

Bedeutet ¢ (x) eine der Funktionen

e, (1-4=z)¢, log(l-+z), (1-+a)log(l+=) (u40,1,2,...)

und setzt man

o
ola,z -+ aya® 4 ...}:2%{&1, oy v eey @, ) 2",

g=i

so IaBt sich fiir » > 2 jede linesre Transformation
G==Guot+ padit ...t Gentn  (x=1,2,...,7)
% Eipe cinfache Rechnung liefert

. o* 8% 1
39” v {an-re'i'&n—?.v "§“+€§ﬁ—39§+' "_‘ *
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der Variablen a,, a,, ..., a,, welche die Funktion ¢, bis auf einen kon-
stanten Faktor ungeiindert 1iBt, bei -passender Wahl der Parameter
0, &, &, ..»s &n—y aus der Transformation a)=po*a, und den vorhin
charakterisierten Transformationen

T1{§1}= Ts{éeL ree Tﬁ“l(‘fﬂ‘“l)

zusasmmensetzen. Diese Funktionen @(2) sind zugleich im wesentlichen
die einzigen, fiir die sich die Diskussion in derselben Weise durch-
fithren laBt.

Die beiden Fille

p(@)=log(1+2), ¢(z)=(1+2)"
sind insbesondere fiir die Theorie der symmetrischen Funktionen von
Wichtigkeit. Deutet man ndmlich a,,a,,...,a, als die elementaren
symmetrischen Funktionen von » Verénderlichen #,, #,,...,%,, so wird
im ersten Fall
@, (G, ay, ...,an)=%2”——1(x{"+ . a2y,
und im zweiten Fall
P (@ Bys oo @) = (—1)"w, (2, 2y, .05 3,),

wo w, die sog. Wronskische Alephfunktibn n-ten Grades bedeutet,

d. h. die Summe saller Produkte von der Dimension n, die sich mit Hilfe
vOR &,, %, ..., &, bilden lassen.

{Eingegangen am 30. Juli 1921.)



