
~ber eine fundamentale Eigenschaft der lnvarianten 
einer allgemeinen binitren Form. 

Von 

A. Ostrowski in Hamburg und I. Schur in Berlin. 

Wendet man auf die Variablen x, y der bin/iren Form 

eine allgemeine lineare homogene Transformation 

an, so entsteht eine neue Form 

~;(~, ,])~--- a~s q - ( ' ;  ) a ;  ~n .t 4 - ( ~ ) a :  ~'~-~ ,]" q - . . .  q-a,', 't". 

ttierbei erscheinen die a" als allein dutch s bestimmte lineare Formcn 
der a~ n 

a~' =Zt~. ; .a ; .  (z = O, 1 , . . . ,  n). 
2=0 

Die so dutch s ~rzeugte lineare Transformation in n - ~  l Variablen 
nennt man vielfaeh die z u s  gehSrende induzierte Transformation; sie soll 
mit T(s)bezeiehnet werdenl). Diese Transformationen bilden eine mit 
der linearen Gruppe der Substitutionen s isomorphe Gruppe ~ ,  die wit 
im folgenden die Fundamentalgruppe der (bin~iren) Invariantentheorie 
nennen wollen. In der Tat kann man ja die gesamte Theorie der 
Invarianten bin~irer Formen als die Lehre von den Invarianten der Gruppe 
auffassen. 

Es war nun yon Interesse, diese Gruppe unabh~ngig yon der Trans- 
formation der x,.y allein als lineare Gruppe in n -~ 1 Variablen zu kenn- 

1) Diese Transformation ist im wesenttichen gleichbedeutend mit der ,'on 
A. H u r w i t z ,  Zur Invariantenfheorie, Mather,.atische Annalen ~3 (1893), S. 381--404, 
betrachteten Potenztransformation P~(s). 
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zeiehnen. Eine solche Oharakterisiemng ergibt sich aus einem Satz, den 
O s t r o w s k i  unter ancleren Ergebnissen in seiner Arbeit ~]ber eine neue 
Eigenscha/t der Diskriminanten und Besultanten bindrer Formen ~') aub 
gestellt hat, und der hier folgendermaflen ausgesprochen werden kann: 

Die GrupTe ~ ld/3t sich definieren als die qesamtheit aller linearen 
Trans]ormationen der a~, welche die Diskriminante D der aVorm f (x ,  y) 
ungedndert lassen s). 

Es erscheint uns nun merkwiirdig, dab dieser Satz nicht umgekehrt 
zur Kennzeichnung der Diskriminante innerhalb der Gesamtheit aller 
Invarianten F yon f (x ,  y) dienen kann, dab vielmehr der weit allgemeinere 
Satz gilt: 

I. Jede (nicht konstante) Invariante F der Form t'( x, y) ldflt auger 
den Trans/ormationen der Fundarnentalgruppe ~ keine weiteren linearen 
Trans/ormationen der a~. zu. Eine Ausnahme bilden nu t  /iir ein 
gerades n ~ 2v > 2 die Potenzen der quadratischen Invariante 

n n 1 n ., 
J = a o a , , - - ( 1 ) a , a , ~ - l + ( ~ ) a ~ a , , - ~ - - . . . + - - ( , , _ _ l ) a , . - l t t , . + l T ~ ( , . ) a ; , .  

DaB (~ die grSBte kontinuierliche Gruppe linearer Transformationen 
ist, welche eine Invariante F (abgesehen von dem Ausnahmefall) zuF, iBt, 
folgt bereits aus einem schSnen Resultat von Herrn G . ' K o w a l e w s k i ~ ) ,  
auf das schon O s t r o w s k i  am Schlul~ der oben zitierten Arbeit hingewiesen 
hat. Der Beweis unseres Satzes I wird aueh in einem wichtigen Punkte 
yon einem Hilfssatz (Sara HI )  Gebrauch maehen, der implicite schon bei 
Herrn K o w a l e w s k i  vorkommt. 

Dieser Beweis wird im folgenden mit  durchaus elementaren Hilfs- 
mitteln erbraeht werden, wobei aueh aus der Invariantentheorie nur die 
sehr leicht zu beweisende Tatsaehe benutzt wird, dab jede Invariante 
einer bin/iren Form gewissen drei partiellen Differentialgleiehungen geniigt. 
Der Zusammenhang unserer Uberlegung mit  der Theorie der kontinuier- 
lichen Gruppen i s t a b e r  naturgem/iB ein sehr enger. Man kann geradezu 
sagen, dall wit uns einer iilteren Auffassungsweise yon L i e anschlieBen, 
bei der die infinitesimalen Operationen lediglich als die linken Seiten 
gewisser Differentialgleiehungen erseheinen. 

'-') Mathemt~tische Annalen 79 (1919), S. 360--387. 
a) Wenn wir in der vorliegenden Arbeit sagen, eine Form bleibe bei elner 

linearen Transformation unge~ndert oder lasse eine solche zu, so sehen wir yon einem 
eventuell hinzutretenden konstanten Faktor ab. Ferner schlieflen wir lineare Tra.ns- 
formationen mit versehwindender Determinante yon der Betraehtung aus. 

~) Uber die projektive Gruppe tier Normkurve und eine charakteristiache Eigen- 
achaft des sechsdimensionalen Raumes, Leipz. Berichte, math:phys. Klasse 5g (1902), 
~. 37t=892. 
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Unsere Methode fiihrt nicht allein im Falle der Invarianten einer 
bin~ren Form zum Ziele. Auch in anderen F~llen erweist sie sich als 
brauchbar, um die siimtlichen linearen Transformationen zu bestimmen, 
die eine gegebene Form zul~t]t. Beispiele dieser Art, die dem formalen 
Kalkiil der Potenzreihen entnommen sind und auch an und fiir sich ein 
gewissos Interesse beanspruchen, behandeln wit in den w167 5 und 6 dieser 
Arbeit. 

Der Satz I liiBt sich, wie Os t rowsk i  in einigen spiiteren Ar~i ten 
unter Heranziehung wesentlich tiefer liegender Hilfsmittel vielleicht etwas 
mehr begrifflichen Charakters darlegen wird, auch auf den Fall mehrerer 
Orundformen mit beliebig vielen Variablen x, y , . . .  iibertragen. In der 
vorliegenden Abhandlung waren wir vor allem bestrebt, den Beweis mSg- 
lichst elementar zu fiihren. 

Die drei ersten Paragraphen dieser Arbeit sind in gemeinsamen Be- 
sprechungen beider Autoren entstanden. Die Ausfiihrungen des w 4 riihren 
yon A. Os t rowsk i ,  die der w167 5 und 6 von I. Schur  her. 

w  

Der Grundgodanke der Beweismethode. 

Fiir jede Form F = F ( a )  der Variablen ao, al ,  . . . .  a,, setzen wit im 
folgenden iiberall 

oF 
~a, = F,, (~ = 0 ,  1 , . . . ,  n ) .  

Geniigt nun • einer Ditferentialgleiohung yon der Gestalt 

r c -  .,_~, O' 
mit konstanten Koeffizienten c,~., so betrachten wit die Matrix C-~ (c~.~.), 
die wit stets mit demselben Buchstaben bezeichnen wie die linke Seite 
der Differentialgleichung. 

Eine wichtige Rolle wird nun bei uns die einfache Bemerkung 
spielen : 

II. Geniigt F der Di[[erentialgleichung (1) und ist P = (p~.) cine 
lineare Tra~[orTnation, die F ungegindert ldflt, 8o geni~gt F auch der 
Dij/erentialgleichung C 1 = 0 mit  der KoeJ[izientenmatrix 

C 1 ~ p c p  -I 
Denn aus 

a~ - ~  p,j. a~., F (a ' )  ~-~ ~,./7' (a) 
,;-=O 

6* 
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folgt dutch Differentiation naeh a~. 

,a=0 
8etzt man nun 

so wird 

Fiir 

n 

a;.  = p ~  ~ a , , ,  

~jp,,~.c~.;.p',=cf,,,, d.h. C~=(c, ' . . )  

erhMt man demnaeh 

= 0 .  

Das liefert aber den Satz II ,  wenn man noeh beachtet, dafl die a" von- 
einander unabh~ingig sind und daher dureh die a, ersetz$ werden k6nnen. 

Handelt es sieh nun darum, die Gruppe ~ aller Transformationen P 
zu bestimmen, welche die gegebene Form F unge~indert lassen, so wird 
zuweilen folgende SehluBweise gute Dienste leisten: Kennt man eine Basis 
der Sehar ~) aller Differentialgleiehungen der Form (1) fiir die gegebene 
Funktion F ,  d.h. ein System 

C ~ = 0 ,  C, = 0, .. ., 6' k = 0  

you linear unabh~ingigen Differentialgleichungen, aus denen sieh jede andere 
Dif/erentialgleichung yon ~. linear zusammensetzen last, so ergibt del: 
Satz II, daf~ fiir jede Transformation P der Gruppe ~ Gleiehungen yon 
der Gestalt 

k 

(2) P(_~P -~ = _ ~ '  d~;. 6';~ (~ = 1, 2 . . . .  , k) 

gelten miissen. Hierbei ist jede dieser Gleichungen als eine Relation 
zwischen Matrizen aufzufassen. Bezeichnet man nun die rechte Seite yon 
(2) mit C:,~) so tassen sieh diese Gleiehungen aueh in der Form 

(3) PC~ -- C ' P  (z = 1, 2, . . . ,  1~, 

sehreiben und liefern nun gewisse lineareBedingungen fiir die zu bestimmenden 
Koeffizienten p,qr der Substitution P ,  im Gegensatz zu der komplizlerteren 
Gleichung, welehe die Invarianz v o n F  gegeniiber P zum Ausdruck bringt. 

~) Das Zeichen M' fiir die zu cincr Matrix M gchorcnde transponierte Matrix 
wird in dieser Arbeit nirgends ]~enutzt. 
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Zu beachten ist allerdings, dal~ in (3) die C~. ats bekannt anzusehen sil~d, 
die C: abet nicht. Diese Matrizen werden abet in vielen F~llen yon so 
spezieUem Bau sein, da6 die Diskussion des Problems, alle P zu bestimmen, 
zu Ende gefiihrt werden kann. 

Im Falle einer Invariante F der binEren Form f(x ,  y) wird nun 
eine Basis der zugehSrigen Schar ~) durch den oben erw~ihnten Hilfssatz 
yon Herrn K o w a l e w s k i  geliefert: 

III. Fis ~ede (nicht lmnstante) Invariante F der bindren Fo~n 
f (x ,  y) bilden die drei Dif]erentialgleichungen 

I C 1 ~ a o F 1 --~ 2 aj F~. -~ . . .  -Jr- na,~_ 1 F,~ -~ 0 

(4) C ~ = n a ,  F o - ~ ( n - -  1)a.F~-~- . . .  + a , , F , , _ ~ - O  

C a -~ naoF o -~ (n ~- 2 )a lF  1 -{- . . .  -~ (n -- 2n)a,,F~, - -  0 

eine Basis der zu F gehSrenden Schar ~ .  Eine Ausnahme trit$ nur 
/i~r n > 2 eln, wenn F eine Potenz der (in der Einleitung erwdhnten) 
quadratischen Invariante J ist. 

Von diesem Satz, dessen Beweis i m w  3 in einer gegeniiber dem 
Kowalewskischen Beweis etwas vereinfachten und unseren Betraehtungen 
mehr angepaflten Darstellung erbraeht werden wird, soll sehon ]etzt 
Gebrauch gemacht werden. 

w  

Beweis des Satzes I. 

Um diesen Satz zu beweisen, haben wit nut zu zeigen, dab eine 
Substitution P--=-(p~),  die fiir die Matrizen C~ der drei Differential- 
gleiehungen (4) Gleichungen der Form 

(5) PC~ = (o,,C, + o,C.. + ,~C3)P 

geniigt, der Fundamentalgruppe (~ angehSrt, d. h. fiir eine passend 
gewghlte Substitution 

7 

die Form der dutch s induzierten Transformation T(s )  erh~ilt. Den 
Beweis zerlegen wir in eine Reihe einzelner Sehritte: 

1. Um zu zeigen, dab P zu (~ gehSrt, geniigt es offenbar dies flit 
irgendein Produkt Q = GxPG ~ zu beweisen, wo G 1 und G~ in der Gruppe 
q~ enthalten sin& Wit werden nun G 1 und G.~ so w~ihlen, dab in Q = (q~.) 
die beiden Elemente qo, und g,o gleichzeitig versehwinden. Hierbei be- 
dienen wir uns der drei Transformationen von (~ 
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( H~ t)) a'~ = t a o +  1 t al + \ 2 a.,. + . . . + a~ 

die zu den drei Substitutionen 

gehSren. Insbesondere bewirkt  die linksseitige Multiplikation yon P mi~ 

H a eine Umkehrung der Reihentolge der Zeilen und die reehtsseitige 
Multiplikation mi t  H a das Analoge fiir die Kolonnen. Bildet man nun 
HOt> 1 -- ,  so t r i t t  an S~elle yon P.o der Ausdruek 

Dutch geeignete Wahl yon t kann dieser Ausdruek gewifl zu Null gemacht  
werden, wenn nicht 

Po o = Plo . . . . .  P . -  1. o 

ist. In  diesem Fall s teht  abet  in H ~ P  i 2 der ersten Kolonne an tetzter 
Stelle eine Null. 

Wit  kSnnen also von vornherein annehmen, dab P.o bereits Null ist. 
Es daft dann vorausgesetzt  weriien, dab nicht gleiehzeitig aueh in der 
ersten Zeite yon P 

(6) Poe--- Pol . . . . .  P o , . - 1  = 0 

ist. Denn ist dies der Fall, so ersetze man P dureh H a P  = ( r ~ ) .  In  

dieser Matrix ist ns noeh r .o  = Poe----0, aber nieht zugleich 

roo ~--- to1 . . . .  ~ r o , . _  1 ~--- 0. 

Deml dies wiirde nut  bedeuten, dab in P aueh 

P.o = P,,i = �9 "" = P.,  ,, -i = 0 

w~re, was zusammen mit  (6) das Verschwinden der Determinante yon P 
naeh sich ziehen wiirde. 

- -  * - ( u )  
Bildet man nun P / / ~  --~(q~.~.), so wird yon selbst q . o - - - - p . o ~ O  

und aui]erdem 

% ,  = Poo u "  + P o ,  u " - ~  + " "  + Po,"  

Dieser Ausdmck hs noch jedenfalls y o n  u ab und kann wieder dutch 
passende Wahl yon u zum Versehwinden gebracht werden. 

Wit  nehmen daher an, da~ in P = ( p ~ . )  yon vornherein 
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ist, und werden zun/ichst zeigen, dall dann P yon selbst eine Diagonal- 
matrix werden mull. 

2. Setzen wit in der Formel (5) 

und bilden die Matrix C,'~P /" r -~ (v,,i), so wird, wie man leicht erkennt, 

(7) = e ,  - + 2 

Hierbei ist Taft ---- 0 zu setzen, wenn einer der Indizes negativ oder grSller 
als n wird. Da nun p~. = 0 sein soll und nieht alle Elementa P~o der 
ersten Kolonne yon P versehwinden kSnnen, so gibt es einen Index m 
(0 ~ m < n) yon der Art, dab Tmo als das letzte nicht verschwindende 
unter den Elementen P~o erseheint. Die Gleichung P C  a ----C a B liefer~ 
nun insbesondere fiir die Indizes u----m-}-1, t = 0 

weil die beiden anderen in (7) vorkommenden Glieder .in unserem Fall 
yon selbst fortfallen. Aus (8) ~olgt wegen p.+~ o =  0, P , . o +  0, dab 
as -~ 0 sein mull  Ebenso ergibt sich aus P C ,  = 0"~ P duroh Betraehtung 
der letzten Kolonne, dal~ aueh % verschwinden mull 

3. Die Gleichung (5) hat also fiir v----3 die einfache Form 

und dies liefert 

Ist  nun pofi =~ 0, so wird wegen Po. = 0 jedenfalls fi < n und 

( l o )  n - = % n .  

Fiir P.o + 0 wird ebenso wegen P~o = 0 auch . < n und 

Diese beiden Gleiehungen liefern aber 

was nut fiir a -~ fl = 0 mSglich ist. Zugleieh ergibt sieh aus (10) % -~ 1. 
Aus (9) folgt nun unmittelbar, dall fiir u + ~ das Element p~z gleieh 0 
sein muil  Die Matrix P ist also in der Tat eine Diagonalmatrix. 

I 

4. Fiir eine solche Matrix P enth~lt nun C 1 = P C ~ P  - i  nut in der 
ersten Nebendiagonale unterhalb der ttauptdiagonale von Null verschiedene 

I 
Elemente. Daher muff G x ~ ~iGi werden, und vergleiehen wir nun in 
der Gleichung P G~ ~ e~ Gx P links und rechts die Elemente, so erhalten 
wit insbesondere p ~  = e~P~.-1,~-l, also 



88 A. Os t rowski  u n d  I. Schur .  

Eine Diagonalmatrix P ,  deren Elemente p~.~. diese Form haben, l~iI~t sich 
aber, wenn a eine LSsung der Gleichung a"--= Poo bedeutet, als die dutch 
die Substitution 

0 ) 
rx ~1 

induzierte Transformation T ( s )  auffassen. 

w  

Beweis des Kowalewskischen Hilfssatzes. 

Auch den Beweis dieses Satzes, den wit als Satz III  bezeichnet 
haben, wollen wir in einer Reihe yon einzelnen Schritten fiihren. 

1. Eine Invariante F der bin~iren Form f ( x , y )  ist jedenfalls eine 
isobare Form der Variablen a,,. Ist ihr Gewicht gleich p,  so wird a;~ F~ 
isobar yore Gewichte p - ~ - 2 -  u. Geniigt daher F einer Differential- 
gleichung der Form (1), so miissen in C - ~ 2 c , ~ , a ~  F~ die Teilsummen 
der Glieder yon gleichem Gewicht, d. h. derjenigen mit konstanter Differenz 
u -  ~ einzeln verschwinden. Wir kSnnen uns daher auf die Betrachtung 
yon Gleichungen der Form 

x~, aoF,, -[- x~+ l al F~+ , -~ . . .  -[- x,, a,~_ ~. F ,  := O, 

Xoa~ F o -+- xl a~.+l F 1 + . . .  -~ x~_~a,,F,_~. = 0 

beschrgnken. Die linksstehenden Ausdriicke bezeichnen wir mit 

D~.(x~) = . D ~ ( % , x l ,  . . . ,  %) und D _ , , ( z ~ ) =  D_~,(Xo, X~, . . . .  x,~), 

wobei im ersten Fall xo,x~, . . . ,  x,-1 und im zweiten Fall x,.-~.+l, . . . ,  x ,  
gleich Null zu setzen sind. 

DaB F bei der Transformation a~ :::-: an-~. ungegndert bleibt, hat zur 
Folge, daB, wenn F - d e r  Di~fferentialgleichung D ~ ( x , . ) ~  0 geniigt, auch 
der Ausdruck 

D ~  ~ �9 a (x , )=D_) . (X , , , x , ,_~  . . . .  , Xl, XO) (a --'- O, "3t" 1: --3L 2 , . )  

verschwinden mul~. 

Jedenfalls geniigt F, als Invariante yon f ( x ,  y), den drei Differential- 
gleichungen (4) des vorigen Paragraphen. Die friiher mit C~,Ce,C a be- 
zeichneten Ausdriicke nennen wit jetzt A ; B ~  und C. In den neuen Be- 
zeichnungen wird 

A : D ~ ( v ) ,  B = A * = D _ ~ ( n - - v ) ,  C = D o ( n - - 2 v  ). 

Um deutlicher zu machen, daft in A --~ D 1 (v) die Werte r < 0 und v > n 
nicht zul~issig sind, empfiehlt es sich, 

A =D~(k, . )  ( k o = 0 ,  k , =  l, . . . .  k , , = n )  
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zu setzen, mit  tier Festsetzung, dai~ fiir v < 0 und v > n k~ gteieh Null 

sein soil. 

2. Geniigt eine Form F = F(a )  den beiden Differentialgleichungen 

y.,). ~,~ 

so verschwindet bekanntlich auch der , ,Klammerausdruck" 

" X ;  s.,r,~)] 
~, .-;. r = 0  

Speziell wird fiir x, ~ = 0, • 1, +_ 2 , . . . ,  wie eine einfache Redmung  lehrt, 

(11) (D~(x,,), D~(y,,))= D~.+~.(x~y,_~.- y,,x~_x), 

wobei alle x~, y~ iiir a < 0 und a > n durch Nullen zu ersetzen sind. 

3. Es sei nun tt ~ n d e r  grSl3te positive Index, fiir den die zu be- 
trachtende Invariante F einer Differentialgleiehung M = 29,, (x~)= 0 mit 
nicht lauter verschwindenden Koeffizienten x, geniigt6). Da jedeniatls 
A = / ) 1  ( k , . ) =  0 ist, so ist /~ > 1, and wit werden, wie sich bald zeigen 
wird, nur zu zeigen haben, dal~ abgesehen vom.Ausnahmefall $' ~ J r  der 

Index tt den Weft  1 haben mull. 

Zungchst schliel]en wir die F/~lle # = n -  1 und /~ = n aus. 

Auf Grund der Formel (11) wird aueh 

(A,  M )  = D~,+~ ( ~  x~_~ --  x~ k,._,,) = 0. 

Dies liefert k, x~_~ = x~k~_~, oder genaueI 

(t* + 1 )x , ,  = ~,,+~, (,~ + 2 ) x , , + ,  = 2 x,,+~, . . . ,  nx,,_, = ( n -  ~)<,. 

(,) Wir erhalten also x,, = x~,. Wiihlt man x~, = 1, so kann 
,u 

M - = D , ( I . )  ( l , = ( : )  fiir , = 0 , 1  . . . .  , n )  

gesetzt werden. Is t  insbesondere tt = 1, so wird M = A.  Zugleich ergibt 
sieh, dal~ auch keine Differentialgleichung D _ ,  (y~) = 0 fiir z > tt bestehen 
kann, weil sonst aueh D ,  ( y , _ , ) =  0 wgre. Fiir x = / ,  h a t  man ferner, 
wenn von einem konstanten Faktor  abgesehen wird, nur die sine Gleichung 

D_,, (Z,,_,) = O. 
4. Sei R--=Do(z~)=O eine Differentialgleiehung fiir F. Dann 

wird auch 
( R , M )  = D ~ ( z ~ l ~ -  t~z,._,~) .... O. 

~ Mit diesem grSl3ten Index lz operier$ aueh Herr Kowalewski ,  |. cA). 
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Hieraus folgt, da clieser Ausdruck sich yon M nur dutch einen konstanten 
Faktor d unterscheiden daft, 

( 1 2 )  z ~  - -  z o = z ~ + ~  - -  z~  . . . . .  z .  - -  z n - ~  - -  d .  

Fiir it = 1 erhal~ man insbesondere 

z, --zo=z ~ --z~ . . . . .  z , , - - z ,_~=d,  

also z~=zo+d~,. Ist nun friiher C=Do(r t - -2v ) ,  so wird 

De nun C = 0  und Za, Y.=mY 

Funktion Y bedeutet, so mug z o q- 

y C .  

ist, falls m den Grad der homogenen 

= 0 sein, d. h. R ist v o n d e r  Form 

konst. C. Es gibt also fiir /~ = 1, Wie zu beweisen is~, im wesentlichen 
nut  die drei Differentialgldchungen A ~ 0, B = 0, O = 0. Im folgenden 
k6nnen wit daher # > 1 annehmen: 

5. Neben M = D~(l,)= 0 geniigt F noch der Differentialgleichung 

M* -----N = D_~(l~_.) = O, 

also auch der Gleichung 

( M , N )  = D o ( ~ )  = 0. 
Hierbei ist 

Es mull also wegen (12) zu setzen. 

sein. 
Ist  nun 

~t--q#=r (r  = O, 1 ,2 ,  . . . , / ~ - -  1) 

und b e d e u ~  ~ eine der Zahlen 0, 1 . . . .  , r~ so begrachten wir die Ausclrficke 

Bezeichnet man den gemeinsamen Weft  der Differenzen (18) mit  w,  
so folgt aus 

offenbar 

(15) u . , , + ~  = u o + x w .  

Andererseits lie/err abet (14) wegen n ~- ,u -- e > n ,  (g -~- 1),u -~ e > n 
g 
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Aus (15) folgt daher 

(16) O = ( q + l ) u e + q ( q 2 + l ) w  , d.h.  2 u o = - - q w .  

Fiir r > 0 ergibt sich insbesondere u o --=-u~, was wegen 

(17) % =  -~,,l,, ,  u , =  -l, ,-~l,,+~' 

die Gleiehung ~* ~ (/~ + 1) 

liefert. Dies fiihrt nut  aui den zunhehst ausgesehlossenen Fall ~u = n --  1.  
Wir k6nnen also annehmen, daft r = 0, also n = q/t ist. Fiir ~ = 0 

folgt nun aus (15) und (16) 

qua. t ,  = ( q  - 2 •) % .  

Fiir z = q -  1 ergibt sieh insbesondere, indem man die 1, ehlfiihrt, 

2 (q  - -  1)/,, l., ,-=ql~,,l,q_,)., 

oder, was dasselbe ist, 
_ ( 2 , , ~  . 

Eine einfache Umformung liefert 

2 ( q - -  1) ( q - 1 ) / t + l  ( q - 1 ) f t _ 2  qft ?,+1 ,~t+2 2l__~* 
( q - 2 ) ! , + l  ( q - 2 ) # + 2  i q - 1 ) ! t  ~--'q" - - i - - '  ~ " "  st " 

Fiir q > 2 werden nun die Briiche auf der linken Seite kleiner als die 
ontspreehenden Briiche auf der rechten Seite. Da nun u > 1 ist, so 

wiirde folgen 2tt 
~ ( q - 1 ) .  q" > q . ~ - ,  

was nicht m6glieh ist. 
Der allein noch zu behandelnde Fall q = 2, n =  2 ,u ededigt sich, 

indem man die Gleichung 

u, ,  - -  % ~ -  u .  +1 - -  u~ 

betr~htet;.  Wegen (17) und 

u:, = (,, ~,, - ~._, ,  t~, , ,--  o ,  u,,+~ = ~,,+~z._~ - ~._,,_~t.~,,+~ = t, ,+, t~,,_~ 

lieferlb sie 1.l~.--= 2 / , , + l G , - t  oder 

( ~ ' * ~ _ ~ 2 ( # + 1 ) ( 2 ~ - 1 )  

d .h .  2 == 2 (# + 1), was wieder nichlb mSglich ist. 

6. Es bleiben also nur noch die F~lle , u ~ n - -  1 ~ 1  und , a ~ n  zu 
behandeln. 

Ist  zun~ichst ,.--= n~ so wird 

M -  aoF,,, M* -~a,,F o. 
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Wit  bilden nun mit Hilfe der Formel (11) Sehritt fiir Schritt 
Klammerausdriieke :) 

1 ~--- ~ [ A ,  I 

die 

Eine einfaehe Reehnung liefert in den friiheren Bezeichnungen 

•  o) 
Da nun alle diese Ausdriicke fiir unsere Invariante /~ verschwinden 
miissen, so ergibt sieh fiir v = 0,  i . . . .  , n 

Dies liefert aber 

F o = F  1 . . . . . .  F~,-----0, d .h .  F = k o n s t .  

7. Fiir # - - - - n -  1 wird 

M-aoF~_l-~-nalF, , ,  M*:=na ,_ lFo~a , ,F  1. 
Bilde~ man wieder die iterierten Ausdriicke K , ,  s o  wird hier, wie man 
ebenfalls ohne Mfihe erkennt, 

n v  ( v :  " 

Das liefert fiir F die Differentialgleichungen 

{ na,~_lFo-f- a,,F 1 = 0 

3 (3)a,,_a.Fo--(2)an-,~.F,- (?)an-lF~. + 3a,,Fs.=O,usw. 
Entwicl~elt man nun F nach fallenden Potenzen von ao, so sei 

F = a , ' )  a o +  a ~ - l a l  + . . .  + a . 

/l_us den Gleichungen (18) ergibt sich nun hintereinander 

~G0 _~ 0, ~G~ ~r176 ~ ; 7  ~ a ;  = 0 ,  . . . ,  ~ ~,,-~ = o .  

Daher ist G o - ~ , a ~ ,  wobei 7 eine Konstante bedeutet. Die n - r e  der 
Gteichungen (18) liefert aber noeh 

n naoFo--(n-- 2 ) ( l ) a l F l - ~ - ( n - - 4 ) ( 2 ) a z F  ~ -- ... + (-- 1)" (n - -  2n) a, ,$ ' , ,= 0. 

:) A u e h  hier  ] ehn t  sich unse r  Beweis  an  den  dos  He r rn  K o w a ,  l e w s k i  an,  der  
m i t  d i e sen  i te r ie r ten  K l a m m e r a u s d r i i c k e n  m e h r f a c h  oper ier t .  W i r  m a c h e n  y o n  i h n e n  
abe r  i m  G e g e n s a t z  z*, Her rn  K o w a . l e w s k i  n u r  in den  fiir  die R e c h n u n g  be sonde r s  
einfachen Ausnahmef/illen ft.= n und t* = n -  1 Gebrauch. 
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Vergleieht man hier wieder links und reehts die Koeffizienten yon ao, 

so erh~ilt man 
--n-i a ~Go 

n r % + n ( - - l )  ,Oa  = 0 ,  

also r - ~ - ( ~ l ) n - ~ a ~ 0 .  Folglich muff n eine gerade Zahl und r = s  

sein. Setzt man n = 2v und (wie friiher) 

. .  z ~ k , , )a~ ,  

so geniig~ J und folglich aueh jede Potenz yon J der Differentialgleiehung 

~z  ~z 

die auch fiir unsere Invariante F besteht. Dasselbe gilt daher fiir 

$'(~) = F - -  r J \  

und es wiirde sich wieder ergeben, daft, wenn ~r nicht Null ist, dieser 
Ausdruck ein Glied der Form ~ 'ar 'a  ~' enthalten miiflte. Hierbei w~ire 
abet r ' < r ,  was der Tatsaehe widerspricht, d a $ F  (I) eine homogene 
Funktiou yon demselben Grade wie F sein muff. Es mul~ also in dem 
Falle /~ : n -  1 unsere Invariante 2 *~ yon der Gesfalt 7 J  r sein. Damit 
~ist der Satz III  in allen Teilen bewiesen. 

w  

E i n e  Folgerullg aus d e m  Stt tze  III.  

Schreibt man eine Form F der Variablen a~ in der Gestalt 

F ~Ka~~ o i . a~c',* 

trod besteht diese Summe aus k verschiedenen Gliedern, so besagt eine 

Differentiatgteiehung vom Typus 

(19) xoa0Fo + x l a l F  1 2r- . . .  -~ x , a , F , ,  .~ O, 

da~l fiir jedes der k Glieder yon /v die Gleichung 

( 2 0 )  % x  o § ~ x  1 §  § a j , ,  = 0 

effiillt ist. Dies bedeutet abet, dab die Form ~ isobar yore Gewichte 0 
bei tier Oewiehtsbestimmung ist, bei der a o das Oewieht x0, a~ flus Ge- 
wicht xt usw. ha~. Die Tatsache, daft es, yon einem konstanten Faktor 
abgesehen, nut eine Differentialgleichung yon der Form (19) gibt, der 
geniigt (vom Ausnahmefall abgesehen), besagt also, daft es im wesent- 
lichen nur eine Gewichtsbestimmung gibt, bei der F isobar yore Ge- 
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wichte 0 ist. Nun gibt es abet f~r jede Invariante F bekanntlich zwei 
wesentlieh verschiedene Gewichtsbestimmungen, bei denen sie isobar ist. 
G~ibe es  noch eine dritte Gewichtsbestimmung, die von den beiden be- 
kannten unabhRngig wRre, und in bezug auf die F isobar wRre, so liei~en 
sich aus den drei Gewichtsbestimmungen zwei solche herleiten, in bezug 
auf die F isobar veto Gewichte 0 wRre. Da dies aber (vom Ausnahme- 
fall abgesehen) unmSglieh ist, erhalten wir das Resul ta t :  

IV. Jede GewivhSsbe~timmung ]iir die Koeffizienten % ,  a 1 . . . .  , a n 
der bindren Form n-ten Grade8 f ( x ,  y) ,  bei de~ eine Invariante F dieser 
Form, die nicht die Gestalt r J  ~ hat, i~obar ist, ldiflt ,~ich aus den beiden 
bekannSen Gewichtsbestimmungen : 

~I) xo==l, xx-----1 . . . .  , x , , = l ;  (II)  xo=O,x~----1, x ~ : 2  . . . .  , x , , = n  

linear zusammenset~en. 

Fiir einige Invarianten l{ii]t sieh dieser Satz aueh dutch direkte Unter- 
suehung il~er Gewichtseigenschaften best~tigen. 

Die Anzahl N der linear unabh~ngigen Differentialgleichungen (19) ist 
genau gleieh tier Anzahl der linear unabh~ingigen LSsungen der ]r linearen 
homogenen Gleiehungen (20). Weit~ man insbesondere, daft N = 1  
ist, so dad  jedenfalls nieht k kleiner als (n + 1 ) -  1 == n sein. Die Be- 
dingung N ' =  1 is~ nun naeh Satz I I I  flit jede Invariante F der Form 
f(x,  y), abgesehen veto husnahmefall, gewil~ effiillt. 

Hat abet F die Form y J "  (r ::> 1), we 

n l t , ~ a  ~ 

ist, so sind bier die einzelnen Olieder unabh~ingige Funk~ionen der al, 
und daher besteht J "  aus genau so vielen Gliedern, wie 

(zo+ 
2 

we z~ beliebige Unbestimmten sind, also fiir ~ > 1 aus mehr als n Gliedern. 
Daher Iolgt: 

IV t. Eine (nicht ]r Invariante F der bindren Form n-ten 
Crrades f ( x ,  y), die nicht van der Gestalt r J  ist, entha'It mindestens n 
versr Glieder. 

Dieser einfaehe Satz seheint in der Literatur nirgends e rw~n t  zu 
sein. Die untere Sehranke n flit die Gliederanzahl ist vermutlieh flit 
grSl~ere Werte yon n noeh sehr ungenau. 



Invarianten einer bin~ren Form. 95  

w  

t~ber eine spezielle Klasse yon Formen.  

Es sei 

eine gegebene Potenzreihe. Ferner sei 

g(~) = a ~ x + a ~ x ~ + . . .  

eine Potenzreilke, deren Koeffizienten a~ im folgenden als voneinander 
unabh~ngige Variable angesehen werden sollen. Entwickelt man ~(g )  
naeh Potenzen yon x, so sei 

~(9) = ~o+ ~ z  + % ~  + . . . .  

Hierin ist ~ eine wohlbestimmte ganze rationale Funktion der Variablen 
a 1, a s, . . . ,  a,,. Fiihren wir noch eine Hilfsvariable aQ ein und setzen 

(21) F F(~) a o q ,  al 
ao ~ 

so wird F,  sofern r sieh nicht aaf die Konstante c o reduziert, eine 
Form in den Variablen ao, al ,  . . . ,  a,, yore Grade n und auch yore Ge- 
wiehte n.  Sie geniigt d ~ e r  der Differentialgleiehung 

�9 Co=Z(1- o (v,= 
~=0 ~' a v /  " 

Wit wolten nun zeigen, dab es unter gewissen Voraussetzungen fiber 
die Fm~t ion  ~o(x) mSglieh ist, die Gesamtheit ~ der linearen Trans- 
formationen 

welehe die Form F ungeAndert lassen, genau zu bestimmen. 

Diese Voraussetzungen lauten: 

a) Die KoeHizienten cl, c~, . . .  sollen sdmtlich yon 0 vers~hieden sein. 
b) Ffir ~edes n > 2 solZen /iir F n -  1 Di//erentialglei~hungen der 

Form  

(22) C , , = y y ~ a o F , + y ~ l a , . 5 + ~ + . . . - ~ y ~ ' ) a , , _ , , F , , = O  
( v = t ,  2 . . . . .  n - - l )  

bestehen, wobei die Konstanten y(~ ) noch vo~ n abMingen kSnnen. 

Fiir welehe Funktionen qo (x) diese Voraussetzungen gleichzeitig er- 
fiilIt sind, soll im n~ichsten Paragraphen untersucht werden. Zuntiehst 
gehen wir daran, unter der Annahme, dal] sie gelten, die Gruppe ~ fiir 
jedes n zu bestimmen. 
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1. kus a) folgt, dai} in der Entwicklung yon iv jedes Potenzprodukt 
"~.. .  a ~  v o n d e r  Dimension "n und vom Gewiehte n mit einem yon a ~  a 1 

Null versehiedenen Koeffizienten versehen vorkommt. Insbesondere gilt 
das flit die Potenzprodukte 

(23) a~ a~-~aoao,  n n - a ,  , e  a~-2 a, ,a~-I  
. -1  ~ a  - o ,  " " "~ a l  a n - 1  

Hieraus folgt zugleieh, datl iv, ein Glied der Form konst, a~-" a~ -1 explizite 
enth~lt. Dies hat of[enbar zur Folge, dal~ die iusdriieke 

al F~+i, a~ iv~+~ . . . .  , a,i-,~P,, (~r ~ O, 1, . . . ,  n --  1) (24) 

und 

(25) a~+lF x, a~.+~F~,., . ,  aaP~,-:~ 

bei festem ~ bzw. festem ~l linear unabhiingig sin& 

( ~ = 1 ,  2 . . . .  , ~ - - 1 )  

Insbesondere miissen 
daher in den Dhfferentialgleiehlmgen (22) die Koefilzienten 7(~ I), ~ . . . .  ,7~-~ 1) 
yon Null verschieden sein. 

2. Wir behaupten nun, dab unter den yon uns gemachten Voraus- 
setzungen die n Differentia!gleichungen 

Co-=O, 6'1---- O , . . . ,  G',~_l = 0 

flit n ~ 2 in dem friiheren Sinne eine Basis der Sehar ~ alle~ tiir F be- 
stehenden Differentialgleichungen der Form 

n 

(23) 0 
y-, 2 = 0  

bilden (vgl. w 1). 

Um dies zu erkennen, geniigt es (wie in w 3), nut Differential. 
gleichungen yore Typus 

D~.==D~(xo, X l , . . . , x~ ) - - - -O  ( u ~ - 0 ,  • 1 7 7  •  

zu betraehten. Die F~ille ~ ~ • n sind gewil~ auszusehlieflen, da sie nu~ 
auf iv, ~ 0 bzw. F 0 == 0 fiihren wiirden. Ist. Ierner u eine der Zahlen 
0, 1, . . . .  n ~ 1, also 

D~ = X~aoF~ + ve~.+lal F~+I + . . .  + xna,,-~.P,~, 
SO . n l u ~  

x~ O D ~  

werden, da sieh sonst eine tineare Beziehung zwisehen den Funktionen (24) 
ergeben wiirde. Es sei also ~ -~ -- 2 eine der Zah!en --  t ,  --  2, .. . ,  -- (n--  1). 
In 

D _ ~  X~a~Fo--i- x~a~§ + . . .  ~ ~_~a~F,~_z ---- 0, 

mul~ dann x o we~en der linearen Unabhfi~agigkeit der Funktionen (25) 
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yon Null versehieden sein. Man bilde nun durch Anwendung der K!ammer- 
operation die Differentialgleichung 

m'~'= (o~, D_~) = Do (uo, u~ , . . . ,  u,)  = o, 
WO 

~' [v+). 

zu setzeu ist; hierbei hat man unter ~(j.~ flit a ~ ~ oder a ~ n der Weft 

Null zu verstehen. Nach dem schon Bewiesenen mill]re sich do (k) yon G o 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. In do(~) ist aber die 
Smnme aUer Koeffizienten gleieh Null, in C o ist diese Summe aber gleich 

also fiir n ~ 2 gewifi yon Null versehieden. Daher miiBten alle u~. ver- 
sehwinden. Dies widerspricht abet wegen u o = - - x o r ~  ~) der Annahme, 
da~ x 0 4= 0. sein soll. 

3. Bezeichnen wit wie bei friiheren Gelegenheiten die zur Differential- 
gleichung C~= 0 gehSrende Koeffizientenmatrix ebenfalls mit C,, so wird 

Co=((1- ~)e~), ~ =  (~2)e~ V~= (r(2~o,p+..), . . . ,  

wobei earl gleich 1 o d e r 0  za setzen ist, je nachdem a ~ fl oder a =~ fl 
i~t. Die Matrix P~--(p~) einer Transformation der zu bestimmenden 
Gruppe ~ hat nun, wie aus dem unter 2. Bewiesenen folg~, die Eigen- 

schaft, dai~ 
PC,.P-I=C~ ( v = 0 ,  1, . . . ,  n - - l )  

eine lineare Verbindung yon C o, CI,..., C,_1 darstellt, also gewii~ eine 
,,Dreieeksmatrix" wird, d.h. eine Matrix, die oberhalb der I-tauptdiagonale 
lauter Nullen enth~ilt. Wir behaupten nun, dat] auch P eine solche 
Dreieeksmatrix sein muff. 

Es sei n~imlieh 

(27) C ~ :  POo P -~  = qoCo+ ~, ~ + --- + .o.-~ a -  - - 

Das ist eine zu Co ~ihntiehe l~Iatrix, ihre Spur ist demnaeh gleieh der 
Spur s = 2 " ( 1 -  ~) von C o. Die Spur der reehts stehenden Matrix ist 
aber gleich QoS. Aus s 4= 0 folgt daher ~o ~ 1. Man sehreibe nun (tie 
Gleichung (27) in der Form 

(28! PCo--GoP-(e, Ca+oaC~.-+-...+O,~-aC,,-a)P 

und bezeiehne das allgemeine Element der reehts st~henden Matrix mit q-B- 
Das entspreehende Element links hat, wie man leicht erkennt, den Wer~ 
(a -- fl) p~Z. Beaehtet man nun, daft ~o x C a ~ - . . .  + .on-lC.-i eine Dreiecks- 

Mathematisehe Zeitsehrift. XV. 7 
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matrix ist, die in der Hauptdiagonale lauter Nullen enth/ilt, so ergibt 
sich zun/ichst q o z - 0 .  Das liefert 

Pol = ~0o~ . . . . .  Po~---- 0. 

Weil~ man nun sehon, dug pap flit a < v und fl > a gleich Null ist, 
so wird auch 

q~,~+l = q~,~+~ . . . .  --~.q~,,~ = O. 

Daher miissen auch die entsprechenden Eleraente p,p versehwinden. Fiir 
< / /  sind also in der Tat alle Pa~ gleich N,fll. 

4. Um nun die Gleiehung (28) weiter zu diskutieren, empfiehlt es 
sich, in folgender Weise vorzugehen. Man zerlege P~ nach den Neben- 
diagonaleu 3 , ,  d .h .  man schreibe P in der Form 

P =  P o + P ~ + . . .  +P,~, 
wobei 

P . =  (p, ae~,~+,.) 

in der Nebendiagonale A, dieselben Elemente wie P,  sonst abet lauter 
Nullen enth~lt. Zerlegt man nun die in (28) links und rechta auftretenden 
Matrizen in derselben Weise und beachtet, dafl 

P~C o -  CoP, ~ v P ,  

wird, so zerfiillt (28) in die n Gleichungen 

P1 ~--- 01 C1 Po 

(29) 2P~ = e~e, P,  + ~% CoP o 
�9 . . .  . . �9 . .  . . . .  

wobei abet C~-----0 zu setzen ist. 

5. Wit benutzen nun einen Satz, der der Lioschen Theorie ent- 
nommen ist, aber auch direkt sehr leicht bewiesen werden kann: 

Geniig$ die Form F der Di/lerentialgleichun e (26) mif der Koe//i- 
zlent~nmatrix C, so bleibt F [iir ]eden Weft des Parameters ~ bei der 
linearen Trar~[ormation 

8(~)=e~-~E+ .O+V.,O'+"" 
ungedndert s), 

In unserem Fall liefern insbesondere die Differentialgleichungen C,. ~- 0 
fiir v = 1 ,  2 , . . . ,  n ~ 1 wohlbestimmte Transformationen S~(~,), die fol- 

s) VgL H. F. Baker, On* the Exponential Theorem for a Simple Transitive 
Continuous Group, and the Calculation of the Finite Equations from the Constants of 
Structure, Proceedings of the London Math. Soc. 84 (1902), S. 91--127. 
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gende Eigenschaft besitzen : S, (8~) l~i]t die Variablen a o, at, . . . .  a ~ l  un- 
ge~ndert und fiihrt a~ in ~o8,  ao q-a~ fiber. Bildet man nun 

so kann man Sehritt fiir Schritt ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~n_~ so w~hten, dab in 
prn-x~= ( r~ )  die Elemente r~o, tee, . . . ,  rn-~,o gleieh Null werden. Nel~en  
wir yon vornherein an, P selbst habe sehon diese Eigensehaft, so enth~lt 
insbesondere fiir ~ = t, 2, . . . ,  n -- 1 die Ha~ix P~ in der ersten Kolonne 
lauter Nulten. Beaehtet man nun, dat] in der ersten Kolonne yon G, Po 
das nieht versehwindende Element 7~)~o~ auf~ritt, so erhRtt man aus den 
n -  1 ersten der Gleiehungen (29) hintereinander 

~x--~0, e ,~=0 ,  . . . ,  e ~ - ~ = 0 .  

Dann wird abet zugleieh 

P =o, . . . ,  P _l=o, e =o. 

Die Matrix P wird also eine Diagonalmatrix. 

6. Als isobare Form l~l~t ~ ~edenfalls die Transformationen 

(A 
(B(o)) 
zt l .  Setzt man nun 

a t 

P = 2t ( P,,o ) B -~ , 

so erh~tt die Transformation Q der zu F gehSrenden Oruppe ~ die Gestalt 

wobei insbesondere T o ~- ~x = 1 wird. Da aber unsere Form P die Potenz- 
produkto (28) expli~.i~ enth~lt, so kann sie bei der Transformation Q 
nux dann ung~nder~ bleiben, wenn alle z~. gleieh 1 werden. 

Unsere Diskussion hat nun folgendes Resut~t  e~geben: 

V, Bind ]~r die Potenzreihe q~(x) die Vorausse~z**ngen a) und b) 
er[~llt, 8o iet ]iir ~edes n > 2 die Gruppe ~ der linearen Trans- 
]orma$1onen, welch e die dutch die Gleichung (21) bes$immte Form P 
ungeander$ tassen, identisch rai$ der (n  + 1)-#liedrigen kon$inuier!~e~ 
Gruppe., die dutch die Trans]orma$~nen 

erze~g~ wird. 
Zu beaehten is~ hierbei, dab mau zur Erzeugung der Gruppe ~ nicht 

notwendig die Transformationen S,, zu bereehnen braucht. Es genfigt, an 
Stelle der S irgendwelche n -  1 Transformationen T~ der Gruppe ~ zu 

7* 
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kennen, die folgende Elgenschaften haben: Die Koeffizienten yon T,. sind 
ganze rationale Funktionen des Parameters ~,., uud ferner l~iBt T,, die 
Variablen ao, a~ . . . .  , a,,-1 ungeiindert, w~ihrend a~ in e~,,~,ao d= a,. iiber- 
gefiihrt wird. Hierbei sollen die Konstanten e:~, % , . . . ,  e~,._ ~ yon Null 
versehieden sein. 

w 6. 

Fortseizung der Diskussion. 

Wir gehen nun dazu iiber, die Gesamthei~ d e r  Potenzreihen q~(x), 
auf die unsere bisherigen Betrachtungen anwendbar sin~, genauer zu be- 
stimmen. 

VI. Die einzigen Potenzreihen cf (x), liar welche die Voraussetzungen 
a) und b) des vorigen ParagraThen e~jiillt sind, werden erhalten, in- 
dem ~nan 

(30) ~v(x) = a + bx d- eq)(gx)  

setzt, wobei q~(x) eine der Funktionen 

(31) e ~, ( 1 - ~ x )  ~', l o g ( l + x ) ,  ( l + x )  l o g ( l + x )  

bedeutet. Die Konstanten a, b, c, d unter~iegen hierbei nur den Be- 
dingungen 

c~=O, d + O ,  b + e d r  

Fiir ff)(x)-= (1 + x) '~ ist aufierdem noch zu vedanffen, daft # keine der 
Zahlen O, 1, 2, . . .  sein soll. 

In den friiheren Bezeichnungen wird n/imlich 

(32) q0(g) = ~_~ aonF(n' (ao, aoa 1 . . . . .  aoan)x" ". 
~t=0 

Setz~ man nun 

(33) c f ( g ) = ' ~ 2 c ~ . g ~ ' - l = ~  %,(a~,a.,.,...,a,~)x'* (y,o = c~), 
).=i ~t=O 

so folg~ fiir v > 0 aus (82) dureh Differentiation nach a,. 

= r o z',, (%, %a 1 . . . .  , aoa. )x  . 
TV= O 

Das Iiefert, wenn wieder n festgehalten und F ( " ) =  E gesetz~ wird, 

( a ~ a ~ .  a,,~ 
F~(a~ . . . . .  a '~)=a~-l~t"- '  ao' ao' "" aol" 

Verlangen wit  nun fiir jedes n > 1,  dal~ n - -  1 Differentialgleiehungen 
der Form (22) fiir F bestehen sotlen, so ist das-gleichbedeutend mit der 
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Forderung, dal] die Funktionen y,,, fiir jedes m __>_ 1 einer in den Variabten 
a~, a ~ , . . ,  identischen Gleichung yon der Gestalt 

' 2t - (34 ) ko Y~m k i a~ 9'm - ~ q" k,z a~ "t'~- .z + . . .  @ k., a,. 'q'o 0 

geniigen sollen, wobei d i e  k;, noeh yon m abh~ngen kSnnen. 

Fiir n > 4 enthlilt nun ,/,,, insbesondere die Glieder 

(n  @ 1 ) c~+x a~, 

(k,, + t~) 

Cn-~ a~- a :  . 2 cnaj a~, 3 \  3 / 

Vergleieht man nun iY~ (34) links und rechts die Koeffizienten wm 
a ~  ~, ' ~ - "  a ~ - ~ a ~  = al a~ und 1 ~, soe rg ib t  sich fiir m > 4  

2 (T)/~o C. @- 2 ( r e : i ) k J  cm-, ~-(~--1)]C._,Vm-i == 0 
2 

ra - 2'  ( m - 2 )  k., c,,-~. = 0 

Daher muB die Determindnte 

I ( m  -1- 1) cm.~l , m c,,, , 0 

( m -  t'~ 

(.,-2) .,.--2) 
gleich Null sein. Setzt man nun 

c. ~ -:;~ r~_:::" r- (n = 1 , 2  . . . .  ). 
n !  

so liefert dies naeh einer einfaehen Umformung die Rekursionsformel 

~+, = 2 r., - r.,_l (m ~ 4).  

Hieraus folgt abet, wenn unter a, fl, 7, ~ die Zahlen 

verstanden werden, fiir n ~ 3 

Y. = r -- (n -- 3 ) ,~, 
also 

Is~ nun 5 = 0 ,  so wiM 
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Fiir $ + 0 wird aber 

q ~ " ( x ) = a f l ( l  + ~ x ) "  . 

Ent~prechend den drei zu beriicksichtigenden F/illen 

( r + 2 a ) ( r + a ) # o ,  r + 2 a = o ,  r + a = o  
-4 

erh~lt man hiersus dureh zweimalige Integration fiir rp (x) die drei iibrigen 
im SaSz VI angegebenen Formen. 

wit, haben nun umgekehrt zu zeigen, dab fiir jede Funktion ~o(x) 
yon der Form (30) die zugehSrigen Funktionen y), der Variablen al,  a~ . . . .  
Relationen yon der Gestalt (34) geniigen. Hierbei ist folgendes zu be- 
achten. Geht man yon q ( x )  zu einer Funk$ion 

, p , ( x )  ~ a -k  b x  -k  c c p ( d x )  

fiber und setzt entsprechend der Gleichung (33) 

n~O 

so wird 

~ . o = b - ~ - c d c ~ ,  Z , , ( a ~ , a ~ , . . . , a , , ) = ~ c d . ~ , , , ( d a ~ , d a ~  . . . . .  d a , ) .  

Genfigen daher fiir ein gegebenes ra die Ausdrfieke y,,, der Relation (34), 
so wird 

d km a~ e 1 
ko Z,,, + d kl a~ g,n- i - } - . . .  -~- d k,,,- ~ a m-  l Xl + b +----c--d c--~ Zo ~ O . 

Wit brauchen demnach die Betrachtung nut flit die vier Funktionen (31) 
darchzufiihren. In diesen vier F~illen maeht abet die Aufstellung der Re- 
lationen (34) keine Miihe. Man erh~lt fiir T ( x ) =  e | 

m y , , ,  - -  a 1 v / ~ _  1 - -  2 a. 2 ~ _  ~ - -  . . .  - -  m a , , ,  ~ o  ~ 0, 

ifir ~ ( x )  = (1 + x )  ~' 

m~j,,, § ( m  - # ) a ,  v,~_~ + . . . + ( m  - m ~ ) a , ~  ~o = O, 

ffi~. ~ ( . . )  = log(1 + ~) 

~,,,-~- a l ' ~ _ ~  -}- . . .  -k  a,,Wo -~ 0 

und endlieh fiir ~0(x) : (1 + x ) l o g ( 1  ~- x) 

m~,,, ~ - (m -- 1)a~ vA~_ 1 -[- (m -- 2)a~ V'~-.. ~- . . . .  ~, a~_ lV ,  ~ - -  ma,,,V'o = O. 

Hiersus ergeben sich aueh ohne weiteres in jedem der vier zu be- 
trachtenden F~ille die n -  1 Differentialgleichungen (22), denen bei ge- 
gebenem n die zugehSrige Form z~ ~ F (n~ de~ Variablen a o, a~ . . . .  , a ,  
geniigt. Wir beherrsehen demnaeh such die Gruppe ~ der linearen Trans- 
formationen, die F unge~indert lassen, in iedem der vier F~iUe. 
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Der Volls~ndigkeit wegen wollen wir auch die analytisehe Bedeutung 
der sich so ergebenden Gruppen ~ genauer zu kennzeichnen versuehen. 
Hierzu beweisen wit folgenden 

I~ i l f s sa tz .  Es aei 

P ( x )  = Ao § § x + . . .  

eine beliebige Potenzreihe. Bei gegebenem n > 1 setze man, wenn ~, eine 
der Zahlen 1, 2 , . . . ,  n -  1 und e eine beliebige Konstante bedeute$. 

(1 + e ~ ' ) ;  

Entwieke~ man dann Q(x)  naeh Potenzen yon x,  80 wird der Ko- 
e]fizien~ B n van x ~ wieder gleich An.  

Um niimlich Bn zu berechnen, hat  man in 
n - - v - - ) ,  o~ 

Q ( x ) - - - - ~ , A ~ . x " ( 1  + e x ' )  " 
),=0 

fiir 2 = 1 , 2 ,  . . . ,  n jeden Summanden nach Potenzen yon x zu.entwiekeln. 
I-Iierbei liefert das 2-t~ Glied nut  solehe Potenzen xr% fiir die m ~ 2 (rood r)  
wird. Is t  demnaeh 

so haben wir nut  die Teilsumme 

q q~- - r - - kJ ,  

Ql(x)  = ~ A ~ , + , , x  k '+ ' ' (1  + ~x ' )  " 
k=O 

zu beriieksiehtigen. Fiir k < q ist aber hierin der k-re  Summand ein 
Polynom des Grades (q -- 1) u ~ ~u < n .  Die Potenz x n tr i t t  demnaeh nur 
im letzten Summanden, und zwar mit  dem Koeflizienten Aq~+t, = An auf. 

Im folgenden setze man zur Abkiirzung 

1 " 

(1 + ~ x " ) "  
Ist  nun zun~ehst 

c p ( g ) = e a ~ -  2 cp,,(a I . . . . .  a n )x  n , 
n = O  

so bleibt naeh unserem Hilfssatz ~n fiir jedes n unge~ndert, wenn Iiir 
= 1, 2 , . . . ,  n -- 1 und beliebiges ~ an Stelle yon g(x )  die Funktion 

g(*)(x) = g ( x * )  -t- n-__Z log(1 q- Ox") 

tri t t .  
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Dasselbe gilt fiir r  ~, wenn g(x )  dutch 

ga)(x) = (1 + e x ' ) " "  [1 -~ g(x*)] -- 1 
ersetzt wird. 

Im Falle ~ ( g ) ~  log(l  ~-g) bleibt ~ schon unge~indert, wenn man 
flit g(x) die Funktion 

g ( a I ( x ) = e ~ " [ 1 - } - ~ ( x ) ] - - I  ( ~ = 1 , 2  . . . .  , n - - l )  
treten I~. 

Ist endlich ~o(g) = (1 ~ g) log(1 ~- g), so iindert sich, wie wieder aus 
unserem Hilfssatz olme Miihe Iolgt, der Koeffizient ~o. yon x ~ nicht, falls 
g ( x )  dutch die Funktion 

g(~)(x) = (1 + e x ' )  " [1 -b ~(x*)] -- fi, x ~ -- 1 

Hie~bei soll fl~ den Koeftlzienten yon x ~ in cte~ Entwick- ersetzt wird. 
lung yon 

(1-1-'Qx") [1--r-g(x ) ] log( I - J -~)x ' ) "  
bedeu~n ~). 

In jedem der vier F~lle ist der Ubergang yon g(x) zu g(")(x) gleieh- 
bedeutend mit einer wohlbestimmten ]inearen Transformation 

( I ,  (e)) a~ == P~o + P~lal + . . .  + p,~,a~ 

tier Koeffizienten ai ,  a~ . . . . .  Hierbei sind die ~ ganze rationale Funk- 
tionen des Parameters Q, and insbesondere wird 

# f t I' 

wo a. eine gewisse yon Null verschiedene Konstante bedeutet. 
In Vexbindung mit dem im vorigen Paragraphen Bewiesenen kSnneu 

wit nun unsex Ergebnis Iolgendermat~en aussprechen: 
Bedeutet ~ (x) eine der Funktionen 

e% (1q -x )  ~, l o g ( 1 % x ) ,  (1-~ x) log (1W x) ( ~ 4 = 0 ; 1 ,  2, . . . )  

and setzt man 

r i m 0  

so Iiil~'t sieh fiir n > 2 jede lineare Transformation 

' (~ 1 ,2 ,  . . , n )  

~) Eine einf~ehe Re,bhang liefert 

- f  + a,,_~, ~ + . 
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dec Variablen ai,  a ~ , . . . ,  a . ,  welche die Funktion q ,  bis auf einen kon- 
stanten Faktor ungeiinder~ liillt, bei passender Waht dec Parameter 
o, $1, $~ . . . .  , $~_i aus der Transformation a,~=e~a~ lind den vorhin 
eharakCerisierten Transformationen 

zusammensetzem Diese Funktionen ~p(x) sind zugleich im wesenttichen 
die einzigen, fiir die sieh die Diskussion in derselben Weise dutch- 
fiihren l~Bt. 

Die beiden F/~lle 

(x) = log(1 -4- x) ,  

sind insbesondere fiir die Theoiie 

-- (i + x) -I 

der symmetrischen Funktionen yon 
Wichgigkeit. Deutet man n~imlich a l,  a~, . . . .  a ,  als die elementaren 
symmet~schen Funktionen yon n Vec~inderlichen xl, x~, . . . ,  x , ,  so wird 
im ersten Fall 

~.(a~,  a . . .  a . ) -  - ( -  1)'-~ 
�9 . ,  , 

und im zweiten Fall 

~. (a,, ,,~;.. ,, a,,) ---- (-- l ) "w.  (xl, ~, , . . . ,  x~), 

wo W n die sog. Wronskische Aleplffunkti0n ~- ten  Grades bedeutet, 
d.h. die Summe allec Produk~ yon der Dimension n ,  die sigh mit Hilfe 
von xl, x, . . . .  , ~v, bilden lassen. 

(Eingegangen am 30. Juli 1921.) 


