
~ber die Singularit~ten algebraiseher Gebflde. 
Von 

Werner Schmeidler in GSttingen. 

Einleitung. 

Der Begriff der singu.lgren Punl~e einer algebraischen Kurve oder 
Fl~che wird in der vorliegenden &rbeit aui einen beliebigen (unhomogen 
geschriebenen) Modul und damit auf ein beliebiges algebraisches Gebilde 
im Raume w n  mehreren Dimensionen fibertragenX). Nun h~ngt der 
Charakter einer Singularit~ natfirlich wesentlich ab von den Transfor- 
ma~ionen des Raumes bzw. der betreffenden Mannigfaltigkeit~ die man als 
zul~issig ansieht. W~il~end die allgemeinsten, auf einer ebenen algebraischen 
Kurve birationalen Transforma~ionen jeden singul~iren Punk~ in gewShn- 
liehe Doppelpunkte auizulSsen gestatten, die Besonderheit der Singularit~t 
also vSllig aufheben, sind gegenfiber allgemeinen linearen Transforma~ionea 
gewisse von M. Noether und anderen studierte charakteristische Zahlen ~) 
invariant. 

Hies werden nun solche Transforma~ionen zugrunde geleg~, die ifir 
das betreffende Gebilde um]cehrbar ganz rational, also im Endlichen ein~ 
deutig sin& Dadurch geht, wie in w 1 gezeigt wird, der Modul in einen 
anderen fiber, dessen ~eatgruppe zu der de, gegebenen iaomorph is$ (Sa~z i) ,  
womit die ganze Untersuehung auf die Theorie der Restgruppen zu~iick- 
geffihrt wird. Es wird ns weiterhin gezeigt, dal] auch die Restg~ppe 
des zur Charakterisierang dev Singulari~en "dienendea ,~3[od~, bei den 
genannten Transformationen :m ,,~me i s o m ~ h e  Restgrup~oMibergeh~ ~ so 
da~ in einem wQhlbestimmteff Sinn~ diese s~tbst der geg~benen RestgrUpl~e 

i) Vgl. ffir Primmoduln und das k~ifis~,ge~insame Vjelfaohe won PrhnmoduIn 
derselben Manmgfaltigke~t berelts Mae~'~, Th~ ~$gebrmo Theory ~ Mdd~itar Systems 

�9 [Cambridge Tracts 19 (I916), 112 S.], S. 8~. 
~) Vgl. z. B. Brill-Noe~her, Die F-~wieklung~dcr Theo~ie de~ al~ebraisehen Funk- 

~ionen in ~l~erer und neuerer Zeit [Jkhresberichte tier Deu~sehe~i'Ylathematikerve~. 
einigung 8 (1894), S. 109--566], S. ~67~402. 
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als Invariante zugeordnet werden kann. Dieses Ergebnis erscheint auch 
vom SCandpunkt der abstrakten Theorie der Restgruppen aus als be- 
merkenswert; es gilt aueh bei Beschrgnkung des Koeffizientenbereiches 
auf einen beliebigen KSrper, wenn dieser nut unendlich viele Konstanten 
en~tgdtt, insbesondere also z. B. fiir den Bereich aller reellen Zahlen. Es 
trann ferner noch dahin verfeinert werden, dal] die singul~ren Punkte in 
endlich viele verschiedene K|assen eingeteilt werden, so dal~ die Restgruppen 
derModuln der Punkte einerKlasse, die sogenannten,,Singularitdtengruppen", 
einzeln isomorph bleiben (Satz III).  So scheiden sick z. B. bei einer Raum- 
kurve im dreidimensionalen Raum die singuli~ren Punk~e, die auch fiir jede 
hindurchgehende Flgche singulgr sind, yon denen, Iiir die dies nicht der 
Fall ist. Weiterhin wird gezeigt, daI~ fiir eine reduzible Restgruppe 
(vgl. hierzu wie iiberhaupt beziiglich des Begriffes 4er Restgruppe meine 
Arbeit ~]ber Moduln und GruTpen hyperkomplexer Gr6flen [Math. Zeitschr. 
3 (1918), S. 29--42]) auch die Singularitiitengruppen in die beziiglichen 
Bestand~eile reduzibel werden (Satz IV). -- In" w 2 wird gezeigt, was die 
Isomorphie-der Singularit~r bei eingliedrigen Moduln fiir die 
geome~rische Gestalt der Umgebung entsprechender isolierter Singularit~ten 
zur Folge hat: Die Bestandteile niedrigster Ordnung haben denselben Grad 
und linear verwandte Scharen der ersten Polaren (Satz V), so da~ z. B. bei 
ebenen Kurveh die Vielfachheit des Punktes, die Anzahl der verschiedenen 
Tangenten und die Vielfaehheit einer jeden invariant ist. 

An Hilfsmitteln gebrauohe ieh aul~er dem Begriffe der Restgru~ape 
den Laskersehen Zerlegungssatz eines Modals in primiire Moduln (E. Laske~, 
Zur  Theorle der Moduln und Ideale [Math. Ann. 60 (1905), S. 20--115])  
in seiner Ausdehnung auf eirmn beliebigen KSrpe~ als Koe~fizientenbereioh 
(vgl. eine demniichst erscheinende ~rbeit yon E. Noether). 

w 

Die Singulari~tengruppen. 

mif  Koe//izien~en in elneni /esten KS~per P haben damn und nu~ dann 
isomorphe ~estg~upTen, wenn es Polynome f t(x)  ---- f~(x,, . . . .  x~) und 

( i = 1 . . . .  , m) gibf, so da~ /i~r'd ie Bestklassen ~1, ~ g , ( y )  = g , ( u l  . . . . .  Y-)  . , .  , - ' - ,  

bzw. ~ 1 , " ' ,  t~,, yon x~, , , . ,  ~m bzw. Yl, ". ",'Yn mog ~)~ bzw. rood ?~ die 
~leichungen gelten : 

(I') M(g(~)~)= O, N(f (~) )=-O, .  

(2) f~(g (t))) = ~j, ~ f ( ~ l )  = ~r 
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Dabei bede~ltet M (x) -- M (x I , . . . ,  x,,, ) ein beliebiges Polynom au8 ~rj~, 
N ( y ) =  N (y 1 . . . .  , y~) ein beliebi9es Polynom a~s 3 .  

1. Die Restgruppen 9~ und ~ yon ~ und ~ seien isomorph. Dann 
gibt es gewisse GrSl~en aus !~, die den Gr5i]en ~1 . . . .  , ~,, von 9/ zu- 
geordnet sind, und die als ganze rationale Funktionen yon ~)1, . . . ,  t)~ mit 
91 (t)), . . . ,  gm (~)) bezeichnet werden mSgen. Entsprechend seien die GrSI~en 
aus 9/, die den GrS]en t h . . . . .  t)~ yon ~ zugeordnet sind, mit f~ (~ ) , . . . ,  
f~(~) bezeichne~. /)ann gelten w e g e n M ( ~ ) ~ - 0  und N(~))~-0,  well die 
Zuordnung isomorph sein sell, aueh die Gleiehungen (i). Weft ferner die 
Zuordnung umkehrbar eindeutig ist, so sind die beiden Gr56en f~(g(t))) 
und t~, die beide der GrSl3e fj (~) entspreehen, einander gleich, und analog 
die GrSl~en gi(f(~)) und ~.  Daraus Iolgen die Relationen (2). 

'2. Es bestehen die Re]ationen (1) und (2) flit gewisse Polynome f 
und g. Dann ordnen wit die Restklassen ~i and gr (t)) einander zu und 
beziehen dadurch die Gruppe 9/ auf die dureh g~(~) erzeugte Untexgruppe 
yon !~. Diese ist aber mit ~ identiseh~ da r162 tier erste'n Gleichung 
yon (2) auch die Gr6i~e t~j, also jede GrSl]e von !~ dazu geh6rt. Ferner 
gilt" jede Relation zwisehen den GrSl~en ~ . . . . .  ~,~ "auch fiir die zu- 
gr GrSi~en, da ja naoh (1) aus M ( ~ ) = 0  aueh M(g(t ) ) )=O 
fplgt. Ist umgekehrt 2 ' ( g ( t ) ) ) = 0  eine Relation zwischen den GrSl~en 
g~(O), . : . ,  g~(~)), so folgt aus der zweiten Gleichung yon (1) auch 
2 ' (g ( f (~ ) ) )=  0. Andererseits ist der zweiten Gleichung yon (2) wegen 
F(g(f(~))) = ' 2 ' ~ ) ,  und daher auch ~ ( ~ ) ~  0. Hie~aus ergibt sioh abet 
unmittelbar die Isomorphie~). 

Zur Definition der sineulgren Punkte einez Moduls ~ ( x ~ , . .  ,, x~) 
~eriahren wit nun fo]genderma6en: 

Es sei r eine positive ganze Zahl _< m, Dann betrachten wit irgend 
r Polynome'M 1, . . . ,  M~, die z u ~ gehSren, und bilden eine r-reihige 
Determinante der Form 

OM~ oM~ l . . .  

(3) ~ D~ = . . . . . . . . .  , 
~M~ ~M~ 

wobei , ~  : . . ,  ~,,~ irgend r Inclizes der Reihe 1 . . . . .  m bed~fi~h. 

~) Mil~ Hitfe des Hilbertsehen ~dliehkeiSss~tzes der !~ddulba~s I ~  sich die 
lsomorphie eueh unter ~der allgemeineren Vorausse~zung beweieen, dal~ nut die Existenz 
~on PoIyno~en [~, g~ by, k~ bekenn~ i s~ fiir die die Rela~ionen~(9~))  = 9, ~ ~ (~) = ~ 
und ]V (h (~)) = 0, k~ (h (~)) -- ~ geRen. Vgl. zum Bew'ei~e-die an~]oge Sehlu~weise in 
~er Arbeit Noether-Schmeidler, Moduln in nich~ kommu~a~ivon Boreiohen,'insbesondere" 
~us Differential- und Differ~nzehaUs~iicken [,Matl~em~t|sohe ~,e~schrift 8 (1920), w 9]. 

Mathemattsche Anualen: ]SXXXI. 15 
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Indem wir nun alle diese Determinanten zu 9~ h/nzufiigen und dar- 
aus den kleinsten umfassenden Modul bilden, erhalten wit einen Toiler 
yon ~r~,. denen Koeffizienten dem KSrper P angehSren und den wir mit 

= D r )  

bezeichnen wollen. Wit setzen ferner ~ o  = 1-. Es wird dann ~r -1  ein 
Toiler yon ~ (1 ~ r ~ m). 

Sind die Polynome F1 . . . . .  F k eine Basis yon 93~, so geniigt es, um 
~ zu erhalten, alle Determinanten (3) in den Modul aufzunehmen, die 
mit irgendwelchen r Polynomen F gebildet sind. Denn wegen 

~M ~_ AlaFI . aFk ) z ~  ~ ~ " "  + A~ a~z~ (~9~) flit  M ~- A x F  x + . . .  § A F k 

wird die Matrix 

[ a=,~"" ~ Al1"" '41~ 
--- . . . . . . . . .  ( ~ )  

\ ; M ~ ' " ; ~ )  = ~ '  ' 0 F ~  ~F, 
�9 " "  �9 �9 �9 

in dem Sinne, da~ die DifFerenz zweier entsprechender'Elemente rechts 
und l'inks zu ~ gehSrt. Bildet man nun nach bekannten Determinanten- 
s~tzen die Determinante rechts und links, so findet man flit r ) / r  rechts 
0, also ~}~ = ~)~, f~r r ~ k eine Summe yon Produk~en yon Determinanten 
aus der ersten und zweiten Matrix rechts, dazu eine zu "93~ geh6rende 
Funktion, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Be i sp ie l  1. ~ ( ~ ,  y ) ~ - ( F ( x ,  y)) sei ein Kurvenmodul in der 
Ebene. Dann ist ~ s  ----- ~ ,  ~J~ = (F,/g=, Fy) ein Modul, dessen Null- 
stellen die singul~ren Punkte der Kurve 2'-----0 sind. 

Beispie l  2.' ??~ = ?t~(z,  y ,  z )=-  ( F ( x ,  y ,  z)) sei ein Fl~ichenmodul 
im Raume. Es wird ~ - ~  ~ s  = 9X, ~ ~ (F, F=, E~, F~) ein Modul, 
dessen Nullstellen die singul~en Stellen der Fl~iche sind. -- AlIgemeiner 
gilt Entsprechendes flit jeden eingliedrigen Modul in einem Raume yon 
beliebig ~ielen Dimensionen. 

Beisp ie l  3. ~ - ~  ~I~z, y., z ) - -  (F, G) sei sin Kurvenmodul im 
Raume. E~ wird ~ = ~ ;  ferner 

ein Mddul, dessefi Nullste.llen die singul~dn Punk~e der, Kurve E.'--O, 
G~= 0 sifid. Ehdlich wird 
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ein Modul, dessen Nullstellen diejenigen singul~iren Punkte der Kurve 
F ~ 0, G ~ 0 sind, die auch fiir jede Fl~iche dutch die Kurve, die zum 
Modul gehSrt, singul~ire Stellen sind. 

Def in i t ion :  Es sei ~ ~ m der grd]3te Wert, /fir den der Modul  ?JY~ 
ein echter Toiler yon 9X ist. Dann  heiflen die NullsteUen yon ?lY~.o singu- 
ldre Punkte yon ~ ,  und zwar insbesondere solche Nullstellen yon ~ r  
(1 _~r_~ Q), die nicht Nullstellen yon ?J~r-1 sind,  singuldre Punkte  
r-ter Art. 

Satz II. Is t  ~ ~- ?))~ (x~ . . . . .  x,,) ein Pr immodul  der Mannig/alt ig- 
keit d, so let ~)~,~ . . . . .  ~;~,,-~+1 -~ 9X, ~ m - d  0 = ?iX, al~o ~ ~- m --  d. 

Ist niimlich F~ . . . .  , F~ eine Basis yon ?~, so hat die Matrix 

~F~ aFk 

nach bekannten S~tzen in jeder Null'stelle yon ~ den Rang ~ m -  d, 
in gewissen NuUstellen genau den Rang m - - d ,  so daft nicht alle 
I ~ i n a n t e n  D~_~ zu ~ gehSren. Dagegen verschwindet jede Deter- 
minante D~-d+l in ~llen Nullstellen yon ~ ,  gehiirt also zum Modul, 
da ~0~ ein Primmodul sein sollte. -- Der Satz gestattet eine leichte Ver- 
allgemeinerung auf solche Moduln, die kleinstes gemeinsames Vielfaehes 
yon mehreren Primmoduln der gleichen Manaigfaltigkeit sind. Dagegen 
lii~t er sich nicht auf solehe Moduln ausdehnen, die Gebilde verschiedeuer 
Mannigfaltigkeit umfassen. So ist flit 9X ~- (zx,  zy )  das Gebilde der Null- 
stellen die Ebene z ---- 0 und die Gerade x = y ---- 0, also die Mannigfaltig- 
keit d ---- 2, dagegen 9~,n-d+~ ---- !~/~ ---- (z ~, zx ,  zy)  O= ?~i~. 

Uber die singuliiren Stellen r-ter Art sei im Ansehlui~, daran nooh 
Iolgendes festgestellt: Es gibt nach Definition fiir einen solchea Punkt r - 1 
Polynome M~ . . . . .  Mr-~ in ~ ,  so dab eine bestimmte Funktionaldetermi- 

nante ~ 0z 9 dort nicht verschwindet. Dann hat das dutch 'M~ ~ 0, . . . ,  

M,_t  = 0 dargestellte Gebilde die Mannigfaltigkeit ra ~ r ~ 1  und in 
dem betreffenden Punkte eine ,,beriihrende" lineare .Manuigfaltigkeit der- 
selben Dimension, also einen regul~ren Ptmkt. ~s. g~t  '~bd '~/n V~elfache~ 
yon 9X yon get Mannigfal~igkait m -- r + 1, desS'r ~ f d e  :in einem 
8~nguldren Punk te  r:~er Ar t  yon ~ einen r e g u ~ r ~ ' P u ~  ~ .  So gibt 
es dutch einen singul~ren Punkt zweiter Art einer l ~ a ~ e  ~ eine l~liiche, 
die. zum Modul gehSr~ and dort regul/ir i s t ,  w~re~ . .d ies  ~ die. singu- 
l~en Punkte erster Art nieht ~.utrii~, weil "dort. ~ .  je.des Polynom des 
~bduls alle Ableitungei~ verschwinden. ~)As Beispiai::se~i,~tWa ~J~ ---- ( x y ,  xz ,  y z )  

I5" 
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betrachtet, fiir den der Nullpunkt ein singul~rer Punkt erster Art ist; 
Beispiele flit singul~e Punkte zweiter Art bietet jede ebene Kurve mit 
singul~en Puakten,. wenn sie "als Raumkurve aufgefal~t wird, aber auch 
die Schnittkurve zweier sieh beriihrender Flgchen zweiter Ordnung usw. 

Ihr eigentliches Intcresse gewinnt nun die Definition der singul~ren 
Punkte in der obigen Allgemeinheit erst dutch den 

Satz  III:  Haben zwei Moduln T~(x~, . . . ,  x,n ) und ~ ( Y i , . . . ,  Y,~) 
der gleichen Variable~zahl mit Koe]]izienten in P isomorphe Restgruppen, 
~o sind auch die Re~tgruppen der entspreehenden Teiler ~ , .  u~d ~r 
( ~ g r <_ ~) i~omorph. 

�9 Zum Beweise seien f~(x t , . . . ,  x,,) und g~(y~,. . . ,  y,:.) (i = 1 . . . .  , m) 
die Polynome der Substitutionen, die nach Sate I den Ubergang von 
zu ~ vermitteln. Ferner sei T r (y~ . . . .  , y~) eine der Determinante (3) 
entspreehende Dete~minante fiir ~,.. Dann geniigt es nach Satz I fiir 
die Isomorphie der Restgruppen 2~ und !~ yon ~ ,  und ~ ,  zu zeigen, da~ 

(5) T~(f~ . . . .  ,. f,~) ~ 0 (931~) 
D, fgl,... ,  g~)~ 0 (Y~,) 

ist. Wit beweisen nut die Behauptung (5), da der Beweis der zweiten 
Behauptuag ganz entspreehend verl~uft. 

Es sei hr(y) = N(y l ,  . . . ,  Ym) irgendein Polynom aus" ~ ;  dana ist 
naoh Satz I 

N ( f ) = M  

ein Polynom yon Eft. Daher ist 

Oh' ~f, + 02/ Of~ 0M (i = 1, , m).' 
Of, ~ ,  + " "  af~ ~ =  0x--~ .... 

Wir haben dahe~ fii~ r Polynome ~ , . . . ,  h r  und die zugehSrigen Poly- 
home M~ . . . .  , M~ die Matrizengleiehung 

Bildet man jetzt irgendeine r-reikige Determinanee D~ der Matrix 
reehter .Hand, so erhiilt man linker Hand eine lineare Verbindung yon 
Determinanten T,  (f~, . . . ,  f~), deren Koeffizienten r-reihige Unterdetermi- 
nanten der " ' �9 0f~ Funktmnaldeterminante ~ sind'. Im ganzen bekommt man 

" " ,\ ~{m),olche Gleichungen flit die (:)F,,nk"~ionenT,.(f), deren Koeffizien~en- 

de~termlnante,. ,. _ . naeh bekannten S~tzen eine Potenz yon 0~ , etwa die ~-te,. 
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ist. Man erhiilt daher nach diesen Gleichungen dutch Multiplikation mit 
gewissen Po]ynomen und Addition 

). 
�9 - -  ~ =  o ( 9 ) L )  r T , . ( t ;  . .  / ' , , , ) . ~ f "  

. . . .  Ox~ ~ 

fiir jede Determinante T,.. Um nun hieraus die Kongruenz (5) schliel~en 
zu kSnnen, bedarf es noch gewisser Festsetzungen, tiber die Polynome f~ 
und gi. 

Diese sind nEmlich dutch unsere bisherigen Festsetzungen noch nicht 
eindeutig bestimmt, sondern nut ihre Restklsssen rood gJ~ bzw. rood ~ ,  
sollen nun aber noch genauer festgelegt werden. Wit behaupten niimlich 
den folgenden 

Hi l f s s a t z  I. Die Polynome fi( x) der Ubergangssubstitutionen yon 9J~ 
laf, zu ~ lassen sich so bestimmen, daft die Funktionaldeterminante ,! ~ j  

an endlich vielen belie, big vorge~chriebenen Nullstsllen yon 9J~ stets yon 
Null  verschieden izt. Entsprechendes gilt yon den Polynome(~ gi(y) .  

Es sei ~1, . . . ,  %, eine Nullstelle yon ~J~. Setzen wir 

(7) f,(~) = ~,, 
so ist wegen (2) such g i ( f l ) =  % und wegen (1) ist N ( f l ) - ~  0 fiir jedes 
N aus 9~. Die beiden Nullstellen a und fl yon ~ und !l~ sind also um- 
kehrbar eindeutig einander zugeordnet. Wit entwickeln jetzt die Poly- 
nome f i (x )  nach Potenzen yon x ~ -  a~ und bezeichnen mit  A die Matrix 
( ~/f~ der Koefffzienten der linearen Bestandteile. Wegen (2) geh5rt 0xff= 
das Polyaom 

x , -  g~(f~,  . . ., f , , ) =  M ,  
ZU ~JJ~. 

Aus dieser Gleiehung folgt durch Differentiation nach x..: 

vOg,. ofk ~ M, 

k 

und (tarsus folgt wegen ( 7 ) dutch Einfiihrung des Wertsystems az, . . . .  a~, 

wean wit mit fl die Matrix (~ bezeichnen, dal] die:Matrix \ Oyk /fl 

(8) . E -- B A  = U 

die Koef~i~ntemnatrix der Iinearen.Bestandteile der hath' Potenzen yon 
x i -- at.umgeordneten Polynome M~ ist.- Wit w~ihlan nun ~ine Zahl ~I so, 
'dal] die 'D~terminanten I A -+- ). E I u n d  1 E  § ,IB'[ beitle ~dn lqnll ver. 
schieden sind. Dann ist [A ,~ -2(E~-2B)  -~ U] ~ 0 ,  well nac.h (8) 

also naeli V0rgussetzung ~: 0 ist. Hieraus folgt, fails je~zt.~a,:..., F~ eine 
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Basis yon ~Y~ bilden, die Existenz yon gewissen Konstante, c~z, so dab 
die Determinante der Koeffizienten der linearen Bestandteile yon 

io (r, + *  ,;, 
f, also die Determinante I \ ~' / an der Stelle 

a , , . . . ,  a~, von Null .verschieden ist. 
Sind nun mehrere solche Stellen (a) vorgegeben, so l~iflt sich fiir jede 

eia entsprechendes System yon Konstauten c hestimmen; anders ausge- 
/ X" \!  

drtickt: Die Funktionen ~f ,+~c,~,F~,)[  a~ [ yon ci,,, die entstehen, indem 

man fiir z, . . . . .  z m die betreffenden Werte ~ . . . . .  a,, einsetzt, verschwinden 
siimtlich nieht identisch. Es gibt daher nach einem bekannten Satze ein 
Wer~ystem c u, im K6"rper P, flit das ss Funktionen 4= 0 sin& 

Bezeichnet. man nun f~ +~YT, c u, F:, flit dieses Wertsystem selbst mit f~, 
/4 

und der Hilfssatz ist zur ersten Hs bewiesen. Da man abet auf afialoge 
Weise and unabh~ingig yon der Bestimmung der fi such die Po/ynonie r 
'dutch andere Polynome derselben Restklassen ersetzen ksnn, so da/3 die 
entsprechende Aussage gilt, so gilt der Hilfssatz ganz. 

Um nun mit seiner Hilfe den Satz III  zu beweisen, wenden wit auf 
den  Modul ~)~ die Laskersche Zerlegung in prim~ire Moduh an, wonach 
~ kleinstes gemeinssmes Vielfaches yon endlieh vielen prim~iren Moduln 
mit Koef~zienten in P ist~). Zu jedem dieser Teller geh6rt ein irredu- 
zibles Gebilde, deren Gesamtheit das Gebilde yon ~J~ ausmachtS). Wit 
w~hlen nun auf jedem irreduziblen Gebilde einen Punkt und bestimmen 

af' in keinem dieser Punkte die  Funktionen f~ nach Hilf~satz I so, dal~ 

verschwindet. Dann gilt dasselbe yon ~xJl ' keine Potenz dieses Poly- 

noms gehSrt also zu einem der Primiirteiler yon M~. Well nun naeh (6) 

(f  ~f' ~ jedem prim~iren Teller geh~r~, 

so  mu~ nach der Definition der prim~ren Moduln der Faktor Y . ( f ) ' z u  
jedem dieser Tefler, also zu 9R, selbst geh6ren, womit die Behauptung (5) 
dad dami~ Satz I I I  bewlesen ist. 

Der Satz k~nn such so aufgefa/~t werden, dal~ ~die l~est~r~p~en 

~') Ein Prim~rmudul ist ein soloher, ~iir den ein Produkt yon zwei Polynomen,  
die beide -=1---0 slnd, nur dann _~ 0 Bein ka.nn, wenn. fiir beide eine Potenz ~ 0 ist. 

6) Sdllte keine Nullstelle yon ~ r  existieren, al~p ~ r  = 1 sein, so ist die Be- 
l h ~ p t ~ s  (5)~trlvial. 
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921,"-,  92'., der Moduln s))~ . . . .  , ~Jt~, der Restgruppe 92 ia bezug auf die 
Variablenzahl m zugeordnet sind; sie bilden eine Kette yon wohlbestimmten, 
ineinander gesehachtelten Untergruppen yon 92, die wegen ihrer Beziehung 
zu den Singularitgten yon 9)~ die ,,Singularitdtengruppen yon ~ in b e ~  
au] m "  heiBen m6gen. 

Zur Vereinfachung der Bereehnung der Singularitiitengruppen dient 
der folgende 

Satz  IV. Is t  die Reztgru~pe ~ = 92 + ?~, so gilt [iir die Singu- 
laritdtengru?pen 92,., ~r,  ~,. in bezug au] m die Beziehunff ~r = 92,. "~- ~r. 

Sind ~ ,  T~, ~ die zu 92, ~ ,  ~ geh6renden Moduln, so ist ~ --- [~)~, ~]  
(vgl. Satz I I I  meiner in der Einleitung genannten ktbeit), und die Mo- 
duln Tit und ~ sind teilerfremd. Es besteht daher eine Relation M o -~- Are "I- 1, 
wobei M o zu ~ ,  N O zu ~R gehSrt. 

Es sei ferner F v . . . .  F~ e.ine Basis yon ~J~, G~,... ,  G~ eine Basis 
yon ~ .  Dana ist naeh einem bekanntea Satze FIG x . . . .  , F~Gj eine 
Basis von ~ .  Fiir jedes r ~ m bildea also F~O s und die r-reihigea De- 
terminanten I--~-~7~ / eine Basis yon ~R,.. Andererseits bilden die Polynome. 

' ome B , , i ,  m e , .  

aus folgt zunttchst ~ ~ 0 [9R,, 0~]. , 
In  der Tat kann man in der Entwiolduag der Determinante 

a (F, ~) I F.a.q~ eF, '  - a},-7-{ --=-. '8*,z q- G, ~-g~;, die Glieder, bei denen nut' der vo,der~, ea.~ 

"ebenso diejenigen, boi denen nut der hiatere Summand berticksi~htig~ i~, 
a,v, 

als Vielfaehes yon Gj ~-7~,~] aul~er Betracht tassen. Die iibfigen Gliede~ 

enthalten aber sgmtlich tnindestens einen Faktor ,~ und einen F a l ~ r  G, 
sind also ebenfalls ~ 0 [~1~, ~,].  

Wit haben nun noch umgekehrt [~Jt,, ~ . ]  = 0 (~,.) zu ~igen. kus 
der Relation der Teilerfremdheit M o + A'o ~ 1 folgt fiir jedes Y-~  0 (~) 

Bildet man nun ,~ ~ "  ] und setzt fiir jedes glemen~ den/~usdruck (9) 

ein, so wird das Resultat ~- F~ la (O~) l ,  --g~,~ ! also 0 (~,.). Eben~o 
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a ~  ~G, I Ent~prechend behandeln wir das Produkt ~-~,, , ~ - ~ ,  indem wir 

neben (9) die entsprechende Relation fiir irgendein M ~ 0 (gY~) benutzen: 

~,~f ~(~2vo) . ~N o ~M _ ~ ( ~ )  

$ede Determinants wird dann ~(2",No)[(s)~) bzw.----- (~) ,  das 
Produkt also ~ 0 ( ~ ) .  -- ~x,. z I ox.,, 

ttiermit ist Satz IV bewiesen. 

w  

Folgerungen und Beispiele. 

Der vorliegende Paragraph soll vor allem yon dem~ Fall eingliedriger 
Moduln, speziell yon ebenen Kurven handeln. Vorher ,zeigen wit noch 
allgemein den 

Hi t f ssa tz  II. Ist cq . . . .  , a,~ sine Nultstellr de~ Module ?~ (xl,. . . ,  x,~) 
in einem algebraisch abgeschlossenen Bereich P und ordnet man age Poly- 
home yon ?~ nach x ~ -  a~ urn, wobei der niedrigste auftretende Unter- 
gra de) k ~. 2 ist, so ist jed'es System ?~ yon allen Unter]ormen z-ten 
Grades yon ~ linear verwandt mit dem entsprechenden System ~ .  sines 
Moduls s ( Ya . . . . .  Ym ) derselben V ariablenzahl und isomorpher Bestgru~ope, 
gebildet [i~r die entsprechende Nullstelle fll . . . . .  fl,~. 1st a l , . . . ,  a,~ und 
daher auch ill, ' . . ,  fl,~ eiue i8olierte Nullstelle, so gilt der Satz auch [i~r 
k = l  und ~ = 1 .  

Zum Beweise sei ohue Beschr~nkung der Allgemeinheit ~ = 0, fl~ ----- 0. 
Dann ist flit d~s ~bergangssubstitutionen f~ u n d  g~ nach (2) 

�9 , -  g , ( s  = P 

zu ~ gehSrig; also slnd flit b ~_ 2 die line~rea Bestandteile links = 0. 
Daraus folgt fiir die l~atrizen A und B dieser~Bestandteile E = B A .  
Nun ist nach (1 )  ~(gz, . . . ,  "g~) zu ~ gehSrig; also edtsteht dutch lineare 
Substitution mit der Matrix B'aus jeder Form yon ~ sine solche yon ~ 
uud dutch die reziproke Substitution aus jeder Form vbn. ~ sine solche 

yon  ~ .  Damit isG die Behat~ptung bewiesen. 
Ist jetzt k = 1 und a~, . . .  (a,~ eine isolierte Nullstelle, so sei zun~chst 

die Restgmppe yon ~ eatwe,der selbst yon enfiIicher O xdnung (also ~ ein 
Punktmodul) oder reduzibel in zwei Bestandteile~ deren einer yon end- 
Iicher Ordnung ist und zu der Nullstelle rq,~...,~,~geh~rt. Ffigt man 

8) D. h. der Grad des niedrigsten homogenen Bestandteils. Diesen sdbst be- 
seiohnen wit als die ,Un~efform ~. 
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die Haupteinheit des zweiten Bes~andteils dem Modul ~ hinzu, so erh~ilt 
man  den zugeh6rigen prim~ren Punktmodul. Daher gibt es in diesem Falle 
ein Polynom A, das im Punkte ~1 . . . .  , r verschwindet, so da~ (~,  A) 
eine endliche Restgruppe hat. Ist wieder % ~ 0, so ist der Untergrad 
yon A mindestens 1, und ferner gibt es nach dem Gesagten ein Poly- 
nora A ' ,  so dad 

(10)  A - + A ' -  1(~) ,  
( 1 1 )  

ist. Nach (10) hat A '  das konstante {]lied 1, also A A '  dieselbe Unter- 
form wie A, die also nach (11) zu $1 gehgrt. Die Anzahl der linear 
unabh~ngigen Form en yon ~1 ist daher dieselbe aueh fiir den Modul (~ ,  A),  
und Entsprechendes gilt fiir ~ in bezug auf einen analog gebildeten 
Modul (~ ,  B) ,  dessen Restgruppe zu der von (~ ,  A) erzeugten endlichen 
irteduziblen Gruppe isomorph ist. Fiir eine solche ist abet die f~gIiche 
AnzaM ~ m -- v 1, wo r 1 die erste Hilbert~ehe Invariante tier Gmpl~ ist ~}. 
Beide Ar~ahlen stimmen also iiberein und der Beweis ist erbracht. ~- 

-Ira allgemeinen Falle betrachtet man ~hnlich einen geeigaet~n Teiler 
( ~ ,  A ), wodurch die Mannigfaltigkeit des Gebildes yon $ u m  i erniedrigt 
und der Satz durch Induktion auf den soeben erledigten Fall des Pu~kt- 
moduls zuriickgefiihrt wird. 

S a t z  V. I8~ 9~ = ( M  (x~, . . . .  x,,)) ein ~ngli~drir Modul, ]~r den 
a ~ , . . . ,  a,~ dne k-faehe isolierte S ~ n g u l a ~  i~$, ~$ ferner nach horn. 
genen Beztandt~ilen yon x i - - a  i geordnet 

M---- M~ + M,+, + . . . ,  

so ist ]fir ]eden eingh'edrigen Modul ~ - ( N ( y  x . . . . .  y,,)) derae3b~ 
Variablenzahl, dessert S~ngulari~Wruppe zu der yon ~ Oomor~ i~, 
die zu M~ ents~rechende ]eorra N~ yon demseFoen Grade k und has ~ne 
linear verwandSe Schar der ergter~ Polaren. 

Zun~chst ist wegen der Eingliedzigkeit e ~ I, so da~ nuz dne  Singu. 
laritRtengruppe in Frage kommt. Iniolge de~ Isomorphie yon ~ und ~ 
sind die singulgren Punkte yon ~ und ~ einander zugeordnet. Wir be- 
t rachten zwei isolierte Singularitiiten, die wi~ olme Besah~dmug dar 
Allgemeiaheit in den Nullpunkt des ~- bzw, ~ -Raum~ I ~  

Ist  jetzt erstens ~ :> 2, so ist iiir ~Yq de~ k l ~  U a t ~ v ~  ~ 2, 
. 

~so naoh Hilfssatz II  das dutch ~ ' " "  ~z~ ~ ~ System 
l inear verwaud~ mit dem entspreche~en Sy, t~m vo~ ~-r "Hieraue folgt 
die Invarianz yon k und die Behauptang des S~t,~, 

~) Vgl. meine Arbeit Zur Theorie der ~ pmlktlneduhl !M~thematischo 
Annalen 79 (1918), S. 56-75], Satz IH. 



234 W. Sehmeidler. Singularit~tenlalgebraischer Gebilde 

ISt aber k -  2, so ist nach Hilfssatz I[ der Rang von M k invariant, 
da er gl~ich der Anzahl der linear unabhhngigen linearen Unterformen 
yon ~1 ist. 

Insbesondere ergibt sich fiir m ~ 2, wenn man in der Zerlegung 
yon M~ in irreduzible Faktoren die Exponenten als Vielfachheiten der 
betreffenden -Tangente bezeichnet: 

Sind Ji~r zwei ebene Kurven die Singularitdtengruppen isomorph, 
so ~timmt in ]e zwei zugeordneten 8ingu~'ren Punkten die Viel]achheit 
der Punkte, die Anzahl der verechiedenen Tangenten und die Viellach- 
heir einer ~eden en~prechend iiberein. 

Insbesondere gilt dies nach Satz III auch, wenn die Restgruppen der 
beiden Kurven selbst isomorph sind. Das Verhalten der weiteren, yon 
l~I. Noether zur Charakterisierung der 8ingularit~iten eingefiihrten Vielfach- 
heitsanzahlen zur Singularit~tengruppe mag einer sp~teren Untersuehung 
vorbehalten bleiben. Als einfache Fo]gerung yon Satz V sei hier z. B. 
erwiihnt, d ~  ein nicht zerfaUender Kegelschnitt, eine Kurve 3. Ordnung 
mit Doppelpunkt im Endlichen und eine Kurve 3. Ordnung mit Spitze 
im Endlichen je Restgruppen erzeugen, d ien ich t  isomorph sein k6nnen, 
daft also, trotzdem alle clrr Kurven rational sind, keine beiderseits ganz 
rationale Abbildung yon einer auf die andere existiert. 

(Angenommen 25. 1. 1920.) 


