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SUR LA FONCTION ¢(s) DE RIEMANN AU VOISINAGE DE ¢ = 1.

Par T. H. Gronwall (Chicago, IIL).

Adunanza del 10 novembre 1912,

Soit s == 6 - ti, ¢ et ¢ étant réels; la fonction {(s) de Riemann est définie, pour

6 > 1, par la série de DIRICHLET
& 1
C(S) - P

et l'on sait que (s — 1){(s) est une fonction entitre de 5. Pour ¢ voisin de I'unité, on
connait les résultats suivants:

MM. MEeLLiN et Lanpau ') ont fait voir que
) o+t <logt+c, eX1, tN1,
t, étant une constante positive *) suffisamment grande, et ¢,, ainsi que les ¢,, ¢, ..
introduites dans la suite, étant toutes des constantes positives.

M. Lanpavu ®) a démontré que

1
2 —————— < ¢, log tlog log BN tN\
(2) TRCEny g 1 log logt, 10 i,
et ‘
(o + ti) 1
(3) m < ¢, logtloglog t, 6T 2alogi’ tX\t,
ou @ est une constante positive dont il sera question plus loin.
Jai trouvé récemment *) les formules plus précises
(1) |C(a+ti)|<—i—logt+c4, eI, I

3
8

(2) <o logt(loglogh?, sN1, N,

I
18 (s + #i)]

1) Voir: E. LaNpav, Handbuch der Lebre von der Verteilung der Primzablen (Leipzig, Teubner,
1909), p. I191.

2) Il suffit évidemment de considérer les valeurs positives de ¢4, & cause de [ (c41t1) | =|{(c —1tD)].

3) Loc. cit. '), p. 614. Voir aussi: E. Lanpau, Beitrage zur analytischen Zahlentheorie [Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, t. XXVI (2° semestre 1908), pp. 169-302], ol la formule (2) se
trouve p. 217 et la formuale (3) p. 245. ‘

4) T. H. GrRonwaLL, Uber das Verbalten der RIEMANNschen Zetafunktion auf der Geraden ¢ =1
[Archiv der Mathematik und Physik (Note actuellement sous presse)].
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et, dans le cas particulier ¢ )\ 1,

(o 4 ti

(341) __(-—-t—'_)

U+ 10)

En modifiant convenablement, dans la Note actuelle, la méthode de mon travail
précédent, je préciserai davantage en faisant voir que

<Zclogtyloglogt, o1, ENt.

I

1
(2,) m<6710gt, “él—wa AN
MCET)! I
(3s) m'<csbgt, RN ~ salogt’ AN

Commengons par démontrer (3,); la formule (2,) en sera une conséquence presque
immédiate. Rappelons d’abord un théoréme de M. CaraTHEODORY °):

Soit F(s) une fonction analytique, holomorphe pour s —s | £, et 4 une con-
stante égale ou supérieure au maximum de la partie réelle de F(s) sur la circonférence,
de sorte que

RF()L A4
pour |s — s | £ r. Posons _
E(s,) =8+ i
et par conséquent
E=RF(s,);
supposons enfin que o <C p < r. Alors on aura, pour |s — s | Z p,
r 2
@ FOIL I+ 18l L 4.2
et " '
Jf 20
) RE@)| £ [8)- L a2,
Nous aurons besoin aussi du théoréme suivant de M. pe LA Varuke Poussin ©):
Il y a une constante positive a telle que {(s) est different de zéro dans le do-
maine:
: I
(6) S:-G'—*—tl, itléz, Gél—zz-ﬂ)*g—l—*‘tl‘.
Comme I'a démontré M. Hapamaro 7), v
s -3
) c—or(5+1)7 =g

. o . 2 .
est une fonction entiére, de genre zéro, de la variable x = (s — %), sans racines
réelles 2\ o, de sorte que

® g(x) = g(o)[j[r - (-—}:)*]

5) E. Lanpavu, loc. cit. '), pp. 299-301. Les inégalités analogues, mais moins resserrées, de
MM. HapaMaRD et BOREL conduiraient aussi au but,

5) E. Lawpav, loc. cit. 1), p. 321.

7) E. Lanpav, loc. cit. 1), p. 310 et suiv.
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En fixant le signe de ¥x, de fagon que, par exemple, ®iy/x, < o, et posant

@n+t‘rn:%+‘/?n’ Yn>o?
on aura identiquement
(5 - %)2 I . .
A e e e T [ RN IR A A

X

”

et de (7) et (8) on tire alors %)

B I NE S Ch)

W (L) St mipeTw)

On a encore 9)

OO,
l‘() ]r(s)l<‘9l°gt’ 0Lo L2 tX2

de sorte qu’en prenant la partie réelle de (9), pour 0 Lo L2, £ 2,

a1 s
C(ot) 1 o—1I p t ( 2 +I)
—5 L logrg 2y igo N2 )
(G—-i-tf,) Og (6—1)t 2 F( ; +I)

B 8, o148,
o= TR + (c—r+@,,>’+(t+m=]

L— ——logw-}- +— clog——

(10)

_ —, T~ 1+,
,.Z[(s—" =y S Gyl

—B, s—14-f,
<odow=5[ g Sty oty )

Je dis maintenant que

7';
(6+”)4£ log t, X\ 2, 6N 1 —
C(G—{—tt) - —

Pour le démontrer, supposons d’abord que

1
(12) téz, I>Gél—a—lgg—2_t,

(11)

alogat”’

et déterminons ¢, par la relation

I 1 ;
e=1— don ¢ :76““"’)>téz.

alog 2t’ :

8y E. Lanpau, loc. cit. 3), p. 208, équation (75). Sous une forme un peu ditférente, la formule
se trouve aussi loc. cit. 1), p. 316.
9) E. Lanpav, loc. cit. *), p. 317.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXV (1° sem. 1913). — Stampato il 2 gennajo 1913. 13
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Comme Pa fait voir M. DE 1A VaLLEE Poussiy, il 0’y a aucun zéro £, iy,

pour lequel y, < 2.
Pour chaque zéro §, iy, ou 2 Ly, £ 2, nous avons, en vertu de (6),

1 1
st o= (=g ) > o= () =

I ' 1
o— it b= (1 ) o= (= ) =

et, par conséquent, le terme correspondant dans la série au membre droit de (10) est

positif ou zéro.
Pour les zéros p, - iy, ou y, > 2t,, nous avons

Yﬂ__té"rn — tx > %Yn’
et, puisque 0 £ B, £ 1, il sensnit que

6—B, c—1-8, fo—£|, jo—14B,]
Ry =1y T FEy RSy T vy

1 2
<0—wa”*o+ny<:b—nr
2.4 16

< ™. n+¥’<1+w

16 16
<=
(ﬁn——T) +Y:. ‘x""

En désignant par ) ' une somme étendue aux n pour lesquels y, >> 2f,, nous

aurons par conséquent

< s —8, ¢ — 148,
%&m~mr+o—my*%«~r+@r+@+ny]

— ’ G — Bu G —1 + {sn :}
<2 [(0 — By + -7y TE— R Gl A
! G — ﬁﬂ e G - I + {ﬂn

RN R S (e S R R

< 16 Z’ ~,-I—~

L 16 ﬂ; =]’
et, la derniére série étant convergente d’aprés le théoreme de M. HapaMawrp, il résulte
de (10) que

¢ t & 1

(13) ——-mc((oi £;<£‘010g +I ZT— téz, I>Gél—m.

Soit en second lieu 1 Lo L 2, + 2; alors, puisque 0 L6, L1, on aura
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¢—B No, 6 —1-f X o pour toute valeur de n, et (10) donne

{(s 4+ £1)
I ~ R -7 Z¢ logt, tXN2 1 Le L2
(14) T 1) 8 > L
Supposons enfin ¢ > 2. De la relation connue, valable pour ¢ > 1,
_Ue) logp
Z(S) pm: )
il s’ensuit que, pour ¢ X\ 6" > 1, 0’ L 2,
UG+ 4i) s llogp _ 5 logp _ _¥(2)
Cle+ti)| — ; a = " C()
logp __ L'(s)
(IS) ——Z ma’ - z(a;)
612
<0" —1 )
car (s — I)Z—,(—Q est holomorphe au voisinage de s = 1.
40
En particulier, pour ¢’ = 2, on trouve
6 plEH) [Vett) LG

o\ 2.
"ot SR ST 0
La comparaison de (13), (14) et (16) donne enfin la formule (r1).
Posons maintenant, dans le théoréme de M. CaraTHEODORY,

C'(s
F() = — C(‘))
’°=“+alogt+”’ N1 —-2—4—11@, ENE,
(17) 5
= 4alogt’
_ I
P_alogt'

La fonction F(s) est holomorphe dans le domaine (6), et & fortiori dans le domaine

(18) téZ, Gél—m,

et je dis que, pour # suffisamment grand, tout point s = u - vi du cercle

S—( +alogt+“) =ls—slLr 4alogt
appartient 4 (18), c’est-d-dire que
(19) N T

alog2v’
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En effet, toute ordonnée v satisfait aux inégalités

t+—i—Lvét— 5

4alogt = 4alogt
> 2 pour t>t;4+4mg4
et toute abscisse # a l’inégalité
AN >
alogt 4alogt
! r Sy 3
él_2alogt_|_a~l~c*>gt 4alogt_—I 4alogt’
or, pour logt X logt, Aglogz—]—-m on aura
lOgtllegZ—l—m,
10gt>3 log 2t 4 )\-3—log 2t -} 5
= 4 4atlogt 4 2alogt
> log 29,
d’ou
3 I
1 4alogt — alog2v

et, pat conséquent, on satisfera a3 (19) en prenant
) )

15 15

8e4a.4log4) — 8616alog4

t = max. (4+4dl{)g4’

Le théoréme de M. CaratnEopoRY devient donc applicable aux données (17), et
de (11) on conclut que

4= max.[ C (u + W)] < ¢, max. logv
C(u 4+ vi)
=¢,, log (t—|—~ <61310gt, tNt;

de plus, nous tirons de (17) et (15)

C'(G_I—ET:)g_t)é_cl(x +2allogt)

4alogt)

%((% L — £ . < 2ac,logt,
5, o
(c+alogt) Z(I-,":zalogt)
ce qui donne, pour les parties réelle et imaginaire de — -CZ,—E-S—%,
SO

|B| < 2ac,logt, |yl <<2ac,logt.

La formule (4) devient maintenant, avec s = ¢ - ¢4, point qui se trouve bien, en



SUR LA FONCTION {(5) DE RIEMANN AU VOISINAGE DE ¢ == I, 101
vertu de (17), sur la circonference |s — s | = ¢:

iC'(c -+ ti)

C(e +10)

3
L 2ac,logt -+ 2ac,logt ‘*+ +c ,log 2. -
i :“I
= cylogt, pour oXN\T1 — .

2alogt’ P by
C’est-d-dire (3,). La formule (5) donne, d’une maniére analogue,

l Z(c—l-t)‘ézac logt4+
(e 4-t)l—

+ ¢, logt.
(20)

3
4
I .
_— t t
pour ¢\ 1 2alogt’ AN

- o0°*

Pour démontrer (2,), soit log {(s) la branche du logarithme définie, au domaine
¢ > 1, par la série bien connue

= ¢, logt,

8L =2 53
de sorte que, pour ¢ o' > 1, ¢’ L 2,

I
. tl
[Riog (o + 29| = [T SR o 5 L
(21) > —;?'p:‘"’ = log {(s")
I
<llog 7+ ¢

parce que (s — 1)5(s) est holomorphe et ne s’annule pas au voisinage de s = 1. De
la formule

[N

l—-e.

. . Yot utri),
log{(s 4 ¢ + ti) —log{ (s 4 ti) = u, e > o,
nous voyons que o Slotudt )

Ismogc(c+ti)|é|mlogqc+s+ti)|+f

et, pour ¢ N\ I —

4 (c—[—u-f-—tz)
Lot ot

2alogt’ t > t,, en vertu de (20) et (21),
|9t log £ (s + ti)| £ log ‘

+ ¢, +ec, logt
S S NP
2alogt

ou, en faisant ¢ =

I
alogt’

¢
[Blog?(c + £9)| £ log (2alog ) + ¢, +

-&i =loglogt -+ ¢ .
On en tire immédiatement

IC(G+t)| — Rlog{ (s + ti) L |Rlog (s + ti)| L loglogt + ¢,
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d’ot la formule (2,); et d’autre part
log |3(s + ti)| = Rlog L (e + ti) L |Rlog (s + ti)| Lloglogt + ¢,
d’ou
; __ 1 N
[S(e i) <elogt, oI 2alog?’ AN
La derniére formule, démontrée par M. Lanpau d’une manitre purement élémen-
taire et dans le domaine plus large (6), est précisément celle qui lui a servi de point

de départ dans sa démonstration de (2) et (3).

Chicago, Ill,, le 24 aolt 1912,

T. H GrRoNWALL.



