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SUR LA FONCTION DE RIEMANN AU VOISINAGE DE I. 

Par 1". 8. G r 0 n w a I I (Chicago, Ill.). 

Adunanza del Io novembre 1911, 

Soit s - - ,  + ti, ~ e t  t &ant r&ls; la fonction [ ( s ) d e  RIEMAN~ est d6finie, pour 
> r~ par ta s6rie de DtRICHI.ET 

o~ I 

(S) = 5-- 

et l'on sait que (s - -  i )~ ( s )  est une fonction enti~re de s. Pour r voisin de l'unit~, on 
connait les r~sultats suivants: 

MM. MELLm et LANDAU ~ ) ~  fait voir que 
( i )  I~(r + ti)i  < l o g t - { - c  , , "x I, t ' ~  to, 
t o &ant une constante positive ~) suffisamment grande, et c ,  ainsi que les c~, c3, . . .  
introduites dans la suite, &ant routes des constantes positives. 

M. LA~mAU 8) a d6montr~ que 
I 

,~  c~ log t log log t, ~r ~ I, t _~ t o , (2) 

et 

(3) [ ( ,  + t i) < c~ log t log log t, 
I 

~ I t ~ t o ,  2 a log t-' - -  

off a est une constante positive dont il sera question plus loin. 
J'ai trouv~ r&emment 4) les formules plus pr&ises 

(io) I ~ (~ + ti) I < 3 log t + c4, , ~ x, 

3 
I 

(2~) I ~ (* + t i) I < cs log t (log log 0 8 , ~ ~ i, 

t___~ to; 

t " -  to, 

*) Voir: E. LANDAU,  Handbuch der Lebre yon der Verteilung der Prlm~ablen (Leipzig, Teubner, 

I9O9), p. I9I. 
~) II suffit &idemment de consid~rer les valeurs positives de t, h cause de I ~ (~ + tt) I = I ~ (~ ~ ti)  ]. 

8) Loc. tit. ~), p. 6i 4. Voir aussi: E. LANDAU, Beitrage ~ur analytischen Zablentbeorie [Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo, t. XXVI (2 e semestre I9O8), pp. i69-3o2], o~i la formule (2) se 
trouve p. 217 et la formule (3) P. 245. 

4) T. H. GRONWALL, Ober das Verhalten der RIEMANNschen Zetafunktion auf der Geraden ~ = i 
[Archly der Mathematik und Physik (Note actuellement sous presse)]. 



96 T. H. G R O N W A L L .  

et, dans le cas particulier , ~ I, 

~(_, q-- ti) 
(L)  [ ( ~ _ ; ~  <c~logtl/1-@logt, o ' ~ I ,  t ' ~ t  o. 

En modifiant convenablement, dans la Note actuelle, la m&hode de mon travail 
pr&~dent, je pr&iserai davantage en faisant voir que 

0 3  
I I 

c 7 log t, ~r ~ I t "x t o; I~(~ q- t i)] - -  2alog t '  

[ ' (*  + ti) I 
(3b) -~(-~.Tr_ t- ~ < q log t ,  , __~I 2 a l o g t '  t~t~ 

Commengons par d6montrer (3b); la formule (2b) en sera une consequence presque 
imm6diate. Rappelons d'abord un th6or~me de M. CARATrI~ODORY S): 

Soit F(s) une fonction analytique, holomorphe pour I s -  Sol/" r, et A u n e  con- 
stante 6gale ou sup&ieure au maximum de la pattie r&lte de F(s) sur la circonf&ence, 
de sorte que 

~r(s) L .4 
pour I s - -  s o I " / r .  Posons 

F(so) - -  ~ + vi, 
et par cons6quent 

i~ - -  {RF(so); 

supposons enfin que o ~ p < r. Alors on aura, pour Is ~ sol ~ p, 

i F ( s ) l ~ l y l + l ~ l . r  +___pp + A. 2.__~p 
- -  r - - p  r - - ~  

I~tF(s)l ~ I~1"~ + P + .4. 2__~p. 

Nous aurons besoin aussi du th~or~me suivant de M. Dz LA VALLt~E POUSSIN 6): 
II y a u n e  constante positive a tdle que ~ (s) est diff&ent de z&o dans le do- 

maine : 

(4) 

et 

(s) 

I 
(6)  s = ~ + ti, t tl  ~ 2, , :~  i 

- -  alog Lt I " 
Comme l'a d6montr6 M. HADAMARD 7), 

( s )  
(7) ( s - - I ) F  q--i  r~ * ~ ( s ) - - g ( x )  

est une fonction enti&e, de genre z&o, de la variable x - - ( s -  {)=, sans racines 

r&lles ~-. o, de sorte que 

( s )  g (x )  = g(o)  i 

s) E. LANDAU, |OC. Lit. ~), pp. 299-3OI. Les in~galit& analogues, mais moins resserr~es, de 
MM. HADAMARD et BOREL conduiraient aussi au but. 

3) E. LANDAU, 10C. cit. x), p. 32I. 
7) E. LANDAU, 1oc. cit. x), p. 310 et suiv. 
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En fixant le signe de 1/}-~. de fa~on que, par exemple, ~Ril/~. < o, et posant 

L + i x . = ~ + r  y .>o,  
on  aura  iden t iquement  

(,-r 

et de (7 )  et (8 )  on tire alors s) 

On a encore 9) 

mr'( , )  r ' ( , )  r - - ~  ~ r (s) ( % log t, o , ~ ,  L 2, t "~ 2, 

de sorte qu'en prenant la partie r6eUe de (9), pour o ,~  * / 2, t _~ 2, 

\ - -  I 

_#-F. l 
mL (,-m.y+(t-,r.y ~- (~r-- x ~ t - I - u  ) .J 

0 o )  , , , t 
/ - -  -~-log=+ ~ -  +-s-%log 2 

~ r  (~--~, ,~--i+~. "I - ] 

--L~,ol~ (*--'- l-~-l-u 
Je dis maintenant que 

[ ' (~ + ti) 
(~ )  - - ~ ' ~ ( ~ + t i )  --'~ c, log t, t "-. 2,__ ~'~I__ a log 2 t ' 

Pour le d@montrer, supposons d'abord que 

( i2)  t_~2 ,  ~ > , _ ~  

et d~terminons t par la relation 
alog 2t ' 

I i 

- -  I d 'o f l  t - -  x___ e~ I,L.*~ , ~  t ~ 2.  
a log 2 t 1 ~ J 2 

8) E. LANDAU, 1OC. cit. a), p. 208, 6quation (75). Sous une forme un peu diff~rente, la formule 

se trouve aussi loc. cir. t), p. 3t6. 
~) E. LANDAU, 1OC. cit. x), p. 317. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXV (l  o sere. t 9 ~ 3 ) . -  Stampato il 2 gennajo x91 ~. 13 
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Comme l'a fait voir M. D~ LA VaLI.~E PoussIN, il n 'y a aucun z~ro ~, ,-}-iy.  

pour lequd y. ~ 2. 
Pour chaque z&o ~. + i~(. off 2 ~ y. ~ 2t,  nous avons, en vertu de (6), 

( ' )  ~--~.~-- ~ ~-- I = o ,  
alogT.  - -  a l o g z t  

( ) ( I ~ I "--0~ 
~ - - I + ~ . ~ _ _ _ ~ - -  I a logy .  - -  alogut, 

et, par consequent, le terme correspondant dans la s&ie au membre droit de ( Io)  est 

posidf ou z&o. 
Pour les z&os ~. + i y. off y. ~ 2 t, ,  nous avons 

v . - - t ~ v . -  t , >  +v., 

et, puisque o / _  15. / x, il s'ensuk que 

~ - L  ~ - ~ + ~ .  _ / 0 _ - L ! 2  r I o - , + L I  
�9 ' t ' { ( ~ -  + LY + (t + y.y -'= 0 -  v.Y (t + v.Y if-_ L) + ( - v . )  

I I 2 

< (t - ~j '  q- (t + v.Y < (/~-- ~'.Y 
2 . 4 _  I6 I6 

< 7 - v ~ + v :  < ~+v; 

16 I6 <(~,_ ~ �9 ~ = - -  -;) + v. Ix.l" 
l ,  

En d~signant par ~"' une somme &endue aux n pour lesquels y. ~ 2 t ,  nous 
aurons par consfiquent 

~ - - L ) ' T , t - - ~ , I  + (~ ~ + ~ . ) ' + ( t + ~ . ) '  

<-x,[ ~  ; 
( r  ~,,)' + ( t - -  -rn) = + (r - -  I ~ ~ . 3 '  Q-"(~ - -  y.)2 

-~. O'-x+>.Y+(t-'r.)'~--I+~" ,{ L Y '  ~ - ~.)~ + 0 - vO' + 
I 

< i6Z'lx I 

/ I 6 ~ -  , 

et, la derni&re s&ie &ant convergente d'apr~s le th~or~me de M. HADAMAR~, il r~suke 

de ,(io) que 

' " ~- I I 

(IS) (~r + t i) .=, - -  - -  a log 2 t 

Soit en second lieu I / I , / . 2 ,  t ~ . 2 ;  alors, puisque o ~ / l ~  _ / I ,  on aura 
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- -  [3 ~ o, r - -  I + [~ "~ o pour toute valeur de n, et 0 o )  donne 

(I4) ~t ~'('~ + ti) [ (r + ti) ~ c'~ log t, t ~.  2, i Z r Z 2. 

Supposons enfin ~ ~ 2. De la relation connue, valable pour ~ ~ I, 

~'(s) logp 

il s'ensuit que, pour a ~ r ~ I, r L / 2, 

~'(~ + ti)  log p log p [ '  (a) 

logp _ [ ' ( , ' )  
Os)  -~Y-~," W '  - ~(*') 

~ f f ~  I ' 

car (s - -  ) [ ' (s)  
i ~ (s) 

En particulier, pour ~ ' - - 2 ,  on trouve 

0 6 )  ~t ['(~ "t- ti) [ '(~ -o r- ti) 
~(~ + tO L ~(~ + t~ 

est holomorphe au voisinage de s - -  I. 

[' (2) ~ ~ 2. 
--~ [ ( 2 ) '  - 

La comparaison de 03) ,  0 4 )  et 0 6 )  donne enfin la formule (IX). 
Posons maintenant, darts le th~or6me de M. CARATmkODORY, 

~'(s) 
i~(s) - -  

[ ( s ) '  
I I 

s o ~ + ~ - - l - t i  ~ _ ~ I  2 a l o g t '  t~_to ,  
07) 

5 
r - -  4 a l o g t '  

I 

P - -  a log~t" 

La fonction F(s) est holomorphe dans le domaine (6), et ~l fortiori dans le domaine 

I 

0 8 )  t ' ~ 2 ,  ~ I - -  alog 2 t '  

et je dis que, pour t o sufflsamment grand, tout point s - -  u + vi  du cercle 

s - -  ~ q-- I ti = Is--solE r =  4alog------- ~ 

appartient ~l 08) ,  c'est-~-dire que 
I 

0 9 )  v _ 2, u ~.  I 
- -  a l og  u v" 
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En effet, toute o rdonn& v satisfait aux in~galit+s 

et toute abscisse u A l'in&galit6 

5 " ~ v ~ t  5 
t + 4 a l o g t _  --  4 a l o g t  

5 
> 2  pour t ~ to ~ 4 + 4 a log 4 

i 5 

a log t 4 a log t 

i i .5 3 
~ I  + . . . . .  - - I  - - - - ;  
- -  2 a l o g  t a l o g  t 4 a log t 4 a log t 

or, pour log t ~ log t o ~ 3 log 2 + 15 
4 a.4 log 4 

d'ofl 

log t ~ 3 log 2 + 15 
4at log t '  

, on aura 

3 ( log2t.+ 5 ) . . > + l o g ( 2 t _ l t _ _ _  log t ~ ~- 4 a t l o  

s log 2 v, 

u ~ x  3 ~ I  I 
- -  4 a l o g  t - -  a l o g  2 v ' 

et, par consequent, on satisfera ~t (19) en prenant 
x5 H ( , ) to = max. 4 + 4 a  log 4 '  8 e 4~176 = 8 f6alog4 

Le th~or~me de M. CARATH~ODORY devient donc applicable aux donn~es ( i 7 )  , et 
de (I0 on conclut que 

i / =  max. [__m ~'("_+ vi) l L ~ (u -1 i- v i) .]  < c .  max. log v 

- -  c,, log ( t  + 4a~-ogt.)<c,,logt, t ~ t o ;  

de plus, nous tirons de (17) et ( I5 )  

I I 

, s  

(So) - -  [ + I [ + 2 a l o g t  

ce qui donne, pour les parties r6elle et imaginaire de [ '  (s~ 
~(So)' 

]~l < 2ac.21ogt, I'yl < mac,,logt. 

La formule (4) devient maintenant, avec s - -  , ~t_ ti, point qui se trouve bien, en 
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vertu de (r7) , sur la circonference I s -  Sol = ?: 

~'(~ + ti) 
(* + t i) ~ 2 a c ,  log t -1- 2 a c ,  log t. ; + I 

- -  ~ - - I  

I 
~---c 81ogt, pour ~ r ~ i  

- -  2alog t ' 

c'est-~-dire (3~). La formule (5) donne, d'une manibre analogue, 

(20) 

2,1 
- -  -q- c,3 log t. 

4 

~lt + ti) ~_ 2a%  log t. 7 + I 2.~ 
+ t i) I - -  L - -  I -}- % log t. • ------~ 

4 4 

I 
= qgl~ pour ~ ~ I 

- -  2 a log t ' 

t "~  to, 

to. 

Pour d~montrer (2~), soit log ~(s) la branche du logarithme d~fmie, au domaine 
~r ~ I, par la s~rie bien connue 

I I 
log ~ (s) - -  p,,.Y - m - " V '  

I 
pm~' - -  log ~ ( , ' )  

- -  + C~ i , 

de sorte que, pour ~ ~ ~ ' >  I, ~ ' / 2 ,  

I~ log~( ,  + ti)[ - -  p,~m--~" 

p,m m 

I 
,~ log ,, __ x 

I I 

parce que ( s -  l)z,(s) est holomorphe et ne s'annule pas au voisinage de s--- I. De 
la formule 

log ~(~ -I- * + ti) - -  log~@ -[- ti) = f ~ ' ( ~  + u -[- ti) ~(~r + u + ti) du, r ~ o, 
t,/ o 

nous voyons que 
P* l~ ' (~ Tt- u -[- t i) 

I~tlog~(, + ti)l ~ I~log~(~ -q-, + ti)l -f- ] E(~4-u- l - t i~  du 

I et, pour tr ~ I - -  2 a l o g t '  t-~-t~ en vertu de 42o) et (2I), 

I~lt log [ (~ -{- t i) I/-- log 

I 
ou, en faisant ~ - - -  

a log t '  

I 

2a log t  q " * ~  x 

+ c,s + ,. c,, log t 

I �9 log ~ (~ + t i)[ L log (z a log t) -+- % -I" c'---L4 - -  log log t -I- c,6. 
a 

On en tire imm~diatement 

I 

l~ I~(.  + ti)[ _ - -  ~ log ~ ( ,  + t i)  ~ I~t log ~ (~r + t i)  I ~ log log t + c,6, 
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d'ofi la formule (2b) ; et d'autre part 
log [~(,  + ti)[ = ~ log ~. (~r + ti) ~ I~tlog [(* + ti)l L log log t + c,6 , 

d'ofi 
I 

[[(~ + ti)[ ~ c71ogt , ~ 2~ I t ~ t o. 
- -  2 a l o g t '  - -  

La derni&e formule, d~montr~e par M. LANDAU d'une manibre purement 61~men- 
taire et dans le domaine plus large (6), est pr&is~ment ceUe qui lui a servi de point 
de d6part dans sa d6monstration de (2) et (3). 

Chicago, Ill., le 24 aofit I912. 

T. H. GRONWALL. 


