Sulla generazione di curve piane algebriche
reali mediante « piccola variazione » di una
curva spezzata.

(Dié Luier Brusorr, o Pavia.)

Gli studi sul numero, sulla disposizione e sul comportamento dei cir-
cuiti di una curva piana algebrica reale si sono svolti prinecipalmente in due
indirizzi.

Uno di essi prende le mosse da un’osservazione di CAYLEY sull’esistenza
di sestiche piane (prive di molteplicitd) dotate di un sol circuito non pro-
jettabile interamente al finito (¥), e si fonda sul concetto di indice, cioe del
mwinimo numero di punti (reali) in cui un ecircuito & tagliato da una relta
(veale). Cosi CHARLOTTE ANGas Scorr ha dimostrato che per ogni ordine »
esistono curve razionali costituite da un circuito d’indice » — 2 e curve ellit-
tiche costituite da un tal circuito ed eventualmente da un ovale (**) e PETER
FizLp ha trovato che per ogni ordine n esistono curve, prive di singola-
ritd, dotate di un sol circuito d’indice » — 4, mentre esistono curve di genere
p [l =p=mn —2] costituite da p circuiti tali che la somma dei loro indici
sia =n — 2 (¥**),

[raltro indirizzo, pit largamente rappresentato, parte dai classiel risul-
tati di un lavoro di Harvack (***). In esso & dimostrato che una curva di

(*y Caviny, On quarbic curves (Phil. Mag. XXIX, 1865; Coll. Math. Pap., vol. V,
pag. 468).
(**) ScorT, On the Circuits of plane Curves (Transactions of the Amer. Math. Society,
vol. 3, 1902, pagg. 388~398).
(**%) FIuLD, On the Circuits of a plane Curve (Math. Aun., Bd. LXVII, pag. 126; Bd. LXIX,
pag. 218).
(****) Ueber die Vieltheiliykeit der ebenen algebraischen Cuwrven (Math. Ann., Bd. X, pa-
gine 189-198).
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genere p possiede al pit p 4+ 1 circuiti, che per ogni valore di p esistono

curve dotate di circuiti in tal numero e che per ogni ordine » esistono curve
. , . m—1)(n —2) N .

piane dotate di el L circuiti (numero massimo). HiLBerT nella

prima parte di una Memoria .(la cui seconda parte ¢ dedicata alle curve

gobbe reali di massimo genere) dimostra 'esistenza di curve piane d’ordine »

fornite di m;—})@@:}—)ﬁ—l circuiti, dei quali é (n —2) [per n pari] op-

pure 7;— (n — 3) [per » dispari] sono disposti in modo che il primo sia in-

terno al secondo, il secondo al terzo, ecc., ecc. (eingeschachtelte Zige) (*). 1
metodi ed i risultati di HiLBERT sono estesi da Hursurt e da Miss Raas-
paLE (*¥). Altri procedimenti per la costruzione di curve piane reali d’or-
dine =, col massimo: numero di circuiti, sono esposti in una mia Nota (***).

Alle dette ricerche si collega il teorema secondo cui non esistono se-
stiche piane (reali) dotate di undici circuiti, eciascuno dei quali sia esterno
agli altri; teorema enunciato da Hireert (loc. cit.), preso pure in esame da
WricHT e da KLara LOBENSTEIN (*¥¥¥) e recentemente dimostrato da Rony (%,).
Nel citato lavoro di Miss RaespaLE viene enunciata una generalizzazione di
esso per curve d’ordine pari qualunque, ma la dimostrazione riflette le sole
curve ottenute coi metodi di Harvack e di HruperT.

(*) HiLBERT, Ueber die recllen Ziige algebraischer Curven (Math. Ann., Bd, XXXVIII,
pagg. 115-138).

(**) Housurr, 4 Class of New Theorems on the Number and Arrangement of the Real
Branches of Plane dlgebraic Curves (American Journ. of Math., vol. 14, pag. 246). — Raas-
DALE, On the Arrangement of the Real Branches of Plane Algebraic Curven (American Journ.
of Math., vol. 28, pagg. 377-404).

(***} Sulla generazione delle curve piane di genere p dotate di p + 1 cirewiti (Rend. R. Ist.
Lomb., serie I, XLIII, 1910, pag. 143).

‘ (*#x%) Wriaut, The Ovals of the Plane Sextic Curve (American Journ. of Math., vol. 29,
pagg. 305-308). — LoBENSTEIN, Ueber den Safz, dass eine ebene, algebraische Kurve 6. Ordnung
mit 11 sich einander ausschliessenden Ovalen nicht existiert (Inaug. Dissert. Gottingen, Kaest-
ner, 1810). Cfr. Ualtra dissertazione uscita contemporaneamente alla precedente: G. Kanw,
Eine allgemeine Methode zur Untersuchung der Gestalten der algebraischen Kurven (Gottin-
gen, 1910).

(*,) Die ebene Kurve 6. Ordnung wmit elf Ovalen (Leipz. Ber.; 63; 1911). — Die Mawimal-
zall und Anordnung dér Ovale bei der ebenen Kurve 6. Ordnung und bei der Fldche 4. Ord-
nung (Math. Ann., Bd. LXXIIL, 1913).
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Gli studi di Kueix (*) [pur riattaccandosi in parte a quelli di ZsuTHEN
sulle bitangenti di una quartica piana reale (**)] si svolgono con metodi ori-
ginali caratterizzati specialmente dall’intervento delle superficie dette di Rie-
MANN-KrriN e dalla loro distinzione in diasimmetriche et ortosimmetriche.
Qui ricordo come sia da Krrin dimostrata Pesistenza di curve di genere p,
dotate di 0, 1,..., p circuiti, nel caso diasimmetrico, e di curve di genere p,
dotate di p+1, p—1, p —3,... circuiti nel caso ortosimmetrico.

Non insisto sui lavori concernenti curve di quarto, di quinto e di sesto
ordine, dotate o meno di assegnate singolarita, lavori dovuti a W. Fr. MEYER,
Brivn, Gextry, BunpLarp, Hisummar, Barcrort, Dowring, PETER FiELDp, Ro-
SENBLATT . . . (¥*¥),

Nelle ricerche variamente dirette, che si son venute citando, Ueffettiva
costruzione di curve soddisfacenti a condizioni assegnate & generalmente ot-
tenuta mediante « piccola variazione » di una curva spezzata. Il metodo con-
siste nella introduzione di 2= 2 curve f;=0 d’ordini »,(i=1, 2,..., h) a
punti reali e di una curva reale ¢ =0 d’ordine »n, + n, +---+n,, con tale
scelta che la curva:

fofeo o fi +tg=0 (=)

per ¢ reale, di segno opportuno e di valor assoluto abbastanza piecolo, pos-
segga le volute proprieta.

Nella presente Memoria mi sono proposto di sottoporre il metodo della
« picecola variazione » ad uno studio sistematico. Allo scopo di circosecrivere

(*) Vedansi specialmente: Eine neue Relation zwischen den Singularititen einer algebroi-
schen Curve (Math. Ann., Bd. X, pag. 199). — Ueber den Verlauf dev Abel’schen Iniegrale bei
den Curven vierten Grades (Ibid., pag. 365). — Usber eine neue Art von Riemann’schen Fli-
chen (Ibid., pag. 398; cfr. Bd. VII, pag. 558). — Ueber Realitditsverhdlinisse bei der einem be-
liebiger Geschlechte zugehirigen Normalcurve der ¢ (Math. Ann., Bd. XLII, pag. 1). ~— Rie-
menw’sche Flichen (Autograph. Vorles., Gottingen, 1892).

(**) ZrurtHey, Sur les différentes formes des courbes du quatriéme ordre (Math. Ann., Bd. VII,
pag. 410).

(***) Per la bibliogratia in proposito vedasi la diligente prefazione al lavoro di Rosex-
BLATT: Untersuchungen iiber die Gestalten der algebraischen Kurven sechster Ordnung (Bull.
de ’Académie des Sciences de Cracovie, 1910, pag. 636). Cfr. pure Konn, Specielle ebene al-
gebraische Kurven |Erster Teil: Ebene Kurven dritter und vierter Ordnung] (Encyclopidie der
Math. Wiss., IlI, 2, Heft 4), num. 53.
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la trattazione, ho pero escluso, cosl per le f;=10 come per la («), l'esistenza
di punti multipli reali e per le f,=0 anche quella di mutui contatti reali.
o tale campo ho potuto raggiungere risultati di notevole generalitd. Ho di-
mostrato, ad es., come (supposte le f,=0 in posizione generica) si possa
realizzare algebricamente una « piccola variazione » di cui siano assegnati i
caratteri topologici (§ 9) ed ho stabilito le condizioni perché la (a) risulti
dotata del massimo numero di circuiti relativo al suo ordine (§ 12).

Le ricerche svolte si fondano in parte su concetti e procedimenti offerti
dall’ Analysis situs del piano projettivo, in parte invece su sviluppi di carat-
tere algebrico appartenenti specialmente alla teoria dei sistemi lineari di curve
piane ed alla geometria sopra una curva.

Nell'intento di mantenere nettamente distinti i due diversi ordini di con-
siderazioni, ho diviso il lavoro in due parti. La prima (dal § 1 al § 7) & di
contenuto strettamente topologico, la'seconda (dal § 8 al § 12) ne applica
le conclusioni alle curve piane wlgebriche reali.

I § 1 contiene alcuni preliminari sui cireuiti (privi di punti multipli) nel
piano projettivo e sulla divisione in regioni prodottavi da un sistema di cir-
cuiti in numero finito. £ notevole, per alcune distinzioni in casi, intervento
del concetto di segmento di seconda specie rispetto ad un circuito pari.

I §8 2, 3, 4, 5 si riferiscono a sistemi ¥ di circuiti sottoposti alla restri-
zione che per un punto del piano passino al pid due circuiti del sistema.

Nel § 2 e studiata la «piccola variazione » di un sistema ¥ col metodo
dei collegamenti, cioé mediante un’operazione topologica nell’inforno di ogni
mutua intersezione O fra circuiti di ¥ [soppressione in ¥ dei segmenti con-
correnti in O e sostituzione con due collegamenti in campi opposti al ver-
tice (I'ig. 2)].

Nel § 3 & inlrodotto il metodo dei passaggi in cui & essenziale la con-
siderazione del numero pari o dispari delle intersezioni di un segmento (o
di un circuito) col suo trasformato [pavila dei passaggi]. Nella determina-
zione di una « piccola variazione » con tale metodo intervengono il concetto
di Streckencomplex e quello di albero.

I1' § 4 stabilisce un limite superiore per il numero &’ dei circuiti del si-
stema Y trasformato di 3. Se ¥ possiede a circuiti e presenta k-'--0 inter-
sezioni, si dimostra la:

o =a-4k—2.

Supposto per¢ ¥ decomponibile in k sistemi S, (i==1, 2,..., h) tali che
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circuiti di uno stesso S, non posseggano mutue intersezioni, si trova:
o =a+k—2(Mh—1),

quando due sistemi S;, S, posseggano sempre k,==0 mutue intersezioni.
Per h=2, 3, 4 il limite superiore puo diventare un massimo colla comparsa
di particolari coppie, terne, quaterne di circuiti, mentre c¢id si esclude per
h>4. L’ipotesi che le k&, non siano necessariamente tutte =j=0 porta all'in-
troduzione di una costante d ed alla relazione:

o =a-+k—2(h—d.

II § 5 & uno studio topologico delle coppie, terne e quaterne di circuiti
inerenti al casi di massimo trattati al § 4. I tipi elencati sono rappresentati
nelle tavole fuori testo.

Nei §§ 6, 7 & tolta una precedente restrizione, supponendo che per un
punto del piano possan passare pilt di due circuiti di ¥. Nel § 6 & genera-
lizzato in tal senso il concetto di « piccola variazione » coll’introduzione di
convenienti operazioni elementari. Nel § 7 si estendono ai nuovi sistemi i
risultati del § 4.

I § 8, che inizia la Parte II, studia la curva («) nelle ipotesi che per un
punto reale del piano passino al pitt due f,= 0 e che la g =0 non contenga
nessuna delle mutue intersezioni reali fra le f,=0. Risulta che il sistema 3
dei circuiti di («) si ottiene da quello ¥ dei circuiti della curva spezzata
fif:...f,=0 con un procedimento di «piccola variazione » nel senso dei
§§ 2 e 3.

Sorge il quesito se reciprocamente una « piceola variagione » topologica
determinata possa algebricamente effettuarsi nel modo indicato. Il § 9, man-
tenute le ipolesi restrittive del § 8, risponde affermativamente a tale quesito.
Nel caso di due curve f, =0, f, =0, la trattazione si riduce alla costruzione
di una g=20, la quale (all'infuori eventualmente di una retta) sia nella sua

parte essenziale costiluita da m = -5 n,n, ovali circondanti altrettante mutue
-l

intersezioni reali delle f, =0, f, = 0. K notevole Vintervento delle curve d’or-

n, 4+ n ity 1, — 1 . , . —
-—‘——-—;;—2 oppure -~’~j—-03~2— passanti per le dette m intersezioni. Per
o

dine
h>2 curve f, = 0 la trattazione si fonda su quella del precedente caso b = 2.
I § 10 risolve, con metodi essenzialmente diversi, la questione del § 9

in aleani casi particolari. In essi una delle f;=0 & una curva di genere p
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dotata di p + 1 oppure di p circuiti, la g =0 una sua curva aggiunta de-
terminata mediante considerazioni di geometria sulla curva.

Il § 11 toglie le sopraindicate restrizioni del § 8; ad una «piceola va-
riazione » algebrica cosi estesa corrisponde una « piccola variazione » topo-
logica nel senso piu esteso del § 6.

Nel § 12 sono stabilite le condizioni necessarie e sufficienti perché una
« piccola variazione » algebrica (nel senso -piu largo del § {1) produca una
curva dotata del massimo numero di circuiti compatibile col suo ordine. La
discussione, utilizzando i risultati dei §§ 4 e 7, conduce a soli cingue tipi
distinti, in ciascuno dei quali il numero delle f,=0 & =4 (*).

PARTE PRIMA.

La “piceola variazione,, topologiea.

§ 1. PrRELIMINARI

i. Considero il piano dal punto di vista della Geometria projettiva,
cioé come una superficie chiusa, ad una faccia, riducibile ad un pezzo sem-
plicemente connesso mediante un taglio chiuso (di seconda classe) (**).

(*) Hursugrt (loc. eit.), riferendosi al caso di due curve f, =0, f, ==0, aveva enunciato
che curve col massimo numero di circuiti si possono ottenere soltanto coi metodi di Har-
NACK (n, qualunque, u,==1) e di HiLBERT, in senso largo (», qualunque, n, = 2). Nella mia
Nota citata ho dimostrato invece !'esistenza di procedimenti essenzialmente diversi. Le con-
clusioni del § 12 completano il risultato estendendolo anche al cuso di > 2 curve fi=20.

(**) Qui ed altrove mi valgo di concetti e denominazioni fondamentali nell’ Analysis situs.
Per cio cfr, Denv und HeecaarD, dnolysis sifus (Encyclopddie der Math. Wiss., IT, 1, Heft 1)
specialmente a pag. 158 e a pag. 189 e seg.t! Per quanto riguarda il pilano projettivo vedi
segnatamente ScHUAFLI, Correzione alln Memoria: Quand’é che dalla superficie generale di
terz’ordine si stacca un pezzo rientrante? (Ann. di Mat., T. VIL, pag. 193) ed Enriues, Prin-
zipien der Geometrie (Enc. der Math. Wiss., III, 1, Heft 1) a pag. 74. Cfr. pure StriNitz, Ucher
ein merkwiirdiges Polyeder von einseitiger Gesamifliche (Journal fiir Math., 130, pagg. 281-307)
specialmente a pag. 287 e MoBruanN, Ueber die automorphe Collineationsgruppe des rationalen
Normalkegels 1. Ordnung (Rend. del Circolo mat. di Palermo, T. XXXI) a pag. 175.
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E quindi essenziale la distinzione fra circuiti pari e circuiti dispari (in-
contrati da una retta generica in un nuwmero pari risp. dispari di punti) (¥).
Dalla trattazione escludo circuiti dotati di punti singolari (multipli). Introduco
invece talora circuiti poligonali, cioé dotati di punti angolari in numero finito.
Ad essi sono applicabili le considerazioni valide per i circuiti ordinari, quando
nel computo delle intersezioni con altri circuiti si conteggino in modo op-
portuno quelle eventualmente raccolte nei punti angolari.

Due circuiti (non aventi infiniti punti in comune) si tagliano in un nu-
mero pari di punti se uno di essi & pari, in un numero dispari di punti se
sono entrambi dispari.

2, Un circuito dispari non divide il piano, ma vi traccia un taglio di
seconda classe, cioe vi determina una regione E semplicemente connessa, nella
quale non giacciono circuiti dispari. Segue che ogni segmento (di curva) con-
giungente due punti del circuito divide R in due parti.

Un circuito y pari divide il piano in due regioni R’ R, I'una inferna non
conlenente circuiti dispari, 'altra esterna contenente circuiti dispari. La R’ &
semplicemente connessa. Invece un segmento s cogli estremi su y e giacente
in B" o divide R" in due regioni (una semplicemente connessa, I’altra del tipo
di R") e si dird di prima specie, oppure non divide B” ma vi determina una
regione semplicemente connessa e si dird di seconda specie (rispetto a ).

Gli estremi di ¢ dividono y in due segmenti, ciascuno dei quali forma
con ¢ un circuito (poligonale) pari o dispari secondo che s & di prima o di
seconda specie. Un circuito 3 dispari non secante y taglia percio -, nei due
casi, rispettivamente in un numero pari o dispari di punti.

Se ¢’ = A B, ¢"= A" B"” sono segmenii di seconda specie rispetto ad uno
stesso circuito y (pari) e non si tagliano, le coppie A’ B', A" B" suy si sepa-
rano. Infatti, se non si separassero, sarebbe possibile scegliere su y uno «
dei segmenti di estremi 4’ B’ ed uno " dei segmenti di estremi 4" B”-in
modo che =’ e " non abbiano punti in comune; in tal caso i circuiti ' o,
=" 46", entrambi dispari, non si taglierebbero, il che & assurdo. Segue che
se ¢ =A"F, ¢"=A"B",..., ¢ = A? B?® sono segmenti di seconda specie
rispetto a v, si possono scegliere le notazioni in modo che su y gli estremi
si succedano nell’ordine 4" 4". .. 49 B'B"... B,

(*) Sai circuifi nel pilano vedi vou STaupT, Geometrie der Lage (Nirnberg, 1847; trad. it.
Pier1, Torino, 1888), § 12; ZeuTHEN, Sur les différentes formes des cowrbes du quatriéme ordre
(eit.) e per ulteriori citazioni Berzorari, dllgemeine Theorie der hiheren ehbenen algebraischen
Kurven (Enc. der Math. Wiss., III, 2, Heft 3) a pagg. 385-386.
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3. Siano v y' due circuiti secantisi; le loro k intersezioni dividono cosi
v come ¥ in k segmenii (considerando per k=1 1 circuiti come segmenti
cogli estremi coincidenti).

Se y & pari, fra i & segmenti di y', quelli di seconda specie rispetto a y
sono in numero pari o dispari secondo che y' & pari oppure dispari. Cio
risulta dall’osservare che le intersezioni di 7y econ un circuifo § dispari e
non secante y sono pur quelle di § coi segmenti di ¢ esterni a y (efr.
num. 2).

Se fra i & segmenti di v due ¢'=4'B, «"=A"B" sono di seconda
speeie rispetto a vy, le coppie 4' B, 4" B” su y devono separarsi (num. 2),
mentre su y non si separano. Segue che: Se le k intersezioni di y e ¥, per
opportuna scella dei sensi, sono ugualmenie ordinate sui due circuiti e y &
pari, dei k segmenti su vy uno al pin ¢ di seconda specie rispetto a y. Onde
nelle detle ipotesi fra i k segmenti di ¥ ne esiste uno ed uno solo di seconda
specie rispetto a y se ' & dispari, non ne esistono se y' é pari.

4. Un sistema di circuiti (in numero finito) determina una divisione
del piano in regioni, Due regioni i cul contorni abbiano un segmento in co-
mune si diranno limitrofe. Una regione pud essere limitrofa con se stessa
(tale & la R determinata nel piano da un circuito dispari; vedi num. 2).

Se i circuiti dispoari del sistema sono in nuwmeri dispari non é possibile
contraddistinguere le regioni coi segni + e — (tinteggiarle con due tinte) in
modo che regioni limitrofe abbiano segno diverso (tinta diversa}.

[nfatti una vetta generica (non passante per mutue intersezioni fra cir-
cuiti del sistema) taglia il sistema in un numero dispari di punti, che de-
terminano sulla retta altrettanti segmenti. D’altra parte su di essa segmenti
consecutivi appartengono a regioni limitrofe e, contraddistinti i segmenti
come le regioni a cui appartengono, non & possibile ¢id avvenga in modo

" che a segmenti consecutivi competano ovunque segni opposti.

Se i circwiti dispari del sistema sono in numero pari (anche nullo) é pos-
sibile contraddistinguere le regioni coi segni —+ e — (tinteggiarle con due tinte)
in modo che regioni limitrofe abbiano segno diverso (tinta diversa).

Sia P un punto non appartenente a circuiti del sistema ne allineato con
eventuali tratti rettilinei di tali circuiti. Una vetta per P taglia il sistema in
un numero pari di punti che su di essa determinano altrettanti segmenti.
Sopra ogni retta per P si contraddistinguano alternatamente tali segmenti
coi segni -+ e —, attribuendo il segno + al segmento contenente P e con-
siderando come un segmento cogli estremi coincidenti ogni punto in cui sia
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raccolto un numero pari di intersezioni della retta con circuiti del sistema.
Punti di una stessa regione giacciono cosl su segmenti ugualmente contras-
segnati, punti di regioni limitrofe su segmenti diversamente contrassegnati.
Si attribuisca ad ogni regione il segno dei segnenti che le appartengono;
le regioni vengono contraddistinte nel modo voluto.

Nel caso di circuiti tutli pari, le regioni si possono assai semplicemente
contraddistinguere attribuendo ad una di esse il segno - od il segno —,
secondo che i circuiti del sistema ai quali & interpa sono in numero pari o
dispari (¥).

5. Il sistema consti di due cireuiti vy’ aventi >0 punti in comune.
Le regioni sono k2 se vy sono pari ed inoltre fra i k segmenti di v’ nes-
suno & di seconda specie rispelio a y; sono k-1 in ogni altro caso.

Nel primo caso infatti y divide il piano in due regioni e, introducendo
successivamente 1 & segmenti di y/, ognuno di essi stacca una nuova regione.
Se vy’ sono pari, ma y" presenta segmenti di seconda specie rispetto a v,
Pinsieme di v e di uno di tali segmenti divide il piano in due regioni sem-
plicemente connesse; nella successiva introduzione degli altri £ — 1 segmenti
di ¥, ogni segmmento stacca una nuova regione. Se infine uno dei circuili (e
sia y) & dispari, esso determina nel piano una regione semplicemente con-
nessa ed ogni segmento di vy’ stacca una nuova regione.

Dalle cose dette segue pure che, se y" non possiede segmenti di seconda
specie rispetto a y, lo stesso avviene di y rispetto a ¥ In tal caso inoltre,
delle £ 4- 2 regioni, & -+ 1 'sono semplicemente connesse, mentre la rimanente
¢ ad una faccia e contiene circuiti dispari; il suo contorno si dird conforno
esteriore del sistema. Negli altri casi le 2-+1 regioni sono tutte semplice-
mente connesse.

6. Se v+ sono pari e privi di mutui segmenti di seconda specie, & pos-
sibile scegliere ¢ sensi positivi sui circwiti e contrassegnare le regioni in tal
maniera che il contorno delle regioni contraddistinte col -+ si possa percor-
rere in modo continuo descrivendo i segmenti di vy in senso positivo e quelli
di ' in senso negativo, mentre il contorno di quelle contraddistinte col — si

(*) Le questioni trattate in questo numero hanno qualehe affinitd col cosiddetto Kartenfar-
benproblem (Cfr. Dern und Hereaarp, loc. cit., pagg. 177-178), il quale & perd stato studiato
specialmente per superficie @ due faccie. Per le superficie ad una faccia vedasi il breve cenno
sulla superficie di MoBws dato da Herrres in nota al suo lavoro: Ueber das Problem der
Nachbargebiete (Math. Aun., Bd. XXXVIII, pag. 477) a pagg. 479-480.
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possa percorrere in modo continuo descrivendo i segmenti cosi di y come di vy’
in senso posilivo.

Dim. — Fra le &+ 2 regioni, le 2+ 1 semplicemente connesse si pos-
sono considerare come 1 pezzi di una superficie (semplicemente connessa) a
due faccie. E percid possibile (*) percorrere i contorni di tali regioni ed il
contorno esteriore in sensi tali che un segmento comune ai contorni di due
regioni (limitrofe) venga percorso sui due contorni in sensi opposti. Su y
[su y] si assuma come positivo il senso nel quale & percorso un suo seg-
mento pensato come appartenente al contorno di una regione interna a y
[risp. esterna a y']. Seguira che tutti i segmenti di y [risp. di ¥’} verranno
percorsi in senso positivo o negativo secondo che vengano pensati appar-
tenenti al contorno di regioni interne od esterne a y [risp. esterne o interne
a y]. Si muti il sensp per i contorni delle regioni esterne a v e si scelgano
i segni delle regioni eol criterio indicato in fine del num. 3; risulleranno le
condizioni espresse nell’enunciato.

Se yy' sono pari e dotati di muiui segmenti di seconda specie, non é pos-
sibile scegliere i sensi positivi sui circuiti e conlrassegnare le regioni in ma-
niera da soddisfore alle condizioni sopra indicate.

Se cid fosse possibile, con procedimento inverso a quello seguito nel
caso precedente si giungerebbe a stabilire per i contorni delle £+ 1 regioni
sensi tali che ogni segmento comune ai contorni di regioni limitrofe venga
percorso sui due contorni in sensi opposti. Il piano projettivo risulterebbe
cosi composto di peszi ad indicatrici concordi, il che & assurdo trattandosi
di superficie ad una faccia.

Se v+ sono dispari, é possibile scegliere i sensi positivi sus circuiti e con-
trassegnare le regioni in maniera da soddisfare alle condizioni sopra indicate.

Infatti tagliando il piano lungo y si ha una superficie (semplicemente
connessa) a due faccie, di cul le 241 regioni determinate da yy" sono i
pezzi. & dunque lecito immaginare i conlorni di tali regioni deseritti in modo
che segmenti (di y') comuni ai contorni di due regioni limitrofe siano de-
seritti sui due contorni in senso inverso. Regloni separate da y non sono,
sotto Paspetto attuale, da considerarsi come adiacenti. Se si seguono i due
bordi del taglio y partendo da un punto su un bordo e ritornando a questo
(sullo stesso bordo), si riconosce che nei contorni delle varie regioni i seg-
menti di y sono percorsi tutti in ugual senso; e questo si fissera come po-

{*) Si tenga presente quanto si legge in Duay und Hrrcaarp, loe. cit., pag. 158,
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sitivo. Richiamata l'osservazione precedente sui segmenti di ¥, comunque
su di esso si fissi il senso positivo, con opportuna scelta dei segni delle re-
gioni, risultano soddisfatte le volute condizioni.

7. Alcuni dei risultati precedenti (num.! 5 e 6) si estendono a sistemi
di pit circuiti a due a due secantisi. Qui mi limito a brevi osservazioni, sup-
ponendo che per un punto del piano passino al piti due circuiti del sistema.
Sia % il numero delle mutue infersezioni. Se il sistema contiene un circuito
dispari il numero delle regioni & 2+ 1. Se il sistema & di circuiti tutti pari,
le regioni sono talora in numero di &+ 2 (di cui -1 sono semplicemente
connesse ed una contiene circuiti dispari), talora invece in numero di & - 1.
I due casi si dirimono nel modo seguente. Detti v, v,y,v.... 1 circuiti del
sistema, si supponga che y, sia privo di segmenti di seconda specie rispetto
a y,, che vy, sia privo di tali segmenti rispetto al conforno esteriore della
coppia v, 1., che y, sia nelle stesse condizioni rispetto all’analogo contorno
esteriore della terna v, 7y, v, e che cosl si continui sino ad esaurire il sistema;
si veritica allora il primo caso. Se invece il detto procedimento si arresta
per la comparsa di segmenti di seconda specie, si verifica il secondo caso.
E notevole che il secondo caso pud avverarsi anche quando i circuiti presi

TFig. 1.

a due a due non presentino mutui segmenti di seconda specie, come dimo-
stra la qui annessa Fig. 1, ove 1 segmenti di y, di seconda specie rispetto
al contorno esteriore della eoppia y,y, sono segnati con tratto piu forte.

Annali di Matewmatica, Serie 1II, Tomo XXII. 17
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§ 2. LA « PICCOLA VARIAZIONE » DI UN SISTEMA ¥, DI GIRCUITI
COL METODO DEI collegamenti.

8. Due circuiti v, y, si incontrino in un punto 0. Nel piano Tintorno
di O si scompone in quattro campi a due a due opposti al vertice. Si con-
venga di assegnare a due di essi opposti al vertice il segno -+ ed ai rima-
nenti 1l segno — (Fig. 2).
Su vy, [risp. su vy,] in pros-
simitd di O e da bande
opposte si prendano due
punti 4,, B, [risp. 4.,
B,] e si supponga che,
ad es, 04,, 04, fron-
teggino uno dei campi di
segno —+. Soppressl su
Y, € v, 1 segmenti 4, 0 B,, 4, 0 B,, si sostituiscano con segmenti (collega-
menti) B, By, A, 4, nell'intorno di O e nei campi di segno -+ (Fig. 2bis)
oppure con segmenti (collegamenti) A, B,, A, B, nell'intorno di O e nei campi
di segno — (Fig. 2 ter). Tale operazione elementare si dird « piccola varia-
zione » applicata a v, e v, in 0. Essa, dal punto di vista topologico, & in-
dividuata dal segno + o — che compete ai eampi in cul si tracciano i col-
legamenti.

9. Sia ¥ un sistema di circuiti (in numero finito), privi di punti sin-
golari (cfr. num. 1) e di mutui contatti, cosi disposti che per un punto del
piano ne passino al pit due.

Sia & il numero dei punti di intersezione e per i campi nell'intorno di
ciascuno si proceda alla scelta dei segni secondo il numero
precedente. Tale scelta & arbitraria, ma puo esser fatta con
eriterl di opportunita.

Si puo ad es. assegnare su ciascun circuito di ¥} il senso
positivo ed attribuire il segno + (risp. —) ai campi fron-
teggiati da segmenti che, a partire dal punto di intersezione,
vengono percorsi in sensi dello stesso nome (risp. di nome
diverso) [1.° criterio]. Si veda percio la Fig. 3, dove i sensi
positivi dei circuiti sono indicati da freccie.

Tig. 2. Fig. 2 bis. Fig. 2 fer.
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Se 1 circuiti dispari di ¥ sono in numero pari (anche nullo), contraddi-
stinte le regioni coi segni -~ e — secondo il num. 4, si pud invece attribuire
a clascuno del campi (nell'intorno dell'intersezione) il segno della regione a
cul esso appartiene [2.° criferio).

Il secondo criterio puo talora coincidere col primo; cio ad es. & lecito
(num. 6) nel caso in cui ¥ consti di due circuiti pari privi di mutui segmenti
di seconda specie oppure consti di due-circuiti dispari. Talora invece i due
ceriteri, pur essendo entrambi applicabili, differiscono in modo essenziale; ¢io
avviene ad es. (num. 6) nel caso in cui ¥ consti di due circuiti pari dotati
di mutui segmenti di seconda specie.

10. Se in alcuni dei k& punti d’intersezione si applica (num. 8) ai cir-
cuill ivi concorrenti una « piceola variazione », ¥ si trasforma in un sistema
di cireuiti dotati eventualmente di nodi o di mutue intersezioni nei punti
sui quali non si & operato. Poiché in ogni punto si puo applicare la « pic-
cola variazione » di segno -+, o quella di segno —, o infine non applicarne
alcuna, il numero dei modi in cui il procedimento si esplica (compreso il
caso di nessun procedimento) & fornito da quello delle disposizioni con ri-
petizione di 3 cose a k& a k, ossia da 3%

Se la «piecola variazione » si applica in tutti e & i punti, si dird bre-
vemente applicata a ¥. Il sistema Y che si ottiene (sistema frasformato) &
costituito da circuiti privi cosi di nodi come di mutue intersezioni. Sara
questo il solo caso considerato in seguito.

II procedimento di « piceola variazione » si pud applicare a ¥ in 2* modi,
quante clo¢ sono le disposizioni con ripetizione dei segni + ¢ — a k a k.
Una di tali disposizioni infatti individua una distribuzione dei segni nei %
punti di intersezione, quindi caratterizza il procedimento.

Ad ogni «piccola variazione » di } & annessa quella che se ne ricava
mutando tutti i segni e che si dird complementare alla prima.

E infine da osservarsi che, dedotto da ¥ il trasformato ¥ col metodo ora
esposto dei collegamenti, & sempre lecito, sotto 'aspetto topologico, sostituire
ai circuiti di ¥ circuiti prossimi.

§ 3. LA «PICCOLA VARIAZIONE » DI ¥ COL METODO DEI passaggi.
11. La «piccola variazione » di ¥ pud essere presentata sotto un di-

verso aspetto, piti opportuno per alcune fra le applicazioni di carattere al-
gebrico.
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Si considerino su vy, (di ¥) i punti di intersezione cogli altri circuiti e
siano 0, 0’ due consecutivi di essi risp. su y,, v, (Figg. 4 e 5). Si prendano
su v, in prossimitd di O (risp. di 0') i punti 4, B, (risp. C, 1},), in modo che
sul circuito i punti si succedano nell’ordine 4, 0 B, C, 0’ D,. Da bande op-

poste e in prossimita di O (risp. di 0') su y, (risp. su y’,) si segnino i punti
4, B, (visp. C, D,), in modo che i due campi fronteggiati da 0 4,, OB, e
da 0'C,, 0’ C, appartengano ad una stessa regione.

Per la «piccola variazione » in O, si introducano i collegamenti 4, 4,,
B, B,; il procedimento potra essere continuato in 0’ coll'introduzione di
€, Gy, D Dy, oppure con quella di C, D,, C, D,. In entrambi i casi il seg-



medianle « piccola variazione » di una curva spezzola. 131

mento ¢ =0 B, C, 0’ di y, si pud supporre sostituito da un segmento pros-

simo che abbia un estremo nel campo B, O B,, ma che nel primo caso
AN .

(Fig. 4) abbia l'altro estremo in C, 0’ C,, quindi fagli ¢ in un numero dispari

di punti, mentre nel secondo (Fig. 5) abbia 'altro estremo in O,/O\'bh quindi
tagli ¢ in un numero pari (anche nullo) di punti.

Analogamente un eircuito di ¥ non intersecato da altri del sistema si
pud anche supporre sostituito da un circuito prossimo che lo tagliera in un
numero di punti pari o dispari secondo che & pari o dispari il circuito stesso.

Il numero delle intersezioni di un segmento (o di un circuito) col seg-
mento (col circuito) deformato si dirda brevemente in seguilo numero dei
passaggi.

12. Per caratterizzare un procedimento di «piccola variazione» col
metodo dei passaggi, si svolgano le seguenti osservazioni.

Preso un circuito di 'y, si considerino in Y quelli secanti il dato, poi
quelli secanti uno almeno dei circuiti nuovamente introdotti e cosi si pro-
segua fino a che loperazione si arresti. Si otterrd un sistema ¥,, che diro
sistema connesso. Se ¥, non coincide con Y, si operi analogamente su uno
dei circuiti di ¥ rimanenti e cosi si prosegua. Il sistema ¥ risulterd in ge-
nerale composto di pit sistemi connessi:

Xis Yoy Xaye--
i quali posseggano rispettivamente :
Biykey By,

intersezioni, essendo :
k1+kz+ka+=k

Si consideri ¥, e si supponga per ora che non possegga circuiti (dispari)
dotati di una sola intersezione neé si riduca ad un sol circuito. In tale ipotesi
I'insieme dei segmenti di ¥, forma (secondo il linguaggio della Analysis situs)
uno Streckencomplex od una refe (*). Poiché ogni segmento passa per due
dei %, punti e per ciascuno di questi passan quattro segmenti, il numero
totale dei segmenti & 2%,. Secondo un teorema noto (**) & possibile (e in

*) Denay und HEEGAARD, loc. Cit., pag. 171 e seg.i
(=]
(** Dean und HEEGAARD, loe. Cit., pageg. {71-174.
) 22
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pitt maniere) sopprimere 2k, — &, 1=k, 4- 1 segmenti in modo che lo
Streckencomplex si muti in un albero, cioé in una configurazione senza cir-
cuiti (ohne Kreise).

Su ciascuno det k, — | segmenti (rami) dell’albero si fissi la paritd pel
numero dei passaggi (secondo il num. 11). Si osservi che ciascuno dei seg-
menti di ¥, esclusi & segmento di chiusura di un ecireuito (poligonale) i cui
rimanenti lati sono rami dell’albero, che la parita del numero di intersezioni
del circuito poligonale col sistema trasformato di ¥, & ben determinata, che
quindi infine & pure determinata la paritd del numero dei passaggi sul seg-
mento di chiosura.

La scelta della paritd sui rami dell’albero, quindi su tutti i segmenti
di ¥,, si pud dunque fare in 24 modi.

Se ¥, possiede un circuito y, dotato di una sola intersezione 0, y, &
dispari, & pure dispari il circuito y, che lo interseca in 0, né intervengono
altri circuiti dispari (che taglierebbero v, fuori di 0). Se ¥, & composto solo
di y, e vy,, il sistema trasformato taglia necessariamente cosl y, come ¥y, in
un numero pari di punti, onde la scelta della paritd dei passaggi si puod
fare in un sol modo (in 2 modi per k, = 1).

Se ¥, coutiene altri circuiti si prescinda da y, e da 0. Il sistema ¥*
che cosi risulta & uno Streckencomplex con k, — 1 punti e 2 (5, — 1) segmenti,
sui quali pereid (v. sopra) la scelta della paritd per il numero dei passaggi
si pud fare complessivamente in 27° modi. Introdotti ora nuovamente ¥,
ed 0, il sistema trasformato deve tagliare v, in un numero pari di punti e
resta solo a scegliere la paritd per uno dei due segmenti in cui O divide
quello di ¥* al quale appartiene. 1l numero complessivo dei modi & quindi
2.2%7% cioé ancora 2,

Fissata cosi su ciascun segmento di ¥, la paritd del numero dei pas-
saggl, non & ancora individuata la «piccola variazione », rimanendo ancora
la scelta fra due «piccole variazioni» complementari (cfr. num. 10 in fine).
Questa si dirime fissando il campo di partenza nell'intorno di uno dei &,
punti (cioe il segno + o — della «piccola variazione » in quel punto).

Poiche la scelta del segno si pud fare in due modi, le « piccole varia-
zioni » distinte di Y, sono in nwmero di 2.257' =924 [l risultato & valido
anche nel caso finora escluso di un sol circuito che non da luogo a scelta
(B, =10, 2 =1).

Analoghe conclusioni valendo per ¥,, ¥,,...

, segue che il numero delle
« piccole variazioni» essenzialmente distinte di ¥

&
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Si ritrova cosl il risultato raggiunto al num. 10 col metodo dei collega-
menti e cio implicitamente dimostra che la scelta della paritd dei passaggl
si pud sempre effettuare nel modo detto senza coinvolgere contraddizioni.

13. A complemento di quanto & esposto al num. (2, si aggiunga un
ovvio procedimento di costruzione per albero estratto da un sistema con-
nesso di circuiti, sistema che per semplicita dird ¥ e supporrd composto di &
punti e 2% segmenti.

Siano y, Y. Ys..-v. (r>1) i circuiti di ¥ e si indichi con k; =%, il nu-
mero delle intersezioni di vy, con v,. Si potrd semipre supporre un tale or-
dinamento dei circuiti, che ciascuno tagli uno almeno dei precedenti.

Cid posto si sopprima un segmento di y, e sl mantenga la cafena dei
rimanenti k,, 4k, + - - 4k, — 1 LRy - Ry + ko - - -+ &y, segmenti di vy,
si succedono distribuiti in k,, cafene cogli estremi su y,; in ciascuna catena
si sopprima un segmento ad arbitrio e si mantengano i rimanenti, in tutto

km +k23‘+‘k24+'"+k2¢~_“k12=k23+k24+" '+k2;--

I hig+ kos + Ryy =+ - - 4 ks, segmenti di y, si succedono distribuiti in
ks -+ ks catene col due estremi su uno del circuiti y,, v,; soppresso in cia-
scuna catena un segmento, si mantengano i rimanenti, in tutto

k13+k25+k34+' "‘}_lﬂar”“klz - k23:k3‘1+k35+"'+k3r'

Cosi si prosegua fino ad esaurire il sistema, osservando che in gene-
rale i

L

kis + Zr: km‘

imzsme1

(g

i

s—1
segmenti di v, si succedono distribuiti in Z /.. calene cogli estremi sui cir-

cuiti y, (i <<s), sopprimendo in ciascuna catena un segmento, mantenendo i
,
rimanenti, in tutto > &,.
i=s+’l
[ segmenti mantenuti in numero di

ktz -+ krz 4 kh' —1
"?‘k‘zs"f_’ "‘J!"ker

ok, =k—1
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costituiscono l'albero cercato. Ad esso non appartiene aloun segmento di vy,
(pitt in generale non appartiene alcin segmento di un civcwito y, secante solo
circuits v, per 1<s)

Segue che nel caso di due circuiti Valbero si pud riduwrre alle catena di
k-—1 dei k segmenti di uno di essi. Pii in generale se le k inlersezioni son
tutte raccolte su wn circuito vy, del sistema, Ualbero si puo ridurre alla catena
di B — 1 segmenti di v, (¥).

§ 4. D1 UN LIMITE SUPERIORE PER 1L NUMERO DEI GIRCUITI
DEL SISTEMA TRASFORMATO Y.

14. Sia ¥ un sistema di @ ecircuiti con & intersezioni; sia ¥ il suo tras-
formato per « piccola variazione ».

Se ¢ k=10, Y possiede a circuiti.

Se ¢ k==0, si domanda il massimo numero di circuiti raggiunto da Y.
Prescindendo dai eircuiti privi di intersezioni, che permangono, per formare
uu circuito di ¥ occorrono almeno due dei 2% segmenti di ¥; Uipotesi pilt
favorevole sard quindi che i segmenti si distribuiscano in k coppie a for-
mare k circuiti. Siano ¢,, v, due segmenti cosi accoppiati ed appartenenti
ai eircuiti y, d; si indichino con 0,, O, i loro estremi comuni e su v, 3 si
assumano i versi positivi nei sensi 0, 0, dei segmenti o,, =,. Il segmento
successivo di ¢, su vy (e sia s,) dovrd essere accoppiato con un segmento
avente Uestremo in 0,, e, non potendo questo essere =,, sara il suo succes-
sivo 7, su J. Sia O, il secondo estremo comune a ¢,, 7, e si continui il pro-
cedimento fino a raggiungere nuovamente su y e 8 (come secondo estremo)
il punto O,. Se i punti intervenuti sono k&, =%, ai due circuiti si sono so-
stituiti %, circuiti. Se & &, <7k, si prenda una coppia di segmenti diversa da
quelle gia considerate e si trovi un gruppo analogo di &, punti e cosi via
si trovino eventualmeute nuovi gruppi analoghi di k,, &,,..., k. punti, essendo:

By—hy by 4+ k. =k

(*) Basta dunque fissare la paritd dei passaggi sui k¥ — 1 segmenti di 9,. Gi0 si pud sta-
bilire anche direttamente in modo semplice, suscettibile di estensione al caso in cui le inter-
sezioni siano disteibuite su pitt circuiti non secantisi (sempre riferendosi a sistemi connessi).
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Il numero dei circuiti di ¥ sard in tale ipotesi
a-+k-—2r;
esso per r = 1 raggiunge il massimo
a+k—2

La «piceola variazione » in discorso si pud effettuare ailtribuendo a tutti
i punti d’intersezione il segno —+ (num. 10), supposto applicato il 1.° criterio
(num. 9), col quale del resto, nel caso di ugual paritd per y e 9, si pud far
coincidere anche il 2.° criferio (num. 9 in fine; num. 3 in fine).

Concludendo :

Se un sistema ¥ di circuiti possiede a cireniti e k >0 intersezioni, il tras-
formato possiede circuiti in numero <o —+k-—2. Il massimo o +k—2 ¢
raggiunto quando e solo quando

1.° le & intersezioni sono raccolle su due soli circuiti e, per opportuna
seelta dei sensi, sono su quelli nello stesso ordine,

2.9 i segni altribwiti secondo il 1. criterio sono tutli —-.

Se si intende applicare il metodo dei passaggi, tissato un campo iniziale
opportuno (num. 12), alla seconda condizione si pud (num. 3 in fine, num. 5,
nui. 6) sostituire la seguente:

L’ assegnazione dei passaggi si fa in numero pari per tutli i segmenti se
i due circuiti hanno ugual paritd; se i due circuiti hanno parita diversa, si
fa eccezione per Vunico segmento (del circuito dispari) di seconda specie (ri-
spetto al circuito pari), segmento al quale si assegna un numero dispari di
passagyi (*).

15. Sia ¥ un sistema decomponibile net sistemi S, S,...S, (h>1) tali
che i circuiti di uno stesso sistema S, non abbiano mutue intersezioni, meuntre
le intersezioni dei circuiti di S; con quelli di S, (i=|=j) siano complessiva-
mente &; =4k, ~=0.

Dico che limite superiore per il nwmero dei circuiti del trasformalo Y &
a+k—2(Hh—1)

Per h =2 il teorema & vero (anzi il limile superiore & un massimo), come
si vede richiamando il num. {4, immaginando in S,, S, due circuiti y,, v,

(*) Coppie di circuiti nelle condizioni del presente num. sono rappresentate nelle prime
quattro figure della Tavola I (V. in fine).
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nelle condizioni di y, d del num. cit. e supponendo i rimanenti circuiti privi
di intersezioni (k,, = &).

Basta percid dimostrare che se il teorema & valido per k — 1 sistemi S,,
lo & pure per h. Dicasi 3, il sistema ottenuto da ¥ colla soppressione di S,;
sia ¥, un suo trasformato.

Se ¥, ¥, posseggono rispettivamente a,, o, circuiti, per ipotesi &:

a’/oéa‘n ‘“}_ k;z‘{"kta"ll_' : '+kl;l:—1 \
+k23_§_" "+k2,1:~1 ([)
+ ..........

+kyop — 2(h—2).

Una*« piccola variazione » di ¥ (intesa ad es. nel senso del num. 10} si
pud pensare effettuata facendo seguire ad una «piccola variazione» di ¥,
una « piccola variazione » del sistema costituito da ¥, ed S, . Detto ‘o’ il nu-
mero dei circuiti di ¥, o quello dei circuiti di §,, segue (num. 14):

o = 0’0 —+ a® -+ km -+ k-zh e+ klt—l,h - 62’ (2)

onde, per la (1), anche:

o' =a-+k—2(Hh—1). (3)

Il teorema & cosi dimostrato; ma & opportuno osservare che in (3) si
ha il segno = (cioe¢ il limite superiore & un massimo} solo quando cio av-
venga insieme in (1) ed in (2). In (2) cio avviene soltanto se ¥, ed S, pos-
seggono tutte le loro intersezioni ugualmente ordinate su due circuiti (num. 14),
per il che & necessaria in ¥, la presenza di un circuito proveniente da h — 1
segmenti appartenenti ad altrettanti circuiti dei sistemi §,8,...8,_,.

16. Si esamini 4l caso h = 3. Dico che il limife superiore é un massimo.

Come condizioni necessarie dal num. prec. si deducono le seguenti:
1.° Le mutue intersezioni fra circuiti di S,, 8, sono distribuite su due soli
circuiti v,, v, ed ugualmente ordinate su di questi; 2.° Esiste in S, un cir-
cuito vy, secante due segmenti di v,, y, cogli estremi comuni, rispettivamente
in k,;, k., punti, ugualmente ordinati (nel loro insieme) su y, e sul ecircuito
proveniente dalla riunione dei due segmenti.

Tali condizioni sono realizzabili. I 2% segmenti (dei tre circuiti) vengono
distribuiti in & — 3 coppie ad estremi comuni e in due terne, in ciascuna
delle quali i segmenti, di v, v., vs, sono disposti triangolarmente (friangoli).
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Si prendano, com’® lecito, sui tre circuiti sensi positivi tali che uno dei
contorni triangolari (quindi anche Valtro) sia percorso con continuitd (il che
obbliga ad un cambiamento di senso in confronto al caso A=2). La « pic-
cola variazione » corrispondente alla scelta di segni tutti — (num. 10), se-
condo il 1. erilerio (num. 9), da effettivamente luogo ad un sistema ¥ do-
tato del numero massimo a + % —4 di circuiti.

Fissato un campe di partenza si pud applicare anche il metodo dei pas-
saggi (num. 12). Il numero dei passaggi va scelto pari su tutti i segmenti
fatta eccezione: 1.° nel caso di un solo circuito dispari per il segmento (di
esso) di seconda specie rispetto al contorno esteriore della coppia costituita
dai circuiti pari (num.5 in fine; num. 4 in fine); — 2.° nel caso di tre cir-
cuiti dispari per i lati di quello fra i due triangoli il cui contorno & circuito
dispari (¥).

17. Anche per h =4 il limite superiore & un massimo. Come condizioni
necessarie dal num. 15 si deducono le seguenti: 1.° Le intersezioni appar-
tenenti ad S, S, S, sono distribuite su tre circuiti v, v, v, nel modo del num. 16.
— 2. Esiste in S, un circuito y, le cui intersezioni coi lati di uno dei {rian-
goli della terna v, v, v, sono rispettivamente in numero di &,,, &,,, k,, € com-
plessivamente sono ordinate in ugual modo su v, e sul contorno del triangolo.

Tali condizioni sono realizzabili. I 2% segmenti vengono distribuiti in
k — 6 coppie di segmenti ad estremi comuni ed in quattro triangoli, ciascuno
dei quali ha per lati segmenti di #re fra i quattro circuiti (nei quattro modi
possibili).

B lecito fissare i sensi positivi sui circuiti in modo che i contorni dei
quattro triangoli siano percorsi con continuitd. La « piccola variazione » cor-
rispondente alla scelta di segni tutti — (num. 10) secondo il 1.° eriferio (num. 9)
da effettivamente luogo a un sistema ¥’ dotato del numero massimo ¢ +~% — 6
di ecircuiti.

Fissato un campo iniziale si puod applicare il metodo dei passaggi (num. 12).
Il numero dei passaggi va scelto pari su tutti i segmenti, fatta eccezione:
1.° nel caso di un solo circuito dispari per il segmento (di esso) di seconda
specie rispetto al conforno esteriore della terna costituita dai cireuiti pari
(num. 7); — 2.9 nel caso di #fre circuiti dispari per i lati del {riangolo da cui
¢ escluso 1l eircuito pari (**).

(¥) Terne del tipo indicato sono rappresentate nelle Tav. I e II (V. in fine).
(**) Quaterne del tipo indicato sono rappresentate nelle Tav, II e III (V. in fine).
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Non e lecito passare dal caso kb =4 al caso h =5 col procedimento in-
dicato in fine del num. 15, perché mancano quadrilateri su cul operare.
Ne segue, a complemento del num. 15, che il limite superiore

a+k—2(Mh—1)
& wh massimo per bo==% mentre per h>% si ha in ogni caso
o <<a+k—2h——1)

Maggiori particolari non occorrono per le applicazioni algebriche della

Parte IL.
18. Mantenute le notazioni del num. L5 si tolga la restriziene k&, - =0.

Due sistemi S, 8, di ¥ pei quali sia k;==0 si dicano fra loro collegati.
Preso il sstema S,, se esiste in ¥ un sistema collegato con S,, p. es. 8,,
lo si aggreghi ad S/; se esiste in ¥ un sistema collegato con 8, o con S,,
lo si aggreghi ai precedenti e cosl si prosegua finché si trovino sistémi col-
legati con uno almeno dei precedenti; risulterd un sistema ¥,. Se ¥, non
esaurisce ¥, si assuma un S, fuori di ¥, e si proceda analogamente alla for-
mazione di un sistema ¥, analogo a ¥,. Se ¥, e ¥, non esauriscono in-
sieme ¥, si prosegua. Il sistema Y risulterd in generale decomposto in 4 si-
stemi ¥, To,.00 Xo B

Sia ¥, il trasformato di ¥, nella « piccola variazione» di ¥ ed a,, @,
k., h, abbiano per ¥, il significato attribuito ad a, o', k, I per ¥. Nella for-
mazione di ¥, i sistemi 8, si presentano in un ordine determinato; mante-
nendo tale ordinamento & lecito applicare a ¥, il procedimento di induzione
matematica del num. 15, benché le %, non siano tutte ==0. St ottiene cosi
la disuguaglianza

o, =aw, +k —2h, —1)

Se in essa si pone sueccessivamente c=1, 2,..., d, indi sl somma a
membro a membro, si deduce:
o' =a-+k—2h— d). (4)

La (4) comprende come caso particolare la (3) [num. 15|, di cui la va-
liditd si estende a tutti i casi in cul & d=1.

(*) Se ogni S; si riduce ad un solo ecircuito, si ritrova il procedimento del num. 12 per
la decomposizione di 2 in sistemi connessi.
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§ 9. STUDIO TOPOLOGICO SUI CASI DI MASSIMO DEL PARAGRAFO PRECEDENTE.

19. Nel precedente paragrafo ai num. 14, 16, 17 figurano coppie, terne
e qualerne di circuiti, corrispondenti a casi di massimo per il numero dei
circuiti del sistema trasformato. Mi propongo di studiare la reciproca posi-
zione dei circuiti di tali coppie, terne e quaterne, enumerando i casi essen-
zialmente distinti sotto 'aspetto topologico (*).

I due circuiti vy, y, di una coppia, se sono enframbi pari, dividono il
piano in k- 2 regioni (num. b, num. 3 in fine). Di esse & hanno per con-
torno coppie di segmenti e due hanno per contorno circuiti poligonali di &
segmenti. Il contorno esteriore pud essere fornito da una coppia, oppure da
un circuito poligonale. Nel primo caso, che indicherd con (y,v,),, il sistema
trasformato (della coppia) consta di &#— 1 circuiti indipendénti (**) e di un
circuito che li include; nel secondo, che indicherd con (y, v.)., il sistema tras-
formato consta di % circuiti indipendenti (***).

Il caso di due-cireuiti 'uno vy, pari, laltro vy, dispari non presenta di-
stinzioni; sard indicato con (y,y.);. Il sistema trasformato possiede un cir-
cuito dispari e k— 1 circuiti (pari) indipendenti.

Cosi non presenta distinzioni il caso di due ecircuiti dispari y,y,, che
si indicherd con (y,y,),. Il sistema trasformato possiede k circuiti (pari) in-
dipendenti.

20. Si consideri una ferna di circuiti y, v, v5, tutti pari. Le regioni sono
k42 (pum. 7; num. 16; num. 3 in fine). Diesse £ — 3 sono contornate da
coppie di segmenti, due sono triangolari, tre sono contornate da circuiti po-
ligonali dotati rispettivamente di &, + &5, Eos —+ Bor, Bsy - kge latl.

Se il contorno esteriore & dato da una coppia di segmenti, i circuiti vy, ¥,
a cui questi appartengono presentano il caso (y,y,),. Il circuito y, presen-
terd il caso (y,9d). col circuito & composto da altra coppia di segmenti ap-
partenenti a vy, y,. Se il conteggio per le coppie di segmenti (di y,v,) si sup-

(*) Tali casi sono rappresentati nelle Tavole fuori testo; ogni figura & accompagnata dal
simbolo relativo al caso considerato.
(**y Dico indipendenti due circuiti (pari), di cul céascuno & esterno all’altre.
(***) 1 due tipi di coppie figurano gid nelle ricerche di ‘HierT e di Miss RaGsDALE, ci-
tate nella prefazione, essendo perd uno dei circuiti sempre una conica.
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pone iniziato dalla prima nominata, potrd la coppia di d occupare posto dis-
pari o pari. Nel primo caso, che dird (y,y.7Ys)., il circuito v, da luogo agh
aggruppamenti (v, 7s):, (Y. ¥s): ; nel secondo, che dird (y, v, y):, esso da luogo
invece agli aggruppamenti (v, vs). (Y. vs). . Precisando il posto occupato dalla
coppia di 3 si avrebbe una distinzione in sottocasi.

Se il contorno esteriore & triangolare due qualunque dei circuiti, siano
Y: ¥2» presentano il caso (y,v.),. Il circuito v, da il caso (y,3), col contorno
esteriore della coppia y,y,. La terna si dird di tipo (v, v, Ys)s -

Nei tre casi ora studiati il sistema trasformato (della terna) possiede
k — 2 circuiti indipendenti ed uno che li include.

Se il contorno esteriore & poligonale, possegga ad esempio &, -+ &, lati.
Risultano gli aggruppamenti (v, ¥s)., (Y:7s):- Ma, ad es., y; da il caso (v, 3).,
con 3 proveniente da una coppia di segmenti di y,y., il segmento di vy, ap-
partenendo al contorno esteriore di (y,Y:),. Ne consegue l'aggruppamento
(Y:7s), - Il caso verrd indicato con (y, Y. y.).. [l sistema trasformato consta
di 2 —1 circuiti indipendenti.

Nella terna v, v, Y, siano ora y,y, pari e sia vy, dispari. Il eircuito poli-
gonale che produce l'unico circuito dispari del sistema trasformato puo es-
sere una coppia di segmenti oppure un triangolo.

Nella prima ipotesi, uno dei segmenti della coppia & di y,; laltro sia
di y,. Il circuito y, sard nella posizione (y, 3), col circuito d composto da
altra coppia di segmenti appartenenti a y,y,. Secondo che, a partire dalla
coppia prima nominata, quella di § occupa posto dispari o pari, nasce I’ag-
gruppamento (y,y.); oppure aggruppamento (y,7v,).; il primo caso sard in-
dicato con (y,y:Ys)s, il secondo con (y,y,Y,),- Si possono introdurre sot-
tocasi.

Nella seconda ipotesi & necessario 'aggruppamento (y, v,),; il caso sard
indicato con (Y, Ys Ys): -

Nei tre casi ultimamente considerati il sistema trasformato consta di un
circuito dispari e di 2-— 2 circuiti (pari) indipendenti.

Il caso di un circuito pari y, e di due circuiti dispari y, v, non presenta
distinzioni ; sard indicato con (y, vy, 7s)s. Il sistema trasformato & di &#—1
circuiti indipendenti.

Cosi non presenta distinzioni il caso di tre circuiti dispari (y, v, ys), . 1l
sistema trasformato consta di un circuito dispari (proveniente da uno dei
due triangoli) e di 2 —2 circuiti (pari) indipendenti.

21. Sia una quaterna di circuiti y, ¥, v, y., tuiti pari Il contorno este-
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riore potrd esser dato da una coppia di segmenti, da un triangolo, da un
poligono ad es. di &,, -+ k,, + k,, lati.

Se il contorno esteriore & dato da una coppia di segmenti di y,y,, si
ha uno degli aggruppamenti (y, v, ¥:): oppure (y; Y. 7s): , Segue rispettivamente
(Y1 Y2 Y4): oppure (y,y.7v.). ed in ogni easo (y,y,),. Si hanno cosi due tipi
di quaterne (y:¥. Ys Yoo (Y2 Ya Yo -

Se il contorno esteriore & un triangolo, si avrad ad esempio l'aggruppa-
mento (y, Y. Ys)s; il cirenito vy, coll’altro triangolo = da Iuogo al tipo (y,7),
e produce gli aggruppamenti (y,Y.):, (Y2 Yo, (YsYd):. La quaterna si dird
(Y172 Ys Ya)s -

Nei tre casi il sistema trasformato (della quaterna) & di £—3 circuiti
indipendenti e di un circuito che li include.

Se il contorno esteriore & il poligono di %&,, + &, -+ &,, lati, si hanno gli
aggruppamenti (v, ¥, Ya)s (s 72 Yoo (Y1 75 Yo)i5 segue (yays7.)s. Il tipo si dird
(Y1 Y2 Vs Ya)e - Il sislema trasformato & di 2 — 2 circuiti indipendenti.

Siano ora v, v, Y, pari, y, dispari. Poiché y, ha le sue intersezioni su un
triangolo della terna v, v, ys, il contorno esteriore della terna ha in comune
col triangolo un lato almeno, quindi o un lato o tre lati.

Nella prima ipotesi si ha, ad es., laggruppamento (y, v, vs), ed il circuito
dispari del sistema trasformato proviene da una coppia di segmernti appar-
tenenti a v, y,. U tipo si dird (y,y. s Ya)s -

Nella seconda ipotesi si ha I'aggruppamento (v, ¥y, y:),; ma il segmento
di y, di seconda specie rispetto al contorno esteriore della terna pud avere
gli estremi su un sol lato (sia di y,), oppure su due lati (siano di v, vs);
onde il circuito dispari o proverra da una coppia di segmenti (di y, v,) o da
un triangolo (coi lati appartenenti a y,y,v,). I due casi si diranno rispetti-
vamente (Y, Ya s Yaes (Y1 Yo Yo Yo)r -

Nei tre casi ora veduti il sistema trasformato consta di un circuito dis-
pari e di & —3 circuiti (parl) indipendenti.

Se v, Y, son pari, v,y, dispari, poiché y, deve applicarsi ad un eircuito
triangolare dispari, & necessario 'aggruppamento (y,v.ys).. Si ha cosi pure
(Y1 Y2 Yo)-- 1l caso, unico, si indicherd con (y, v; y5v.)s . Il sistema trasformato
& di & — 2 circuiti indipendenti.

Sia y, pari, siano y,y, v, dispari. I caso, evidentemente unico, si dird
(Y1 Y2 Ys Yu)s - Il sistema trasformato possiede un circuito dispari e & —3 eir-
cuiti (pari) indipendenti.

Cosl & unico il caso (y,¥s s Yoo di quattro circuiti dispari. Il sistema
trasformato & di & — 2 circuiti indipendenti.
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22, Su quanto & esposto ai num. 19, 20, 21 & perd da osservarsi cid

che segue.

Per k=1 una coppia di circuiti pud in due modi fornire una (y;y.),.

Cosi una ferna (y, Y. Ys)s per &, =1k, =1 puod essere considerata come
tale in due od in quattro modi secondo che sia k,, =|=1 oppure Ay = 1.

Analogamente per k=2 una coppia di circuiti, se 1 eircuiti sono en-
trambi pari, & ad un tempo una (y,y,), ed una (y, y,),, mentre, se essi sono
di paritd diversa, da luogo ad una (y,y.), in due modi differenti.

Le proprietd ora esposte dipendono dalla possibilita di mutare il senso
positivo su uno o pil circuiti, senza che cessino le condizioni fondamentali
di ordinamento, il che avviene solo nei casi elencati.

§ 6. ESTENSIONE DEL CONCETTO DI « PIGCOLA VARIAZIONE » TOPOLOGICA.

23. Le precedenti considerazioni si riferiscono a sistemi ¥, tali che
per un punto del piano passino due circuiti di ¥ al pidt (num. 9). Tolgasi
ora tale restrizione e si consideri un punto O del piano, pel quale passino

4\

r=2 circuiti di }:
Yi) Y?}"‘: Yr-

Sui 2r segmenti (dei circuiti y,) uscenti da O, presi ordinatamente, si
segnino nell'intorno di O rispettivamente i punti 4, 4,4, ... 4,,, in modo
che 4, ed 4, siano suy, (da bande opposte di 0). All'indice j di 4; si con-
venga di sostituire eventualmente ogni intero =j mod. 2.

Nell’intorno di O si determinano 2r campi 4,0 4,,,. In seguito ogni

collegmnen.to di 4, con 4, si immaginerd traecciato nel campo A,/O\ A .
94, Si introducano le seguenti operaziont (¥):

Oprrazionk IJ. Soppressione dei segmenti 0 4, (mellintorno di 0); col-
legamento di 4,,_, con 4,, (I=1, 2,..., r) [Fig. 6, per r dispari; Fig. 7, per
r pari].

Oprrazioxns U'. Soppressione dei segmenti O 4;; collegamento di 4,, con
Ay =1, 2,..., 7).

(*) La scelta di queste operazioni & suguerita dalle questioni algebriche trattate al §11.
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Oprrraziont V, (r dispari =2s—+1; i=1, 2,..., r). Soppressione dei seg-

Fig. 6. Fig. 7.

menti O 4, esclusi 0 4, ed 0 4,,,; collegamento di 4 ceond. ., (I=1,2,., 8);

{97

:’,1 '\“‘ T ?2
72, ‘A 3 AI, 5
T T, ;
Fig. 8. Fig. 9.

collegamento di 4, con A ., (I=1,2. ) [Fig. 8 per i =1, r =5].
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OrErazioN: W, (r pari=2s; i =1, 2,..., 2r). Soppressione dei segmenti
0 4,, esclusi 0 4, ed 0 4,,,_,; collegamento di 4,,,, , con 4,.,, (I=1, 2,...,
s — 1); collegamento di 4,4, con Ayppery, 1=0,1, 2,..., s—1) [Fig. 9 per
i=1, r=0].

OperAzIONI Z, (r dispari =2s -+ 1; ¢=1, 2,..., 27). Soppressione dei
segmenti O 4;, esclusi 0 4,,, ed 0 A4,,_,; collegamento di 4,,, con 4,
(=1, 2,..., s—1); collega-
mento di 4., con A, e
(1=0,1,2,.., s [Fig. 10 per
i=1, r =D5].

Ciascuna delle operazioni
u, u', v,, W,, Z, si dird «pic-
cola variazione » applicata in
O ai circuiti v, v,...7,. Esteso
cosi il concetto di « piceola va-
riazione » in un punto, si esten-
de immediatamente quello di
« piccola variazione » di un si-
stema Y.

Dal punto di vista topolo-
gico la « piccola variazione » di

Fig. 10. un sistema non muta essenzial-

mente quando si sostituiscano

ai circuiti del sistema trasformato circuiti prossimi; si possono quindi ge-
neralizzare anche le considerazioni del § 3, introducendo nuovamente il con-

(K

cetto di passaggio.

Sotto T'aspetto pilt largo ora introdotto, in un punto 0, per r=2, le
operazioni di tipo W si confondono colle operazioni di tipo U (coincidenti
con quelle definite al num. 8); cosl per r =3, le operazioni di tipo Z si con-
fondono con quelle di tipo U, quando, in entrambi i casi, si prescinda dal-
l'appartenenza o meno di O ad un circuito del sistema trasformato (*).

(*) L’osservazione, in quanto si riferisce al caso r ==2, dispensa dal trattare nel senso
esteso del § 6 la «piccola variazione » pei sistemi ¥ del caso ristretto (§§ 2, 3, 4, B).
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§ 7. ESTENSIONE DEI RISULTATI SUL NUMERO DEI CIRCUITI DI ¥.

25. Le mutue intersezioni dei circuiti di ¥ siano raccolte nei punti
0,0,...0, e per O, passino r,= 2 circuiti. Posto:

ro(ry— 1) 1y (r,—1) r, (r,—1)
b= g P A (5)

si osservi che in () rientra il significato particolare di & al § 2 e segg.
Introducasi, nell’attuale senso pil esteso, il trasformato ¥ di ¥ mediante
« piccola variazione », e si attribuiscano ad a, h, d, o' significati analoghi a
quelli indicati nel § 4.
Dico sussiste ancora la

o =a-+k—2h—ad), (6)

gid dimostrata per il caso ristretio [num. 18, form. (4)].

Percio svolgo le seguenti considerazioni.

Per O passino » > 2 circuiti di 3. Spostando opportunamente nell’intorno
di 0 uno di essi, si deduce da ¥ un sistema ¥, di cui passano per O soltanto
r—1 circuiti, tagliati nell'intorno di O dal circuito spostato in r—1 inter-
sezioni semplici. Poiché &

3

— 9 -
(L_%L’i_i) = T_Q"_g 1)

col passare da ¥ a Y, [form. (5)], & non si altera; ne, evidentemente, si al-
terano a, h, d. Ora, coll’esame dei singoli casi (num. 26), si dimostrerd come
si possano scegliere ¥, e la sua «piccola variazione » in modo tale che il
sistema trasformato ¥, possegga &', =a’ circuiti, presentandosi anzi il caso
del segno = solianto eccezionalmente. Se dunque ¥, soddisfa ad una rela-
zione del tipo di (6), ad una simile relazione soddisfa pure 3.

Ma la ripetizione del procedimento conduce infine ad un sistema del caso
ristretto per cui la condizione si verifica. Dunque ¥ soddisfa alla (6).

26. A completare quanto & esposto nel precedente numero, dimostro

la possibilita di scegliere ¥, e ¥, in modo che sia o', =d’.

Nella « piceola variazione» di ¥ si supponga dapprima applicata in O
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Voperazione U. -Se r & dispari =25+ 1 (Fig. 6) si sposti y, in modo che
esso venga a tagliare i rimanenti circuiti nei segmenti 04, con 1 <j=r
(Fig. L1). Al sistema ¥, cosl ottenuto si applichi una « piccola variazione »,
che fuori dellintorno di O coincida con quella di ¥, in O attui un’operazione
di tipo U equivalente alla data nei campi non attraversati dal circuito spo-

An™

(A

P
Ts

Fig. 11. Fig. 12.

stato, e nelle nuove intersezioni semplici si comporti in modo da conservare
gli antichi collegamenti (vedasi ancora la Fig. I1). Risulta:

@'y = a' -+ 8, (7)
per Papparire in ¥, di s nuovi circuiti (intorno ad 0) accanto agli an-
tichi di 3.

Se » & pari =2s (Fig. 7) si sposti v, in modo che venga a lagliare
(p. es.) 1 segmenti 0 4, con 1 <j=r (Fig. 12).
Sul sistema Y, cosl ottenuto si operi in modo simile a quello esposto
per » dispari (vedi ancora Fig. 12). Risultera:
ay=a +s— 1. (8)
Qualora in O fosse applicata, anziché Poperazione U, Voperazione U’, si
opererebbe analogamente, raggiungendo analoghi risultati.
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Si supponga invece in O applicata Voperazione V,, per il che dev’essere
r dispari = 2s-+ 1 (Fig. 8, ¢ =1, » =15). Si sposti y, in modo che esso venga
a tagliare i segmenti O 4, con
i<<j<li-+r (Fig. 13). A Y,
cosi dedotto si applichi una
« piecola variazione » che, fuori
dall’intorno di O coincida con
quella di 3, che in O attui una
operazione di tipo W equi-
valente a V, nei campi non
attraversati dal cireuito spo-
stato, e che nelle nuove inter-
sezioni semplici si comporti
cosl da conservare gli antichi
collegamenti (vedi ancora Fi-
gura 13). Sard

ay=a" 481 9)

per Vapparire di s — 1 cireuiti
nuovi nell’intorno di 0.

Si supponga poi che in O, a ¥, sia applicata Uoperazione W,, onde & r
pari =25 (Fig. 9,4 = 1, r = 6). Si
sposti ¥, in modo che esso venga
a tagliare i segmenti 0 4; con
tr<lj<li+2r (Fig. 14). A
¥, cosl ottenuto si applichi una
« piccola variazione » analoga alle
precedenti, attuante in O un’o-
perazione di tipo V, in cui il
circuito di ¥, passaute per O
provenga (nell’intorno) dall’an-
tico v,,_, (vedasi ancora Fig. 14).
Sara :

Fig. 13.

o, =da +s—1. (10)

Si supponga infine che in 0,
a ¥, si applichi Uoperazione Z,,
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ond’e r dispari =2s-1 (Fig. 10, ¢=1, r=25). Si spostl v, in modo che
venga a tagliare i segmenti O 4,
con i +r<j<<i- 2r (Fig. 15).
A Y,, cosi ottenuto, si applichi
una <« piccola variazione » ana-
loga alle precedenti, attuante in
O un’operazione di tipo W, che,
per i campi non attraversati
dal circuito spostato, equivalga
a Z,. Sard:

'y =a - s. (1

27. Per =2 le (7), (8),
(10), (11) conducono ad a',>a';
la (9) conduce ad a',>>a’' per
r>3, ad a',=a’ per r=3.

Affinché il limite superiore fornito da (6) sia un massimo ¢ dunque ne-
cessario che per un punto del piano non passino piw di lre circuiti di ¥ e
che nei punti per cui ne passano tre si applichi una operazione di tipo V.

Allo scopo di circoscrivere la questione, riprendo la restrizione k; =|=0
(introdotta dal num. 15 al 17 incluso), supponendo esteso il significato delle %,
con quello di & [secondo la (5)].

Prescindo dai casi gid considerati al § 4 ed al sistema Y (sottoposto alle
condizioni necessarie sopra enunciate) applico la trasformazione studiata al
num. 26, in ciascuno dei punti per cui passano tre circuiti. Indico con F,
il sistema ottenuto.

Risulta: Condizione necessaria e sufficiente perche la « piccola variazione »
di ¥ dia lwogo ad wn massimo é che cido avvenga per Y.

Poiché ad uno dei punti O di ¥ si sostituisce in ¥, un triangolo 0 0’ 07,
Y., sard dei tipi studiati ai num.! 16 e 17.

Ma in generale la « piccola variazione » applicata a ¥,, non & quella in-
dicata ai num.! citati, che dovrebbe riunire i lati del triangolo in un solo
circuito (vedasi Fig. 16). Fa eccezione (num. 22), per la duplice possibilita
di collegamento, soltanto il caso in cul ¥,,, all'infuori di eventuali circuiti
isolati, consti di una ferna (y,v.Ys)s, essendo O una delle intersezioni di
v, con v, ed O (risp. 0") l'unica intersezione di y, con y, (risp. con y,) (ve-
dasi ancora Fig. 16).

Fig. 15.
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Segue che il limile superiore fornito da (6) é un massimo nei soli casi
sequenti: 1.° Se ¥ e la «piccola variazione » si scelgono secondo uno dei nu-
meri 14, 16, 17. 2.° Se ¥, all'infuori di eventuali circwili isolati, é composto

A L%
0 0
G PN
I
[
z‘da z (;) o Z(o)
Fig. 16,

di tre circuiti v, ¥, Y, dispari, y.y, hanno le mulue intersezioni wugualmente
ordinate e v, Ui taglia sollanto in una O di queste; se inolire la « piccola va-
riazione » attue in O Voperazione V, e nelle allre inlerseziowi (di v, Y,) ope-
ragioni di tipo U colleganti le coppie di segmenti ad estremi comuni (Fig. 16).
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PARTE SECONDA.

La “ piceola variazione,, algebrica.

§ 8. [LA «PICCOLA VARTAZIONE » DI UNA GURVA PIANA ALGRBRICA REALE SPEZZATA.

28. Si consideri la curva (pilana) spezzata nelle h curve algebriche a
punti reali:
G”i, G”?’ . G"h

rispettivamente di ordini »,, n,,..., n,, irriducibili, prive di singolaritd in
punti reali e di mutui contatti reali (ina eventualmente dotate cosi di singo-
larita immaginarie-conjugate come di mutui contatti immaginari-conjugati).
Per un punio reale del piano passino al pii due
Sia
fi=0 (i=1,2,..., k)

l'equazione di C"+ in coordinate projettive con elementi di riferimento reali
{e del resto arbitrari); sia
g == 0

’equazione di una curva reale d’ordine n, + n,-+--- -+ n,, generica (ciod
non passante per le mutue inlersezioni veali delle Cs).
Nella

fl/.'z-v-/‘h““f"t!j:() (1‘2)

si attribuiscano a ¢ valori reali; essa rappresenterd una curva reale pure
d’ordine n, 4+, -+ -1, .

Qualora linsieme dei circuiti della eurva spezzata si consideri come un
sistema ¥, linsieme di quelli della (12) per |¢| abbastanza piccolo potri con-
siderarsi come un sistema ¥ dedotto da ¥ per «piccola variazione », nel
senso det §§ 2 e 3.

Se ¥ & connesso (num. 12) [o composto di un sistema connesso e di cir-
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cuiti staccati], le intersezioni di g =0 coi segmenti [e eircuiti] di ¥ fissano
la parita dei passaggi ed il segno di ¢ dirime la scelta fra le due « piccole
variazioni » complementari. Onde la « piccola variazione » & in questo caso
topologicamente determinata.

Pit in generale si osservi che il sistema composto di ¥ e dei circuiti di
g =10, possedendo complessivamente un numero pari di circuiti dispari, de-
termina una divisione del piano in regioni contraddistinguibili coi segni +
e — (num. 4).

Si consideri

f— — fife-1n
g

come funzione delle coordinate di un punto, e si noti che ¢ prende segni op-
posti in regioni di segno opposto, perché il passare attraverso un punto ge-
nerico del contorno. di una regione muta il segno o di una delle 7, o di g.
La (12) & una delle curve ¢ =cost., quindi si svolge in regioni di ugual
segno. Percido nell'intorno di una intersezione (reale) f,=0 f, =0 sono ben
determinati i campi in cui passa la (12), come quelli appartenenti a regioni
di dato segno.

La « piccola variazione » & dunque pienamente determinata (ad es. nel
senso del num. 10) dal comportamento di g =0 e dal segno di ¢, dipendendo
ancora da quest’ultimo la secelta fra «piccole variazioni » eomplementari.

La (12), per gli opportuni valori di ¢, si' dira appunto dedotta dalla curva
spezzata mediante « piccola variazione » (algebrica).

§ 9. ESISTENZA DI UNA « PIGCOLA VARIAZIONE » ALGREBRICA
HQUIVALENTR AD UNA DATA « PICCOLA VARIAZIONE » TOPOLOGICA.

29. Da quanto si legge nel precedente paragrafo nasce il quesito se
una « piccola variazione » topologicamente possibile lo sia pure algebricamente,
cioe se ad una data scelta dei campi negli intorni delle intersezioni corrisponda
sempre uw'opportuna scella della g =0 e del segno di t.

Il quesito ha risposta affermativa, come si dimostra in questo paragrafo.
Si prenda in esame il caso di due curve. La (12) diverrad:

[i\f.+1tg=0. (12y

Annali di Malematica, Serie I, Tomo XXII. 20
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Detto k il numero delle intersezioni (reali) di €"1C™, sard

h=wn,n,. (13)

Si supponga dapprima n, + n, pari. Il sistema ¥, contenendo zero o due
circuiti dispari, produce una divisione D del piano in parti contraddistin-
guibili coi segni -~ e — (num. 4). Una «piccola variazione» della curva
spezzata si pud percio determinare con una distribuzione di segni nei k&
punti (num. 10), fissati 1 segni nei campi col 2.° criterio (num. 9).

Sia m il numero dei punti contrassegnati col — e si immagini la g =0
costituita da altrettanti piccoli ovali circondanti i detti punti ed ulterior-
mente da eventuali circuiti ciascuno dei quali seghi al pili un segmento di 3.

L’ingieme di ¥ e dei circuiti di g =0 produce nel piano una divisione D’
in regidni le quali si possono contraddistinguere coi segni + e — in tal
guisa, che nellintorno dei punti non circondati [risp. circondati] i segni delle
regioni nelle divisioni D e D’ siano concordi [risp. discordi].

Nell'ipotesi fatta per la g=20, a ¢ si attribuisca tal segno che la (12 si
svolga nelle regioni di segno -+ secondo D'; la (12)" si comporterd negli in-
torni dei % punti in tal modo da porre in atto la «picecola variazione » as-
segnata.

Lo stesso scopo si sarebbe raggiunto circondando con ovali i punti con-
trassegnati col 4 ed attribuendo a ¢ segno tale che (12)° si svolga nelle re-
gioni di segno —, secondo la nuova divisione D’ del piano in regioni (*).

Larbitrarietd che nasce dall’'ultima osservazione permette di riferirsi in
ogni caso ad una g=0 con ovali circondanti m fra i k£ punti, essendo

W=

k,

LS, -

quindi anche, per la (13):

1
W= Ry Ry (14)

(*) Se £ & connesso, oppure composto di un sistema connesso e di circuiti isolati, la
trattazione si puod semplificare e ridurre ad un computo di passaggi. Invero un segmento
congiungente due punti di ugual segno, essendo fagliato da due o zero ovali, presenta un
numero pari di passaggi, mentre un segmento congiungente puunti di segno opposto, essendo
segato da un sol ovale, presenta un numero dispari di passaggi (non alterando gli eventuali
ulteriori ecireniti di g==0 la paritd); e cid appunto deve essere (vedi num. 11).
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Le considerazioni svolte riducono, nel caso attuale, la soluzione del que-
sito posto in principio di questo num. alla costruzione di una curva g=0
del tipo indicato. Per questo si veda il num. seguente.

30. Si osservi dapprima che le curve d’ordine %(n1 - n,) passanti per

gli = punti da circondarsi formano un sistema lineare (C) di dimensione
= % (n, ~+ ny) (1, + 0, -+ 6) — m. (15)
Supposto »n, = n,, da (14) e (1) si deduca

r= g [0 =) = 6 120,
onde anche :

(n, — ny) (0, — n, +6) 4+ 1. (16)

r >

oo|

Ne segue che (C) non pud possedere C": come parte fissa, quindi che,
per lirriducibilita di C™, & di curve irriducibili. Risulla anzi che esso de-
scrive su C™ una serie lineare almeno oo', onde, se 0"t 0™ sono in posizione
algebricamente generica, allinfuori degli m punti assegnati, non possiede altri
punti-base su C"; in particolare (C) non possiede punti-base nelle ulteriori
intersezioni reali di C™ e O™, K quanto per ora suppongo (¥).

Siano w=0, w =0 due curve di (C) immaginarie-conjugate e del resto
generiche. Sia g, =0 una curva d’ordine #, 4, reale a punti immaginari. La:

g=wiw-+zg,=0, (17)

per z (reale) di valor assoluto abbastanza piccolo e di segno opportuno, sard
composta di piccoli ovali circondanti le intersezioni reali di w=0, w =0,
cioé da m ovali circondantii punti assegnati ed eventualmente da altri ovali
di cui ciascuno taglia al pitt un segmento di ¥. La (17) & la curva richiesta.

3L. 1l sistema (C) abbia oltre agli m punti assegnati, che dird punti P,
altri s’ >0 punti fondamentali (sewmplici), che dird punti P’, in ulteriori in-

(¥) La restrizione sard tolta al numero seguente. E bene perd osservare come nella mag-
glor parte dei problemi di «piccola variazione » sia lecito ridursi ad una posizione algebrica-
mente generica, sostituendo ad una delle curve date una curva prossima, senza alterare le
condizioni topologiche, le quali generalmente sono le sole essenziali.
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tersezioni di C*1 0™ (reali od, in parte, immaginarie-conjugate). Se fra gli m
punti assegnati solo m, = m forniscono alle (C) condizioni lineari indipen-
denti, una nota proprieta delle serie lineari speciali (*), applicata alla serie
caratteristica di (C), conduce in modo semplice alla

2wy, - AT,
onde alla
> m'. (18)

Sia (€0') il sistema delle curve d’ordine % (n, -+ n,) passanti per gli w/

punti P’ e si supponga che esso non possegga ulteriori punti fondamentali
nelle intersezioni di 0" (. Se w' =0, w' =0 sono due curve di (C’) im-
maginarie conjugate e del resto generiche e g, =0 & ancora una curva d’or-
dine n, -<n, reale a punti immaginari, la

g=ww-+7g9,=0,

per 2" opportuno, & una curva costituita da ovali circondanti le intersezioui
reali di w' =0, w =0, cioe dagli ovali circondanti quelli fra i punti P’ che
sono reali ed eventualmente da altri ovali di cui clascuno sega al pitt un
segmento di Y.

Se inoltre w =0, w =0 rappresentano ancora curve immaginarie con-
jugate generiche di (C), la

g=wiw—+zg =70,

per z opportuno, & la curva richiesta. Kd invero, poiche i punti P’ reali sono
interni ad ovali di ¢'=0, mentre i punti P sono esterni ad ogni ovale di
essa, si potrd sempre scegliere il segno di #z in modo che, per [z abbastanza
piccolo, la g =0 (priva di punti reali negli intorni dei punti P’ reali) sia
costituita- da m ovali circondanti i punti P ed eventualmente da altri di cui
ciascuno seghi al pitt un segmento di Y.

Si supponga ora che (C’), oltre agh w' punti P’, possegga " punti fon-

(*) L’ordine di una serie speciale & z al doppio della sua dimensione {teorema di Crir-
voRrRD); v. ad es.: BermiNi, Lo geometric delle serie lineari sopre una curva piana secondo il
metodo algebrico (Ann, di Mat., serie 2.2, T. XXII), num. 25, cfr. num. 38; SgGrE, Infrodu-
zione alla geowelria sopra un ente algebrico semplicemente infinito (Ibid.), num.i 72 ed 84;
— BrrzovLar:, Allgemeine Theorie der hoheren ebenen algebraischen Kurven (eit.), num. 27.
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damentali P” in ulteriori intersezioni di C™ C" (necessariamente fra i punti P).
Sussiste la
> an" (19)

analoga alla (18) e si puo introdurre il sistema (C”) delle curve d’ordine
%(n1 +n,) per i punti P”, del quale dapprima si suppone l'assenza di punti

fondamentali nelle ulteriori intersezioni delle 0"+ C™. In tale ipotesi, dette
w" =0, w"=0 curve immaginarie conjugate generiche di (C") e posto:

g =w" w 42" g,

g=ww 47 g
g=ww +z(,
per opportuni valori di 2" #, #, sara ¢ =0 la curva richiesta,

Nell'ipotesi contraria si continua il procedimento, il quale, per le (18),
(19) ed analoghe, necessariamente finisce.

E cosi tolta la restrizione posta al numero precedente.

32, Sia n, +n, dispari. 1l sistema ¥ contiene un sol circuito dispari.
Detta u =0 una retta generica, cio® non passante per le intersezioni delle
0" O™, 1l sistema composto di ¥ e della retta determina nel piano una di-
visione D in regioni contraddistinguibili coi segni - e —. Ai campi negli
intorni delle % intersezioni reali si attribuiscano i segni delle regioni a cui
appartengono secondo la D.

Si fissi una distribuzione di segni nelle % intersezioni; essa determina
una « piccola variazione » di ¥ e reciprocamente.

Si immagini la g = 0 spezzata nella retta =0 ed in una curva g, =0
(Fordine n, + n, -~ 1) costituita da piccoli ovali circondanti i punti contras-
segnati col — [oppure quelli contrassegnati col -+-] ed ulteriormente da cir-
cuiti ciascuno dei quali seghi al pili un segmento di ¥. L’insieme di ¥ e dei
circuiti appartenenti a g =wu g, =0 produce nel piano una divisione D' in
regioni, le quali si possono contraddistinguere coi segni + e — in tal guisa
che nell’intorno dei punti non circondati (risp. circondati) i segni delle re-
gioni nelle divisioni D e D" siano concordi (risp. discordi). Nell’ipotesi fatta
si attribuisea a ¢ segno tale che (12)° si svolga nelle regioni di segno - [op-
pure in quelle di segno —] secondo D’; si attuera cosi la « piccola varia-
zlone » assegnata.
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Il problema si riduce alla costruzione di una g, =0 del tipo indicato,
valendo per il numero n dei punti da circondarsi ancora la (14).

Interviene il sistema (C) delle curve d’ordine é(n,—}—n2 — 1) passante

per gli m punti, di dimensione
r=-;(n, 4+ n, —1) (0, 4 n, + b)) — . (15)
Supposto w, > n,, da (14) e (15) si deduce:
P é* (3, — iy — 1) (B, — 1y, + D)+ iy,
onde (escluso 1l caso ovvio #, =2, 5, =1, m=1, r=1):
r »é{(m —-n, — 1) (0, — 0y, +9) + 1. (tey

Se C™, C™ sono algebricamente generiche, 'ulteriorve trattazione si svolge
analoga a quella per la costruzione di g =0 al num. 30 e conduce alla

g,Ewﬂ)—i—zg(,:O

per opportuni valori di #, essendo w =0, w =0 immaginarie conjugate ge-
neriche in (C) e g, ==0 reale a punti immaginari (d’ordine %, + n, — 1).

Se €™, O™ sono tali che (C), oltre agli m punti assegnati, abbia ulte-
riori punti fondamentali nelle intersezioni reali delle curve stesse, valgono
considerazioni analoghe a quelle svolte al num. 31.

Il caso di due curve & dunque esaurito, anche per n, -+ n, dispari.

33. 11 metodo seguito nei num. 29, 30, 31, 32 per il caso di due curve
non si pud sempre immaginare esteso al caso di pil curve.

Il sistema ¥ possiede un numero pari o dispari di circuiti dispari, se-
condo che & pari o dispari #n, + n, -+ -- -+ n,. L’estensione del procedimento
conduce dunque sostanzialmente, nelle due ipotesi, alla ricerca di una curva
d’ordine »n, +n, +----+mn, oppure n, +n,+---+n,—1, composta di m
ovali circondanti altrettante fra le mutue intersezioni (reali) delle €™ ed even-
tualmente da ulteriori circuiti, ciascuno dei quali seghi al pilt un segmento
di . E inoltre lecito supporre:

|
m=-_-k,

2
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onde:

1 == —é— (n,ne -+m, 0, + - +n,_, 0. (20)

Pero la (20) non & condizione sufficiente per I'esistenza del sistema (C)

delle curve d’ordine ; (n,+mn,~+----+mn,) oppure ~012—(n,+n2+-~+n,,—-1)

passanti per gli s punti da circondarsi, se non si aggiunge la coudizione:

it A6 (0t ) > g @)
>Q (nx Tog ~4= 1oy g - - 1y, n?x),
oppure (rispettivamente) la:
n?+”§++”£+4‘(”1+n2++nh)> g @1y
>Q(n1n2+n1n3+'"_’"nh—l)"{"'ﬁ- -l)

Allinfuori d’ogni validitd generale, rimane tuttavia la possibilita di con-
tinuare il procedimento quando esista il sistema (C), cioé quando per le curve

s 1 . .
d’ordine ) (n,—+n,-+ - - +n,) o (rispettivamente) % (e, +ny=+ - +n,—1)

il gruppo degli m punti rappresenti un numero di condizioni lineari indi-
pendenti:

m, <—%~ My ~+ny + - m) (0, A0, + - 1, + 6)
o (rispettivamente):
{ .
My <og (04 Amy — 1) (0 1y 4w D).

Le considerazioni analoghe a quelle svolte nel num. 31 richiederebbero
pilt minuto esame, presentandosi qui il caso nuovo di un sistema (C) con
parti fisse (una o pilt delle ™).

Ma il problema posto all’inizio di questo paragrafo sard risolto per altra
via nel numero seguente in tutta la sua generalita.

34, Date le C+(s =1, 2,..., h) si contraddistinguano i campi neghi in-

torni delle & loro mutue intersezioni reali col segni + e — (num. 9). S'im-

magini una « piccola variazione » di ¥ determinata da una distribuzione di
segni nelle dette intersezioni (num. 10).

Si fissino due curve C™ C% (i <j) e si prescinda, per un momento, dalle
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rimanenti. Negli intorni delle loro intersezioni si mantenga la precedente in-
dicazione dei campi mediante segni e nelle intersezioni stesse si distribui-
scano i segni in accordo colla fissata distribuzione generale. Nascerd per il
sistema ¥, dei circuiti di C"¢C" una «picecola variazione », realizzata alge-
bricamente assumendo come curva trasformata la:

fif; +t;9,=0, (22)

dove g, =0, t; son scelti, ad es., nel modo indicato ai num. 29, 30, 31, 32.

Il segno di £, & cosi ben determinato, ma si supporrd, come & lecito,
che sia il +, includendo eventualmente un fattore (— 1) nel primo membro
della g,;,==0. Inoltre T'arbitrarietd che rimane nella scelta delle g, =0 per-
mette di escluderne il passaggio per mutue intersezioni delle (.

Si indichi eon f,; il prodotto di tutte le f., escluse le f,, f;. Dico che,
per e/feftuare algebricamente Uassegnata « piccola variazione » di Y, basta
nelle (12) [del num. 29] porre:

g= fm Gi» -+ frs g5 4+t fx:i!b‘j‘i‘ cee fb—m In_1 (93)
e t>0, ma abbastanza piccolo.
Ai parametri £, ¢; delle (12) e (22) si ridoni lintiera variabilitd, conside-
randoli come funzioni delle coordinate di un punto corrente nel piano:

N /Y (TEYY IOYY /2000 )
g
__ L, 95
by = 7 (25)
Dalle (23), (24), (25) segue:
1 _ 1 1 1 1 .
,%M:i;_+tﬁls_+..._;.z;+...+_m (26)

2]

Se si procede mediante la (26) al calcolo di =%, i termini del secondo

{
N H ti?'mﬁffgqﬂ o - s .. , .,
membro del tipo % == 7222 possono essere distintl in quattro gruppi: un
tqs fq fx g:,i
termine cogli indici q, s =14, j; = —2 {ermini con uno di essi =j; h—2
termini con uno di essi =+4; 1 rimanenti cogli indici diversi entrambi da
i, . Si stabilisee cosl una identita del tipo seguente:

t; o
TELELTALT 6T (27)
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Si faccia ora tendere comunque il punto corrente ad una delle interse-
zioni (reali) di C"(C"; poiche T,, T,, T, tendono a limiti finiti ed f;, f; ten-
dono al limite zero, segue

lim Y — 1. (28)

Se ne deduce che & possibile immaginare un intorno della intersezione
in cui ¢ e, posseggano lo stesso segno, onde nei campi in cui é ;>0 ¢
pure £ >0. Ossia i campi degli intorni delle intersezioni di C"¢ C"5 percorsi
da (22) sono pure percorsi. da (12) [per t >0 abbastanza piccolo e g dala
da (23)].

Tenuta presente la scelta delle « piccole variazioni » applicate ai sistemi
3., si conclude d’aver raggiunto pure per ¥ la « piccola variazione » asse-
gnata.

§ 0. ALTRE DIMOSTRAZIONI D’ESISTENZA PER ALCUNI CASI NOTEVOLL

35. In casi particolari la g =0, corrispondente ad una « piceola varia.
zione » assegnata, pud ottenersi con procedimenti essenzialmente diversi da
quelli indicati nella trattazione generale del § 9. A qualche esempio per se
stesso interessante & dedicato il presente paragrafo.

1.° mEsempI0. Sia dapprima C™ di genere p, dotata del numero massimo
di circuiti compatibile ecol genere, cioe (*) di p —+ 1 circuiti. Le % intersezioni
{(reali) siano tutte raccolte sopra un solo circuito y di €™ (onde manchino le
mutue intersezioni reali fra le rimanenti C"s) (*¥).

issendo ¥ composto di un sistema connesso e di eventuali circuiti stac-
cati, interverranno soltanto considerazioni di parita di passaggi (§ 3) e queste
potranno restringersi ai soli segmenti di vy (num. 13 in fine).

Le curve aggiunte della C™ di ordine n, +n, + - - - +n, segnano su di
essa una serie lineare di dimensione

r=p-+n, (B, +n,+-- +n,+3)—2 (29)

(*) Harwvack, loc. cit.
{(**) Il caso B), che verrd considerato al num. %4, rientra nelle attuali ipotesi.
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e di ordine r 4+ p (¥). Con
F=k=mn,(n,+n~+---—+mn,)

si indichi il numero dei segmenti di y che esigono numero dispari di pas-
saggi secondo la « piccola variazione » assegnata.

Si determini un gruppo della serie mediante » punti (algebricamente ge-
nerici) distribuiti come segue: 1.° un punto su ciascuno dei k¥’ segmenti in-
dicati; 2.° un punto su ciascuno dei circuiti di C" diversi da y, escluso I'e-
ventuale circuito dispari; 3.° i rimanenti »r — &' —p oppure r— 4 — p—+1
necessariamente in numero pari (¥*), raggruppati comunque in coppie di punti
immaginari conjugati, o di punti appartenenti ad uno stesso segmento di y,
o di punti sopra uno stesso degli ulteriori circuiti di ¢": (raggruppati cioé
in modo tale da non alterare la paritd dei passaggi).

Il gruppo sard necessariamente completato da p punti, fra cui quelli
reall disposti in numero dispari su ciascuno del p cireuitt di ¢ diversi da v,
cio¢ da p punti tutti reali giacenti rispettivamente sui p circuiti stessi.

Le condizioni offerte dal gruppo alle curve aggiunte d’ordine

Wy Hy Ry,

sono tutte reali, quindi per esso passano aggiunte (di tale ordine) reali. Una
generica di queste si pud assumere come curva g=>0.
36. Si consideri ora il seguente:

2.° mseMplo. Sia ancora ("t dotata di p -1 eircuiti. Le % intersezioni
siano perd distribuite su due civeuiti v, d della ¢™, ma ¥ sia, all’infuori di
circuiti isolati, connesso [per il che basta l'esistenza di un circuito apparte-
nente ad una (" (s> 1) e secante cosl y come 3). Inoltre la « piccola varia-
zione » assegnata sia tale che su ¢ due segmenti al pilt richiedano un nu-
mero dispari di passaggi. Sard sufficiente fissare la paritd dei passaggi su vy
e 3 (vedi nota al num. 13).

Supposto p> 1 (**), si riprenda il sistema delle aggiunte d’ordine

(*) Vedi ad es. Berting, loc. cit., num. 22 ¢); BrrzoraRry, loc. cit., num. 27.

(**) Se n, & pari, +—p perla (29) & pari, y & circuito pari, onde %' & pari, r—k —p &
pari. Se u; & dispari ey pure & dispari cosi r — p come %’ hanno la parita di n, + 0y -+. ..+ na,
onde »—k —p & pari. Se n, & dispariey & f)ari, le C»s(s>>1) non contengono circuiti dis-
pari, ciod sono d'ordine pari, »—p & dispari, ¥’ & pari, r—¥% —p 4 | & pari.

(***) 11 caso p = si tratta direttamente in modo semplice.
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n, + n, +---+mn, e si determini un gruppo della serie da esso segnata su
C" mediante # punti, distribuendoli cosi: 1.° uno in ciascuno dei & segmenti
di y richiedenti numero dispari di passaggi; 2.° uno su ciascuno dei p cir-
cuiti diversi da v, escluso I'eventuale dispari, in modo pero che, se d richiede
numero dispari di passaggi su due segmenti (ed & quindi pari), il punto
su & sia preso in uno di questi; 3.1 vimanenti r — % —p od r — & —p -+ 1
in coppie non alteranti la parita dei passaggi, coll’avvertenza che per p =2,
n, dispari, y e d pari, una coppia sia presa sul rimanente circuito (dispari).

Il gruppo sard completato da p punti rispetiivamente sui p ecircuiti di
O™ diversi da vy e rispetterd la paritda dei passaggi ovungue, fuorche, in ge-
nerale, su 3. Tale parita si potrd ristabilire riconducendo quello fra i p punti
indieati appartenente a d sul segmento opportuno.

Percid sopra un ecircuito ¢ di 0™, diverso da vy e 3, contenente uno, al-
meno, degli r punti determinanti il gruppo, si sposti tale punto fino a de-
serivere 'intero circuito (lasciando fissi su ¢™ gli altri » — 1 punti). Il gruppo,
detratti i punti fissi, varia cosl in una serie lineare semplicemente infinita
d’ordine p+ 1 e viene a coincidere con tutti i gruppi di questa aventi due
punti su ¢, nessun punto su vy, un punto su ciascuno dei rimanenti ecircuiti.
In particolare il punto mobile sul circuito 3 lo descrive per intiero, e, va-
riando opportunamente il gruppo, pud essere condotto sul segmento voluto.

Una generica aggiunta reale d’ordine %, + n, +--- + n,, passante per
il gruppo (di »+ p punti) cosi ottenuto, & la richiesta g =0 (*).

37. Si passi infine al seguente:

3.° Bsemplo. Sia O™ dotata di p circuiti e le 2 intersezioni siano raccolte
sopra un suo circuito y (onde ¥, all’infuori di cireuiti isolati, & connesso).

Si determini un gruppo della serie segnata su C™ dalle aggiunte d’or-
dine n, + n, -+ - - -+ n, mediante » punti cosi distribuiti: 1.° un punto su
ciascuno dei k' segmenti di y richiedenti numero dispari di passaggi; 2.° un
punto su ciascuno dei p circuiti di €™ (il punto su y dicasi 4), escluso I'e-
ventuale circuito dispari se & diverso da y; 8.° i rimanenti n—% —p od
n— kK -+ p-+1 punti in copple non alteranti la paritd dei passaggi.

11 gruppo, completato da p punti rispettivamente sui p circuiti, in ge-

(*) Nei due esempi & notevole I'uso della geometria sopra una curva di genere p dotata
di p+1 circuiti. Per altre applicazioni di questa si veda la mia Nota: Serie lineari e corri-
spondenze sopra una curva di genere p dotata di p 4 1 circuiti (Rend. R. Ist. Lomb., serie 22,
XL, 1910).
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nerale su y (ma non altrove) contravviene alla parita dei passaggi. Se pero
uno degli » punti determinanti il gruppo descrive un circuito (di C*) diverso
da v, mentre-gli altri » —1 son fissi, il punto mobile su y pud essere con-
dotto sul segmento contenente 4, ristabilendo la paritd dei passaggl.

Una generica aggiunta (d’ordine »n, -+-n,4-----+n,) passante per il gruppo
fornisce ancora la g=20.

§ 1. ESTENSIONE DEL CONCETTO DI « PICCOLA VARIAZIONE » ALGEBRICA.

38. Riprendo la trattazione del § 8, sulla
fifoo fittg=0, (30)

ma abbandono due delle restrizioni ivi imposte, ammetiendo: 1.° che per un
punto (reale) del piano passino eventualmente anche piti di due C"; 2.° che
la g =0 possa passare [semplicemente (*)] per alcune (anche per tutte) le
mutue intersezioni (reali) delle C".

Osservo che il sistema dei circuiti delle C* & un sistema Y nel senso
(pitt esteso) del § 6; dico inoltre che, per |{| abbastanza piccolo il sistema
dei circuiti di (30) & il trasformato ¥'di ¥ in una « piccola variazione » intesa
nel senso (pilt esteso) del paragrafo stesso.

Cid verrd dimostrato nei num.! seguenti riprendendo le notazioni ivi in-
trodotte.

39. Sia O un punto del piano pel quale passino r =2 circuiti di} e
si supponga dapprima che g =0 non passi per 0. In un intorno di O non

. - . - . » /\ o -
contenente punti di g=0 si considerino i 2r campi 4,0 4,,, (num. 23); in
punti di uno stesso campo la

ha uno stesso segno ben determinato, mentre in punti rispettivamente di due
> >

campi consecutivi 4,0 4,,,, 4,4, 0 4,4, ha segni opposti.

(*) 11 supporre per g =0 una singolaritd in una intersezione delle Cwi, porterebbe con-
seguentemente ad un punto multiplo ivi per la (30), e cid si vuol qui escludere (vedi la pre-
fazione).
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Segue che ¢ assume segni alternati nei 2r campi intorno ad 0. Se, per

fissare le idee, si suppone {>0 nel campo A,/O\A?, la- trasformazione di
fife...fi=01in (30) da luogo in O ad una «piccola variazione» e precisa-
mente ad una operazione U od U’ secondo che & t >0 oppure {<T0.
40. Si supponga ora che g=0 passi per O senza loccare ivi alcuna
delle C".
Se su g ==0 da bande opposte di 0, e nell'intorno di questo, si pren-
dono due punti G, @G, (Figg. 17 e 18), i segmenti 0 G,, 0 G, giacciono in due

~N AN
campi opposti al vertice 4,_, 0 4,, 4,,,_, 0 4,,,, dividendo ciascuno di questi

in due nuovi campi.
Si hanno cosi in tutto 2» 42 campi intorno ad O e in essi ¢ assume

ordinatamente segni alternati, Per es. in GI/O\A{ st £ > 0.

La (30) ha in O con g =0 contatto r-punto, ed il circuito 3 di essa tan-
gente la g =0 lattraversa in O oppure non lattraversa, secondo che r &
dispari (=2s-4 1) o pari (=2s).

Per r dispari e t >0, il circuito 3, nell’intorno di 0, si svolgerd nei campi
GI/B\A,», Gg/(’)\A,.ﬂL, e risulterd quindi dall'unione in O dei segmenti prossimi

ad 0 4;, 04,,,. La rimanente parte di (30) nell'intorno di O si svolgerad nei

campl A5 0 Aisry Aipryor O Ay, (I=1, 2,..., 8) [vedasi Fig. 17].
Per r dispari e t<Z0 si presentano considerazioni analoghe coll’inter-
vento di 04, ,, 04, , in luogo di 04,, O04,.,.
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Dunque la trasformazione di f, f, ... f, =0 in (30) d& lwogo in O ad uwna
« piccola variazione » e precisamente ad una operazione V, oppure V,_,, se-
condo che & t >0 oppure £<0.

Per r pari e t >0, il circuito J, nellintorno di 0, si svolgerd nei campi

G, 0A4,, 4,.._,0G, e risulterd quindi dall'unione in O dei segmenti prossimi
ad 0 4,, 0A4,,.._,. La rimanente parte di (30) nell’intorno di O si svolgera nei

AN NS

campi 4, , 04, (=1,2,...,s—1)ed 4, ,, 04,14, (1=0,1,2,..., s—1)
[vedasi Fig. 18].

Per r pari e t<<0 si presentano considerazioni analoghe coll’intervento
di 04,,,04,, in lvogo di 04,, 04,,_,.

Dunque la trasformazione di f, f,...f, =0 in (30) da luogo in O ad una
« piccola variazione » e precisamente ad wuna operazione W, oppure W, se-
condo chg & t >0 oppure ¢ <0.

41. Se g =0 Ra con v, contatto dispari (in 0), il circuito 3 di (30) tan-

gente g =0 si comporta come nel caso del precedente numero, del quale
persistono percio le conclusioni.

G,

Fig. 19. Fig. 20.

Se g==0 ha con y; contatto pari, il cireuito d non attraversa od attra-
versa g = 0, secondo che r & dispari o pari.

Si supponga che, nell’'intorno di 0, g =20 si svolga nei campi 4,0 4,,,,

Ay 04, e dicansi 0 G,, 0 G, | segmenti di essa in detti campi (Figg. 19,
20, 21).
Nei 27+ 2 campi (intorno ad 0) ¢ presenta ordinatamente segni alter-

. ] AN
nati; sia t >0 in 4,0G,.



mediante « piccola variazione » di una curve spezzolo. 165

AN

Sia r dispari. Per t>0, 3, presso O, si svolge nei campi 4,0 G,,
AN

G, 0 4., e risulta dall'unione in O dei segmenti prossimi ad 0 4,, 04,

[Fig. 19]. Per t<C0, 3, presso 0, si svolge nei campi GI/O\ Aigss AM.,_,/O\G2 e
risulta dall'unione in O dei segmenti prossimi ad O 4., O 4,,_, [Fig. 20].
E ovvio in entrambi i casi I'ulteriore comportamento di (30) nell'intorno di 0.
Onde :

Lo trasformazione di f, f,...[,=0 in (30) da luogo in O ad una ope-
razione V, oppure Z,, secondo che & {0 oppure t 0.

Sia r pari. Secondo che & ¢{>0 oppure ¢ <C0, 3 si svolge, presso 0, nei

N ~
campt 4,0G,, 4,,_, 0 G, op-

RS N
pure G,04,,,, G, 04, e ri-
sulta quindi dall’'unione in O
del segmenti prossimi ad O 4,,
04, ,oppure O4,,.,,0A4,,.
E ovvio l'ulteriore comporta-
mento di (30) nell'intorno di O.
Onde la trasformazione di f,,
feseoos [ =0 in (30) do luogo
in O ad una operazione W,
oppure W, ,, secondo che é
>0, oppure t<0 (vedi Fi- Fig. 21.
gura 21 per {>>0).

42. Da quanto & svolto nei precedenti numeri risulta che ad ogni scelta
di g =0 e del segno di ¢ corrisponde (per |¢] abbastanza piccolo) una « pie-
cola variazione » topologicamente ben determinata. Qui, come nel caso ristretto
del § 8 (cfr. § 9), sorge la questione se inversamente ogni « piccola variazione »
topologica si possa ottenere algebricamente con opportuna sceltd di g =0 e
di £. Il quesito ha in alcuni casi risposta affermativa, ma la trattazione ge-
nerale offre qualche difficolta.

Il solo caso che si presenterd nel seguito & perd del tutto ovvio. Esso &
quello di tre vette concorrenti in un punto 0, nel quale & da operarsi una V.
Basta percid assumere come g==0 una cubica reale che passi semplicemente
per O attraversando campi opportuni e dare a ¢ segno opportuno, sempre
in conformitd alle condizioni esposte al num. 40. Tale determinazione & evi-
dentemente possibile in pilt modi.
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§ 12. GONDIZIONI NECESSARIE E SUFFICIENTI PERCHE LA CURVA TRASFORMATA
ABBTA IL MASSIMO NUMERO DI GIRGUITI COMPATIBILE COL $UO ORDINE.

-+ 1 eircuiti

43. Una eurva d’ordine » possiede al pilt (n— I)Q(n-—- 2
e, per ogni valore di », esistono curve dotate di circuiti in tal numero (¥).
Nel presente paragrafo stabilisco condizioni necessarie e sufficienti perche
una « piccola variazione » algebrica (nel senso piil esteso del § 11) produca
una curva del tipo detto.

I sistemi costituiti dai circuiti delle singole C” (i =1, 2,..., h) si possono
considerare come sistemi S;, nel senso del § 4 (num. 16 e segg.), del quale
si riprendono qui le, notazioni (cfr. § 7).

Il numero k, anche nel senso pil esteso del § 7 [form. (5)], rappresenta
il numero totale delle mutue intersezioni reali fra le C". Infatti gli r circuiti
passanti per un punto O appartengono ad r distinte ¢"; in O son dunque
raccolte ﬂ%—:—i) mutue intersezioni.

Applicando a ciascuna delle C™ la proprieta richiamata all’inizio di questo
numero, poi sommando, si ottiene:

af(lﬁfi)g)(ﬁ:@_{_..._%

= n=2)

ossia :

af—%«(nlﬂkm+---+m,—1)(n1+ng+---+m——‘2)+ g (31)

+Qh —n g — W Mg — - — Ry, Ny — |

ove il segno == figura solo se ogni C" ho numero massimo di circuili.
Per la (6) [num. 25], da (31) segue:

a'é%(nl—%—ng—l—---—]—n,,—-l) 4w+, —2)4+1—Y, (32

-

posto .
Y= n+nn,+ - F+n_n—k)—2(d—1), (33)

(*) Harnack, loe. cit.
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coll’avvertenza che in (32) figura il segno = solo se ¢io avviene cosi in (6)
come in (31).
Poiché sistemi S, appartenenti a sistemi ¥, diversi non hanno interse-

zioni comuni (num. 18), cosi il numero delle k,, nulle & = (-l—(—d@——l) - D’altra

parte, se & k, =10, & n,n,= 2 percheé pari; ossia Uannullarsi di una %,, porta
alla differenza n,n, -+ +n,_,n, —k il contributo di due unitd almeno.

Y

Percid &:
By By 0ty By~ -+, 0y, —R=d(d—1) (34)

ove per d>1 il segno = figura soltanto se ogni ¥, consta di un solo
S.(d="h) e se inolire ad ogni k,=10 corrisponde n, n, = 2.
Da (33) e (34) si deduce
Y=(d—2)(d—1)
Y=0 (89)

ove il segno = figura solo se cio avviene in (34) ed inoltre d assuma uno

onde :

dei valori 2, 1.

44. Condizioni necessarie perche la curva trasformata sia del tipo ri-
chiesto sono ora Vannullarsi di Y e la comparsa del segno = in (32). Tali
condizionl risultano pure sufficienti, quando si aggiunga la possibilitd di tra-
durre algebricamente la relativa « piccola variazione » topologica.

Si supponga d=2; da precedenti osservazioni si deduce: b =2, n, 0, = 2,
onde n, =92, n, = 1. Si perviene cosi al sistema di una conica e di una retto
che non si tagliano. Poiché una « piccola variazione » qualunque del sistema
produce una cubica con due circuiti (numero massimo) cosi, per questo primo
caso, le condizioni risultano sufficienti.

Si supponga d=1; perché sia Y =0 occorre che sia

E=n,n+nn, -+ n_,n,,

cioé che le wmutue inlersezioni delle C" siano tulle reali. Sussiste dunque la
k. ==0 per ogni coppia di indici. Perche in (32) valga il segno ==, deve esso
valere in (31) [cioe le singole C" debbono avere il wassimo numero di circuiti]
ed anche in (6) [cioé deve presentarsi uno dei casi indicati al num, 27 in fine
(cfr. num. 14, 16, 17), coll’avvertenza che nell'ultisno di essi dalle n, 1, =k, =1,
Wk =k, =1 segue n, =n, =n, =1]. In tali casi la « picecola variazione »
& algebricamente attuabile (§9 e § 11 al num. 42), onde ancora le condizioni
risultano sufficienti.

Annali di Matematica, Serie IIl, Tomo XXII. 99,
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Couneludendo :

Condizione necessaria e sufficiente perché la « piccola variazione » di una
curva spezzata (nel senso del § 11) produce una curva dotata del wmassimo
winmero di circusti compatibile coll’ ovdine é che si verifichi uno dei seguenti
casi :

A) Lo curva si spezza ik wna cowica e in una retfa non sscantisi; la
« piccole variazione » & arbitraria.

B) La curva si spezza in due curve C" U provvedute del massimo nu-
mero di civcuwiti compatibile coi relativi ordini, aventi le intersezioni tutle
reali (e distinte) raccolte su due circuiti v, vy, rispeltivamente di C'1C" e su
questi { per opportuna scelta dei sensi) ugualmente ordinate. La « piccola va-
riazione » proviene dall attribuire il segno -+ a tulte le infersezioni, secondo
il 1. criterio (num. 9) [in relazione alla detta scelta- dei sensi].

C) La curva st spezza in tre C"1 0" O™ provvedule del massino numero
di circuiti compatibile coi relativi ordini, aventi le mutue intersezioni tutle reali
(distinte), collocate su tre circuiti v, ¥, v, rispeltivamente di (" C"= C”s, éi nmodo
che le intersezioni appartenenti a vy, si possano pensare ugualinente ordinate
su i esso e sul circuito risultante dalle riunione di due « seginenti » di v,vy,
cogli estremi in comune (i, j, L==1, 2, 3). I segmenti dei circuiti YiY2Ys SO
collegati in k— 3 coppie e in due < iriangoli»; se i sensi su v, Y.y, si scel-
gono in modo che un «triangolo » (quindi anche I'altro) sia percorso con con-
tinuiter, lo « piccola variazione » proviene dall’ attribwive il segno — « tutie le
interseziont, secondo il 1. criterio.

D) La eurva si spezza in quattro O C": O O proveedule del wassimo
wanero di cireuiti compatibile coi relativi ordind, aveni le mutue intersezioni
tutte reali (distinte), collocate su quattro civeuwili v, vy, v, v, vispetlivamente di
0" O C™y i modo che le inlersegioni appavtenenli a v, (per opportuna
scelta del sensi) siano ugualmente ordinate su di esso e sul contorno di wun
« triangolo » avente per lati segmenti rispettidamente di v, v, v, U, §, 1, m =1,
2, B, 4). La «piccola variazione » proviene dall’ attribuire il segno — a tutte
le intersezioni secondo il 1.° criterio (in relazione alla della scelta dei sensi).

E) La curva si spezza in tre refle uscenti da wn punto O, nel quole si
atiuw wn operazione di tipo V (§ 6) (¥).

(*) 1 casi 4) ed E) sono ovvii. Del caso B) forniscono esempi | melodi di Haryack, di
Hissrt, della cubica ausiliarve, della quartica ausiliare, di moltiplicazione mediante genera-
trici bifronti, Per i primi due metodi vedansi i lavori cilati nella prefazione; per i rimanenti
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Come corollario si deduce Vimpossibilita di generare curve col massimo
niwnero di circwiti mediante curve spezzate in cinque o piw C7 (*).

vedasi la mia Nota: Sulla generazione delle curve piane di genere p dotate di p -+ | circuits
(cit.), ove le condizioni del caso B) sono dimostrate sufficienti coll’inclusione di una condi-
zione superflua riflettente la projettabilita al finito dei segmenti sui quali sono ordinate le in-
tersezioni. Esempi del caso C) sono forniti da uva generatrice a cireuito bifronte e da due
rette secanti le rispettive frouti; ed anche da una generatrice a circuito bifronte, dalla bi-
fronte prossima e dalla curva dedotia per duplicazione (Nota cit.; num. 6) Un esempio del
caso D) & dato da una generatrice a circuito trifronte e da tre rette secanti le rispettive fronti
(Nota cit.; num. ). Ulteriori esempi, specialmente del caso B), saranno oggetto di prossima
pubblicazione.

(*) Sul campo di validita per le conclusioni raggiunte osservo quanto segue. Le restrizioni
poste sono: L.° la g==0non ha punti multipli nelle mutue intersezioni reali delle Cui; 2.° le
Cn pon hanno mutui contatti reali; 3.° le €% non hanno punti multipli reali. La prima
restrizione pon influisce sul risullato; infatti U'ipotesi contraria attribuirebbe alla curva tras-
formata punti multipli, il ehe non avviene se essa possiede il massimo numero di circuiti
compatibile coll’ordine. B presumibile che anche la seconda restrizione non abbia valore so-
stanziale, se si riflette alle couseguenze prodotie dal sostituire ai contatti convenienti inter-
sezioni. Ad A4) si dovrebbe perd aggregare {(come caso limite) 'opportuna « piccola varia-
zione » della curva che si spezza in una conica ed in una tangente di questa. La terza re-
strizione & invece essenziale.

Pavia, 9 Aprile 1913.
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