
SuUa generazione di curve piane algebriche 

reali mediante piccola var iaz ione ,  di una 

curva spezzata. 

(Di  LUIGI BRUSOTTI, a Pav ia . )  

G l i  studi sul numero ,  sulla disposizione e sul compor tamento  dei cir- 
cuiti di una  curva piana algebrica reale si sono svotti pr incipahnente  in due 
indirizzi. 

Uno di essi prende le mosse da ua 'osservazione di CAYLEY sull 'esistenza 
di sestiche plane (prive di molteplicith) dotate di un  sol circuito non pro- 
jettabile in teramente  al tinito (~), e si fonda sul concetto di indice, cio~ del 
minimo numero  di punt i  (reali) in cui uu  circuito ~ tagliato da una  tetra 
(reale). Cosi CHARLOTTE ANGAS SCOTT ha dimostrato che per  ogni ordine n 
esistono cm've razionali costituite da un circuito d'indice n - - !  e curve ellit- 
fiche costituite da un tal circuito ed eventualmeute  da un ovule (~*) e PETER 
FIE~.D ha t rovato che per ogni ordine n esistono curve, prive di singola- 
rit'~., dotate di un  sot circuito d'indice n--4~, mentre  esistono curve di genere 
p [[ ~ p ~ _ _ n - - 2 ]  costituite da p circuiti tali c h e l a  somma dei loro indic i  

sia = n - -  2 ( ~ ) .  
L'attro indirizzo, pifi largamente  rappresentato,  parte dai elassiei risul- 

tati di un tavoro di HaR~ac~: (~***). In esso ~ dimostrato the  una  eur.va di 

(¢¢) CAYLEY, Ot~ quartic curves (Phil. Mug. XXIX, 1865; Coil. Math. Pap., vol. V, 
pag. 468). 

(~¢¢¢) SCOTT, Oa the Circ~its of plane Curves (Transactions of the Amer. Math. Society, 
vol. 3, 1902, pagg. 388-398). 

(a~) FIELD, OU the Circuits of a plane Curve (Math. Ann., Bd. LXVII, pag. 126; Bd. LXIX, 
pug. 918). 

( ~ * )  Ueber die Vieltheili,jkeit der ebeuen algebraischen Curven (Math. Ann., Bd. X, l)a- 
gine i89-198). 
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genere p possiede al pifi p - i -1  circuiti, che per ogni valore d i p  esistono 
curve dotate di circuiti in tal numero e che per ogni ordine n esistono curve 

plane dotate di (n --  1) (n - o~) 2 g- l cireuiti (~mmero massimo). HILBERT nella 

prima parle di una Memoria.( la  cui seconda parle ~ dedicata alle curve 
gobbe reati di massimo genere) dimostra l 'esistenza di curve plane d'ordine n 

fornite di ( n - -  1) ( n - - ~ )  i ( n - -  ~) [per n pari] op- + l circuiti, dei quali 

l 
pure -02-(n--3) [pet" n dispari] sono disposti in modo che il primo sia in- 

teruo al secondo, il secondo al terzo, ecc., ecc. (eingeschachtelte Ziige) (*). I 
metodi ed i risultati di HILBERT SOnO estesi da HULBUHT e da Miss RAGS- 
DA[~E (+++). Altri procedimenti per la costruzio~m di curve pia~le reati d'or- 
dine n, col massimo, numero di circuiti, sono esposli in una mia Nota (**++). 

Atle dette ricerche si cotlega il teorema secondo cui non esisto.no se- 
stiche plane (reali) dotate di undici circuiti, ciascuno dei quali sia esterno 
agli altri; teorema enunciato da HILBERT (1OC. cir.), preso pure in esame da 
'WRIGHT e da KLARA L6BENSTEIN (as~*) e recentemente dimostrato da ROHN (**). 

Nel citato lavoro di Miss RAGSDALE viene enunciata una generalizzazione di 
esso per curve d 'ordiae pari qualunque, ma la dimostrazione rifle[te le sole 
curve ot[enute col metodi di HARNACK e di H~LBERT. 

(~¢) HILBERT, Ueber die reellen Zi~ge algebraischer Curven (Math. Ann., Bd. XXXVIII, 
pagg. 115-138). 

(~) H~JLBURT, A Class of New Theorems ou the Number and Arrangement of the Real 
Branches of Plane Algebraic Curves (American Journ. of Math., vol. 14, pag. ~46). -- RAGs- 
DALE, On the Arrangement of the Rear Branches of Plane Algebraic Curven (American Journ. 
of Math., vol. ~8, pagg. 377-404). 

( ~ )  S~dta generazione delle curve piane di genere p dotale d i p  ~- ~ circuiti (Rend. R. Ist. 
Lomb., serie lI, XLIII, 1910, pag. 143). 

( ~ )  WnmnW, The Ovals of the Plane Sextic Cwrve (American Journ. of Math., vol. ~9, 
pagg. 305-308). --L~BENSTEIN, Ueber de~ Satz, dass eine ebene, algebraische Kurve 6. Ordnung 

mit 11 sich ei~a~der aussehliessenden Ovalen nichl existiert (Inaug. Disser[. GSttingen, Kaest- 
net, 1910). Cfr. l'alt~'a dissertazione uscita contemporaneamente atla precedente: G. KAHN, 
Eine allgemeine Methode zur Untersuchung der Gestalten der algebraischen Kurven (G6ttin- 
gen, 1910). 

(%) Die ebene Kurve 6. Ord~ung mit elf Ovalen (Leipz. Bet.; 63; I9~[t).- Die Maximah 
zahl und Anordnung der Ovale bei der ebetten Kurve 6. Ordnung u~d bei der Fldche 4. Ord- 

Hung (Math. Ann., Bd. LXXIII, 1913). 
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Gli s tudi  di KLEIN (~) [pur r ia t taccandos i  in par te  a quelli  di ZEUTHEN 

sulle bi tange~t i  di uua  quar t ica  p iana  reale (*~)] si svolgono con metodi  ori- 

ginali carat ter izzat i  specia lmente  dal l ' in tervento detle superiicie det te  di RIE- 

MANN-KLEIN e dalla loro dist inzione in d ias immetr iche  et or tosimmetr iche.  

Qui r icordo come sia da KLEIN dimost ra ta  l 'esis tenza di curve di genere p, 

dota te  di 0, 1,. . . ,  p circuiti, nel caso dias immetr ico,  e di curve di genere p, 

dota te  d[ p - ~  1, p - -  1, p - -  3 , . . .  circuiti nel easo or tos immetr ico .  

Non iusisto sui lavori concernel~ti curve di quarto,  di quinto e di sesto 

ordine,  do ta te  o meno di assegna te  singolarith, lavori dovut i  a W. FR. MEYER, 
BRILL, GENTRY, BULLARD~ HJELMMAN, BARCROFT, DOWLING, PETER FIELD, PtO- 

S E N B L A T T . . .  (*'~*). 

Nelte r icerche var iamente  dirette,  the  si son venute  ci tando, l 'effettiva 

cost ruzione di curve soddisfacent i  a condizioni  assegnate  g generahnente  ot- 

t enu ta  mediante  (~ piccola variazione >, di una  curva spezzata.  Il me todo  con- 

siste nella iu t roduzione  di h ~  curve f , - ~ O  d'ordini  n , ( i = l ,  2, . . . ,  h) a- 

punti  reali e di una curva reale g = 0 d 'ordine n, H - n ~ - E ' . .  H-n,,, con tale 
scelta che la cu rva :  

f ,  L . . . t ' , 1  + t g = 0  (~) 

per  t reale, di segno oppo r tuno  e di valor assolu to  abbas t anza  piccolo, pos- 

segga le volute  proprietY. 

Nella presente  Memoria mi sono proposto  di so t toporre  il metodo  della 

~< piccola variazione >~ ad uno s tudio sistematico.  Allo scopo di circoscrivere 

(a) Vedansi specia[menLe: Eine neue Relation zwischen den Singularitdten einer algebrai- 
schen C~trve (Math. Ann., Bd. X, pag. 199). --  Ueber den Verlauf der Abel'schen tntegrale bei 

den Curven vierten Grades (Ibid., pag. 365). -- Ueber eine neue Art yon Riemann'schen Fld- 

chert (ibid., pag. 398; cfl'. Bd. VIi~ pag. 7)58). -- Ueber Realitdtscerh~iltnisse bei der einem be- 

liebiger Geschlechte zugeh6rigen Normalcurve der ~ (Math. Ann., Bd. XLII, pag. l). -- Rie- 

mann'sche Fl~ichen (Autograph. Vories., GSttingen, 1892). 
(~') ZEUTHnN, Sur les diffd~'entes formes des courbes du quatri~me ordre (Math. Aun., Bd. VII, 

pag. 410). 
( ~ )  Per la bibliografia in proposito vedasi la diligente prefazione al lavoro di ROSEN- 

BLATT: Untersuchungen i'tber die Gestalten der algebraischelt Kurven sechster Ordnung (Bull. 
de i'Acad6mie des Sciences de Cracovie, 1910, pag. 636): Cfr. pure Ko~N, Specielte ebene al- 

gebraische Kurvel~ [Erster Tell: Ebene Kurven drifter und vie~ter Ordnung] (Encyc|op~die der 
Math. Wiss., III, % Heft 4), num. 53. 
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la trattazione, ho per6 escluso, cost per le f, ~ 0 come per la (~), l 'esistenza 
di punti multipli reali e per le f , =  0 anehe quelta di mutui eontatti reali. 
In talk eampo ho potuto raggiungere risultati di uotevole generalit'~. Ho di. 
mostrato, ad es., come (supposte te f ,=O in posizione generiea) si possa 
realizzare algebrieamente una ,~ pieeola variazione ,, di eui siano assegnati i 
earatteri topologiei (§ 9) ed ho stabilito le eondizioni pereh~ la (:~) risulti 
dotata del massimo nmnero di eireuiti relativo al suo ordine (§ 12). 

Le rieerehe svolte si fondano in parte su concerti e proeedimenti offerti 
dall'Analysis situs de[ piano projetfivo, in parte inveee su sviluppi di earat- 
tere algebrieo appartenenti  speeiahnente alla t~eoria dei sistemi lineari di curve 
piane ed alla geometria sopra una eurva. 

Neli'intento di mantenere nettamente distinti i due diversi ordini di eon- 
s[derazioni, ho diviso il lavoro in due patti. La prima (dal § I al § 7) ~ di 
eontenuto strettament'e topologieo, la ' seeonda (dal § 8 al § 12) ne appliea 
le conclusion[ alle curve piane algebriehe reali. 

I1 § 1 eontiene aleuni preliminari sui circuiti (priv[ di punti multipli) nel 
piano projettivo e sulla divisione in regioni prodottavi da un sistema di eir- 
euiti in numero tinito. 1~ notevole, per aleune distinzioni in easi, t 'intervento 
del eoneetto di segmento di seconda specie rispetto ad un eireuito park 

I §§ ~, 3, 4., 5 si riferiseono a sistemi E di eireuiti sottoposti alla restri- 
zione ehe per un punto del piano passino al pifl due eireuiti del sistema. 

Nel § 2 ~ studiata la (~ pieeola variazione ,, di un sistema E col metodo 
dei collegamenti, eio~ mediante un'operazione topologiea nell'intor~w di ogt{i 
mutua intersezione 0 fl'a eireuiti di E [soppressione in E dei segmenti eon- 
eorreuti in 0 e sostituzione con due collegamenti in campi opposti al ver- 
tiee (Fig. ~)]. 

Nel § 3 ~ inirodotto il metodo dei passaggi in eui ~ essenziale la eon- 
siderazione del numero p a r i o  dispari delle intersezioni di un segmento (o 
di un eireuito) col suo trasformato [pa~'itie dei passaggi]. Nella determina- 
zione di una (( pieeola variazione >, con tale metodo int, ervengono il eoneet[o 
di Streckencomplex e quetlo di albero. 

[1 § ~ stabilisee un limite superiore per il numero a' dei eireuiti del si- 
sterna ~' trasformato di E. Se 32 possiede a eireuiti e presenta k-I-~0 inter- 
sezioni, si dimostra la:  

a ' ~ a - l - k - - ~ .  

Supposto per5 E decomponibile in h sistemi S~( i - -1 ,  ~,..., h) tall the 
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circuiti  di uno stesso S, non posseggano mu tue  intersezioni,  si t rova :  

a" ~ a - t - h - - 2 ( h - - 1 ) ,  

quando  due sistemi S,, S~, posseggano sempre  klj=[=0 mutue  intersezioni.  
Per  h = 2, 3, ~ il limite super iore  pu6 diventare  un  mass imo colla comparsa  
di partieolari  coppie, terne,  qua te rne  di circuiti, ment re  cib si esclude per 
h ~ & L'ipotesi che le h,j non siano necessar iamente  tut te  =]= 0 porta  all'in- 
t roduzione di una  costante d ed alla relazione : 

a' ~ a + k - - 2 ( h - - d ) .  

II § 5 b uno  studio topologico delle coppie, terne e qua te rne  di circuiti 
inerent i  ai cast di mass imo trat tat i  al § 4. I tipi elencati sono rappresen ta t i  
nelle tavole fuori testo. 

Net §§ 6, 7 b tolta una  precedente  restrizione, supponendo  che per  un 

punto  del piano possan passare pih di due circuiti  di Z. Nel § 6 b genera- 
lizzato in tal senso il concerto di ~ piccola var iazione ~, col l ' in t roduzione di 
convenient i  operazioni elementari .  Nel § 7 si es tendono ai nuovi sistemi i 
risultati  del § ~. 

I1 § 8, che inizia la Par te  II, s tudia  la curva  (~.) nelle ipotesi che per  un  
punto  reale del piano passino al pifi due f~ -= 0 e che la g = 0 non contenga 
nessuna  delle mutue  intersezioni  reali fra le f~ ~ 0. Risul ta  che il s istema ~]' 

dei circuiti  di (:¢) si ott iene da quello E dei circuiti della curva  spezzata 
/'1 f ~ . . .  [~, ~ 0 con un p roced imen to  di (( piccola variazione ~ nel senso dei 

Sorge il quesi to se rec iproeamente  aria (< piceola variazione ,, topologiea 
de te rmina ta  possa a lgebr ieamente  effettuarsi  nel modo indieato. I1 § 9, man- 
tenute  le ipotesi restri t t ive del § 8, r isponde af fermat ivamente  a tale quesito. 
Nel easo di due curve f, = 0, [~ = 0, la t ra t tazione si r iduee alla eostruzione 
di u n a  g-~-0,  la quale (alFinfuori even tuahnen te  di una  retta) sia nella sua 

1 
parte  essenziale eosti tuita d a m  ~ -~-~ n, n~ ovali e ireondanti  a l t re t tante  mutue  

intersezioni reali delle L = 0, f~ = 0. 1~ notevole l ' in tervento delle curve d'or- 

dine n~-q-n~ .n,-}-n~ - -  1 2 oppure  ~ - -  passant i  per le dette m intersezioni.  Per  

h > 2 eurve f, .... 0 la t ra t tazione si fonda su quella de] preeedente  easo h = ~. 
II § 10 risolve, con metodi  essenzia lmente  diversi, la quest ione det ~ 9 

in aleuni easi partieolari.  In essi una  delle [, = 0 ~ una  eurva di genere p 
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d o t a t a  d i p  -]- I o p p u r e  d i p  c i rcui t i ,  la g = 0 u n a  sun  c u r v a  a g g i u n t a  de- 

t e r m i n a t a  m e d i a n t e  c o n s i d e r a z i o n i  di g e o m e t r i a  sul la  curva .  

I1 § 11 togl ie  le s o p r a i n d i c a t e  resh ' iz ioni  del § 8;  a d  u n a  ~( p icco la  va- 

r i az ione  )) a lgebr [ca  cosi e s t e sa  c o r r i s p o n d e  u n a  (( p icco la  v a r i a z i o n e  ~ topo-  

logica ne[ s e n s o  pifi e s teso  del § 6. 

Nel § 12 s o n o  s tab i l i t e  le cond iz ion i  neces sa r i e  e suff ic ient i  perch~ u n a  

(( p iccola  v a r i a z i o n e  ~ a lgebr i ea  (nel  senso  .pifl l a rgo  del § 11) p r o d u c a  u n a  

c u r v a  dota~a del  m a s s i m o  n u m e r o  di c i rcui t i  c o m p a t i b i l e  col  suo  ord ine .  La  

d i scuss ione ,  u t i l i z zando  i r i su l t a t i  dei  §§ & e 7, c o n d u c e  a soli  cinque t ip i  

dist int i ,  in c i a s c u n o  dei  qua l i  il n u m e r o  del le  f, = 0 ~ ~ & (*). 

PARTE PR1MA. 

La "p icco la  var iaz ione  ,, topologiea.  

§ | .  PRELIMINAR,. 

~. C o n s i d e r o  il p i a n o  dal  p u n t o  di vista  delh~ G e o m e t r i a  p ro je t t iva ,  

cio~ c o m e  u n a  superficie chiusa,  ad  u n a  faccia,  r iducibi le  ad  u n  pezzo sem- 

p l icemente  connesso med ian te  u n  taglio chiuso (di seconda classe) (~*). 

(~¢) HULBURT (IOC. cir.), riferendosi at easo di due curve f l = 0 ,  f, = 0 ,  aveva enunciato 
che curve col massimo numero di circuiti si possono ottenere soltanto col metodi di HAR- 
NACK (n, qualuuque, n~ = 1) e di HILBERT, in senso largo (*h qualunque, n 2 = ~2). Nella mia 
Nora citata ho dimostrato invece I'esistenza di procedimenti essenziMmente diversi. Le con- 
clusioni del § 1~ compietano il risuitato estendendolo anche al caso di h>~2 curve f ~ 0 .  

(~) Qui ed altrove mi vaigo di concetti e denominazioni fondamentali nell'Analysis situs. 
Per rib cfr. DEUN/tnd H~EGAARD, Analysis situs (Eucyclopgdie der Math. Wiss., III, 1, Heft 1) 
specialmente a pag. t58 e a pag. 189 e seg. i Per quanto riguarda it piano projettivo vedi 
segnatamente SC~IL~FLI, Correzione alla Memoria: Quand'~ che dalla superficie 9enerale di 
terz'ordiue si stacca u,~ pezzo rientrante? (Ann. di Mat., T. V[I, pag. 193) ed ENRIQUES, Priu. 
zipie~, der Geometrie (Enc. der Math. Wiss., III, 1, Heft l) a pag. 74. Cfr. pure STEINITZ, Ueber 
eiu merkwi~rdiges Polyeder vo~ einseitiger Gesamtfldeche (Journal ftir Math., 130, pagg. ~8i-307) 
speciaimente a pag. 287 e MO~RMA~N, Ueber die automorphe Collineationsgruppe des rationaleu 
Normatkegels ~. Ordnung (Rend. del Circoto mat. di Palermo, T. XXXI) a pag. 175. 
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]~ quindi essenziale la distinzione fra circuiti p a r i  e circuiti d i spar i  (in- 
contrati da una retta generica in un numero pari risp. dispari di punti) (~). 
Dalla trattazione escludo circuiti dotati di p u n l i  s ingolari  (muItipli). Introduco 
invece talora circuiti poligonali, cio~ dotati di pun t i  angolari  in numero finito. 
Ad essi sono applicabili le considerazioni valide per i circuiti ordinari, quando 
nel computo delle intersezioni con altri circuiti si conteggino in modo op- 
portuno quelle eventualmente raccolte nei punii  angolari. 

Due circuiti (non aventi infiniti punti in comune) si tagliano in un nu- 
mero pari di punti se uno di essi ~ pari, in un numero dispari di punti se 
sono entrambi dispari. 

o. Un circuito dispari non divide il piano, ma vi traccia un taglio di 
seconda classe, cio~ vi determina una regione R semplicemente connessa, nella 
quale non giacciono circuiti dispari. Segue che ogni segmento (di curva) con- 
giungente due pm~ti del circuito divide R in due parti. 

Un circuito y pari divide il piano in due regioni R" R", l 'una in terna non 
contenente circuiti dispari, l'altra esterna contenente circuiti dispari. La R ' ~  
semplicemente connessa. Invece un segmento ~ cogli estremi su y e giacente 
in R" o divide R" in due regioni (una semplicemente connessa, l'altra del tipo 
di R") e si direr di p r i m a  specie, oppure non divide R" ma vi determina una  
regione semplicemente connessa e si dir~ di seeonda specie (rispetto a ~'). 

Gli estremi di z dividono ~, in due segmenti, Ciascuno dei quali forma 
con ~ an circuito (poligonale) p a r i o  dispari secondo ehe z ~ di prima o di 
seconda specie. Un circuito ~ dispari non secante y taglia percib % nei due 
casi, rispettivamente in un numero pari o dispari di punti. 

Se a' ~ A' B', z" ~ A" B" sono segmenti di seconda specie rispetto ad uno 

stesso circuito "{ (pari) e non si tagliano, le coppie A' B', A" B" su "~ si sepa- 

rano. [nfatti, se non si sepat'assero, sarebbe possibile scegliere su ~' uno ~:' 
dei segmenti di estremi A'B '  ed uno ~" dei segmenti di estremi A " B "  in 
modo che =' e z" non abbiano punti i(l comune;  in tal caso i circuiti ~ '~-~ ,  
z"-~ z", entrambi dispari, non si taglierebbero, il ehe ~ assurdo. Segue che 
se q ' = A '  B,' z" ----- A" B" , . . . ,  z (q) --~A(q)B (q) sono segmenti di seconda specie 
rispetto a y, si possono scegliere le notazioni in modo che su ~, gli est~'emi 
si succedano nell 'ordine A' A". . .  A (~) B' B". . .  B (q). 

(~) Sui circuiti tml piano vedi voll STAUDT, Geometrie tier Lage (Ntirt~berg, 18~7; trad. it. 
PIERt, Torino, 1888), § [2 ; ZEUTHEN, Sur les dif]Urentes formes des courbes du quatridme ordre 

(cit.) e per ulteriori citazioni B•RZOLARI, Allgemeit~e Theorie der h6heren ebeueJs algebraischen 

Kurven (Enc. der Math. Wiss., IlI,  $, Heft 3) a pagg. 385-386. 
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3. Siano ? ~,' due eireuiti  seeant is i ;  le loro k intersezioni  d iv idono cosi 
~, come y' in k segment i  ( cons iderando  per  k ~  1 i circuiti  come segment i  
eogli es t remi  coincidenti) .  

Se y ~ pari, fl'a i k segment i  di 'l', quelli  di seconda  specie r ispet to  a 'f 
sono in n u m e r o  pari o dispari  secondo  ehe ,(' ~ pari  oppure  dispari .  Cib 
r isut ta  dal l 'osservare  ehe le intersezioni  di ~f' con un eireuito 3 dispari  e 
non secanie  ;: sono p u t  quel le  di ~ coi segment i  di ;/  es terni  a "r (err. 
n u m .  ~). 

Se fra i k segmen[ i  di ?/ due  z ' = A ' B ' ,  ~ " = A ' B "  sono di seeonda  
specie r ispet to  a ~,, le eoppie  A'B ' ,  A ' B "  su ?, devono  separars i  (num. o~), 
men t re  su ~" non  si separano.  Segue t h e  : Se le h intersezioni di "( e y', per 
opportun.a scelta dei sensi, sono uffualmente ordinate sui due circuiti e ~, 
pari, dei h segmenti su y' uno al p ig  ~ di seconda specie rispetto a Y. Onde  
nelle delte ipolesi fra ~i k segmenti di Y" ne esiste uno ed uno solo di seconda 

specie rispetto a Y se Y' ~ dispari, non ne esistono se Y' ~ pari.  
4. Un s is tema di circuiti  (in numero  finito) de te rmina  u n a  divisione 

del p iano in regioni. Due regioni  i cui contorn i  abb iano  un  segmento  in co- 
m u n e  si d i ranno  limitrofe. Una  regione pu6 essere l imitrofa con se stessa 
(tale ~ la R de i e rmina la  nel piano da un circuito dispar i ;  vedi num.  2). 

Se i circuiti dispari  del sistema sono in numeri dispari non ~ possibile 
contraddistinguere le regioni coi segni ~- e - -  (tinteggiarle con due tinte) in 

modo che regioni limitrofe abbiano segno diverso (tinta diversa). 
[nfatti  una  te tra  gener ica  (not~ passante  per  m u t u e  intersezioni  fra cir- 

cuiti  del s is tema) taglia il s i s tema in un  n u m e r o  dispari  di punti ,  che de- 
t e rm inano  sulta  re t ta  a l t re t tan t i  segment i .  D'al t ra  par le  su di essa segment i  
conseeut iv i  a p p a r t e n g o n o  a regioni  l imitrofe e, con t radd is t in t i  i segment i  
come le regioni  a eui appar t engono ,  non  ~ possibile ci6 aw:enga in modo  

c h e  a segment i  conseeut iv i  co mp e t an o  o v u n q u e  segni opposti .  
Se i circuiti dispari  del sistema sono in  numero par i  (anche nullo) ~ pos- 

sibite contraddistinguere le regioni coi segni -4- e --- (tinteggia, rle con due tinte) 

in  modo the regioui limitrofe abbiano segno diverso (tinta diversa). 
Sin P un  p u a t o  non appa r [ enen te  a circuiti  del s i s tema n~ al l ineato con 

eventual i  t rat t i  rett i l inei di tall circuiti. Una  ret ta  p e r / )  taglia il s i s tema in 
un  n u m e r o  pari  di pun t i  che su di essa de t e rminano  a l t re t tant i  segmenti .  
Sopra  ogni te tra  per  P s i  cont~ 'addist inguano a l t e rna t amen te  tali segment i  
col segni ~- e - - ,  a t t r i buendo  il segno -~ al s egmento  eon tenen te  P e con- 
s ide rando  come un  segmea to  cogli es t remi  coincidenti  ogni p u n to  in cui sin 
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raccol to un n u m e r o  par! di in tersezioni  della re t ta  con circuiti  del s is tema.  
Punt i  d i u n a  s tessa regione giacciono cosi su segment i  u g u a l m e n t e  contras-  
segnati ,  pun t i  di regioni  l imitrofe su segment i  d ive rsamente  cont rassegnat i .  
Si a t t r ibu isca  ad ogni  regione il segno dei segment i  che le a p p a r t e n g o n o ;  
le regioni  vengono  con t radd i s t in t e  nel modo  voluto.  

Nel caso di circuiti  tutti pari ,  le regioni  si possono  assai s empl i cemen te  
con t r add i s t i ngue re  a t t r ibuendo  ad u n a  di esse il segno -t- od il segno - - ,  
s econdo  che i circuiti  del s i s tema ai quali  6 in te rna  sono in n u m e r o  p a r i o  
d ispar i  (*). 

5. I1 s i s tema const i  di due  circuiti  "fY' aventi  k : > 0  punt i  in comune .  
Le regioni sono k-q-~ se "r ~" sono pari  ed inoltre fra i k segmenti di "f nes- 

suno ~ di seconda specie rispetto c~ ,{; sono k-% 1 in  ogni altro caso. 

Nel p r imo caso infatt i  T divide il p iano  in due regioni  e, i n t r o d u c e n d o  
s t tccess ivamente  i k segment i  di ;/, o g n u n o  di essi s tacca u n a  nuova  regione.  
Se y T' sono pari, ma  -(' p resenta  segment i  di seconda  specie r ispet to  a y, 
l ' ins ieme di y e di uno  di tall segment i  divide il p iano in due  regioni  sem- 
p l ieemente  connesse ;  nella successiva in t roduz ione  degli altri k -  I segment i  
di "l', ogni  segmento  s tacca u n a  n u o v a  regione.  Se infine uno  dei circuili  (e 
sia 7) 6 dispari ,  esso de te rmina  nel  p iano u n a  regioue sempl i cemen te  con- 
nessa  ed ogni  s egmen to  di 7' stacca una  n u o v a  regione.  

Dalle cose det te  segue pure  che, se ,~" non poss iede  segment i  di seconda  
specie r ispet to  a ~', lo s tesso avviene di y r ispet to  a ~". In tal caso inoltre,  
delle k -~ ~ regioni,  k ~- I s o n o  sempl i cemen te  conaesse ,  men t re  la r imanen te  
6 ad una  facc4a e con[ iene circuiti  d i spar i ;  il suo con to rno  si dir~ contorno 

esteriore del sistema. Negli altri casi le k - b  1 regioni  soao  tu t te  semplice- 
mell te  connesse .  

6. Se T 7' sono p a r i e  priv i  di mutu i  segmenti di seconda specie, ~ pos- 

sibile scegliere i sensi positivi  sui circuiti e contrassegnare te regioni in ted 

mrtuiera the il eontorno deUe regioni contraddistinte col -q- si possa percor- 

rere iu modo couti~uo descrivendo i segmenti di y in  senso positivo e quelli 

di T' in senso negcetivo, mentre it cow, torero di quelle contraddistinte col - -  si 

(~) Le questioni trattate in quest(} numero hatmo quaiche afliuitfl col cosiddetto Kartenfar- 
benproblem (Cfr. DlCtIN and HEEGAARD, 1OC. cir., pagg. 177-178), iI quMe 6 per6 stato studiato 
speciahnente per superficie a due faccie. Per le superficie ad una faccia vedasi il breve ceLmo 
sulla superficie di 5ISmus dato da H~I~I~TER in nota al suo lavoro: Ueber das Problem tier 
Nachbargebiete (Math. Ann., Bd. XXXVI[I, pag. 477) a pagg. 479-480. 
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possa percorrere in modo continuo descrivendo i segmenti cos,'t di T come di y' 
in  senso positivo. 

Dim. - -  F r a l e  k + ~ regioni, le k-~-1 semplicemente  connesse si pos- 
sono considerare  come i pezzi di una  superficie (semplicemente connessa) a 
due faccie. 1~ perci6 possibile (~) percorrere  i contorni  di tall regioni ed il 
contorno esteriore in sensi tali che un  segmento  comune  ai contorni  di due 
regioni (limitrofe) venga percorso sui due contorni  in sensi opposti. Su ;+ 
[su "('] si a ssmna  come positivo i! senso nel quale ~ percorso un  suo seg- 
mento pensato come appar tenente  al coutorno di una  regione in terna  a ~' 
[risp. es terna a y']. Seguir'h che tutti i segmenti  di ~/ [risp. di -('] ver ranno 
percorsi in senso positivo o negativo secondo che vengano pensati  appar- 
tenent i  al contorno di regioni interne od esterne a "l [risp. esterne o interne 
a ~,']. Si mutt  il senso per i contorni  delle regioni esterne a 7 e si scetgano 
i segni delle regioni col criterio indicato in line del num. 3; r isul teranno le 
condizioni espresse nel l 'enunciato.  

Se ~[ T' sono par t  e dotati di mutu i  segmenti di seconda specie, non ~ pos- 
sibile scegliere i sensi positivi sui  cireuiti e co~#rassegnare le regioni in. ma- 

niera da soddisfare alle condizioni sopra indicate. 
Se cib fosse possibile, con procedimento  inverso a quello seguito nel 

caso precedente  si g iungerebbe a stabilire per  i contorni  delle k + 1 regioni 
sensi tali che ogni segmento comune  ai contorni  di regioni limitrofe venga 
percorso sui due contorni  in sensi opposti. Il piano projettivo r isul terebbe 
cost composto di pezzi ad indicatrici eoncordi,  il che ~ assurdo t ra t tandosi  
di superficie ad una  faecia. 

Se "( T" sono dispart, ~ possibile scegtiere i sensi positivi  sui circuiti e con- 
trassegnare le regioni in maniera da soddisfare alle condizioni sopra indicate. 

Infatti tagl iando iI piano lungo ,( si ha una  superiicie (semplicemente 
eonnessa)  a due faccie, di cut le k +  1 regioni de terminate  da ~,-( sono i 
pezzi. ~2 d u n q u e  lecito immaginare  i eontorni  di tali regionl deseritti  in modo 
the  segmenti  (di ~,') eomuni  ai contorni  di due regioni limitrofe siano de- 
seritti sui due eontorni  in senso inverso. Regioni  separate da ~" non sono, 
sotto l 'aspetto at tuale,  da considerars i  come adiacenti .  Se si seguono i due 
bordi  del taglio ,( par tendo da un punto su un bordo e r i to rnando a qnesto 
(sullo stesso bordo), si r iconosee the  net contorni  delle varie regioni i seg- 
menti  di ¥ sono pereorsi  tutti  in ugual senso;  e questo si tisser~ come po- 

(++) Si tenga presente quanto si legge in DF:SN und HEEGAARD, loe. cit.~ pag. 158. 
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sitivo. Richiamata t 'osservazione precedente sui segmenti di ~,', comunque 
su di esso si fissi il senso positivo, con opportuna scelta dei segni delle re- 
gioni, risultano soddisfatte le volute condizioni. 

7. Alcuni dei risultati precedenti (num3 5 e 6) si estendono a sistemi 
di pifi circuiti a due a due secantisi. Qui mi limito a brevi osservazioni, sup- 
ponendo che per un punto del piano passino al pifi due circuiti del sistema. 
Sia k il numero delle mutue intersezioni. Se il sistema contiene un circuito 
dispari il numero delle regioni 6 k + 1. S e i l  sistema 6 di circuiti tutti pari ,  

le regioni sono talora in numero di k + 2 (di cui k + 1 sono semplicemente 
connesse ed una contiene circuiti dispari), talora invece in numero di k-E 1. 
I due casi si dirimonO nel modo seguente. Detti -~,,l~7~,f~... i circuiti del 
sistema, si supponga che ~,~ sia privo di segmenti di seconda specie rispetto 
a ~',, che 7~ sia privo di tall segmenti rispetto al contorno esteriore della 
coppia ~,, "lq, the ,~,, sia nelle stesse condiziotfi rispetto all'analogo contorno 

esteriore della terna % ~'~ ~'~ e che cosi si continui sino ad esaurire il sistema; 
si verifica allora il primo caso. Se invece il detto procedimento si arresta 
per ta comparsa di segmenti df  seconda specie, si veritica il secondo caso. 

notevote che il secondo caso pub avverarsi anche quando i circuiti presi 

Fig. 1. 

a due a due non presentino lnutui segmenti di seconda specie, come dimo- 
stra la qui annessa Fig. l, ove i segmenti di 75 di seconda specie rispetto 
al contorno esteriore della coppia ,[~ y~ sono segnati con tratto pi6 forte. 

Annali di Mate matica, Serie IIl, Tomo XXI[. 17 
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§ 02. L A  <( PICCOLA VAR1AZlOlqE >> DI UN SISTEMA ~ DI CIRCUIT! 

COL METODO DE[ coUegamenti. 

8. Due eireuiti y,-{~ si ineontrino in un punto 0. Nel piano l 'intorno 
di O si seompone in quattro campi a due a due opposti al vertiee. Si eon- 
venga di assegnare a due di essi opposti al vertiee il segno + ed ai rima- 

nenti il segno - -  (Fig. 02). 

Fig, 2. Fig. 2 bis. Fig. 2 ter. 

Su "i', [risp. su "(,t in pros- 
simit/t di 0 e da bande 
opposte si prendano due 
punti A, ,  B, [risp. A, ,  
B~] e si supponga ehe, 
ad es., 0 A , ,  0 A :  fron- 
teggino uno dei eampi di 
segno -t-. Soppressi su 

~', e -~. i segmenti A, O B~, A~ 0 B~, si sostituiseano con segmenti (collega- 
menti) B~ B~, A~ A~ nell ' intorno di 0 e nei eampi di segno + (Fig. °2his) 
oppure con segmenti (coIlegamenti) A~ B~, A~ B~ nell 'intorno di 0 e nei eampi 
di segno - -  (Fig. 02 ter). Tale operazione elementare si dir~ (~ pieeola varia- 
zione,, applieata a 7~ e 7~ in 0. Essa, dal punto di vista topologieo, g in- 
dividuata dal segno + o - -  ehe compete ai eampi in eui si traeeiano i eol- 
legamenti. 

9. Sia 2 un sistema di eireuiti (in numero finito), privi di punti sin- 
golari (err. num. I) e di mutui eontatti, eosi disposti ehe per un punto del 
piano ne passino al pifl due. 

Sia k il numero dei punti di intersezione e per i eampi nell 'intorno di 
eiaseuno si proeeda alla seelta dei segni seeondo it numero 
precedente. Tale scelta ~ arbitraria, ma pub esser fatta con 
criteri di opportunith. 

Si pub ad es. assegnare su ciascun circuito di Z il senso 
positivo ed attribuire i[ segno + (r isp.--)  ai campi h'on- 
teggiati da segmenti che, a partire dal punto di iatersezione, 
vengono percorsi in sensi dello stesso nome (risp. di home 
diverso) [17 criterio]. Si veda perci5 la Fig. 3, dove i sensi 
positivi dei circuiti sono indicati da freccie. 

Fig. 3. 
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Se i circuiti dispari di 2 sono in numero pari (anche nullo), contraddi- 
stinte le regioni col segn i -~  e -  secondo il num. 4, si pub invece attribuire 
a ciascuno dei campi (nell 'intorno dell 'intersezione) il segno della regione a 
cui esso appartiene [2. ° criterio]. 

I1 secondo criterio pub talora coincidere col primo; cib ad es. ~ lecito 
(num. 6) nel caso in cui Z consti di due circuiti pari privi di mutui segmenti 
di seconda specie oppure consti di due circuiti dispari. Talora invece i due 
critert, pur essendo entrambi applicabili, differiscono in modo essenziale; ci5 
avviene ad es. (num. 6) nel caso in cui E consti di due circuiti pari dotati 
di mutui segmenti di seconda specie. 

10. Se in aleuni dei h punti d'intersezione si applica (num. 8) ai cir- 
cuiti ivi concorrenti una ,~ piccola variazione ~, 2 si trasforma in un sistema 
di circuiti dotati eventualmente di nodi b di mutue intersezioni nei punti 
sui quali non si b operato. Poichb in ogni punto si pub applieare la (~ pic- 
cola variazione ,) di segno -~-, o quella di s e g n o - - ,  o infine non applicarne 
alcuna, il numero dei modi in cui it procedimento si esplica (compreso il 
easo di nessun procedimento) ~ fornito da quetlo detfe disposizioni con ri- 
petizione di 3 cose a h a h, ossia da 3 ". 

Se la (( piccola variazione ,, si applica in tutti e k i punti, si dir~ bre- 
vemente applicata a ~. ll sistema E' che si ottiene (sistema trctsformato) 
costituito da circuiti privi cosl di nodi come di mutue intersezioni. Sar& 
questo il solo caso considerato in seguito. 

It procedimento di (~ piccola variazione ,, si pub applicare a ~ in 2 ~ modi, 
quante eiob sono le disposizioni con ripetizione dei segni -~- e - -  a k a k. 
Una di tall disposizioni infatti individua una distribuzione dei segni nei k 
punti di intersezione, quindi caratterizza it procedimento. 

Ad ogni ((piccola variazione ,, di 2 b annessa quella c h e s e  ne ricava 
muLando tutti i segni e che si dir~ complementare alla prima. 

1~ infine da osservarsi che, dedotto da E i l  trasformato 2' col metodo ora 
esposto dei cotlegamenti, ~ sempre lecito, sotto l'aspetto topologico, sostituire 
ai circuiti di 2' circuiti prossimi. 

§ 3. LA ~( PfCCOLA VARfAZ1ONE >> DI ~ COL METODO DEI passaggi .  

l l .  La <( piccola variazione ,, di Z pub essere presentata sotto un di- 
verso aspetto, pifi opportuno per alcune fi'a le applicazioni di carattere al- 
gebrico. 
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Si conside/ ino su "(, (di ]~) i punti di intersezione cogli altri circuiti e 
siano 0, 0' due eonseeutivi di essi risp. su :to, "('~ (Figg. 4 e 5). Si prendano 
su y, in prossimith di 0 (risp. di 0') i punti A, B, (risp. C, D,), in modo ehe 
sul eireuito i punti si sueeedano nell'ordine A, O B~ C, 0'1),.  Da bande op- 
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l"ig. ~,. Fig.  5. 

poste e in prossimit~ di 0 (risp. di 0') su y~ (risp. su "S-~) si segnino i punti 
A~ B, (risp. C.~D~), in modo ehe i due eampi fronteggiati da O A~, O B ,  e 
da O' ¢ , ,  O' ¢~ appartengano ad una stessa regione. 

Per ta << pieeola variazione >, in 0, si introdueano i eollegamenti A, A~, 
B, B,;  il proeedimento potr/t essere eontinuato in 0' eoll'introduzione di 
C~ C~, D, D2, oppure coil quella di C~ Do, C~ D~. In entrambi i casi il seg- 
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mento ~ = . 0  B, C~ O' di 7~ si pub supporre  sostituito da un segmento pros- 

simo ehe abbia un estremo nel eampo B ~ O B , ,  ma ehe nel pr imo easo 

(Fig. ~) abbia l 'attro estremo in C~ O' C~, quindi  tagli ~ in  un  numero, dispari  

di punti,  mentre  neI seeondo (Fig. 5) abbia l 'altro estremo in C~ O' D~, quindi  
tagli a in  un  numero par i  (anche nullo) di punti .  

Analogamente  un circuito d i ~  non intersecato da attri del s istema si 
pub anche supporre  sostituito da un circuito prossimo che lo taglierh in un  
numero  di puut i  pari o dispari secondo che ~ p a r i o  dispari il circuito stesso. 

I| numero  delle intersezioni di un segmento (o di un circuito) col seg- 
mento  (col circuito) deformato si direr brevemente in seguito numero  dei 
passaggi. 

1~. Per earatterizzare un procedimento di (~ piceola variazione~) col 
me-todo dei passaggi, si svolgano le seguenti  osservazioni. 

Preso un circuito di Z,  si considerino in ]~ quelli secanti il dato, poi 
quelli secanti uno almeno dei eircuiti nuovamente  introdott i  e cosi si pro- 
segua fino a ehe l 'operazione si arresti. Si otterrh un sistema Z~, che dirb 
sistema connesso. Se Z~ non coincide con Z, si operi analogamente  su uno 
dei cireuiti di Z r imanenti  e cosi si prosegua. I1 sistema Z risulter~t in ge- 
nerale composto di pi~ sistemi connessi :  

Z~, Z~, Z~ , . . -  

i quail posseggano r ispet t ivamente:  

k,, ks, k~, . , .  
intersezioni, essendo : 

Si eonsideri Z, e si supponga  per ora ehe non possegga circuiti (dispari) 
dotati  di una sola intersezione n~ si r iduea ad un sol eireuito. In tale ipotesi 
l ' insieme dei segmenti  di Z1 forma (seeondo il tinguaggio della Analys is  situs) 
uno Streckencomplex od una  rete (*). Poieh~ ogni segmento passa per due 
dei kl punt i  e per eiaseuno di questi passan quattro segmenti,  il numero  
totale dei segmenti  ~ 2ks .  Seeondo un teorema noto (*~) g possibite (e in 

(~) DEI-IN und [-IEEGAARD, loc. cit., pag. 171 e seg. i 
('~) DEHN und HEEGAARD, 1OC. cir., pagg. t71-17~. 
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pill man[ere)  soppr imere  2 k~ - -  k, -}- 1 --- hi 4- 1 segment i  in m o d e  ehe lo 
Strecke~'tcomplex si mut t  ix un  albero, eio~ in una  eonfiguraz[one senza cir- 
euiti  (oh, ue Kreise). 

8u  e iaseuno dei k 2 -  I segment i  (ra~ni) dell 'a lbero si tissi la parit~ pel 
n u m e r o  de[ passagg[ (seeondo il num.  11). 8i osservi  ehe e iaseuno dei seg- 
ment i  di E~ eselusi ~ segmento  di eh iusu ra  di un  eireuito (poligonale) i cut 
r imanen t i  h~ti sono rami detl'albero, e h e l a  parit'a del n u m e r o  di intersezioni  
del eh'euito pol igonale eel s is tema t ras formato  di £, ~ ben de termina ta ,  ehe 
quindi  in[the ~ p u r e d e t e r m i n a t a  la parith del n u m e r o  dei passaggi  sul seg- 
m e n t o  di ehiusura .  

La seetta della paritgt sui  r a m i  dell'(~Ibero, quindi  su tut t i  i segment i  
di ~2, si pub  d u n q u e  fare i,~ eq-*  modi.  

Se E, poss iede  un  eh-euito % dota to  di u im sota intersezione O, ¥, 5 
dispart,  ~ pure  dispa~'i it eireuito T'-, che lo interseea in O, n~ in te rvengono  
altri air'tutti dispari  (ehe tagl ierebbero 7, fuori di .O). Se E, ~ eompos to  solo 
di "r~ e ~'..,, il s i s tema t ras formato  taglia neeessa r i amente  eosi ~,, come "1'= in 
un n u m e r o  part  di punt[ ,  onde  la seelta della parit'a dei passaggi  si .pu6 
[are in un  sol m o d e  (in 2h-* modi  per  k, = 1). 

Se E, eont iene  altri circuit[ si p rese inda  da 72 e da O. I1 s is tema E*~ 
ehe cost r isulta ~ uno  Streckencomplex con h, - -  1 pun t i  e 2 (h2 - -  1) segmenti ,  
sui quali  perei6 (v. sopra) la seelta della parit'a per  il n u m e r o  dei passaggi  
si pub fare eompless ivamen te  in 2~, -~ modi.  In t rodot t i  era  n u o v a m e n t e  ¥, 
ed O, il s i s tema t ras formato  deve tagliare 72 in un  n u m e r o  part di punt i  e 
res ta  solo a seegliere la par i tg  pet" uno  dei due  segment i  in cut O divide 
quello di E*~ al quale appar t iene .  It n u m e r o  eompless ivo dei modi  ~ qu indi  
2.02h-~, eio~ aneora  2h-*. 

Fissata  eosi su e iaseun segmento  di E, la parit'g del numei 'o  dei pas- 
saggi, non  ~ aneo~'a indiv iduata  la << pieeola va r i az ione , ,  r i m a n e n d o  aneora  
la seelta fra due  ~< piceole va r i az ion i ,  comple,~entari (el'r. num.  lO in fine). 
Ques ta  si di r ime t issando il caml~o di par tenza  he l l ' in te rne  di u n o  dei k, 
pun t i  (eio~ il seguo q-  o - -  della ,< piecola v a r i a z i o n e ,  in quel  punto) .  

Poieh~ la seelta del segno si pu6 fi~re in due modi,  le <<piccole varia- 
zio~d, diatinte di E, sono in nit,J~e,'o di °2.02q-' = 2h. I1 r isul ta to  ~ valido 
anehe nel ease t inora eseluso di un  sol eireuito ehe non d'a luogo a seelta 
(k~ = O, 02~, = 1). 

Analoghe  eonclus ioni  valendo per  E~., E ~ , - - . ,  segue ehe il n u m e r o  delle 
<< pieeole va r [ az ion i ,  esset tz[almente dist inte di ~2 ~: 

02q. 02"~. 02~ . . . .  = 02q+~+~~+'" = 2'. 
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Si r i t rova  cosi il r isul ta to  ragg iun to  al num.  10 col me todo  dei collega- 
ment i  e cib implicitame~ite d imos t ra  che la scelta delia parit'~ dei passaggi  
si pub sempre  effet tuare nel modo  det to senza coinvolgere contraddiz ioni .  

13. A c o m p l e m e n t o  di quan to  ~ espos to  al num.  12, si agg iunga  un  
ovvio p roced imen to  di cos t ruz ione  per  l'albero est ra t to  da un  sistema con. 

nesso di circuiti ,  s is tema che per  semplicitt~ dir5 E e suppor rb  compos to  di k 
pun t i  e 2 k  segment i .  

Siano 71 7, 7 , . . .  7 . . ( r ~  1) i circuiti  di ~ e si indichi con k~j=k~, il nu- 
mero  delle in tersezioni  di y,. con ~.. Si pot rh  senipre suppor re  un tale or- 
d i n a m e n t o  dei circuiti,  che c iascuno tagli uno  a h n e n o  dei precedent i .  

Cib pos to  si s o p p r i m a  un  segmento  di 7, e si man[enga  ta catena dei 
r [manent i  kl~ -~ k~ -+-.. • -~- k,,. - -  1. I / ~  -L- k~ ~- h~ -~-. • • -+- k~,. segmeat i  di T~ 
si succedono  distr ibui t i  {n k,, catene cogli es t remi  su 7, ; in c iascuna catena 
si sopp r ima  un  segmen to  ad  arbi t r io  e si m a n t e n g a n o  i r imanen t i ,  in tu t to  

i kl, ~- k~ -~- k~, -]- • • • -~- k~ segment i  di 7~ si succedono  distr ibui t i  in 
k,,-~-k~,~ catene col due es t remi  su uno  dei circuiti  71, ~2; soppresso  in cia- 
scuna  ca tena  un  segmento ,  si m a n t e n g a n o  i r imanent i ,  in tut to  

Cosi si p rosegua  fino ad esaur i re  il s is tema,  osse rvando  che 
tale i 

s--1 r 

i ~ l  i-~.s-;r-:I 

in gene- 

segmeat i  di "l.~ si suceedono  distr ibuit i  in }- ],i., catene cogli es t remi sui cir- 

cuiti y , ( i ~ s ) ,  sopp r im endo  in c iaseuna catena un segmento ,  m a n t e n e n d o  i 

r imanent i ,  in tutto ~- k~,.. 
i = s - F I  

I segment i  m a n t e n u t i  in n u m e r o  di 

k,~ ~- k .  -~ . . . . .  }- k,,. - -  I 
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eost i tu iseono l"atbero eereato. Ad esso non c~p'parliene alcun segmento di %. 

(pifi in genera le  non appa.rtiene cdcwn seg.mento eli un  eircuito y.o secante solo 

circuiti ~,~ per  i ~ s). 

Segue the  nel easo di due circuili l'albero si pub  r idurre  alla catena di 

k - -  1 dei k segmenti di uno di essi. Pifi in genera.le se le k inlersezioni son 

tutte raccolte su  u n  eircuito ~,~ deI sistema, t'albero si pub r idurre  el la catena 

di k - -  1 segmet#i di ,[, (~). 

§ ~. DI UN LIMITE SUPERIORE pEitl IL NUMERO DEI CIRCUITI 

DEL SISTEMA TRASFORMATO ~' ,  

4 
1S. Sia E un s ls tema di a eireuiti  con k in tersez ioni ;  sia ~2' il suo tras- 

fo rmato  per  << pieeola variazione ,,. 
Se ~ k - ~  O, ~' possiede a circuiti. 

Se (? k =~=0, si d o m a n d a  il mass imo n u m e r o  di eireuiti raggiunto  da ~'. 
P re se indendo  dai eireuiti  privi di intersezioni ,  ehe p e rman g o n o ,  per  formare  
uu  eireuito di ~' oeeor rono  ahneno  due  dei °2 k segment i  di ~ ;  l ' ipotesi  pih 
favorevole sar~ quindi  ehe i segment i  si d i s t r ibuiseano in k eoppie  a for- 
mare  k eireuiti. Siano q~, ~, due  segment i  eosi aeeoppiat i  ed appa r t enen t i  
ai eireuiti  % 3; si indiehino con 0 , ,  O~ i loro es t remi  e o m u n i  e su  % ~ si 
a s s u m a n o  i versi posit ivi  nei sensi  O~ O~ dei segment i  ~ ,  .~,. I1 s egmen to  
sueeessivo di ~, su ,( (e sia ~)  dovr~ essere aeeoppia to  con un  segmento  
avente  l ' es t remo in O.~, e, non  po tendo  ques to  essere ~,, sara, il suo sueees- 
sivo % su 3. Sia O~ il seeondo es t remo e o m u n e  a ~ ,  ~-~ e si eont inui  il pro- 
eed imento  fino a raggiungere  n u o v a m e n t e  su ,( e ~ ( c o m e  seeondo est remo) 
il p u n t o  0 , .  Se i punt i  intervenut,  i sono k, ~ k ,  ai due  eireuiti si sono so- 
sti tuit i  k, eireuiti. Se ~ k, %1~, si p renda  u n a  eoppia di segment i  diversa da 
quelle gi'h cons idera te  e si [rovi un  gt 'uppo analogo di k~ punt i  e eosi via 
si t rovino e ve n tua lm eu te  nuovi  gruppi  ana loghi  di k~, h , , . . . ,  k,. pun  ti, essendo : 

h~-+-h~ }-k:, -~ . . . . .  +-k , .=k .  

(~) Basta dunque fissare la paritfi dei passaggi s u i k  - -  1 segmenti di 71. Ci6 si pug sta- 
bitire anehe direttamente in modo sempIiee, suseettibile di estensioue al easo in cu i le  inter- 
sezioni siano distribuite su pitt eireuiti notl secantisi (sempre riferendosi a sistemi comwssi). 
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I1 numero  dei eireuiti di Y:' sat& in tale ipotesi 

a - ~ - h - -  2 r ;  

esso per r--~ 1 raggiunge il massimo 

a ~ - k  _ 0 .  

La <~ piccola variazione >> in discorso si pub effettuare a t t r ibuendo a tutti 
i punti  d ' intersezione il segno -f- (num. 10), supposto applicato il 1. ° criterio 

(nmn. 9), col quale del resto, nel caso di ugual  parit'~ per  7 e ~, si pub far 
coincidere anche il 2. 0 eriterio (num. 9 in fine; num. 3 in fine). 

Concludendo : 
Se u~ sistema Z di circuiti possiede a circuiti e k ~ 0 intersezioni, il tras- 

formato possiede cireuiti i~ numero g a + k - -  2. II mass imo a -~ k - -  ~ 

raggiu~tto quando e solo quando 

I. ° le k iYttersezioni sono raceolte su  due soli circuiti e, per  opportuna 

sceltc~ dei sensi, sono su quelli nello stesso ordine, 

2. o i segni attribuiti  secondo it 1. 0 criterio sono tutti -~-. 

Se si intende applicare il metodo dei passaggi, tissato un  campo iniziale 
oppor tuno (num. 1~2), alla seconda condizione si pub (num. 3 in fine, num. 5, 
num. 6) sosti tuire la seguente :  

L'assegnazione dei pas sagg i  si fob in numero p a r t  per  tutti i segmenti se 

i due circuiti ha~mo ugual  p a r i l d ;  se i due circuiti hanno par i t~  diversa, si 

fa eceezione per l'unico segmento (del circuito dispart)  di seconda Specie (ri- 

spetto al eircuito part) ,  segmento al quale si assegna un  numero d ispar t  di 

passaggi  (*). 
i5. Sia ~ un sistema deeomponibi le  nei sistemi S, S ~ . . .  S,, (h ~ 1) tati 

ehe i cireuiti di uno stesso sistema S, non abbiano mutue  intersezioni,  ment re  
le intersezioni dei eircuiti di S~ con quelli di S~ (i=l=j) siano eomplessiva- 
mente k,: = k:, " I--'- O. 

])leo che lim,ite superiore per  il numero dei circuiti del tras[brmato Z' ~ 

a @ k  - - 2 ( h - -  t). 
Per h ~- 2 il t eorema ~ veto (anzi il limite superiore ~ u n  massimo),  come 

si vede r ichiamando il num. I$, immaginando  in S , ,  $2 due circuiti "(~, 7~ 

(*) Coppie di eircuiti nelie coudizioni del presente num. sono rappresentate netie prime 
quattro figure della Tavola I (V. in fine). 

k 
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helle eondizioni  di y, 8 del num.  eit. e s u p p o n e n d o  i r imanen t i  eireuiti privi 
di in tersezioni  (/%~ = k). 

Bas ta  perei6 d imos t r a re  ehe se il t eo rema  ~ valido per  h - -  1 s is temi S , ,  

1o ~. pu re  per  h. Dieasi 2o il s i s tema o t t enu to  da ~2 eolla soppress ione  di S , ;  
sia ~'o un  suo t rasformato .  

Se Eo E'0 posseggono r i spe t t ivamente  a0, a'0 t ireuit i ,  per  ipotesi ~: 

a'o ~ C~o -/- k,~ -t- k,~ % .  • • + h,,,, , \ 

+ . . . . . . . . . .  f (t) + - -  (h - -  2). 

Una*<~ pieeola var iazione ,, di ~ (intesa ad es. nel  senso del num.  10) si 
pub pensa re  effet tuata faeendo seguire ad u n a  <(pieeola var iazione ~> di Zo 
u n a  ((pieeola variazione ~> del s M e m a  eost i tui to  da Z'o ed S~. Detto a '  il nu- 
mero  dei eireuiti di Z', a (') quello dei e i r tu i t i  di S,,, segue (num. 14~): 

c~' ~ a'o -4- a ~') -4- h,,, ÷ k~, -+-. •. ~ k,,_,,~, - -  % 

onde,  per  la (1), anche  : 

a' ~___a @ k - - 2 ( h - -  1). 

I1 t eorema ~ eosi d imos t r a to ;  ma  ~ o p p o r t u n o  osservare  t h e  in (3) si 
ha il segno = (eio5 il l imite super iore  ~ un  mass imo)  solo quando  eib av- 
venga ins ieme in (1) ed in (2). In (2) eib avviene sol tanto  se Z'o ed S,~ pos- 
seggono tut te  le loro intersezioni  u g u a l m e n t e  ord ina te  su due e i r tui t i  (num. 14), 
pet' il t i le g neeessar ia  in }2'o la presenza  di un  eireuito provenien te  da h - -  1 
segment i  appa r t enen t i  ad a l t re t tant i  t i r tu i t i  dei s is temi $ 1 S ~ . . .  S~_,. 

16. Si esamini  il  caso h = 3. Dito  the  il  l imite superiore ~ un  massimo.  

Come tond iz ion i  neeessar ie  dal num.  prec. si d e d u t o n o  le seguen t i :  
12 Le m u t u e  in tersezioni  fra eireuiti  di S , ,  S~ sono dis t r ibui te  su  due  soli 
eireuiti  7,, 7: ed u g u a h n e n t e  ord ina te  su di ques t i ;  2. ° Esiste in S~ un  eir- 
euito 7~ seeante  due segment i  di ,(,, ?,~ togli  es t remi  t o mu n i ,  r i spe t t ivamente  
in k , , ,  k~ punt i ,  u g u a l m e n t e  ordinat i  (nel loro insieme) su "(~ e su! e i r tui to  
p roven ien te  dalla r iunione  dei due  segmenti .  

Tali  e0ndizioni  sono realizzabili. I o k segment i  (dei tre eireuiti) vengono  
distr ibui t i  in k - - 3  eoppie  ad es t remi  eomuni  e in due  terne,  in e iaseuna 
delle quali i segment i ,  di 7,, 7~, 7~, sono dispost i  t r i ango la rmen te  (triangoli).  
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Si p r endano ,  com'~ lecito, sui  tre circuiti  sensi  posit ivi  tall che uno  dei 
con torn i  t r iangolar i  (quindi  anche  t 'altro) sin percorso  con continuitb~ (il che 
obbliga ad u n  c a m b i a m e n t o  di senso in conf ron to  al caso h - ~  2). La ~ pic- 
cola var iazione ,, co r r i sponden te  alla scelta di segni tut t i  - -  (num. 10), se- 
condo  il 1. ° criterio (num.  9), d~ effe t t ivamente  luogo ad u n  s is tema ]~ do- 
taro del n u m e r o  m ass im o  a - ~ - k -  4 di circ~iti. 

Fissato un  campo  di pa r t enza  si pub  appl icare  anche  il me todo  dei pas- 
saggi  (num.  12). II n u m e r o  dei passaggi  va scelto part  su  tu t t i  i s egment i  
fatta eccezione:  12 nel  caso di u n  solo circuito dispart  pe r  il s egmen to  (di 
esso) di s econda  specie r ispet to  al contorno esteriore della coppia  cost i tu i ta  
dai  circuiti  part  (num.  5 in fine; num.  $ in f ine);  - -  2. ° nel  caso di ire cir- 
euiti  d ispar t  pe r  i lati di quello fra i due t r iangol i  il cut con to rno  ~ circuito 
dispart  (*). 

17. Anche per  h -~ ~ il  l imite superiore ~ u n  mass imo .  Come condizioni  
necessar ie  dal num.  15 si d e d u c o n o  le seguen t i :  1. o Le in tersezioni  appar-  
tenent i  ad S~ S: S~ sol~o dis t r ibui te  su tre circuiti  ~,~ y~ y~ nel m o d o  del num.  16. 
- -  2. ° Esiste in S~ un  circuito ~,~ le cut in tersezioni  cot lati di uno  dei t r ian-  

goli della t e rna  y, ~'~ y~ sono r i spe t t ivamente  in n u m e r o  di k, , ,  h~,, k~, e com- 
p less ivamente  sono ord ina te  in ugual  modo  su y, e sul con to rno  del tr iangolo.  

Tall condizioni  sono realizzabili. I 2 k  segment i  vengono  dis tr ibui t i  in 
k -  6 coppie  di segment i  ad es t remi  comuni  ed in qua t t ro  t r iangol i ,  ciascuno 
dei quali  ha  per  lati s egment i  di tre fra i qua t t ro  circuiti  (net qua t t ro  mod i  
possibili). 

]~ lecito fissare i sensi  posit ivi  sui circuiti  in modo  che i con to rn i  dei 
qua t t ro  t r iangol i  s iano percors i  con continuit~t. La ~( piccola var iazione • cor- 
r i sponden te  alla sceRa di segni  tut t i  - -  (num. 10) seeondo  il 1. ° criterio (num. 9) 
d~ ef fe t t ivamente  luogo a u n  s i s tema ~' do ta to  del u u m e r o  mass imo  a + k - -  6 
di circuiti. 

F issa to  u n  campo iniziale si p u b  appl icare  il me todo  dei passaggi  (num. 12). 
Il n u m e r o  dei passaggi  va scelto part  su  lut t i  i segment i ,  fatta eccezione:  
1. ° nel caso di u n  solo circuito dispart  per  il s egmento  (di esso) di s econda  
specie r ispet to  al contorno esteriore della terna cost i tui ta  dai circuiti  part  
(num. 7); - -  2. o nel caso di tre circuiti  dispart  per  i lati del tr iangolo da cut 

escluso il circuito part  (*~). 

(~) Ter~e del tipo indicato sono rappresentate nelle Tav. I e II (V. in fine). 
(~) Quaterne del tipo indicato sono rappresentate helle Tar. II e IIi  (V. in fine). 
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Non ~ lecito passare  dal caso h ~ 4~ al caso h - -  5 col p roced imento  in-  

d i c a t o  in fine del nmn.  15, perch~ maneano  quadr i la ter i  su eui operate .  
Ne segue, a complemento  del mm~. 15, che il l imite superiore 

a + - k - - ~  ( h - -  l) 

un massimo per h ~-~ ,  meJdre per h > ~ si ha in ogui caso 

a' < t~ + k - -  O-(h - -  1). 

Maggiori part icolari  non occorrono pet" le applicazioni algebriche della. 

Par te  [[. 
18. Mantenute  le notazioni del num. 15 si tolga la restr izione h,j=i= O. 

Due sistemi S~ S~ di E pei quali sia h,~=l= 0 si dicano h'a loro collegali. 

Preso il s, i s tema S , ,  se esiste in }2 un s is tema eoltegato con S , ,  p. kS. S~, 

lo si aggreghi ad S,'; se esiste in E un sis tema eollegato con S, o con S , ,  
lo si aggreghi ai preeedent i  e cosi si prosegua tinehg si t rovino sistemi col- 
legati con uno ahneno  dei p recedent i ;  r isulter~ un  sislema ~2,. Se E, non 
esaurisce E, si assuma un S~ fuori d i ~ ,  e si proeeda ana logamente  alia for- 
mazione di un sistema. ~2~ analogo a E,-  Se E, e ~2~ non esauriscono in- 
sieme F.., si prosegua. Ii s istema }2 r isu | ter~ in generale  deeomposto  in d si- 

stemi 2,,  E~,..., 2~ (~). 
Sia }2'~ il t rasformato  di vo nella , piccola variazione ,, di )2 ed ao, a'~, 

ko. h~ abbiano per Eo il signiticato at tr ibuito ad a, a', h, h per ~2. Nella for- 
mazioae di Eo i sistemi S~ si presentano in un ordine de te rmina to ;  maate-  
nendo tale o rd inamento  6 lecito applieare a F.o il i )roeedimento di induzione 
matemat iea  del num. 15, benchg le k;j non siano tut te  ==0.  Si ot t iene cosi 
la disuguagl ianza 

~d,,~ ~G + k,. - -  ~2 (h~. - 1). 

Se in essa si pone suecess ivamente  c =  1, ~, .... el, imli si somma a 
membro  a membro,  si deduce :  

~( ~ ~ ÷ h - -  ~ (h -- d). (4 0 

La (~) comprende  come caso part icolare la (3) [num. 15], eli cui la va- 
liditA si es tende a tutti i easi in eui ~ d = 1. 

(~) Se ogni St si riduce ad un solo circuito, si ritrova i! procedimento dcl num. J2 per 

la decomposizioue di z in sistemi connessi. 
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§ 5. STUDIO TOPOLOGICO SUI CASI DI MASSIMO DEL PARAGRAFO PRECEDENTE. 

19. Nel precedente  paragrafo ai n u m )  14~, 16, 17 f igurano coppie, terne 
e quaterne  di circuiti, corr ispondent i  a casi di massimo per il numero  dei 
circuiti del s is tema trasformato.  Mi propongo di s tudiare la reciproca posi- 
zione dei circuiti di tall coppie, terne e quaterne,  enumerando  i casi essen- 
zialmente distinti  sotto l 'aspetto topologico (*). 

I due circuiti yl 7~ di una  coppia,  se sono ent rambi  pari, dividono il 
piano in k ~ - 2  regioni (num. 5, num. 3 in tine). Di esse k hanno  per con- 
torno coppie di segmenti  e due hanno  per contorno  circuiti poligonali di k 
segmenti .  I1 contorno esteriore pub essere fornito da una  coppia, oppure da 
un circuito poligonale.  Nel pr imo caso, che indicherb con (~,, 7,),, il s is tema 
t rash)rmato (della coppia) consta  di k - - 1  circuiti indipendent i  (*~) e di un  
circuito che li include;  nel secondo, che indicherb con (y, y~),, il s istema tras- 
formato consta di k circuiti indipendent i  (~**). 

I1 caso di d u e c i r c u i t i  l 'uno 7~ pari, l 'altro y, dispari non  presenta  di- 
st inzioni;  sarb~ indicato con (7, Y~)~- I1 sistema t rasformato possiede un cir- 
cuito dispari  e k - - i  circuiti  (pari) indipendenti .  

Cosi non  presenta  distinzioni il caso di due circuiti dispari 71 Y,, che 
si indictIer':~ con (y~ y~),. [1 sistema t rasformato possiede k circuiti (pari) in- 
dipendenti .  

20. Si consideri  una  t erna  di circuiti y, y,~ y~, tutti  park Le regioni sono 
k - ~  2 (num. 7; num. 16; num. 3 in tine). Di esse k - -  3 sono contornate  da 
coppie di segmenti ,  due sono triangolari ,  tre sono contorna te  da circuiti po- 
ligonali dotati  r i spet t ivamente  di kl, ~-kl~,  k~ ~-h~. ,  k~,-~-k~ lati. 

S e i l  contorno esteriore ~ dato da una  coppia di segmenti ,  i circuiti y, y, 
a cui questi  appar tengono  presentano  il caso (y, y,) , .  I1 circuito y, presen- 
ter~t il caso (y~ 3)~ col circuito 3 composto da al tra coppia di segmenti  ap- 
par tenent i  a y, 7, • S e i l  conteggio per  le coppie di segmenti  (di y, y,) si sup- 

(s) Tall casi sono rappresentati helle Tavole faori testo; ogni iigura ~ accompagnata da] 
simbolo relativo al caso considerato. 

(~) Dico indipendeuti due circuiti (pari), di cui ciascuuo ~ esterno aU'altro. 
(s~) I due tipi di coppie figurano gib~ neite ricerche di 'HILBERT e di Miss RA(~SDA~E, ci- 

tate nella prefazione, esse~ldo perb uno dei circuiti sempre una conica. 
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pone iniziato dalla prima nominata, potr'~ la coppia di 3 occupare posto dis- 
pari o park Nel primo caso, che dicb (y, "l~ Y~),, il circuito ¥~ dh luogo agli 
aggruppamenti (y1 y~)~, (y~ Y~)~ ; nel secondo, che dirb (y~ ~-~ y~)~, esso d~ luogo 
invece agli aggruppamenti (~', y~)~ (y~ ~'~)~. Precisalldo il posto occupato dalla 
coppia di ~ si avrebbe una distinzione iu sottocasi. 

S e i l  coutorno esteviore ~ triangolare due qualunque dei circuiti, siano 
~-~ ~.~, prese,ltano il caso (y~ ~/~)~. I1 circuito ~-~ d~ il caso (y~ ~)1 col contorno 
esteriore della coppia y~ "l~. La terna si dir~ di tipo ('f, Y~ Y~)~. 

Nei tre casi ora studiati il sistema trasformato (della terna) possiede 
h - 2 circuiti indipendenti ed uno che li include. 

Se il contoruo esteriore ~ poligonale, possegga ad esempio k,~ -Jr- k~ lati. 
Risultano gli aggruppameuti (y~ y~)~, (y~ y~)~. Ma, ad es., ~,~ d~ il caso (y~ ~)~, 
con ~ provl~niente da una coppia di segmenti di y~ y~, il segmento di ~,~ ap- 
partenendo al contorno esteriore di (~'~ y~)~. Ne consegue l 'aggruppamento 
(y~ y~)~. [1 caso verr'~ indicato con (y~ y~ ~,~)~. ll sistema trasformato c.onsta 
di k -  1 circuiti indipendenti. 

Nella terna y~-~ "~ siano ora ~,, y~ p a r i e  sia -~'~ dispari. I1 circuito poli- 
gonale che produce l'unico circuito dispari del sistema trasformato pub es- 
sere uua coppia di segmenti oppure ua triangolo. 

Yella prima ipotesi, uuo dei segmenti della coppia ~ di "l~ ; l 'altro sia 
di ~f~. It circuito ~(~ sar'~ nella posizione (y~ ~)~ col circuito ~ composto da 
altra coppia di segmenti appartenenti  a y, )'~. Secondo che, a partite dalla 
coppia prima nominata, quella di ~ occupa posto dispari o pari, nasce l'ag- 
gruppamento (~,x 2"~)~ oppure l 'aggruppamento (y~ y~)~ ; il primo caso sar~ ia- 
dicato con (~,, "l~'l~)~, il secondo con (y~ y: ~/~)~. Si possono introdurre sot- 
tocasi. 

Nella seconda ipotesi ~ aecessario l 'aggruppamento (y~ y~)~ ; il caso sarfi 
i~ldicato con (y~ ,/~ y~)~. 

Nei tre casi ultimametde considerati il sistema trasformato consta di un 
circuito dispari e di k - - 2  circuiti (pari) indipendenti. 

[l caso di un circuito pari y, e di due circuiti dispa~i ~'~ ~ non presenta 
distinzioni; sar~ iudicato con (y~ ~'~ y~)~. I1 sistema trasformato ~ di k - - 1  
circuiti indipeadenti. 

Cosi ~ou presenta distinzioni il caso di tre circuiti dispari (,[, ~,~ y~),. I1 
sistema trasformato consta di un circuito dispari (proveniente da uno dei 
due triaugoli) e di k - - ~  circuiti (pari) indipendenti. 

21. Sia una quaterna di circuiti ,[1 ~ ~,~ y~, tutti pari. I1 contorno este- 
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riore potrh esser dato da una coppia di segmenti, da un triangolo, da un 
poligono a d e s .  di k~-+-kl~ ~ k , ~  lati. 

S e i l  contorno esteriore ~ dato da una coppia di segmenti di y1 y~, si 
ha uno degli aggruppamenti  (y, y~ y~), oppure (yl y~ y~)~, segue rispettivamente 
(Y1 Y~ y,).. oppure (Y1 y~ 74)~ ed in ogni caso (y~ y,),. Si hanno cosi due tipi 
di quaterne (Yt Y~ Y~ y,)~, (y1 y~ y~ Y,)~. 

Se il contorno esteriore ~ un triangolo, si avrh ad esempio l'aggruppa- 
mento (% y~ 7~)~; il circuito y~ coll'altro triangolo ~: d~ luogo al tipo (y, "~)~ 
e produce gli aggruppamenti  (T, 7,),, (Y~ Y~)~, (Y~Y,)~. La  quaterna si dirh 
(y, 

Nei tre casi il sistema t/"asformato (della quaterna) ~ di k -  3 circuiti 
indipendenti e di un circuito che li include. 

S e i l  contorno esteriore ~ il poligono di kl~ ~ k~-l-kl~ lati, si hanno gli 
aggruppamenti (y, y~ y~)~ (y, 7~ 7~)~ (7, 7~ Y,)~; segue (y~ y~ 7,)~. I1 tipo si dirh 
(7, Y~ y3 Y,),. I1 sistema trasformato ~ di k- - !2  circuiti indipendenti. 

Siano ora y, 7~ Y~ pari, 7~ dispari. Poich~ y~ ha le sue intersezioni su un 
triangolo della terna y, y~ 7~, il contorno esteriore della terna ha in comune 
col triangolo un lato almeno, quindi o un lato o tre lati. 

Nella prima ipotesi si ha, ad es., l 'aggruppamento (y1 y~ y~), ed il circuito 
dispari del sistema trasformato proviene da una coppia di segmeriti appar- 
tenenti a Y1 Y+- 11 tipo si dir~ (YI Y~ Y~ Y~)~. 

Nella seconda ipotesi si ha l 'aggcuppamento (Yl Y.~ Y~)~ ; ma il segmento 
di 7, di seconda specie rispetto al contorno esteriore della terna pub avere 
gli estremi su un sol lato (sia di Y,), oppure su due lati (siano di 7~, Y~); 
onde il circuito dispari o proverr~ da una coppia di segmenti (di 7, Y~) o da 
un triangolo (col lati appartenenti  a y~ y~ Y,)- I due casi si diranno rispetti- 
vamente (y, y~ y~ Y~)~, (71 Y~ Y~ Y~)~. 

Nei tre casi ora veduti il sistema trasformato consta di un circuito dis- 
pari e di k - - 3  circuiti (pari) indipendenti. 

Se Y, Y~ son pari, Y~ Y~ dispari, poich~ y~ deve applicarsi ad un circuito 
triangolare dispari, ~ necessario l 'aggruppamento (Y, Y~ 7~)~. Si ha cosi pure 
(71 Y~ 7~);. II caso, unico, si indicher~ con (Y~ Y~ Y~ Y,)~. II sistema trasformato 

di / ¢ -  2 circuiti indipendenti. 
Sia YI pari, siano 7~ Y~ Y4 dispari. II caso, evidentemente unico, si dirh 

(Y1 Y~ 7~ Y,),. II sistema trasformato possiede un circuito dispari e k - - 3  cir- 
cuiti (pari) indipendenti. 

Cosi ~ unico iI caso (Y, Y~ Y~ y,),o di quattro circuiti dispari. [1 sistema 
trasformato ~ di k - - 2  circuiti indipendenti. 
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22. Su quanto  ~ esposto ai num.'  19, 20, 21 ~ perb da osservarsi eib 
che segue. 

Per  k = 1 una  coppia di eireuiti pub in due modi fornire una  (T,-r~),. 
Cosl una  terna ('f, T~ T~).~ per k,~ = k,.~ ~--- I pub essere considerata  come 

tale in due od it) quat t ro  modi secondo ehe sia k~.~ =I = 1 oppure  k,~:~ = 1. 
Analogamente  pet" k = ~  una  coppice di cireuiti, se i circuiti sono en- 

t rambi pari, ~ ad un tempo una  (~,, ~,~)~ ed una  (T, y,)o, mentre, se essi sono 
di parit'h diversa, dh luogo ad una  (T, ~"~)~ iJl due modi differenti. 

Le propriet'g ora esposte d ipendono dalla possibitith di mutare  il senso 
positivo su uno o pifi circuiti, senza che eessino le condizioni fondamenta l i  
di ord inamento ,  il che avviene solo nei ccesi eleJ, cati. 

§ 6. ESTENSIONE DEL CONCETTO DI (¢ PIC, COLA VARIAZIONE ~ TOPOLOGICA. 

23. Le precedenti  considerazioni  si riferiscono a sistemi ~, tali che 
pet' un  punto  del piano passino due circuiti di x2 at pill (num. 9). Tolgasi 
ora tale J:estrizione e si consideri  un punto  0 del piano, pel quale passino 

r ~_~ ~ circuiti di E : 

T~, y ~ , . . . ,  T,.. 

Sui 2 r  segmenti  (dei eircuiti T~) uscenti  da O, presi ord iaa tamenle ,  si 
segnino nel l ' intorno di 0 r ispet t ivamente i punti  A, Ao..A~...A:,., in modo 
che A; ed A,+,. siano su ~', (dCt bande opposte di 0). All ' indice j di A~ si con- 
venga di sosti tuire eventuahnente  ogni intero _~j  rood. 2 r .  

Nell ' intorno di 0 si de te rminano  2r  campi A~OA~+,. In seguito ogni 

collee.j(rmento di A~ con Aj+, si immaginerh  traeciato nel campo A.;O Aj+,. 
~2&. Si in t roducano  le segueut i  operazioni (*): 

OPn1~aZm,Xl~ U. Soppressione dei segmenti  0 A; (nell ' intorno di 0);  col- 
legamento di A,_ ,  con A~, (I = 1, 2, . . . ,  r) [Fig. 6, per  r dispari ;  Fig. 7, per 

r pari]. 
OP~mAzm~xJa U'. Soppressiot~e (lei segmenti  O A~; eol legamento di A,,~ con 

A2~+, (l ~--1, 2, . . . ,  r). 

(~) La scelta di queste operazioni ~, suggerita dalle questioni algebriche trattate at § 11. 
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OPv~az~oN~: -V, (r  d i s pa r i  O s +  1 ; i = l ,  2 , . .  r). S o p p r e ,  s t one  dei  seg- 

/:/ / 
""" "" ", "\t :/ ./"" 

\ > 
: l V- 

.................... )_ . ............. 

r, ~ ... i/: l j/ '" y~ 

" ""-. A6 

~ A. 'As 

Fig. 6. Fig. 7. 

ment i  OA.:, esc lus i  OA, ed OA~+,.; e o l l e g a m e n t o  di A,+o,_, con  A,-+~: (l ---- i ,  %..., s) ; 

/ 
:/:! 

A T "-;'g,q: A6 

/ "  / 

7 .  
Fig. 8, 

j-Y / i "\ 
-" .... / i ?", A~ 

Fig. 9. 

c o l l e g a m e n t o  di Ai.~,.~,_,,_, con  A~+,.~, (l ~ l ,  ~,_ . . . ,  s) L~I~i(, '~. 8 pe r  i ---- 1, r ------ 5]. 
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OPERAZIONI W i (r pari ------ 2 s; i = 1, 2, .... 2 r). Soppressione dei segmenti  
0.4,., esclusi 0 A~ ed O A~_~,.~; collegamento di A~+~_~ con A,+~ (1 = 1, 2 , . . ,  
s - -  1); col legamento di A~+,.+~.z con A;+,.+~+, (1 ~---0, 1, 2,. . . ,  s - -  1) [Fig. 9 per 
i = 1 ,  r = 6 ] .  

OPERAZIONI Z~ (r dispari = 2 s - t -  l ;  i =  1, 2,. . . ,  ~r). Soppressione dei 
segmenti  0 A~., esclusi OA~.÷~ ed O A,+,. ,; collegamento di A,+~ con A~+~+~ 

( l : l ,  2,.. . ,  s - - l ) ;  collega- 

, ,  '~,. / / "  A 7 

Fig. t0. 

mento di A,+,.+~, con A~+~+~,+, 
( t = 0 ,  1, ~,..., s) [Fig. 10 per 
i = = 1 ,  r = 5 ] .  

Ciascuaa delle operazioni 
U, U', V~, W~, Z, si dirh , pic- 
cola variazione ,, applieata in 
0 ai eircuiti 3', Y~-..Yr. Esteso 
cosi il concerto di , piecola va- 
riazione ~ ire un  punto, si esien- 
de immedia tamente  quel]o di 
,, piecola variazione • di un  si- 
stemct ~. 

Dal punto di vista topolo- 
gico la , piccola variazione ,, di 
un sistema non mu~a essenzial- 
mente quando si sostituiseauo 

ai circuiti del sistema trasformato circuiti prossimi;  si possono quindi ge- 
neralizzare anehe le eonsiderazioni del § 3, in t roducendo nuovamente  il con- 

certo di passaggio.  
Sotto l 'aspetto pifi largo ora introdotto, in un punto O, per r = ~, le 

operazioni di tipo W si eonfoudono colle operazioni di tipo U (eoincidenti 
con quelle detinite al num. 8); eosi per r = 3, le operazioni di tipo Z si eon- 
fondono con quelle di tipo U, quando,  in entrambi i easi, si preseinda dal- 
l 'appartenenza o meno di 0 ad un eireuito del sistema trasformato (*). 

(~) L'osservazioue, in quanto si riferisce a! caso r = 2, dispensa dal trattare nel senso 
esteso deI § 6 la <~ piccola variazione ~> pei sistemi E del caso ristretto (§§ 2, 3, 4, 5). 
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§ 7. ESTENSIONE DE! R1SULTATI SUL NUMERO DEI CiRGUITI DI ~ t  

25. Le mutue in tersezioni dei circuiti di Z siano raccolte nei punti 
O~ 0~ . . .  O~ e per O, passino r,_____ 2 circuiti. Posto : 

k = r ~ ( r ' -  1) r ~ ( r 2 - - l )  r q ( r ~ - - l )  + +  2 ' (5) 

si osservi che in (5) rientra il significato particolare di k al § 2 e segg. 
Introducasi, nell'attuale senso pifi esteso, il trasformato X' di Z mediante 

piccola variazione >>, e si attribuiscano ad a, h, d, a' significati analoghi a 
quelli indicati he1 § 4~. 

Dico sussiste ancora la 

a ' ~ _ a + k - - 2 ( h - - d ) ,  (6) 

gi~, dimostrata per il caso ristretto [num. 18, form. (4~)]. 
Percib svolgo le seguenti considerazioni. 
Per 0 passino r > 2 circuiti di~.  Spostando opportunamente ne]l'intorno 

diO uno di essi, si deduce da ]~ un sistema ]~0 di cui passano per 0 soltanto 
r - - 1  circuiti, tagliati nell ' intorno di 0 dal circuito spostato in r - - 1  inter- 
sezioui semplici. Poich~ 

( r - - 1 ) ( r - - ~ ) _ } _ r _ l _ r ( r - - 1 )  
2 2 ' 

col passare da )2 a ~o [form. (5)], k non si altera; n~, evidentemente, si al- 
terano a, h, d. Ora, coll'esame dei singoli casi (num. ~6), si dimostrerb~ come 
si possano scegliere E0 e la sua ,, piccola variazione ~ in modo tale che il 
sistema trasformato Z'o possegga a'o ~ a' circuiti, presentandosi anzi il caso 
del segno ~ soltanto eccezionalmente. Se dunque Zo soddisfa ad una rela- 
zione del tipo di (6), ad una simile relazione soddisfa pure Z. 

Ma la ripetizione del procedimento conduce iniine ad un sistema del caso 
ristretto per cui la condizione si veritica. Dunque Z soddisfa alla (6). 

26. A completare quanto ~ esposto nel precedente numero, dimostro 
la possibilit~ di scegliere Zo e Z'o in modo che sia a'o ~-~ a'. 

Nella ~ piccola variazione,, di Z si supponga dapprima applicata in O 
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l'operazione U..Se r ~ dispari = 2 s q-1 (Fig. 6) si sposti 7, in modo ehe 
esso venga a tagliare i rimanenti circuiti nei segmenti OAj con l ~ ] ~ r  
(Fig. tl). A1 sistema ~2o cosi ottenuto si appliehi una , piccola variazione ,,, 
che fuori dell'intorno di 0 coincida con quella di ~, in 0 attui un'operazione 
di tipo U equivalente alla data nei eampi non attraversati dal circuito spo- 

>.%/ , ,  /" 
.......... ,, 

% / . /" ' /  
" /; 

• *" /;' ;, " ' . .  

Fig. 11. 

i 

iLj/ , / 
A12 

Fig. 12. 

stato, e nelle nuove iutersezioni semplici si comporti iu modo da eonservave 
gli antiehi eollegamenti (vedasi aneora la Fig. 11). Risulta : 

a'o = a' -~- s, (7) 

per l'apparire in ~2'o d i s  nuovi eireuiti (intovno ad O) accanto agli an- 
tichi di v'. 

Se r ~ pat'i = 2 s  (t~ g. 7) si sposti 7, in modo ehe ver~ga, a tagliare 
(p. es.) i segmenti 0 A; con l , < j  ~ r (Fig. l~). 

Sul sistema ~2o eosi ottenuto si operi in modo simile a quello esposto 
per r dispari (vedi aneora Fig. 1~). Risultergt: 

d o  = a'  + s - -  1. (8) 

Qualora in 0 fosse appiieata, anzieh~ l'operazione b, l'operazione U', si 
opererebbe analogamente, raggiungendo analoghi risultati. 
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Si supponga inveee in 0 applieata l'operazione V,, per il ehe dev'essere 
r dispari = 2 s + 1 (Fig. 8, i - -  1, r := 5). Si sposti ~',~ in modo the esso venga 
a tagtiare i segmenti 0 X: con 
i < j < i + r  (Fig'. 13). A ~20 , ' \  

eosi dedotto si appliehi una ,, i i  
,, piecola variazione ,, ehe, fuori 
dall ' intorno di 0 eoineida con i /// 

""",,);./i;.' ........ " 

quella di ~, ehe in O attui una 
operazione di tipo W equi- 
valente a, V~ nei eampi non 
attraversati dal eireuito spo- 
stato, e ehe nelle nuove inter- 
sezioni sempliei si eomporti 
eosl da eonservare gli antiehi 
eollegamenti (vedi aneora Fi- 
gura 13). Sar~ 

a ' o = a ' + s - - I  (9) 

per l'apparh'e di s -  1 ch'euiti 
nuovi nell ' intorno di O. 

Fig. t3. 

Si supponga poi che in O, a E, sia applicata l'operazione W~, onde ~ r 
pari = °2 s (Fig. 9, i = 1, r = 6). Si 
sposti ~'~ in modo ehe esso venga 

~ ~ :  i ' i i ~  a tagliare i segmenti OA: con 
,, i + r < ] < i - ~ r  (Fig. 14). A 

Zo eosi ottenuto si applichi u n a  
,, pieeola, variazione ,, analoga alle 

i'~~ precedenti, attuante in O un'o- 
" ' " / perazione di tipo V, in cui il 

~ ~ , ~  eireuito di )2'o passante per O 
provenga (nell ' intorno) dall'an- 

...... / rico ,/;+,._, (vedasi ancora Fig. 14). 

/ i ",, 

Si supponga infine che in O, 
/ ~  ]~'~ '~'~ a ~2, si appliehi l'operazione Z,, 

Fig. l~. 



1~8 B r u s o t t i :  Sulla generaziot~e di curve plane algebriche reali 

ond'b r dispart ----2s-+-1 (Fig. 10, i ~ 1, r = 5). Si sposti 7~ in modo che 
venga a tagliare i segmenti  O A~. 
con i q - r < j < i - + - ~ r  (Fig. 15). 
A )20, cosi ot tenuto,  si applichi 
una  ~ piccola variazione ,, ana- 
loga alle precedenti ,  a t tuante  in 
O un 'operaz ione  di tipo W, che, 
per i campi non at t raversat i  
dal circuito spostato, equivalga 
a Z~. Sa ra :  

a'o==a'q-s.  (11) 

27. Per r > 2  le (7), (8), 
(10), (11) conducono ad a'o > a';  
la (9) conduce ad a ' o > a '  per 

Fig. 15. 
r > 3 ,  ad a ' o = a '  per  r ~ 3 .  

Af~nch~ il limite superiore  fornito da (6) sin un  massimo ~ dunque  ne- 
cessario che per un punto del piano non passino pitt di Ire circuiti di )2 e 
che net punt i  per cut ne passano tre si ceppliehi una operazione di tipo V. 

Mlo scopo di cireoscrivere la questione,  riprendo la restrizione k~ =I= 0 
( introdotta dal num. 15 al 17 incluso), supponendo esteso il signi{icato delle k~; 
con quello di k [secondo la {5)]. 

Preseindo dai cast gi'k considerat i  al § ~ ed a! sistema )3 (sottoposto alte 
condizioni necessarie sopra enunciate)  applico la t ras ibrmazione studiata al 
num. 26, in ciaseuno dei punti  per cui passano tre circuiti, lndico con v(0) 

il s is tema ottenuto.  
Risulta:  CoJ~diziotte necessaria e sufficiente perch~ la << piccola variazione ~ 

di ~ dia luogo ad un massimo ~ che ci6 avvenga per Y-(o). 
Poich~ ad uno  dei punti  O di )2 si sostituisce in )2(°) un triangolo 0 0 '  0", 

)2(0) sar~ dei tipi studiati  ai au ra )  16 e 17. 
Ma in  generale la ~, piccola va r i az ione ,  applicata a )2,,o) non ~ quella in- 

dicata ai h u m )  eitati, che dow'ebbe r iunire  i lati de! tr iangolo in un solo 
circuito (vedasi ffig. 16). Fa eccezione (num. 2~), per la duplice possibilith 
di collegamento,  soltanto il caso in cut )2(o), aIl ' infuori di eventuali  circuit i  
isolati, consti di una  terna (,/~ 7-~ 7~),, essendo O una  delle intersezioni di 
7.~ con % ed O' (risp. 0") l'unica intersezione di v, con 7.~ (risp. con ?~) (ve- 

dasi aneora  Fig. 16). 
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Segue che il limite superiore fornito da (6) ~ un massimo nei soli casi 

seguenti: 1. ° Se ~ e la ((piccoht variazione >~ si scelgono secondo uno dei hU- 

meri 1~, 16, 17. 2. ° Se ~, all ' i~fuori di eventucdi circuiti isolati, ~ composto 

io 
1 / 

/ 

( 

1,~ig. 16. 

di tre circuiti "~ y~ ~[~ dispari,  ~[~ "~ hanno le mutue intersezioni ugualmente 

ordi~ate e .{, li tc~glia sottanto in unc~ 0 di queste ; se inoltre la << piccola va- 

ri(tzione ~ atture in 0 l'operazione ~ e helle a.ltre intersezioni (di ~[2 Y.~) ope- 

r(~ziolti di tipo U collegctnti le coppie di segmenti ad estremi comuni (Fig. 16). 
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PARTE SECONDA. 

La "picco la  var iaz ione  ,, algebrica.  

8. LA '~PICCOLA VARIAZIONE>> DI UNA CURVA PIANA AI,GEBRI(IA REALE SPEZZATA. 

°28. Si eonsideri la eurwt (piana) spezzata helle h curve algebriehe a 

punti  eeali : 
C",, C"~, . . . ,  C"~ 

r ispet t ivamente  di ordini n , ,  n ~ , . . . ,  n,~, irridueibili, prive di singolarith in 
punti  reali e di mutui  eontatt i  reali (ma even tua tmente  dotate eosi di singo- 
laritgt immaginarie-eonjugate come di mutui  eontatt i  immaginari-eonjugati) .  

Per  u n  pun to  reale del p iano  pass ino  al p i i ,  due C% 
Sia 

f , = o  (i--J, ~ , . . . ,  h) 

l 'equazione di C", in coordinate  projett ive con elementi  di r i fer imento reali 
(e del resto arbi trar i) ;  sia 

g - - ( )  

l 'equazione di mla eurwt reale d 'ordine  n, -{-,,t2-{- - • • -t- n,~, gener iea  (dog 
non 1)assante per le mutue  iutersezioni  reali  delle C"'). 

Nella 

f, f , . . .  f,, ~ t g = () (102) 

una curwt reale pure si a t t r ibuiseano a t valori reali ;  essa rappresenter5  

d 'ordine n, -t- u2 -5-" • " q-  n,,. 
Qualora  l ' insieme dei eireuiti della eurva spezzata si eonsideri  come un  

sis tema E, l ' insieme di quelli delia (t02) per it I t tbbastanza piccolo potrh eon- 
siderarsi  come un sistema V' dedot to  d a v  per  ~ pieeola variazione ,,, nel 
senso dei §§ "2 e 3. 

Se E 6 coJmesso (num. 102) [o eomposto di un sis tema eonnesso e di eir- 
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cuiti  staccati], l e  in tersezioni  di g - ~  0 col segment i  [e circuiti] di Y. f issano 
la pariti~ dei passaggi  ed il segno di t d i r ime la scelta fra le due  (( piccole 
variazioni  ~, complementa r i .  Onde  la ~ piccola variazione ,, ~ in ques to  caso 
topo log icamen te  de te rmina ta .  

Pifl ia genera le  si osservi  che il s i s tema c o m p o s t o  di ~ e dei circuiti  di 
g ~ 0, p o s s e d e n d o  compless ivamente  un  n u m e r o  pari  di circuiti  dispari ,  de- 
termit la  tma  divis ione del p iano in regioni  cont raddis t inguibi l i  coi segni -1- 
e - (,lu n. 

Si consider i  

t - -  L f ~ . . . L ,  
g 

come funzione delle coord ina te  di un  punto ,  e si noti  che t p rende  segni op- 
post]  i~1 regioni  di segno opposto ,  perch~ il passare  a t t raverso  un  punto  ge- 

nerico del con[or~m, di una  regione m u t a  il segno o di u n a  delle f~ o di g. 
La (1~) ~ u | m  delle curve t---: cost., quindi  si svolge in regioni  di ugua l  
seg~m. Perci6 ne l l ' in torno  di u n a  in tersezione (reale) f, ~ 0 fj----0 sono ben  
de te rmina t i  i campi  in cui passa  la (12), come quelli  appa r t enen t i  a regioni  
di dato  seguo. 

La ,, piccola var iazione ), ~ d u n q u e  p i e n a m e n t e  de te rmina ta  (ad es. uel 
setlso del num.  10) dal c o m p o r t a m e n t o  d i g  ~--0 e dal segno di t, d i p e n d e n d o  
a~lcora da  ques t ' u l t imo  la scelta fra ,, piccole variazioni  )~ complementa r i .  

La  (12), per  gli oppo r tun i  valori di t, s i  dir~ a p p u n t o  dedo t t a  dalla cm'va 
spezzata  media~lte ~ piccola variazione ~ (algebrica). 

§ 9. ESISTENZA D[ UNA (< PICCOLA VARIAZIONE ~ ALGEBRICA 

I,]QUIVALENTE AD UNA DATA (¢ P[CCOLA VARIAZIONE >> TOPOLOGICA. 

~9. Da qua~to  si legge nel p receden te  paragrafo  nasce il quesi to se 
umt ,, piacola val 'iaziouc ,, topologicame,te possibile lo s[a pu re  algebricamente, 

cio~:~ se c~d u,na data. scettc~ dei campi  negti intorni  delle intersezioni corrisponda 

sempre un'opportun(~ scelta, della g ~ 0 e deI segno di t. 

Il ([uesito ha r isposta  affermatiw~, come si dimost , 'a  in ques to  paragrafo.  
Si i)t'en(la in esame il caso di due  curve. La (l~) diverrh : 

f , L  + t g = O .  (1~)' 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXI[. ~0 
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Detto k il numero  delle intersezioni (reali) di C", C"~, sa.rtt 

]g ~ n~ ~%. (13) 

Si supponga dappr ima n~ --~ n.~ pari. I1 sistema ~2, eon tenendo  zero o dub 

eireuiti dispari, p roduce  una  divisione D del piano in patt i  contraddist in-  
guibili eoi segni ~- e - -  (num. ~). Una  ~ pieeola variazione >, della curva 
spezzata si pub percib deLerminare con una  distr ibuzione di segni nei k 
punti  (num. 10), fissati i segni nei  campi col 2. ° criterio (num. 9). 

S i a m  il numero  dei punt i  contrassegnat i  col - -  e si immagini  l a g  = 0 
eosti tui ta da a t t re t tant i  pieeoli ovali e i reondant i  i detti punt i  ed ulterior- 
mente  da eventual i  circuiti c iascuno dei quali seghi al pifi un segmento di E. 

L' insieme di ~ e dei circuiti d i g  = 0 produce nel piano una  divisione D' 

in regie~ni le quali si possono contraddis t inguere  col segni ~ e - -  in tal 
guisa, the  nell'int(~rno dei punti  non cireondati  [risp. eircondati] i segni delLe 

regioni helle divisioni D e D' siano eoncordi  [risp. discordi]. 
Nell 'ipotesi fatta per la g - =  0, a t si at t r ibuisea [al segno the  la (l~)' si 

svolga nelle regioni di segno -}- seeondo D'; la (l~)' si compoI'ter~ negli in- 
torni dei k punt i  in tal modo da porre in atto la ~< pieeola variazione >> as- 

segnata.  
Lo stesso seopo si sarebbe ragg[unto e i rcondando con ovali i punt i  eon- 

t rassegnati  col -~ ed a t t r ibuendo a t segno tale ehe (1~)' si svolga nelle re- 
gioni di segno - - ,  seeondo la ntmva divisione D' del piano in regioni (*). 

L 'arbi t rar ieth the  nasee dall 'ul t ima osservazione permet te  di riferirsi in 
ogni easo ad una g = 0  con ovali c i reondant i  m fra i k punti,  essendo 

1 

quindi anehe, per la (13): 
l 

(~) Se X g connesso, oppare eomposto di un sistema eonnesso e di circuiti isolati, la 
trattazione si pub semplificare e ridurre ad un eomputo di passaggi. Invero un segmento 
congiungente due punti di uguat segno, essendo tagiiato da due o zero ova ii, presenta un 
numero pari di passaggi, mentre un segmento eongiungente punti di segno opposto, essendo 
segato da un sol ovale, presenta ml numero dispari di passaggi (non Mterando gli eventuali 
ulteriori eireuiti di g=O la parith); e ei5 appunto deve essere (vedi num. 11). 
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Le considerazioui  svolte r idueono,  nel caso attuale,  la soluzione del que- 

sito posto in principio di questo num. alia costruzione di u a a  curva g = 0 
del tipo indicato. Per  questo si veda, il nmn.  seguente.  

1 
30. Si osservi dappr ima  che le curve d 'ordine ~- (n~ -4- ns) passant i  per 

gii m punti  da circondarsi  formano un  s is tema l ineare (C) di d imensione 

1 
r ~ N (n, -[- n~) (n, + n~ -t- 6) - -  m. (15) 

Supposto n, ~ r~ ,  da  (15) e (15) si deduca  

onde anche : 

1 
r ~> -8- (rtl - -  n~) Oh - -  n~ -l- 6) -[- 1. (16) 

Ne segue che (C) non  pu6 possedere C "~ - come par te  tissa, quindi  ehe, 
per l ' irriducibili th di C~, ~ di curve irriducibili. Risulta ~thzi che esso de- 
scrive su C'~ una  serie l ineare a lmeno ~ ,  onde, se C"~ C"~ sono in  pos i z ione  

algebricamente  generica,  all ' infuori degli m punti  assegnati ,  non possiede altri 

punt i -base  su C'~; in p a r t i c o l a r e ( C )  non poss iede  punh'-base nelle ul ler ior i  

in tersez ioni  real i  d i  C"~ e C"~. E quanto per  ora suppongo (*). 

Siano w----0, w = 0 due curve di (C) immaginar ie-conjugate  e del resto 
generiche.  Sia go = 0 una curva d 'ordine n, -+- n~ reale a punti  immaginari .  La : 

g -~ w 'w -~ z go = 0, (17) 

per z (reale) di valor assoluto abbas tanza  piccolo e di segno oppor tuno,  sar'h 
composta  di piccoli ovali e i rcondant i  le intersezioni reali di w--= O, w =  O, 
cio~ d a m  ovali c i rcondant i  i punti  assegnati  ed even tua lmente  da altri ovali 
di cui ciaseuno taglia al pifi un  segmento  di E- La (17) ~ la curva richiesta. 

31. II s is tema (C) abbia oltre agli m punti  assegnati ,  che dir6 punt i  P, 
altri m ' ~ > 0  punti  fondamenta t i  (semplici), che dir6 punti  P ' ,  in ulteriori  in- 

(~) La restrizione sara tolta al numero seguente. ]~ bene per6 osservare come nella mag- 
gior parte dei problemi di • piccola variazione ~, sia lecito ridursi ad una posizione algebrica- 
mente generica, sostituendo ad una delle curve date una curva prossima, senza alterare le 
coadizioni topologiche, le quali generalmente sono le sole essenziali. 
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tersezioni di C:', C'"-' (reali od, in parte, immaginarie-eonjugate).  Se fra gli m 
punti  assegnati  solo ~n0 ~ . m  forniseono alle (C) eondizioni lineari indipen- 
den(i, una  nota proprieLh delle se r i e  l i n e a r i  spec i cd i  (~), applieata alla s e r i e  

caro~t ter is t ica  di (C), conduce  in modo sempliee alla 

~1"~ o --- ~Ig ~ 'i)g'~ 

onde aila 

m > m'. (18) 

1 (*h + n~) passmdi  per gli m' $ia (0') il sisLema delle em've d 'ordine 

punti  P" e si supponga ehe esso non possegga ulteriori  punti  fondamental i  
nelle intersezioni di C", C"~. Se ~v '=  0, w ' =  0 sono due curve di (C') im- 
maginar ie  conjugate  e del resto generiehe e go = 0 ~ aneora  una  eurva d ' o f  
dine n , - ~  n~ reale a punt i  immaginari',  la 

r 
g ' ~ _ w '  ~v'-~-~ go----0, 

per z' opportuno,  6 una  eurva eostiLuita da, ovali eireondanti  le intersezioni 

reali di ~v'==-0, ~ F =  0, eio6 dagli ovali e i reondant i  quelli fl'a i punt i  P '  ehe 
sono reali ed eventuahnente  da altri ovali di eui eiaseuno sega al pitl un  

segmento  di )2. 
Se inoltre w = 0, w = 0  rappresen tano  aneora  curve immaginar ie  con- 

jugate  generiehe di (C), la 

g _~__ w w -i-  z 9' = O , 

per z opportuno,  6 la eurva riehiesta. Ed invero, poieh6 i punti P '  reali sono 
interni  ad ovali di g'--:-0, mentre  i punti P sono esterni ad ogni ovale di 

essa, si potrlt sempre seegliere il segno di z in modo the,  per l zi abbas tanza  
piccolo, la g = 0 (priva di punti  reali negli intorni dei punti P '  reali) sia 

eos t i tu i ta  da ,m ovali e i reondant i  i punti P ed eventua tmente  da altri di eui 

eiaseuno seghi al pil?l un segmento di )2. 
Si supponga ora ehe (0'), oltre agli m' punti  t )', possegga m" punti  ~bn- 

(•) L'ordine di Lu}a serie speciale 5 ~ al doppio della sua dimensione (teorema di CL[F- 
t,'ORl)); V. a d  es. : BFRTtNI, Ltl. geo~etrice delle serie li~eetri sot)ra ulta curva 1)iaua secondo it 
metodo algebrico (Ann. di Mat., serie 2.% T. XXII), num. 25, err. num. 38; SEGaE, I~ttrodu- 
zione alla geometria sopra un ente algebrico semplice~neJ£te infi~ito (Ibid.), num. i 72 ed 8~; 
--  BERZOLAm, Atlgemeine Theorie tier hdheren ebene~ al(jebraische~ Kuree~. (cir.), nmn. ~27. 
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damental i  P"  in ulteriori intersezioni di C", C"~ (necessariamente fra i punt i  P). 
Sussiste la 

, m ' >  m" (19) 

analoga alla (18) e si pub introdurre  il sistema ( C ' )  delle curve d 'ordine 

1 (n, -~- n~) per i punt i  P",  del quale dappr ima si suppone l 'assenza di puut i  
2 

fondamental i  helle ulteriori intersezioni delle C'~ C"~. in tale ipotesi, dette 
w " - - 0 ,  w " = 0  curve immaginarie  conjugate generiche di (C") e pos to :  

g' ~ w' w' -~ z' 9", 

g ~ * v  W - ~ z  g', 

per oppor tuni  valori di z" z', z, sar'~ g = 0 la curva richiesta. 
Nell'ipotesi contraria si cont inua il procedimento,  il quale, per le (18), 

(19) ed analoghe, uecessariamente finisce. 
]~ cosi tolta la restrizione posta al numero precedente. 

32. Sia n,-~-n~ dispari .  II sistema ~ contiene un sol circuito dispari. 
Detta u ~ 0 una retta generica, cio~ non passante per le intersezioni delle 
C'~ C"'-, i[ sistema composto di ]~ e della retta determina nel piano una di- 
visione D in regioni contraddist inguibil i  coi segni ~ e --. Ai campi negli 
intorni delle k intersezioni reali si at tr ibuiscano i segni delle regioni a cui 
appar tengono secondo la D. 

Si fissi una distribuzione di segni helle k intersezioni;  essa determina 
una (~ piccola variazione ,~ di E e reciprocamente.  

Si immagini  la ff = 0 spezzata nella retta u =  0 ed in una  curva g, = 0 
(d'ordine u , - ~  n~---1) costituita da piccoli ovali circondanti  i punti  contras- 
segnati eol - - [ o p p u r e  quelli contrassegnati  col-~-] ed ul ter iormente da cir- 
cuiti ciascuno dei quai[ seghi al pifi un segmento di E. L'iusieme di E e dei 
circuiti appat ' tenenti a g ~_ u g , - ~  0 produce nel piano una divisione D' in 
regioni, le quali si possono contraddist inguere col segn i -~  e - -  in tal guisa 
che nel l ' intorno dei punt i  non eircondati (risp. circondati) i segni delle re- 
gioni helle divisioni D e D' siano concordi (risp. discordi). Nell'ipotesi fatta 
si attribuisca a t seguo tale che (12)' si svolga nelle regioni di segno -~- lop- 
pure in quelle di segno --] secondo D'; si attuer'~ cosi la << piccola varia- 
z i o n e ,  assegnata. 
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II problema si r iduce alia eostruzione di una  g, = 0 del tipo indiea~o, 
valendo per il numero  m dei punt i  da circondarsi  aneora  la (lg). 

1 
Interviene il s is tema (C) delle curve d 'ordine ~- (n , -}-n= ~ i) passante  

per gli m punti, di d imensione 

r ~ -/-(n, -~- n., - -  1) (n, q- ~** + 5) - -  m. (15)' 
( 2  

Supposto ~t, ~> n~, da (1-~) e (15)' si deduce :  

1 
r ~ g (<  - -  ~.~ - -  l) (n, - -  Jt,~ ~ 5) ÷ <~, 

onde (eseluso il easo ovvio u,----!~, n~ = 1, m =  1, r =  1): 

r 5> 1-:(n~ - -  n., - -  1) (n~- -  ~t.a -~- 5) + 1. 
O 

(16)' 

Se C',, C"~ sono a lgebr icamente  generiehe,  I 'ulteriore trattazione si svolge 
amtloga a quelttt per la costruzione di g----O al num..'50 e conduce alia 

g, =_ w w q- z go = 0 

per oppot' tuni valori di z, essendo w = O, w := 0 immagiuar ie  conjugate ge- 
neriche in (C) e go := 0 reale a punt i  immaginar i  (d 'ordine n , - 4 - n , -  1). 

Se (7% C"~ sono tall ehe (C), oltre agli m punti  assegnati ,  abbia ulte- 
riori punti  fondamenta l i  helle intersezioni reali delle curve stesse, valgono 
considerazioni ana loghe  a quelle svolte al num. 31. 

I1 easo di due curve ~ dunque  esaurito, anche per n,-4-n~ dispari. 
aa. I1 metodo seguito nei num.' ~9, 30, 31, 3~ per il easo di due curve 

non si pub sempre  immaginare  esteso al easo di pifi curve. 

[1 s is tema E possiede un numero  par[ o dispari di eireuiti  dispari, se- 
condo che ~ pari  o dispari  n, ~ n~ ~ - -  • q-  n,,. L 'estensione del p rocedhnento  
conduce  dunque  sostanzialmente,  helle due ipotesi, alla r icerca di una  curva 

d 'ordine n, -}- n2 -}- . . . .  ~ n,, oppure  n, q- n~ ~ .  -. ~ n,, - -  1, eomposta  d i m  
ovali e i reondant i  a l t re t tante  fra le mutue  iatet 'sezioni (reali) delle C", ed even- 
tua lmente  da ulteriori  eireuiti, eiaseuno dei quail seghi al pit~ un segmento 

di E. 1~ inoltre leeito supporre:  
t 

m ~ 2 k, 
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oude: 
1 

m ~ ~- (n, n. -~- n, n~ ÷ . . .  ÷ n,,_, m). (~o) 

Perb la (20) non ~ coadizione sufficiente per l'esistenza del sistema (C) 
1 

1 (n,-t-u~-~-.. .  +nh )  oppure - ~ 2 ( n , - + - n ~ - ~ . . . - ~ n ~ - - l )  delle curve d'ordine ~- 

passanti per gli m punti da circondarsi, se non si aggiunge la coudizioue: 

n~ -~- n~ - ~ - . -  -~- n~ -~- 6 (n~ -~- n~ - ~ . - .  -~ n~) ~ t 
(~1) 

> 2 (n, m ÷ ~, m ÷ - - .  ÷ n,,_, m), 

oppure (rispettivamente) la: 

(~.1)' 
2 (n, n~ ÷ n, n~ ÷ . . .  ÷ n,,_,) -+- 5. 

Atl'iafuori d'ogni validith geaerale, r imane tuttavia la possibilit~ di eon- 
t inuare il procedimento quando esista il sistema (C), ciob quando per le curve 

1 1 
d'ordiue ~ (n,-~- n.~-~ . . . -{-  n,,) o (rispettivamente) ~2- (n~ - t -  n~ - t -  " " -~- n,, - -  1) 

il gruppo degli m punti rappreseuti un numero di condizioni lineari indi- 
pendenti  : 

/ (u, ÷ n., -~ • . .  ÷ n,,) (n,  -+- n~ ÷ . . .  ÷ ~,, ÷ 6) mo < - 8 -  ° 

o (rispettivamente) : 

! 
- -  I) (n, ÷ n.. ÷ -  . .  ÷ n,, ÷ 5). 

Le considerazioni analoghe a quelle svolte nel num. 31 richiederebbero 
pifi minuto esame, presentandosi qui il caso nuovo di un sistema (C) con 
patti tisse (una o pifl delle C ' , ) .  

M a i l  probiema posto all'inizio di questo paragrafo sara risolto per altra 
via he! numero seguente in tutta la sua generalit'~. 

~14~. Date le C'* (s = i, 2, . . . ,  h) si contraddistinguano i campi negli in- 
L()HIi delle k [oro mutue iutersezioni reali col segni ~ e - -  (num. 9). S'im- 
magini una ~ piccola variazione ~ di Z determinata d~ una distribuzione di 
segni helle dette intersezioni (num. 10). 

Si tissino due curve C ' ,  C " J ( i ~ j ) e  si presciuda, per un momento, dalle 
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r imanent i .  Negli intorni  delle loro intersezioni  si m a n t e n g a  la p recedente  in- 
dicazione dei campi  med ian te  segni e netle intersezioni  s tesse si distribui- 
scano i segui in accordo colla fissata d is t r ibuzione generale.  Nascer'h per  il 
s i s tema Zu dei circuiti  di C"' C'v u n a  ,, piccola variazione ,,, realizzata alge- 
b r i camente  a s s u m e a d o  come curva  t r as tb rmata  la :  

L. L,. -+- t,., gu = 0, (22) 

clove gu ~ 0, t u son scelti, ad es., nei modo  indicato ai num. ~ 29, 30, 31, 3~. 
Il segno di t u B cosi ben de termina to ,  ma  si suppor rh ,  come ~ lecito, 

che sia il + ,  inc ludendo  even[ua lmente  un. fat tore ( - -  I) nel  p r imo m e m b r o  
della gu ~ 0. Inol tre  l 'arbitrariet~ che r imane  nella scelta delle gu = 0 per- 
metre di esc luderne  il passagg io-per  mu tu e  intersezioai  delle C ~'~. 

Si indichi  cou f u i l  prodot to  di Lutte le L, escluse le f,., fj. Dico che, 
per effJtuare algebficamente l'assegnata ~piccola variazione ,> di ,,,v basra 
nellct (12) [del num.  29] porre: 

g ~ f,~ g,.. 4-  f,~g,.~ - ~ . . .  + L J g u 4 - "  4-  f,,-,,,, g,,-,,,, (23) 

e t :~  0, m a  abbasta, nzct piccolo. 
Ai paramet r i  t, t u delle (l~) e (22) si r idoni  l ' int iera variabilith, conside- 

randoli  come funzioni  i~elle coord ina te  di u n  p u n t o  cor ren te  nel  p i a n o :  

t _ _ _ L f ~ . . . L . . . L . . . . f , , ,  
g 

t;,j ~ . . . . . . . . . .  

i)alle (23), (~4~), (~5) segue :  

f' f '  . (~5) 
gu 

1 1 1 - 4 -  1 1 (026) 
Y -~ ~,T 4- t,,~ " '  + ~ + 4- t,,_,,---;~ 

Se si procede med ian te  la (26) al calcolo di ~ ,  i te rmini  del secondo 

f"[Jg~ possono  essere (listinti in qua t t ro  g rupp i :  un  n ,embro  del tipo tt,:i- = f, f,. g,, 

te rmhle  ('ogli indiei q, s = i ,  j ;  h - - -~  termini  con uno  di essi ---=j; h - - 2  
termirfi con uno di essi --= i;  i rimanerlti cogl.i indici (liversi eatrambi da 
i, j. Si stal)ilisce cosi u n a  identit 'h (tel t ipo s e g u e a t e :  

t .  _ - : I ~ - L T ,  H LT' ~' t .' + f' f,; ~ '  (~7) 
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Si faccia ora  tendere  c o m u n q a e  il p u n to  corrente  ad u n a  delle interse- 
zioni (reali) di C'~, C"J; poich~ T,, Tj, T,~ t endono  a limiti t init i  ed f , ,  L ten- 
dono  al l imite zero, segue 

= 1 .  lira 
b 

Se ne  deduce  che ~ possibile immag ina re  un in to rno  della in tersezione 
in cui t e t;~. posseggano  lo s tesso segno, onde  nei campi  in  cui ~ t , s >  0 
pure  t > 0. Ossia i campi degli intorni  delle intersezioni di C '~ C~J percorsi 
da (22) soJ~,o pure  percorsi da (10~) [per t > 0 abbastanza piccolo e g data 
da 

T e n u t a  presente  la scelta delle ~< piceole variazioni  ,, appl icate  ai s is temi 
Eo, si conclude  d 'aver  ragg iun to  pure  per~2 la ~ piceoia var iazione, ,  asse- 
gnata.  

§ 10. ALTRE DIMOSTRAZIONI D'ESISTENZA PER ALCUNI CASt NOTEVOLL 

35. In casi parficolari  la 9 = 0, co r r i sponden te  ad u n a  , piccola varia. 
zi0ne ,, assegnata ,  pub ot teners i  con p roced imen t i  essenzia lmente  diversi da 
quelli  indicat i  nel la  t ra t taz ione  generale  del § 9. A qualche  esempio  per  se 
stesso in te ressante  b dedicato il presente  paragrafo.  

i. ° ~SEMPIO. Sin d a p p r i m a  C~, di genere  p, do ta ta  del n u m e r o  mass imo 
di circuiti  compat ibi le  col genere,  ciob (*) d i p  + 1 circuiti. Le k intersezioni  
(reali) s iano tut te  raccolte sopra  un  solo circuito 7 di 6'", (onde m a n c h i n o  le 
m u t u e  intersezioni  reali fra le r imanent i  C '~*) (~). 

Essendo  )2 compos to  di un  s i s tema eonnesso  e di eventual i  circuiti  stac- 
carl, i n t e rve r ranno  sol tanto  eonsiderazioni  di par i t~  di  passagg i  (§ 3) e ques te  
p o t r a n n o  restr ingersi  ai soli segment i  di 7 (num. 13 in fine). 

Le curve aggiunte della C", di ordine  n, + n~ ~ . . - + m ,  segnano  su di 
essa una  serie l ineare di d imens ione  

r ~ p + n, (n~ --~ ~,~ + . . .  -~- n~, -~- 3) - -  2 

(*) HARNACK, IOC. cit. 
(**) Ii caso B), che verrit considerato ai num. ~ ,  rientra helle attuali ipotesi. 

Am,  ali di Matematica, Serie III, Tomo XXII. ~l 
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e di ordine r - ~ p  (~). Con 

si indiehi il numero  dei segmenti  di ¥ ehe esigono numero  dispari di pas- 

saggi seeondo la , pieeola variazione ,, assegnata ,  

Si determin[ un gruppo  della serie mediante r punt i  (a lgebrieamente ge- 

neriei) distribuiti  come segue :  i. ° un punto  su eiaseuno dei k' segmenti  in- 

dieati ;  ~.o un pun!o su eiaseuno dei eireuiti di C"~ diversi da 7, eseluso l'e- 

ventuale eireuito dispari ;  3. ° i r imanent i  r - - h ' - - p  oppure  r - - k ' - - p - t - l  
neeessar iamente  in mHnero pari (~), raggruppat i  e o m u n q u e  in eoppie di punti  

immaginari  eonjugati ,  o di punti  appar tenent i  ad  uno stesso segmento  di~', 

o d[ punti  sopra uno stesso deg l i  ulteriori eireuiti di C'~ (raggruppati  eio~ 

in m o d o t a l e  da non alterare la pariti~ dei passaggi). 

I1 g ruppo  sarf~ ~leeessariamente eompleta to  da p punti,  fra eui quel[i 

real[ disposti  in numero  dispari su eiaseuno dei p eireuiti di C"~ diversi da 7, 

clog da 1' punti  tutti  reali giaeenti r ispet t ivamente  sui p eireuiti stessi. 
Le eondizioni offerte dal g ruppo  alle curve aggiunte d 'ordine 

n~ ÷ n,~ -~-... + n,, 

sono tutte reali, quindi per  esso passano aggiunte (di tale ordine) reali. Una 

generiea di ques te  s[ pub assumere  come eurva g = O .  
36. Si eons[deri ora il seguente:  

~o i~sl.~MPm. Sia aneora  C"~ dota ta  di p - 5 - !  eireuiti. Le k intersezioni 

siano per6 disLr[buite su due e[re~fit[ y, ~ della C',, ma }2 sia, all ' infuori di 

eh'euiti isolaS, eonnesso  [per il ehe bas ta  t 'esistenza di un eireuito apparte- 
nente ad una  C"~ ( s >  1) e seeante eosi ¥ come 3]. [noltre la ~ pieeola varia- 

zione,,  assegtmta sia tale ehe su ¢~ due segmenti  a[ pill r iehiedano un nu- 
mero dispari di passaggi. Sar/~. suffieiente fissare la parith dei passaggi su 7 

e ~ (vedi nora al num. 13). 

Suppos to  p : > l ( ~ * ) ,  si r iprenda il s is tema delle aggiunte d 'ordine  

(~) Vedi ad es. BERTIN[, JOe. tit., nmn. 22 c); BERZOLARI, lee. cit., num. ~27. 
(~*') Se Jh e pari, ~'--p per la (~9) ~ pari, ~, ~ eireuito pari, onde k' ~ pari, r - - k ' - - p  ~ 

park Se ~t I ~ dispari e 7 pure ~ dispari eosi r -- p come k' hanno [a parit£ din  1 -~ n~ -~...  ~- nh, 
onde r - -k ' - -p  ~ pari. Se n~ ~ dispari e 7 ~ I')ari, le C~,(s:~l) non eontengono circuiti dis- 
pari, cio~ sono d'ordine pari, r - - p  ~ dispari, k' ~ pari, r - - k ' - -p@ t ~ pari. 

(*'~) II caso p = 1 si tratta direttamente in modo semplice. 
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n , - ] - n ~ - } - - . .  + n~, e si determini  un gruppo della serie da esso segnata  su 
C", mediante  r punti,  dis t r ibuendoli  cosi:  1. ° uno in ciascuno dei k' segmenti  

di T r ichiedenti  rmmero  dispari di passaggi ;  2. ° uno su ciascuno dei p cir- 
cuiti diversi da y, escluso l 'eventuale dispari, in modo per6 che, se 8 richiede 
numero  dispari di passaggi su due segmenti  (ed ~ quindi pari), il punto 
su 3 sia preso in uno  di quest i ;  3. ° i r imaaen t i  r - -  k ' - - p  od r ~ k '  - - p ~ +  1 

in coppie non  al teranti  la pari th dei passaggi, coll 'avvertenza the  per  p ~ 2, 
n~ dispari, y e 3 pari, uua  coppia sia presa sut r imanente  circuito (dispari). 

I1 g r u p p o  sarh completa to  da p punti  r ispet t ivamente s u i p  circuiti di 

C', diversi da ? e rispetter~ la parit~ dei passaggi ovuuque,  fuorch~, in ge- 
nevale, su 8. Tale parittt si potr'~ ristabilire r iconducendo quello fra i p punt i  

indicati  appa r t enen te  a a sul segmento  opportuno.  
Perei6 sopra un  circuito ~ di C~q, diverso da ~/e 3, contenente  uno, al- 

meno, degli r punt i  de te rminant i  il gruppo, si sposti tale punto  fino a de- 

scrivere l ' intero circuito (lasciando tissi su C", gli altri r -  i punti). I1 gruppo,  
detrat t i  i punti  fissil varia cosi in una  serie l ineare semplicemente  infinita 

d 'ordine p - ?  1 e viene a coincidere con tutti i gruppi di questa  aventi  due 
punti  su ~, nessun  punto  su ~', un punto su ciaseuno dei r imanent i  circuiti. 
[n part icolare il punto  mobile sul circuito 8 lo descrive per intiero, e, va- 
r iando oppovtunamente  il gruppo, pub essere condotto sul segmento voluto. 

Una generica  aggiunta  reale d 'ordine n~- t -n~-+- . - . -~-n~ ,  passante  per 
il gruppo (di r -~ -p  punti)  cosi ot tenuto,  ~ la r ichiesta g = 0 (*). 

37. Si passi iuiine al s eguen te :  
3. ° ESEI~ImO. Sia C"~ dotata  d i p  circuiti e le k intersezioni siaao raccolte 

sopra  un  suo circuito y (onde E, all ' infuori di circuiti isolati, ~ corinesso). 
Si determini  uu  gruppo della serie segnata  su C', dalle aggiunte  d'or- 

4ine n~ -+- n~-i- • • " -+- n,, median te  r punt i  cosi distribuiti :  t.° un punto  su 
ciaseuno dei k' segmenti  di y r ichiedenti  numevo dispari di passaggi;  2. o un  

punto  su ciascuno dei p circuiti di C", (il punto su ¥ dicasi A), escluso l'e- 
ventuale  circuito dispari se ~ diverso da y; 3. ° i r imanent i  n - - k ' - + - p  od 
n - - k ' + p - ? l  punti  in eoppie non al teraat i  la parit'~ dei passaggi. 

I1 gruppo, completato da p punti  r ispet t ivamente  s u i p  circuiti, in ge- 

(*) Nei due esempi ~ notevole l'uso della geometria sopra una curva di genere p dotata 
di p -}- 1 circuiti. Per altre applicazioni di questa si veda la mia Nora : Serie li~eari e corri- 
spondenze sopra u~a curva di genere p dotata di p ~ [ circuiti (Rend. R. Ist. Lomb., serie ~2 a, 
XLIII, 1910). 
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nerale  su 7 (ma non  altrove) eont ravviene  alia parifft dei passaggi.  Se perb  
uno  degli r pun t i  de t e rminan t i  il g ruppo  deserive un  eireuito (di C",) diverso 
da "5 m e n t r e  gli altri r -  1 son fissi, il p u n to  mobile  su ~. pub essere ton-  
dot to sul segmento  eon tenen te  A, r is tabi lendo la par i th  dei passaggi.  

Una  gener iea  aggiunta  (d 'ordine n~ -5- n~ -/- . . . .  +- n~) passante  per  il g r u p p o  
fornisee aneora  l a g - - =  0. 

§ I I. ESTENSIONE I)EL CONCETTO D[ ~( PICCOLA VARIAZIONE>,  ALGEBHiGA.  

38. R ip rendo  la t ra t taz ione del § 8, sulla 

f , f ~ . . . f h  + t g - - O ,  (3o) 

ma a b b a n d o n o  due delle restr izioni  ivi imposte ,  a m m e t t e n d o  : 12 che per  un  
pun to  (reale) del p iano  pass ino ev en tu ah n en t e  anehe pifi di due C",; 2.o ehe 
l a g  = 0 possa  passare  [ sempl ieemente  (~)] per  a leune  (anehe per  tutte) le 
m u tue  intersezioni  (reali) delle C",. 

Osservo ehe il s i s tema dei eireuiti delle C", ~ un  s is tema )2 nel senso 
(pi~ esteso) del § 6; dieo i n o l t r e  ehe, pe r  It! abbas tanza  piccolo il s i s tema 
dei eireuiti di (30) ~ il t ras formato  Z' di Y., in u n a  ,, pieeola variazione ,, intesa 
nel  senso (pifi esteso) del paragrafo  stesso. 

Cib verr~ d imos t ra to  nei num.  ~ seguent i  r i p r endendo  le notazioni  ivi in- 
t rodotte .  

39. Sia 0 un  pun to  del p iano  pel quale  pass ino  r ~ 2 eircuiti  di )2 e 
si supponga  d a p p r i m a  ehe g = 0 non pas s i  per  O. [ n u n  in torno  di 0 iron 

eon tenen te  pun t i  d i g  = 0 si eons ider ino i ~ r eampi  A, 0 Aj+, (num. ~3); in 
punt i  di uno  stesso eampo  la 

t =  f , L . . . f , ,  
g 

ha uno  stesso se,,'no ben de te rmina to ,  menh 'e  in punt i  r [ spe t t ivamente  di due 

eampi  eonseeut ivi  A~. 0 Aj+,, A~+~ 0 A,+~ ha  segni opposti .  

(*) It supporre per g = 0  una singolarit/~ in una intersezione delle C~, porterebbe con- 
seguentemente ad un punto multiplo ivi per ia (30), e el6 si vuol qui eseludere (vedi la pre- 
fazione). 
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Segue c h e t  assume segni alternati nei 2 r campi intorno ad O. Se, per 

fissare le idee, si suppone t ~ 0  nel campo A, O A~, la  trasformazione di 
f~ f ~ . . .  f , - ~  0 in (30) d~ luogo in 0 ad una  ,,piccola var iaz ione ,  e precisa- 
mente ad una  operazione U od U' secondo che ~ t ~ 0 oppure t ~ O. 

$0. Si supponga ora che g-~-0 passi  per 0 senza toccare ivi alcuna 

delle C "~ . 
Se su g ~ 0 da bande opposte di O, e nell ' intorno di questo, si pren- 

dono due punti G~G,~ (Figg. 17 e 18), i segmenti O G,, O G~ giaeciono in due 

g, 

Fig. 17. Fig. 18. 

campi opposti al vertice A,_I 0 A,,  A,+,.I 0 As+,., dividendo ciascuno di questi 
in due nuovi campi. 

Si hanno cosl in tutto 2 r - ~ 2  campi intorno ad O e in essi t assume 

ordinatamente segni alternati. Per es. in G, 0 A, sia t ~ 0. 
La (30) ha in 0 con g = 0 contatto r-punto, ed il circuito ~ di essa tan- 

gente l a g  ~-0 l'attraversa in O oppure non l'attraversa, secondo che r 
dispari (--  2 s -i- 1) o pari ( =  2 s). 

Per r dispari  e t :> 0, il circuito ~, nell 'intorno di O, si svolger& nei campi 

GI O A,,  G~ O A~+~ e risulter'~ quindi dall 'unione in O dei segmenti prossimi 
ad O A,, OA~+,.. La rimanente parte di (30) nell 'intorno di O si svolger~ nei 

campi A,+.~,_, O A,+~,, A,+.+2,_I O A,+,.+~, ( l ~  I, 2,..., s) [vedasi Fig. 17]. 
Per r dispari  e t ~ 0  si presentano considerazioni analoghe coll'inter- 

vento di O A,_,, 0 A~+,. ~ in luogo di O A, ,  O A,+,.. 
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Dunque la t ras formazione  di [~ f,~ . . . fh ~ 0 in  (30) d~ luogo in  0 ad una  

,, piccola var iaz ione  ~ e prec isamente  ad  u n a  operazione IT, oppure Vt_~, se- 

condo che ~ t > 0 oppure t < O. 

Per  r p a r i e  t > 0, il circuito ~, neil'intorno di O, si svolgertt nei campi 

G, 0 A , ,  A ,÷, . ,  0 G~ e risulter~ quindi dali 'unione in 0 dei segmenti prossimi 
ad 0 At ,  0 A,+, . , .  La rimanente parte di (30) nell ' intorno di 0 si svolger'h nei 

campi At+2z_, 0 A,+,~ (l-~- 1, 2 ,  .., s - -  1) ed A,.+,.+.~z 0 A~+,.+.~+, ( l = 0 ,  1, 2,..., s - -  1) 
[vedasi Fig. 18]. 

Per r p a r i  e t < 0 si presentano considerazioni analoghe coll'intervento 
di O A,+,., O A,_, in luogo di O A, ,  O A,+,_,. 

Dunque la trasformazioYte di  f~ f~ . . . f~, = 0 in  (30) d4 luogo ir~ 0 ad u n a  

,, piccola var iaz ione  ~ e prec isamente  ad u n a  operazione W~ oppure W~+,. se- 

condo ch~ ~ t > 0 oppure t < O. 

~1. Se g =- 0 £a con "~ contatto d i spar i  (in 0), i[ circuito ~ di (30) tan- 
gente g ~ 0 si comporta  come nel caso del precedente numero, deI quale 
persistono percib le conclusioni. 

Fig. 19. Fig. ~0. 

Se g ~ 0 ha con yt conlatto par i ,  il circuit() ~ uon attraversa od attra- 
versa g = 0, secondo che r ~ dispari o pari. 

Si supponga che, nell'intorno di O, g = 0 si svolga nei campi A, 0 A , , , ,  

Ai+,._l 0 A~+,. e dicansi 0 G,, 0 G.~ i segmenti di essa in detti campi (Figg. 19, 
20, 21). 

Nei 2r-+-2 campi (intorno ad O) t presenta ordinatamente segni alter- 

nati; s ia  t > O  i x  At 0 G, .  
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A 
Sia  r dispari. Per t > O ,  ~, presso O, si svolge nei campi A , O  G~, 

G~ O A~+,. e risulta dall 'unione in O dei segmer~ti prossimi ad O A,, O A,+,. 

[Fig. 19]. Per t < O, ~, presso O, si svolge nei campi G~ O A~+~, A~+~_, O G~ e 
risulta dall 'unione in O dei segmenti prossimi a,d O A,+,, 0 A,+~_~ [Fig. $0]. 
]~3 ovvio in entrambi i casi l'ulteriore comportamento di (30) nell ' intorno di O. 
Oade : 

Lct trasformazione di f~ f ~ . . .  f~ = 0 in  (30) dd luogo in  0 ad una  ope- 
razio~se V~ oppure Z~, secondo che ~ t > 0 oppure t < 0. 

S ia  r pari.  Secondo che ~ t > 0 oppure t < 0 ,  ~ si svolge, presso O, nei 

eampi A, 0 G~ , A~+~_~ 0 G~ op- 

pure G, 0 A,+, , G~ 0 A,+~ e ri- 
sulta quindi dall 'unione in O 
dei segmenti prossimi ad O A~, 
0 A~+._~ oppure O A,+~, O A;+~. 

ovvio l'ulteriore eomporta- 
mento di (30) nell 'intorno di O. 
Onde la trasformazione di f~, 

f., . . . . .  f~i = 0 iJ~ (30)  dd luogo 
in 0 ad una operazione V~ 
oppure W,+~, secondo the 
t > O ,  oppure t < 0  (vedi Fi- 
gura ~l per t > 0 ) .  

At,+ # 

Fig. 21. 

$2. Da quanto ~ svolto nei precedenti numeri risulta che ad ogni scelta 
d i g  = 0 e del segno di t corrisponde (per It! abbastanza piccolo) una - pic- 
cola variazione ,, topologicamente ben determinata. Qui, come nel caso ristretto 
del § 8 (cfr. § (.)), sorge la questione se inversamente o g n i ,  piec01a variazione ,, 
topologica si possa ottenere algebricamente con opportuna scelta di g ~-0 e 
di t. [1 quesito ha in a[cuni casi risposta affermativa, ma la, trattazione ge- 
nerale offre qualche difficolt~. 

I1 solo caso che si presenter~ nel seguito ~ per6 de1 tutto ovvio. Esso 
quello di tre rette concorrenti in un punto O, nel quale ~ da operarsi una V. 
Basta perci6 assmnere come g ~ 0 una cubica reale che passi semplicemente 
per 0 attraversando eampi opportuni e dare a t segno opportuno, sempre 
in conformit'~ alle condizioni esposte al num. 40. Tale determinazione ~ evi- 
dentemente possibile in pih modi. 
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§ 1~. CONDIZIONI NECESSARIE E SUFFICIENTI PEttCHt~ LA CURVA TRASFORMATA 

ABBIA IL MASSIMO NUMERO DI CIRCUITI GOMPATIBILE COL SUO ORDINE. 

$3. U n a  c u r v a  d ' o rd ine  n poss iede  ai pifl ( 1 ~ - - 1 ) ( n  ~ ~) 02 + ! circui t i  

e, pe r  ogni  va lore  di n, e s i s tono  curve  do ta t e  di c ircui t i  in tal n u m e r o  (*). 
Nel p r e s e n t e  pa rag ra fo  s tabi l isco cond iz ion i  necessa r i e  e suff icient i  pe rch6  
u n a  <~ piccola  va r iaz ione  • a lgebr ica  (he] senso  pih es teso  del  § 11) p r o d u c a  

u n a  cu rva  del  t ipo det to.  
I s i s temi  cost i tui t i  dai  circuit i  delle s ingole  C '~, (i -~ l,  02 . . . .  , h) si possono  

c o n s i d e r a r e  c o m e  s is temi  S,., nel  senso  de |  § 4 (num.  15 e segg.), del qua le  
si r ipren~lono qui le, no taz ion i  (cfr. § 7). 

I1 n u m e r o  k, a n c h e  nel  senso  pifi es teso  del  § 7 [form. (5)], r a p p r e s e n t a  
il n u m e r o  to ta le  delle m u t u e  in te rsez ioni  real i  fra le C ~ .  Infa t t i  gli r c i rcui t i  

passan t i  pe r  u n  p u n t o  0 a p p a r t e n g o n o  ad r d is t in te  C"';  in 0 son  d u n q u e  

raccol te  r ( r - -  1) m u t u e  in tersez ioni .  2 

App l i cando  a c i a s c u n a  delle C", la p ropr ie th  r i c h i a m a t a  all ' inizio di ques to  
n u m e r o ,  poi s o m m a n d o ,  si o t t i e n e :  

ossia : 

a _~ Oz,, - -  1) (n, - -  02) 02 + . . .  + (m - -  1)02(n,, - -  02) 

I ( n ,  + ~,,~ + . . .  + n,, - -  I)  ( n ,  ÷ n~ ÷ - .  • ÷ n,, 

-~- 02 h - -  n,~ n2 - -  n, n.~ . . . . .  n~_, n,, - -  il 

+ h  

-02)+ I 
S 

o r e  i l  segno --~ f i g u r a  solo se ogn i  C"' h a  n u m e r o  m a s s i m o  d i  c ircui l i .  

Per  la (6) [num.  025], da (31) s e g u e :  

1 
a'  ~ y (n, g -  n2 + - -  • + J~,, - -  1) (n, + n~. + . . .  + ~,, - -  ~) + l - -  Y, (3°2) 

pos to  : 
Y = (n, n._, + n~ n~ + . - .  + n,,_, nh - -  h) - -  02 (d ~ 1), (33) 

(*) HARNACK, |OC. cit. 
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coll 'avvertenza t he  in (32) f i gura  il  segno ~ solo se cib avv i ene  cos~ in  (6) 
come i n  (3[). 

Poich~ sistemi S,  appar tenent i  a sistemi ~j diversi non  hanno  interse- 

zioni comuni  (num. 18), cosi i! nmnero  delle k.~ nulle ~ ~- d (d - -  I ) .  D'altra 
- -  2 

parte, se ~ k~ ~ 0, ~ no n~ ~ ~ perch~ pari;  ossia [ 'annullarsi di una  k.~ porta  
alia differenza J,~, n~-~-. • • ~- n~,_, n~, - -  k il contr ibuto (fi due unith almeno. 
Perci6 ~ : 

n~ n~ ÷ J~ no ÷ . . -  ÷ m_, n,, - -  k ~ d (d - -  1) (3~,) 

o re  p e r  d~> l i l  segao = f igura  sol tanto  se ogni  ~.f cons ta  di  u n  solo 

S ,  (d ~---h) e se inol tre  a d  ogni  k~q : 0 c o r r i s p o n d e  n~ nq = 2. 

Da (33) e (35) si deduce  

Y~_~ ( g - -  2 ) ( d - -  1) 
onde : 

Y _  0 (35) 

ore  i l  segno ~- figurc~ solo se cib avv i ene  in  ('~V~) ed inoltre d a s s u m a  uno  

dei  va lor i  2, 1. 

45. Condizioni necessarie  perch~ la curva t rasformata  sia del tipo ri- 
chiesto sono ora l ' a n n u l l a r s i  di  Y e ht c o m p a r s a  del segJw = in  (3~). Tall 
condizioni r isul tano pure suflicienti, quando  si aggiuuga la possibilit'h di tra- 
dur re  a lgebr icamente  la relat iva , piccola variazione ~ topologica. 

S i  s u p p o n g a  d = 2; (la precedent i  osservazioni si deduce  : h --~0 t~, n~ ~ 2, 
onde n~ = 2, n~ ---~ 1. Si perviene cosl al s i s t e m a  di  urta conica e di  u n a  ret ta  

che n o n  si  tagl iano.  Po[ch~ una  ~( piccola variazione ~, qua lunque  del s is tema 
produce  una  cubica con due circuiti  (numero  massimo) cosi, per  questo primo 
caso, le condizioni r isul tano sufticienti. 

S i  s u p p o n g a  d--~ 1; perch~ sia Y = 0 occorre  the  sia 

k = n, n~ -4- n, n~ + . -  • -~ n,,_, n,~, 

cio~ che le m u t u e  in tersez ion i  delle C"~ s i a n o  tutte reali.  Sussiste dunque  la 
k.~=i=O per ogni coppia di indiei. Perch~ in (32) valga il segno - - ,  deve esso 
valere in (31) [cio~ le siJtgole C "  debbono avere  il  m a s s i m o  n u m e r o  di  circuit i]  

ed anche  in (6) [cio~ deve p r e s e n t a r s i  uno  dei casi  i nd i ca t i  al num.  ~7 in  f ine 

(cfr. num. i 15, 16, 17), col l 'avvertenza che nell '  u l t imo  di  essi  dal le  n, n~ -~ k ~  ~ l ,  

n, n~ - - / ~  ~-  1 segue n~ = n~ ~ n~ -~ t]. In tall casi la ,, piccola va r i az ione ,  
a lgebr icamente  attuabile (§ 9 e § 11 al num. $~), onde ancora  le condizioni 

r isul tano suflicienti. 
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C o a c i u d e n d o  : 

Coudizione uecessaria e suf f iciente perch~ la ~ piccola var iaz ione  ~ di  u n a  

curt~a spezzata  (nel set,so del § 11) p r o d u c a  u n a  curva  dota ta  del m a s s i m o  

ttuutero di  circui t i  cou~)atibile coll 'ordine ~ the si verifichi uno  dei seguent i  

casi : 

A) La curva  si st)ezza iu  u n a  conica e iu u n a  tetra no~ seca~disi; la 

<~ piccola var iaz ioue  ,, ~ arb i t rar ia .  

B) L a  curva  si spezza iu due  carve C'~ C ''~ provvedute  del m a s s i m o  tttt- 

mero di  circu.iti com.patibile col r ehd ic i  ordiui ,  avent i  le iJ.dersezioni tulle 

reali  (e dist iute)  raccolte su due circui t i  y, ,[.~ ,rispett ivamente di  C'~ C"~ e su  

questi  ( pe r  opportut~a scelta dei sensi) ug,ualmente ordinate .  La  <~piccola va- 

r iaz ioue ~ prov iene  da l l 'a t t r ibu ire  it segno + a tulle le i~dersezioni, seco~.~do 

il  1. o criterio ( l m m .  9) lilt relazione al ia  detta scelta, dei sens.~]. 

C) % a  curva  si spezza iu  tre C"~ C"~ C":~ pro,vvedute del massi,mo numero  

di  circuit i  compatibi le  col re lat iv i  ordini ,  avent i  le m u t u e  intersezioui  tulle reali  

(distinte),  collocate s'u. tre circui t i  "~ y~ "~ rispetti.cameJde di  C"~ C ''~- C"~, itt ,l~todo 

the le in lersez ioni  appar t enen t i  a ~(~ si possano pe~sare  u g u a l m e M e  ord inate  

su  di  esso e sul  eircuito "risultaute d~dla r i u u i o n e  di  due  (( seg 'meu t i ,  di  ~.,(, 

cogli estremi itt, comune  (i, j ,  l -~  J, 2, 3). I segment i  dei circui t i  7~ ~[~ ~', son 

eollegati in  k - - - 3  coppie e .i.~ due (~ t r iangol i  ,, ; se i seusi  su ~', y2 y~ si scel- 

gono in  modo che u n  ,, tr iangolo ,, (q~.~int/i anche l'altro) s ia  pereorso con cott- 

t inuiti~, la ,, piceola v a r i a z i o n e ,  .proviene dal l 'a t t r ibu ire  il  segno - -  a tulle le 

intersezioni ,  secondo il  1. ~ crilerio. 

I)) L a  cur.v~ si spezza in  quat t ro  C"~ C"~ C":, C" , trrovvedute del m a s s i m o  

numero  di  circuit i  com#atibi te  coi relat iv i  ordini ,  avent i  le m u l u e  in tersez ioni  

tutte reali  (dist inte),  collocate su  quat tro  circui t i  ",'~ ~[,~ "(~ ~', r i spe t t ivamente  di  

C", C"~ C':, C",, in  modo che le intersezio~d appar te~en t i  a ,{, (per opportum~. 

scelta dei seusi)  s iano  ugua lmen te  ord inate  su  di  esso e sul  contorno di  u n  

~< tr iangolo ,~ avente  per  lat i  segment i  rispetti ,damente di  ~:~ 7~ "[,, (i, j ,  t, m : ~, 

2, 3, ~). L a  <<piccola var iaz ione  )> proviene  dall 'at tr ib~dre it segno -- a tulle 

le ~ntersezioni secoudo il 1. ° criterio ( in reIazio~e al la  delta scelta dei sensi).  
E) L a  ettrva si spezza in  tre rette usceut i  da  u n  puuto  O, nel qaale  si 

a t tua  ut , 'operazioue eli tipo V (§ 6)(~) .  

(~) I casi A) ed E) souo ovvii. Dei caso If) ~'oi'ifisc(mo esempi i metodi di I-]ARNA(;K, *.[i 
HtLB~aT, delia cubica attsiliare, della quartica attsilb~re, di moitipticazione media~te geuer~- 
trici bifronti. Per i primi due metodi ved~nsi i lavori cit~tti aetla prei'aziotm; per i rimatlenti 
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C o m e  c o r o l l a r i o  si  d e d u c e  l ' i m p o s s i b i l i t g  d i  g e n e r a r e  c u r v e  col m a s s i m o  

t t u m e r o  d i  c i r cu i t i  m e d i a u t e  curve  s p e z z a t e  iJt c i n q u e  o p i i t  C "  (~). 

vedasi la mia Nota: Sulla geuerazioue delle c~trve plane di genere p dotate di p + I circuiti 
(tit.), ore le condizioai del ca,so B) soao dimostrate safficienti col['inclusione di una condi- 
zione superflua riflettente la projettabilith al finito dei segmenti sui quail sono ordinate le in- 
tersezioni. Esempi del caso C) sono forniti da una generatrice a. cireuito bifronte e da due 
rette secanti le rispettive froati; ed anche da una generatrice a circuito bifronte, dalla bi- 
fronte prossima e dalla curva dedotta per dupticazione (No ta cir.; num. 6) Un esempio del 
caso D) b. dato da una generatriee a circuito trifronte e da tre rette secanti le rispettive fronti 
(Nora cir.; num. 5). Ulteriori esempl, specialmente del caso B), saranno oggetto di prossima 
pubblicazione. 

(~) Sul campo di vatiditi~ per ie conelusioni raggiuute osservo quanto segue. Le restrizioni 
poste sono: l. ° l a g  =-0 non ha punti multipli helle mutue iniersezioni reali delle C','; ~.o le 
Cn, non hanno mutui contatti reali;  3. ° le Cnt non hanno ponti muiLip!i reali. La prima 
restrizione non influisce sol risultato; infatti l 'ipotesi contraria attribuirebbe atla curva tras- 
formata punti  multipli, il the non avviene se essa possiede il massimo numero di circuiti 
compatibile coWordine. E presumibile che anehe la seconda restrizione non abbia valore so- 
stanziale, se si riflette alle conseguenze prodotte dal sostituire ai contatti convenienti inter- 
sezioni. Ad A) si dow'ebbe per5 aggcegare (come caso limite) Fopportuna (,piccola varia- 
zione)> della eurva the si spezza in una eonica ed in una tangente di questa. La terza re- 
strizione ~ invece essenziale. 

Pavia, 9 Aprile 19i3. 
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