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Sell sine Ei]l(ishe (== geschlossene konvexe Flgohe) ststig so ab- 
gedndert werden, daft dis .Bogenldngen des au] der _Fldi~he gezogenen 
Kurven ungsiindert bleiben und die Fldiche nirgends eingeknickt wird, so 
ist die Ei]l~che nur wie sin starter KSrper beweglich. Dieser bekannte 
Satz is~ in zwingender Art zuerst yon H. L i e b m a n n  begr~inclet worcten~): 
Sp~ter babe ieh ihn mit  H. M i n k o w s k i s  Theorie yon ,,Volumen und 
Oberfl/iche" in Zusammenhang gebracht e) und auf Grund dieser meiner 
Bemerkung hat H. Weyl  s) den Sa$z yon der Starrheit der Eifl&ehen neu 
bewiesem Da die sehSne Abhaadlung Weyls  vielleicht nieh% ganz leicht 
lesbar ist, mSeht.e ich den Beweis yon Weyl  und mir bier nooh einmal 
vorfiihren, wie ieh ihn mir fiir Vorlesungszweoke zureohtgelegt habe. AuBer 
den ersten Anfangsgriinden de~ Fi~iehen%heorie warden dabei keinerlei Vor- 
kenntnisse vorausgesetzt. 

w  

Der Drehrill. 

Die Umgebung einer Stelle ~ einer Fliiehe denken wit uns mittels 
zweier Parameter u,  v dargestellt x k ...... .xl,(u, v). Die xk sollen dabei 
etwa reehtwinklige Koordirmten bedeuten. Fiir dis Vektoren mit den 
Koordinaten 

~) H. L i e b m t r a n ,  vgl. bee. die Abhancllungen in M~th. Armaten, 5@ (1900), 
S. 81-112 und 5~ (1901), S. 505--517, 

~) W. B l a s c h k e ,  Ein Beweis ffir die Unverbiegbarkei~ geachlossener konwxer 
Fli~chen, GSttinger Naehrichten 1912, S. 607-610. 

a) It. Wey l ,  Uber die St~rrhei~ der Eifi~ohen und konvexen Polyeder, Berl[ner 
Sitzungsberichte 1917, S. 250-266. 
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solI zur Abkiirzung ~; ~u, ~,; ~,,~, ~u,, ~,~ geschrieben werden, und wit 
se~zen das Vektorprodukt ~u x ~., als yon Null verschieden und die sechs 
Vekto~en als stetig yon u, v abh~ingig voraus. Wir denken unsere Fl~iche 
~.(u, v) in eine Scha~ deformierter Fliicher~ ~(u,  v; t) eingebettet, so +4al~ 
etwa ~(u,  v):: ,-~(u, v; 0) sein mSge. Die Teilableitungen nach t flit t ~  0 
sollen dutch ein vorgesetztes ~ gekeunzeichnet werden. Soll dann die Form- 
iinderung so stattfinden, dal~ die Bogenl~ingen der auf unserer Fl~iche ge- 
zogenen Kurven erhatten bleiben, so mul~ 

(1) + d s "  ,~ ,~(d~.) ~:-~ 0 

sein, oder, wenn man flit 

(2) ,+Sg ,,,:- e,~. (+,, , ;  o) 

setzt, mull das skalare Produkt verschwinden 

(3) d ~ . d ~ = 0 .  

Somit kann man den Vektor d5 mtt~els eines Hilfsvektors tl(u, v) (lurch 
ein Vektorproduk~ darstellen 

(4)  a~  --~: ~ >, d~ .  

Dieser Yektor i) ist nichts andres ~ls der Drehvek~or des starren KSrpe~s, 
der an unsere deformierte Fl~che an der Stelle ~ angehe~tet gedacht werden 
karm. Triigt man alle Vektoren t)(it, v) yore U~sprung aus ab, so be- 
schreibt der Endpunkt ~ im allgemeinen eine Fl~iche, die ich als den 
, ,Drehri f l"  der Verbiegung der Fliiche (~) zu bezeictmen pflege. 

l#ach (4) ist 

(5 )  ~j ><. d~ +-, (~ • ~ ) d u  + (~ • ~ ) d v  

ein vollstiiadiges Differential und somir ist 

Die Vekto~ea ++, t]+ miissen dar~ch dutch die linear unabhiingigen 
Vektoren ~ ,  ~ da~stellbar sein 

and aus (6) folgt ffir die sk~laren Funk4ionen a, fl, 7, ~ iiberdies 

( 8 )  . + <+ = 0 .  

Dutch kbleitung naoh u ,  v folgt aus (6) nooh 

(9) +t . ~.,+ • ~)+ -- ++o x +. ~+ ++ • +~+ -- ++ x ++,.  
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Multipliziert man die erste Gleichung skalar mit ~,, die zweite mit ~ ,  
so ergibt sioh dutch Subtrak~ion zwischen den en~stehenden dreireihigen 
Determinanten die Beziehung 

(10) ( ~ o ~ , , ) -  ( ~  ~ ) =  ( ~ o  ~ o ) -  (r.~o,~ ~ ) .  

Fiihrt man ffir die Determinanten die Abkiirzungen ein 

( 1 ] )  (~:~ ~ ~u ~',,) ..... M, 

 oigt mitt l  (7) (8) 

Ist die Fl~iche (.r) elliptisch gekriimmt 

(13) L N - -  M ~ 5> 0, 

so sind auf (~) und (~)) entsprechencle Umladsinne entsprechender Sgellen 
entgegengesetzt, d.h. in (7) ist 

(14-) ~'~b - -  fi7 . . . . .  a " - -  f ly ~ O. 
In der Tat! Die Punkte (~k homogene Punktkoordinaten in der Ebene!) 

sindwegen(12) oder .%~" ' - -  2~$~-F' ~$~' .... 0 zumKegelschni~t ~ ..- ~ 0  
koniugiert und der erste ist nach (13) innerer, also der zweite ~uBerer Punkt 
dieses Kegelschnitts. Somit ist ira allgemeinen ~ ~ -- $,~ . . . . . .  a ~ -- fl~, <: 0. 
Insbesondere kann 

nur dann sein, wen~ die homogenen Punktkoordinaten ~' versagen, wenn also 

ist. 

w 
Formeln fiir H. Minkowskis gemischten Rauminhalt.  

Haben wir zwei aufeinander bezogene einfach zusammenh~ngende 
Fl~chenstiicke ~(u, v), ~)(u, v), so soll das Doppelintegral ~ i n k o w s k i s  

(18) f f (~). ~)~)dudv 
umgeform~ worden. 
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Somit ist 

(21) 2J'f (~ t) ")dudv:= f f  
wo das letzte Integral in einem geeigneten Umlaufsinn l~ngs des Randes 
zu erstrecken ist. 

Aus dem Integral (18) erkennt man dureh Einfiihrung neuer (gleieh- 
sinniger) Parameter u,  v, dal] der Integralwert yon der Parameterwahl 
nioht abh~ngt. Ebenso ist das Randintegral in (2i) of~enbar yon den 
Parametern unabhgngig. 

w 
Der Starrheitsbeweis. 

Wenden wit jetzt die Formel (21.) auf den Fall yon w 1 an, wo die 
Flgchen (~), (~) duroh die Beziehung (6) aneinander gebunden sind, so 
f~llt das Doppelintegral recht, er Hand weg: 

Is~ ferner (~) eine geschlossene konvexe Fl~iche, so kSnnen wi t  sie 
dutch eine doppelpunktfreie geschlossene Linie in zwei Teilflgchen zer- 
schneiden und auf jede die Formel (22) anwenden. Dann folgt dutch 
Addition, da sich die beiden Randintegrale gegenseitig tilgen, 

Der ,,gemischte Rauminhalt" v6n (~) and (~) ist also Null. Andrerseit~ 
ist fiir jede der beiden Teilfl~chen naeh (7), (8) 

(24) f f  (~l~V~)dudv= f f  (~,~',,)(--c~'--fi7)dudv. 
Demnaeh ist, wenn wit den Ursprung im Innern der Eifl~iehe und die 
u, v-Linien in beiden Teilstiioken der zersehnittenen Eif~che etwa so 
w~hlen, da~ 

ausfs wegen (14) der  Integrand ~ 0 trod das Integral kann wegen der 
Stetigkeit des !ntegranden nut so versohwindem, cl~B -- a ~ --/3~, ----- 0, also 

~athema~lsche Zett~chrift. IX. 10 
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nach (16), (17) a, fl, y einzeln identisch Null sind. Daun ist abet nach 
(7) der Vektor ~ fiir alle Pur~kte ~ derselbe. Die Formel (4) gibt integriert 

(26) ~ - -  ~ = ~o § ~ x ~, 

und bedeuteC, da~ die Fl~che ($) als starrer KSrper bewegt wird, dean 
die geradlinige En~fernung irgend zweier Fl~ichenpunkte ~ ,  ~',z bleibt lest: 

Soll zu jeder Zeit t fiir unsere deformierte Fl~iche ~ (u, v, t) die Er- 
haltung des Bogenelements gelten 

(28) ~t ds~ = o, 

so bleibt demnach die geradtinige Entfernung irgend zweier Fl~chea- 
punkte ~ ,  ~: yon t unabh~ngig: d. h. die Fl~iche ist nut als starter KSrper 
beweglich. Damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht. 

Deutet man den Drehri$ statisch als Kr~fteplau'~), so kana man das 
gefundene Ergebnis auch so aussprechen: 

In einer Eifldche, die aus einem biegsamen und undehnbaren 
MaSerial (etwa Papier) hergestellt ist, k6nuen keine Selbstspannungen 
herrsohen. 

Es w~re wiinschenswert, den Starrheitssatz fiir Eifl~chen ohne die 
einschr~nkenden Differenzierba~keitsannahmen yon w 1 in ~oller Allge- 
melnheit zu beweisen. 

Schlie~lich bliebe auch noch zu rechtfertigen, da~ ich diese kleine 
4rbeit unter die zur ,,Affingeometri6" aufgenommen hab6. Es ist aber in 
der Tat der Zusammeuhang zwischen einer Fl~chr (~) uud ihrem ,,Dreh- 
rift" (9) .oder  der Zusammenhang zwischeu zwei derartigen ,,reziproken 
Kr~iftepl~nen" affininvarian.t, und damit ist gezeigt, das die Theorie der 
infinitesimalen Biegungen zur affinea Geometrie geh6rt~). 

H a m b u r g ,  zu Pfingsten 1920. 

4) Vgl. etwa W. Blasohke, Waekelige Aehtflaohe, Math. Zeitschr., 6 (1920), 
S. 85-98 oder besonders H. Lie b m ~ n n~ Bedingte Fliiehenverbiegungen, Mitnchener 
Sitzungsberiehte 1920, S. 21-~48, bes. S. 25. 

~) In gewissem Sinn gehSrt diese Theorir sogar zur p rq]ek~iven Geometrie, wie 
fiir krumme F1Echen G. Darboux (Th6o~4e des surfuces IV, 1896, S. 76, Nt. 900) 
und fiir Vielflache (Fachwerke) kiirzlich H. Liebmann (Ausnahmefuehwerke und 
ihre Determin~nte, Mfinchener Sitzungsberichte 1920, S. 197-227, bcs. S. 220) ge- 
~eigt ha~. 

(Eingegangcn am 28. M~i 1920.) 


