64

Uber Beziehungen zwischen algebraischen Gebilden
vom Geschlechte drei und vier.

Von Paul Roth in Wien,
§ 1.

In der vorliegenden Arbeit werden Beziehungen zwischen
algebraischen Gebilden vom Geschlechte 3 und 4 einer niheren
Erorterung unterzogen und, #hnlich dem friiher behandelten Falle
der Beziehungen zwischen p=2 und p=23"), das Hauptgewicht
auf die Hervorhebung jener geometrischen Gebilde gelegt, die fiir
diese Bezichungen charakteristisch sind.

Die Behandlung des vorliegenden Falles hat gleichfalls zur
Grandlage die Gottinger Preisschrift von W. Wirtinger?) und
kommt fir uns namentlich der zweite Teil derselben in Betracht.
Auf der unverzweigt doppelt tberdeckten Riemann’schen Fliche
vom Geschlechte p, die ein Gebilde vom Greschlechte 2p—1
darstellt, existieren aufer den Thetafunktionen von p Variablen
des urspringlichen Gebildes noch 227 — 1 Systeme von Theta-
funktionen von p-—1 Variablen, deren Argumente Integrale iiber
p—1 linear unabhingige Wurzelfunktionen zweiter Stufe und
zweiten Grades sind, die zu einer der von der Charakteristik
|
488 8‘ verschiedenen Charakteristiken gehoren. Die beziiglichen
Thetafunktionen sind im allgemeinen nicht zu jener von Riemann
behandelten. Klasse gehorig, die man als Riemannsche zu be-
zeichnen pflegt, sondern hiingen von mehr Parametern ab, sind
also allgemeiner als diese. Fiir den schon behandelten Fall p==3
und fir p=—=4 sind die eben erwihnten Funktionen von 2, resp.
3 Variablen gleichzeitiy Riemannsche Thetafunktionen. Daher
entsprechen ihnen algebraische Gebilde vom entsprechenden Range.
Die zu behandelnden Beziehungen zwischen p=3 und p=—=4
miissen sich also durch die 2% —1 =255 Systeme von Wurzel-
funktionen zweiten Grades, die am Gebilde vom Geschlechte p==4
existieren, begriinden lassen.:

1) Monatshefte fiir Mathematik and Physik, Bd. 18,
%) Untersuchungen iiber Thetafunktionen. Leipzig 1895.
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§ 2.

Nach diesen einleitenden Séitzen wird es sich darum handeln,
fir den hier vorliegenden Fall eine algebraisch-geometrische Grund-
lage zu prizisieren. Dieselbe ist einer Arbeit Wirtingers?) ent-
nommen, die seinen Untersuchungen iiber Thetafunktionen voran-
gegangen ist. In derselben wird der Weg gewiesen, der von der
ebenen singularititenfreien C, zu algebraischen Gebilden vom
Geschlechte p=4 fiihrt. Ausgegangen wird von einer vier-
gliedrigen Summe von Integralen erster Gattung’

ko
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die g; (k==1..4) sind die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden
g =0 mit der O, die z; (£ =1..4) sollen nicht auf einer Geraden
liegen. Dann stellt die Gleichung (1) bei konstant gehaltenem w;
(¢(=1,2,3) ein Umkehrproblem dar, das nach den allgemeinen
Sitzen der Theorie co! Losungen -besitzt. Aus der so erlangten ool
Quadrupelschar von Punkten z; (k=1..4) kann man zwei Qua-
drupel herausgreifen und die durch sie bestimmten Kegelschnitt-
biischel projektiv so aufeinander beziehen, dab sie die C, erzeugen.

Sei K -AK,=0  das eine
und K, +pK, =0 das zweite von ihnen,
dann sei der Einfachheit halber die Projektivitit gegeben durch

die Gleichung
A=y, @)

so daB die C, gegeben ist durch
0, =K K, —K,K, =0.

Projektiv entsprechende Kegelschnitte der beiden Biischel
schneiden sich in der zu den beiden Quadrupeln residualen Schar
und diese erteilen als obere Grenzen in die Gleichung (1) ein-
gesetzt derselben den Wert —w. Das so erhaltene oo? System
von Kegelschnitten, das wir mit S, bezeichnen, kann als dem oco®

System
E=A1JK1+A2K2+A3K3+A4K¢=@

angehérend gekennzeichnet werden durch eine Abbildung in den
dreidintensionalen Raum. Interpretiert man die A; (¢==1..4) als
die vier homogenen Koordinaten eines dreidimensionalen Raumes,
so entsprechen den beiden erzeugenden Biischeln projektive Punkt-
reihen und entsprechende Punkte, miteinander verbunden, erzengen

1) Math. Annalen, Bd. 40.

Monatsh. fir Mathematik u. Physik, XXII. Jahrg. 5
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eine Fliche zweiter Ordnung. Nach Gleichung (2) hat sie die

Gleichung \ A
N__ A
A, A, oder

F,=A A, — ANy =0,
und diese ist das Bild von §;.

Bei der Untersuchung der zu diesen Quadrupelscharen kova-
rianten Gebilden fragt sich Wirtinger nach dem Ort der zu
einem beliebigen - Punkt & in der Ebene gehorigen konjugierten
Punkte % in bezug auf die lineare Quadrupelschar, die symbolisch
mit (x, ¥, 2, t) bezeichnet ist. Als Erzeugnis projektiver Greradenbiischel
ist derselbe ein Kegelschnitt und wird mit % (»,y,2,¢;89) =0
bezeichnet. Der Ort derjenigen &, fiir die dieser Kegelschnitt
zerfillt, ist eine C; mit sechs Doppelpunkten, also ein Gebilde vom
Geschlechte p=4. Diese Kurve kommt hereits bei Caporali?)
vor, daselbst wird sie folgendermaflen definiert. Ein Kegelschnitt
eines der heiden die C, erzeugenden Biischels, beispielsweise K,
schneidet auf der C, zwei Quadrupel aus, das eine gehort zur
Schar der korresidualen, das andere zur Schar der residualen;
diese beiden Quadrupel bestimmen zwei Kegelschnittbiischel, wu.
zw. K, +-AK,=0 und K, AK,=0, die zusammen ein

Netz bilden
vK +v K, 4o K; =0;

dieses Netz nennt Caporali das zum Kegelschnitt K; gehorige
reziproke Netz. Durchliuft man nun die Kegelschnitte des einen
erzeugenden Biischels und bildet die Funktionaldeterminanten der
zu ihnen gehorigen reziproken Netze und tut das gleiche fir das
zweite Biischel, bezieht die beiden so erhaltenen C;-Biischel, die
samtlich durch die sechs Ecken des Vierseits der vier Doppel-
geraden des oo® Kegelschnittsystems X gehen, projektiv ebenso
aufeinander wie die entsprechenden Kegelschnittbiischel, dann
erhilt man die oben erwihnte C; mit sechs Doppelpunkten in den
genannten sechs Eckpunkten.

Bezeichnet man die Jakobischen Kurven der beziiglichen Netze

(Ky, K, Ky), (Ky, Ky, Ky), (K, K, Ky, (K, Ky, Ky)

resp, mit 0;4) , 0;3), Cf) , CéD , 50 schreiben sich die erzeugenden Biischel

CH+-ACP =0

4
¢l ACP =0 @

und die erzeugte C; hat die Gleichung
O,=0P0¥ — 0P P =40. (3)

1) Ettore Caporali: Memorie di Geometria. Napoli 1888.
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Bedenkt man, daff die Jakobische Kurve eines Kegelschnitt-
netzes der Ort der Doppelpunkte ihrer zerfallenden ist, so sieht
man leicht ein, daB die C; der Ort der Ecken der Polardreiecke
ist, die zu den Vierecken- der Quadrupelpunkte gehoren. Die
Kurven ¢ und C schoeiden sich auler in den sechs Ecken des
Vierseits der vier Doppelgeraden noch in den drei Ecken des Polar-
dreiecks des Quadrupels (K, K,) und die Kurven ¢ und € in
denen des Quadrupels (K;, K,). Die projektiv auf einander be-
zogenen Biischel (4) schneiden sich dann in der Residualschar der
eben genannten Tripel. Diese Verhiltnisse lassen nun eine Deutung
im dreidimensionalen Raum zu. Fafit man die ebene C; als den
Ort der Doppelpunkte der zerfallenden Kegelschnitte des Systems
8 auf, so entspricht ihr im A-Raum das Schnitterzeugnis der durch
die Glelchung (2) gegebenen F, =0 mit einer Fliche dr1tter
Ordnung mit vier Doppelpunkten

FY =0
3 T %3

die den Ort der zerfallenden Kegelschnitte des oo? Systems 2
darstellt, also eine C; im E,, vom Geschlechte p=4, u. zw.
eine allgemeine weil sie punktweise eindeutig und eindeutig um-
kehrbar auf die ebene C; bezogen ist.,

§ 3.

Die eben auseinandergesetzten Verhiltnisse sollen im fol-
genden analytisch genauer prizisiert werden,

Das Kegelschnitisystem X enthéilt, wie schon erwihnt, im
ganzen vier Doppelgerade.’) Dieselben seien gegeben durch die
Gleichungen

w=0, 1, =0, 2, =0, 0, = —w —u, —w; =1, 1)

also die drei Koordinatengeraden und die Einheitsgerade. Fiir sie
gilt also die Relation

@y oy 4wy -2y =0, (2)

Dann driicken sich die vier Kegelschnitte K., K,, K, K,
durch die Gleichungen aus

K =A4 + 4,2, - A’ 4 A7, =40,
K,= B,«’ + B,z,+ B, xg—{—B4xi-@,
K,= 0, + C, Lz Ol - Cx =0,
&:Q%+Qﬁ+%é+aﬁ=%

(3)

1y Salmon-Fiedler; Anal. Geometrie der Kegelschnifte.
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Die C, ist dann gegeben durch die Gleichung
KK, —KK=0 (4)
Die Jakobische Kurve (& ist gegeben durch

dyw, — Ay, Ay, — Aymy, Ayzy — A3,
¢ =B, &, — B,%,, Byw,— B,x,, Byx,— B,ux,|. (5)
Coay— Oy, CGug— Coy, Coag— G|~

also
NONE s s .
Cy =82 mywy 332 Wy, + 8 By wy + b0y 253, =0 (6)
und analog die drei anderen Kurven

%) 3 . , g
C; =Yy By Ly By 1 Y5 Ty By Ty~ Yo By By By Yy Xy Ty, =1,

(2) .
O =By 2y @y Ty 552, %y 7, -8, @y 25wy By @, 24 v, =0, (6a)

(1) . —_
Oy ==y &y @y 2y = 0y @y 2y 2y 0y 2y @y 3y |- 0y By 2y 2, =0

Dabei bedeuten a,, 8, 7,, 8, (v==1..4) die beziiglichen Unter-
determinanten der Griflen 4,, B,, C,, D, (v=1..4) in der Deter-
minante

lAn Ay, Ay, 4,
D: BIJ B‘Z’ B37 B:l (7)
017 027 03’ (’4

Dl? D?? D37 Deil

multipliziert mit den ihnen zukommenden Vorzeichen.

Aus der Form der Gleichungen (6) geht deutlich der im
vorigen Paragraphen erwihnte Satz hervor, daf die simtlichen C,
durch die sechs Ecken des Vierseits der vier Doppelgeraden gehen,

Die C; mit sechs Doppelpunkten ist dann gegeben durch die
Gleichung

1 4 2 3
Y — PP =v (8)

Schreibt man Gl. (8) in den Doppelgeraden, so kommen in ihr
Glieder von der Form #° x; xi und solche von der Gestalt #” x; ¥, T
vor, wo a, {3, v,d die Zahlen 1,2,8,4 in einer beliebigen Reihen-
folge bedeuten; Glieder der ersten Art gibt es vier, Glieder der
zweiten Art gibt es sechs, im ganzen enthilt die Gleichung zehn
homogene Konstanten. Die neun Verhiltnisse derselben konnen
als die neun Moduln des algebraischen Gebildes angesehen werden.
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Daraus ergibt sich aber, dafl man die C; mit sechs Doppelpunkten
in den 6 Ecken eines vorgegebenen Vierseits wohl projektiv,
aber nicht modular einschriinkt, man kann nach Vorgabe des Vier-
seits immer mnoch die ganze oo’ Mannigfaltigkeit von modular
verschiedenen C; erreichen. Es ist wichtig, sich iiber diese Ver-
biltnisse klar zu werden, die eben gemachte Bemerkung wird spiter
bentitzt,

Endlich sind die Verhiltnisse im A-Raum noch festzulegen.
Die F, war gegeben durch

Fy,=A A —A A, =0, €)
Die Fgw 1) igt die Diskriminante von
2=AK +AK, +AK A K =0
Das System 2 kann, wenn man allgemein setzt
s=N A8 B+ A G4 A, D: i=1...4), (10)

geschrieben werden in der Form
:2:——81&7?—}—82%2—{-33%:—}—54%2::O. (11)
Die Diskriminante und damit die F?f” ist gegeben durch

& €4y ) €4

FS): & i g =0 (12)

€1 845 &y
oder explizit

O R L O

Die vier Doppelpunkte sind die FEckpunkte des aus den
vier Ebenen
' e=00==1..4)

gebildeten Tetraeders. Macht man dasselbe zum Koordinaten-
tetraeder, geht also von der urspriinglichen C; zu einer kollinear
verwandten C; iiber, so transformiert sich die Fliche zweiter
Ordnung in eine solche Gestalt, dall ihre zehn homogenen Kon-
stanten den zehn Konstanten der C; in der Ebene resp. gleich
werden. Bezieht man also die C; im R, auf das Tetraeder der
vier Doppelpunkte der F;“, so sind die neun Konstanten, von
denen die F, abhingt, die neun Moduln des algebraischen Gebildes.

4
1) Mit F;) soll im folgenden stets eine Fldche dritter Ordnung mit vier
Doppelpunkten bezeichnet werden.
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§ 4.
In den vorhergehenden Abschnitten ist also ein Gebilde vom
Geschlechte p =4 von der singularititenfreien C, aus nachge-
wiesen worden, u. zw. in zwelerlei Form, erstens als ebene Cj
mit sechs Doppelpunkten und anderseits als singularitdtenfreie
C, im R;. Bevor nun der Zusammenhang dieser Gebilde in dem
Sinne, der in der Einleitung erwihnt wurde, néher erdrtert wird,
soll vorher ein Satz iiber die ebene Cy abgeleitet werden, der die nach-
folgenden Auseinandersetzungen noch deutlicher hervortreten lafit.
Die ebene C; war das Erzeugnis der projektiv aufeinander
hezogenen Biischel von Jakobischen Kurven der reziproken Netze -
der die C, erzeugenden Kegelschnittbiischel. Man kann nun die
Begriffe von reziproken Netzen auch auf die ebene () iibertragen,
die betreffenden 1n § 2 gegebenen Verhiltnisse genan analogisieren
und nach dem so zu erlangenden Resultat fragen. Die C; war
gegeben durch die Gleichung

0(1) 0(4) - 0(2) 0(3) — O,
3 3 3 3
die Kurve GS) schneidet dann auf der Gy, abgesehen von den sechs
Doppelpunkten die zwei Tripel (C?(f), 02,2)) und (Cé”, C’f)) aus, das
zur O gehorige reziproke Netz schreibt sich also
ACY 4w P v P =0 (1)

und dementsprechend sind die zu den Kurven CS), ij, C;U ge-
hérigen Netze gegeben durch

ACO L CP v (=0 (1)
ACP L 09O =0 (1)
ACY 4 u 0P v CP =0 (1,)

Wir wollen also die Jakobischen Kurven dieser vier Netze
bilden, wir nennen sie resp. J,, Jy;, J;, J,, und uns nach dem
Erzeugnis der durch die Gleichung

L=y @)
projektiv aufeinander bezogenen Biischel
J AT, =0 3
Jy+ud =6,
also nach der Kurve
S Jy— Sy =0 €3]

fragen.
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Wir haben also zu schreiben:

ac® ac® g

9

Oz, Oz, O,
3cy 90y 30y
3 3 3
dxz,  Ow, Oz,
9C® 9 CP 0¥

0x, O0m, Oz,

J, = ()

und entsprechend die drei anderen Ausdriicke; nach einer kurzen
Rechnung erhilt man fiir .J; : :

J, =3z 2,7, [Pale—{—Pazx:—f-P%x:—{’P%xﬂ (71)
und in ganz analoger Form die drei anderen Funktionaldeterminanten
J, =38, x, 7, 2, [Pﬁlx‘j‘}‘Pﬂzxz—}—Pﬁsxz+Pﬂ4xi] (72)
Jy = 8w w42, [P, o] + P x,+ P, o, + P af (73)

’
J4:39”19@9”3“74[Palxi+P52xz+P53x§+Paqxﬂ (70)
Dabei bedeuten die Grofen
Po, Ly, By B, v=1...4)
die respektiven Unterdeterminanten von
oy Boy Yoy & (v=1..4)

in der Determinante
Oyy O, O,y Oy
A= 517 @2, ?‘3: By 3)

Ti: T2 T30 T2
O, O3, 83, O,

genommen mit den beziiglichen ihnen zukommenden Vorzeichen.

Die Determinante A ist nach einem bekannten Determi-
nantensatz gleich D3 wenn D durch Gleichung (7) § 3 gegeben ist.

Aus der Gestalt der Gleichungen (7) geht hervor, daf die
Jakobischen Kurven J, zerfallen, und zwar in das Produkt der
vier Gteraden 2,=0 (v=1..4), und in einen Kegelschnitt, der
in jedem Falle dem oco® Kegelschnittsystem 2 angehort. Nun
sind aber diese Kegelschnitte geradezu mit den urspriinglichen
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Kegelschnitten identisch, denn die Grifien

P, P, P, P, (v=1...4)
sind den GroBen
4,, B,, C,, D, (v=1..4)
aus § 3 Gleichung (3) proportional, der gemeinsame Propor-

tionalititsfaktor ist D2 Das ist leicht zu zeigen; aus Gleichung
(1), § 3 ergibt sich

D=d,a, + Ayay - 4,054, 0, )
und Gleichung (8) 146t sich schreiben in der Form
D?=PF, .0, 4 P, .0y + Py .0, P, .0 (10)

Multipliziert man (9) mit D? und subtrahiert davon (10), so
erhilt man

O=a (4, D*— P,)+ o, (4, D* — P,) + 2, (4, D* — P,)
a,.(4,D*—P,). 11)

Die Beziehung (11) muf identisch bestehen, was nur so
moglich ist, daB alle Kooeffizienten verschwinden, also besteht

A,D*=P, (v=1..4) (12)

und analog die anderen Grofen.
Mithin schreiben sich die Gleichungen (7) in der Form

Jy=3D%x x, 20, K (v=1..4) (13)
Also man erhilt den Satz:

pDie Jakobisehen Kurven der reziproken Netze
der die C; mit sechs Doppelpunkten erzeugenden C; .
sind, abgesehenvoneinemkonstanten Faktor und dem
Produkt der vier Geraden x, =0 (v=1..4), die ur-
spriinglichen Kegelschnitte

Die eben erérterten Verhsltnisse entsprechen einem Spezial-
fall eines ganz allgemeinen, von A. Clebsch?) aufgestellten Theo-
rems, das folgendermafien lautet:

»Es selen #—4-1 homogene Funktionen yon % Variablen
gegeben; man kombiniere sie zu je » und bilde so die n-}1
Funktionaldeterminanten; aus diesen bilde man ihrerseits wieder
n -+ 1 Funktionaldeterminanten, indem man sie zu je » kombiniert,
die letzteren miissen bis auf einen gemeinschaftlichen Faktor die-
selben Funktionen sein, von denen man ausgegangen ist.* '

Der gemeinsame Faktor ist in unserem Falle das Produkt
der vier Geraden z, =0 (v==1..4), multipliziert mit 3 D2.

Die durch Gleichung (4) gegebene Kurve ist also abgesehen
von dem Produkt der vier Doppelgeraden und dem Faktor 9D+

1) Crelle Journal: Bd, 69 und 70.



Algebraische Gebilde. 3

die urspriingliche C,. Die C, und die C; mit sechs Doppelpunkten
gehen also auseinander durch die gleichen Prozesse hervor, diese
Tatsache 148t sich in den folgenden Satz fassen:

,sDie C; mit sechs Doppelpunkten ist das Er-
zeugnis der projektiv aufeinander bezogenen Bi-
schel der Jakobischen Kurven der reziproken Netze
der die C, erzeugenden Kegelschnittbiischel; und
umgekehrt erzeugen die Jakobischen Kurven der
reziproken Netze der die C;erzeugenden C, die Kurve
vierter Ordnung.®

Dieser Satz setzt die ein-eindeuntige Beziehung zwischen Tripel-
und Quadrupelschar erst ins rechte Licht.

35 ‘
Man kann nun die ein-eindeutige Beziehung der linearen
Punkttripel- und Quadrupelschar zu einer Begriindung der Be-
ziehungen zwischen allgebraischen Gebilden vom Geschlechte drei
und vier heranziehen. 1) ‘
Trigt man nimlich die Tripelschar auf eine dreiblittrige
Riem annsche Fliche auf, die Quadrupelsehar auf eine vierblittrige,
so mnf die erstere vom Geschlechte p =4, die letatere vom Ge-
schlechte drei sein, woraus dann fiir die Anzahl der Verzweigungs-
punkte, d.i. der Stellen, wo zwei Punkte eines Tripels resp. Qua-
drupels zusammenfallen, auf Grund der bekannten Gleichung

p:—g——n—[—l

in beiden Fillen w =12 resultiert. Die beiden Riemannschen
Flichen haben also zwolf Verzweigungspunkte, und zwar haben
diese Punkte in beiden Fillen die gleichen Werte. Riicken niimlich
zwei Eckpunkte irgend eines Diagonaldreiecks zusammen, so riicken
auch in dem zugehorigen Viereck zwei Punkte zusammen und das
geschieht zwolfmal,

Diese Begriindung gestattet auch, ganz independent die Frage
zu losen, wieviel algebraische Gebilde vom Geschlechte drei zu
einem algebraischen Gtebilde vom Geschlechte vier gehtren, oder
in geometrischer Fassung, wieviel ebene singularititenfreie C, in
dem hier erdrterten Sinn zu einer C; mit sechs Doppelpunkten gehort,
resp. zu einer singularititenfreien C; im R,, was ja auf dasselbe
herauskommt. Die Frage fillt mit der folgenden zusammen, wieviel
vierblittrige Riemannsche Flichen mit zwilf Verzweigungspunkten
kann man tiber einer dreiblitirigen mit den gleichen Verzweigungs-
werten konstruieren. '

Mit diesen Verhiltnissen haben sich J. Thomae?) und
A. Hurwitz®) beschiftigt und das Resultat ihrer Abzihlung

1) Wirtinger, Preisschrift. pag. 117,

%) Thomae, Math. Ann. Bd. 6 und 18.
%) Hurwitz, Math, Ann, Bd. 39,
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fiir den hier vorliegenden Fall ergibt, so wie es sein soll, 255 und
die vermittelnden Funktionen sind die Wurzelfunktionen zweiter
Stufe und zweiten Grades,

Damit sind wir aber gerade auf jene Verhiltnisse zuriick-
gekommen, die wir in der Kinleitung erwihnt haben.

Wir glauben tiber das hier Erorterte um so schuneller hinweg-
gehen zu konnen, als diese Beziehungen mit vollster Deutlichkeit
aus den folgenden geometrischen Auseinandersetzungen hervor-
gehen werden. :

§ 6.

Wir verlassen nun den in den beiden letzten Paragraphen
eingenommenen Standpunkt, das algebraische Gebilde vorzugsweise
in der Form der ebenen C; aufzufassen, und wenden uns der Be-
trachtung der C, im dreidimensionalen Raum zu, um auf die
Verhiltnisse in der Ebene erst zuom Schlufl zurtickzukommen.

Die C; im R, war definiert als der vollstiindige Schnitt einer
Fliche zweiter Ordnung und einer Fliche dritter Ordnung mit
vier Doppelpunkten, die bezw. durch die Gleichungen (9) und (13)
§ 3 gegeben waren. Die Gesamtheit der Flichen dritter Ordnung,
auf denen die C; liegt, ist gegeben durch die Gleichung

F4a,F, =0, @)

wobei @, eine beliebige lineare quaternire Form darstellt.

Die allgemeine Fliche dritter Ordnung hingt bekanntlich
von 19 inhomogenen Konstanten ab; dal eine Fliche einen Dop-
pelpunkt besitzt, zihlt fir eine Bedingung, daher hingt eine Fs(”
von 15 Konstanten ab, Man hat nun im Ausdruck a, vier Kon-
stante zur Verfligung, um einer Flidche des Biischels vier Doppel-
punkte zu erteilen, und zwar auf endlich viele Weisen, soweit eine
soleche Konstantenabziihlung tiberhaupt bindende Kraft besitzt.
Jedenfalls wird es sicher mindestens 265 F'” geben, denn jede
der singularititenfreien C, definiert die C; im R; durch eine solche
F®. Die folgenden Untersuchungen geben nun in der Tat eine
ganz scharfe Antwort auf die Frage nach der Anzahl der Cay-
Ie yschen Flichen im Biischel (1). Die Losung dieser Abzihlungs-
aufgabe ist fiir die Erdrterung der Beziehungen zwischen p =3
und p =4 geradezu von fundamentaler Bedeutung.

§ 7.

Um nun dieser Frage niber zu treten, ist es notwendig, die
geometrischen Verhiltnisse der Fliche dritter Ordnung mit vier
Doppelpunkten, wohl auch Cayleysche Fliche genannt, weil sie
Cayley?) als erster untersucht hat, genauer zu betrachten.

1) Journal de Liouville. Bd. 9, 1844,



Algebraische Gebilde. 75

Die Fliche ist den Geometern als Polarreziproke der Stei-
nerschen Romerfliche wohl bekannt. Die Steinersche Fliche
ergibt sich gelegentlich des Studiums eines linearen Systems dritter
Stufe oder nach der Reyeschen Terminologie eines Gebiisches
von Flichen zweiter Ordnung; die fiir uns wichtigsten Verhéltnisse
mogen hier kurz rekapituliert werden.

Geelit man von einem solchen System, das die Gleichung

AFO LA FP LA FP 1A FP=0 (1)

—FQ("') (¢=1..4) bedeuten vier Flichen zweiten Grades, die nicht

alle in einem Biindel enthalten sind — haben mag, aus, so kann
man dasselbe dadurch, dafl man jeder Fliche des Gebiisches die
Polarebene eines beliebigen festen Punktes zuordnet, abbilden auf
einen Ebenenraum, der zum Unterschied vom Raum des Gebiisches
27 als der Polarraum 2 angesprochen werden soll. Das F,-Gebiisch
ist so projektiv bezogen auf das rdumliche System Xp, jeder seiner
Flichen entspricht eine Ebene und jedem seiner F,-Biischel ein
zu ihm projektives Ebenenbiischel von Zp. Jeder Raumkurve
vierter Ordnung von 2p, die die Basiskurve eines solchen Biischels
ausmacht, entspricht die Achse des zugehtrigen Ebenenbiischels, je-
der Gruppe von acht assoziierten Punkten, in denen sich drei Flichen
F, schneiden, der Mittelpunkt des diesem Flichenbiindel projek-
tiven Ebenenbiindels. Aber auch umgekehrt einer beliebigen Ge-
raden von 2p entspricht eine C, von Zp, einem Punkt von Zp
eine Gruppe von acht assoziierten Punkten in 2z.

So wird durch diese projektive Beziehung eine quadratische
ein-achtdeutige Punktverwandtschaft zwischen den beiden Réumen
vermittelt, denn durch jeden Punkt von 2z geht ein Flichennetz
und dem Punkt entspricht eindeutis der Mittelpunkt des zuge-
horigen Ebenenbiindels in 2p, jedem Punkt in Zp aber acht asso-
ziterte Punkte, wie eben erwihnt.

Bei dieser Trausformation entspricht einer beliebigen Geraden
von Xy ein Kegelschnitt in Ip, aber es gibt eine oco? Mannig-
faltigkeit von Geraden die Verbindungslinien zweler assoziierter
Punkte in Zp, denen wieder Gerade entsprechen. Diese Haupt-
strahlen, wie sie Reye?!) nennt, konnen auch aufgefat werden
als die Verbindungsgeraden von zwei beziiglich aller Flichen des
Gebiisches konjugierten Punkte und dann auch als diejenigen
Geraden, durch die ein ganzes F,-Biischel durchgeht, wihrend durch
eine beliebige Gerade nur eine einzige Fliche des Gebiisches geht.

Lifit man einen Punkt in ¥y eine Ebene ¢ durchlaufen, so
entspricht ibr eine Steinersche Fliche S,, den Geraden in ¢ ent-
sprechen Kegelschnitte auf S,, dieselben liegen zu zwelen in einer
Tangentialebene der S, und ithnen entsprechen Geradenpaare in o,
die vereint einen zerfallenen Kegelschnitt des so® Kegelschnittsystems

?) Reye: Geometrie der Lage. 3, Aufl., Leipzig 1892, Seite 140 u. ff,
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bestimmen das ¢ aus dem Gebiisch ausschneidet. Den vier Doppel-
geraden entsprechen dann vier Kegelschnitte auf S,, lings denen
vier ausgezeichnete singulidre Ebenen die S, beriihren. Das zum
Vierseit der vier Doppelgeraden gehorige Diagonaldreiseit wird
gebildet von den in ¢ liegenden Hauptstrabhlen, denselben entsprechen
die drei Doppelgeraden der Steinerschen Fliche, die sich im
dreifachen Punkt der Flidche schneiden, dem Bildpunkt: der drei
Ecken des Dreiseits.

Die vier singuliren Kegelschnitte beriihren alle einander, ihre
Beriithrungspunkte liegen auf den Doppelgeraden der S, und heifien
ihre Kuspidalpunkte; es gibt nimlich in jedem Punkt einer
Doppellinie zwei Tangentialebenen, dieselben bilden eine Involution,
und ihre zwei Doppelelemente bertibren die S, in den zwei Kuspidal-
punkten der Doppelgerade. Es gibt sechs Kuspidalpunkte auf der
Flache, einen auf jeder Schnittlinie zweier singulirer Tangential-
ebenen,

Einer analytischen Behandlung sind diese Verhiltnisse sehr
leicht zuginglich, wenn man die fiir die Steinersche Fliche in
keiner Weise einschrinkende Anpahme macht, dafl das Gebiisch
von Flidchen zweiter Ordnung ein gemeinsames Poltetraeder besitzt. 1)
In diesem Falle ist das Gebiisch, wenn man das Poltetraeder zum
Koordinatentetraeder in Xr wihlt, dargestellt durch die Gleichung

Aai Byt A2l A, ot =0, )

Nimmt man den Einheitspunkt als festen Punkt, so schreibt
sich seine allgemeinste Polarebene in der Form

A X 8% 44X AKX =0, @

wobei die Koordinaten in Zp zur Unterscheidung mit (X) be-
zeichnet werden.

Die quadratische Transformation wird durch die Gleichungen

egeben
geg le____,__ ?
o X, =a
¢ 9
T @)
pX; =1z,
p X, =2},

wobel p einen willkiirlichen Proportionalititsfaktor bedeutet.

Sel nun 2y =y + 7 4 7y =0 ®)

1) Man verglejche Reye 1. ¢. und” die Arbeit von H. E, Timerding:
Uber die quadratische Transformation, durch welche die Ebenen des Raumes in
ein System von Flichen zweiten Grades mit gemeinsamem Poltetraeder iiber-
gefithrt werden. Annali di Matematica. Serie III, Tomo I. Milano 1898,
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die Bildebene ¢, dann kann man p immer so bestimmen, dafl sich
die ihr entsprechende Steinersche Fliche in der Form schreibt

VX +VE VX VX =o0. (6)

In rationaler Form heilit die Gleichung der Steinerschen
Fliche

X XX+ X, —2 (X X+ XX+ XX XX, +
’1L X2 X4 "l" X3 X4) ==0. (6"

Hiebei 1st der Einheitspunkt der dreifache Punkt, die singu-
liren Ebenen sind die Koordinatenebenen X; = 0. Die Gleichungen
der in ibnen liegenden Kegelschnitte ergeben sich, wenn man in
(6) eine der Koordinaten gleich Null setzt. Die Kegelschnitte
bertihren also die Kanten des Haupttetraeders in den Punkten,
fir welche zwei der nicht gleich Null gesetzten Koordinaten ein-
ander gleich werden. Die Verbindungslinien von je zwel Beriih-
rungspunkten auf gegentiberliegenden Kanten sind die Doppel-
geraden. Thre Gleichungen sind gegeben durch die drei Glei-
chungspaare

X=X, X=X; X=X, =%, X, =X, X,=X; (7
ihnen entsprechen in ¢ die Geraden

@z, =0, & 42, =0; v +x; =0, z, +x, =0;
2 2, =0, z,+ o =0 (1

Das sind aber die Diagonalen des Vierseits der vier Doppel-
geraden des co® Kegelschnittsystems in ¢, die ja durch die Schnitt~
linien von ¢ mit den Koordinatenebenen gegeben sind.

Ubertragen wir nun die hier gegebenen Verhiltnisse auf die
Polarreziproke der 8, auf die Cayleysche Fliche dritter Ordnung
mit vier Doppelpunkten. Um die Gleichung, die wir schon auf-
gestellt haben, aus S, zu erhalten, hat man blo die Tangentialebene
der 5, in einem beliebigen Punkt (X) derselben, die sich explizit
in die Form setzen laBt

AN B (R T 8)
VXl sz VX3 VXJC
—die y,(¢==1..4) sind voriitbergechend die Koordinaten in Xp—
der beliebigen Ebene
¥ttt eyt uy =90 9
gleichzusetzen, also zu schreiben
1 T 1
g — T == £, —— — .
VXS ? ¢ VXL

&, — ——= 5 T =
Tyx Ty

(10)
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Setzt man dann fiir die (X) ihre Werte in den ¢ in (8) ein,
8o ergibt sich

1 1 1 1
Tt o= (11)
und damit, wie schon bekannt, als Gleichung der Fliche

Fg(é):% g5 e ey s e g F e =0 (11)

Dabei sollen die ¢ (f=1...4) die Bedeutung haben, wie sie
durch Gleichung (10) § 3 gegeben ist.

Den vier singuliren Ebenen X, =0 von S, entsprechen die
vier Doppeipunkte, die Ecken des aus den vier Kbenen & =10
gebildeten Tetraeders. Den Kegelschnitten, lings denen die Ebenen
X; =10 beriihren, entsprechen auf F3(4) Kegel zweiten Grades mit
den Mittelpunkten in den Ecken des e-Tetraeders, die die /') lings
Raumkurven dritter Ordnung beriihren. Ihre Gleichungen lauten:

M =eyetee tege, =0
My, =e e te2+ee =0 (12)
M, =¢ etz F 258, =0
M=z 2o e +ee=>0
oder allgemein
M, =zp¢, + 2585+ 2,25 =0, (12"

dabei sind a, 8, 7, 3 die vier Zahlen 1, 2, 3, 4 in irgend einer be-
liebigen Reihenfolge, der Kegel M, hat seine Spitze in dem Durch-
schnittspunkt der Ebenen ey =0, &, =0, ¢s =0, der kurz als der
Punkt (@) bezeichnet werden soll. ’

Die Raumkurven dritter Ordnung bestehen jedesmal aus den
drei im beziiglichen Eckpunkt zusammenlaufenden Tetraederkanten,
die, wie man unmittelbar aus (11) sieht, ganz auf der F® Yiegen.
Dem Umstande, dafi je zwei singulire Kegelschnitte auf der Stei-
nerschen Fliche in den Kuspidalpunkten sich beriihren entspricht,
daB auch je zwei Kegel M, (i==1..4) sich lings der Tetraeder-
kante, die ihre Mittelpunkte verbindet, berithren und ihre gemein-
same Tangentialebene lings dieser Kante entspricht dem Kus-
pidalpunkt auf der S,.

So haben die Kegel

M, =0, My=0 (18)

die gemeinsame Tangentialebene
& -2 =10, (14)

die auch die F'” lings der Kante ¢, ==0, e5==0 beriihrt.



Algebraische Gebilde. : 79

Aufler den sechs Tetraederkanten besitzt die Ff‘) noch drei in

der Ebene
51+52+53+%:Q’ (15)

liegende Geraden, die Ebene (15) ist also dreifache Tangential-
ebene und entspricht dem dreifachen Punkt der S,.

In jeder Tangentialebene der S, liegt ein Kegelschuittpaar,
dem entspricht auf der Fé”, durch jeden Punkt der Fg('*) gehen
zwei Kegel, die sie lings Raumkurven dritter Ordnung beriihren.
Fiir einen Doppelpunkt vereinigen sich die beiden Kegel im
Beriihrungskegel desselben, wie eben auseinandergesetzt. Den
drei Doppelgeraden auf der S,, die natiirlich auch als Kegelschnitte
derselben aufgefafit werden konnen, entsprechen drei in Ebenen-
paare zerfallende Kegel, deren Gleichungen lauten

(&1 1 2) (55 +24) =,
(g +85) (ea 25 =10, (16)
(2 1 &) (22 25) =0
Dabei ist beispielsweise ¢o —-25 =0 Tangentialebene an die
die Punkte (y) und (8) verbindende Kante des Tetraeders und
g, 1 e =0 die Tangentialebene in der gegeniiberliegenden Kante,
die beiden Ebenen schneiden sich dann in einer der drei in der
dreifachen Tangentialebene (15) liegenden Geraden.

Damit sind die wichtigsten Details aus der Geometrie der F;“
gegeben.

S 8.

Aus den eben gegebenen Iirérterungen geht hervor, dafi es
ein zweifach unendliches System von Kegeln auf der F gibt,
die dieselbe lings Raumkurven dritter Ordnung beriihren, und zwar
gehen von jedem Punkt der Fliche im allgemeinen zwei aus.
Damit ist fiir die C;, die der vollstindige Schnitt der Ff‘) und
einer Fliche zweiter Ordnung ist, ®-Formen aufgewiesen, denn
jeder dieser Kegel wird die C; in den sechs Punkten beriihren, in
denen die Raumkurve dritter Ordnung die F, schneidet,

Die niichste Frage, die sich einem hiér aufdringt, ist na-
tirlich die, gehoren diese ®-Formen, die man so auf einer Fé“
nachgewiesen hat, zu demselben System, das heifit sind sie durch die
gleiche vierreihige Ilementarcharakteristik zu bezeichnen, und
zweitens, falls sie zum selben System gehoren, erschopfen sie das-

selbe oder gibt es noch andere F’g<4> im Biischel
Fy +a, F, =0, ¢y

die ®-Formen mit der gleichen Charakteristik tragen? Die letate
Frage fillt mit der zu Ende des § 6 gestellten zusammen, die
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die Zahl der F' zu bestimmen wiinscht, die im Biischel (1) ent-
halten sind.
- Es ist nun zunsichst leicht zu sehen, dafi die Kegel unserer

F® ®-Formen desselben Systems sind. Nimmt man zunichst

zwei der Kegel aus den Doppelpunkten, beispielsweise M, und
Mg, dann ergibt sich sofort die leicht zu verifizierende Relation

Mo My — (2, +20) By =25} @)
oder in Form einer Kongruenz geschrieben
M. My=c¢,<; (mod F") (8)

und analog noch fiinf andere Kongruenzen, entsprechend den finf
anderen Kombinationen der vier Groflen o, f,y,d zu je zwei.

Die Kongruenz (3) kann man nun durch Quadratwurzel-
ziehen in die Form setzen

VM, VM= + ¢,2 (mod F). (4)

Vom Vorzeichen abgesehen, iiber welches nachtriglich verfiigt

wird, sagt die Kongruenz aus, daB sich das Produkt VM,.VM;
am Gebilde wie die rationale Form s,e; verhdlt, dall also die

2.6 =12 Nullstellen von V¥, und VM auf der in ein Ebenen-
paar zerfallenden Fliche zweiter Ordnung z,e5=—=10 liegen, be-
kanntlich eine notwendige und hinreichende Bedingung, um daraus
schliefien zun konnen, daB die beiden Kegel und damit alle vier

Kegel von den Doppelpunkten der F;Q aus @-Formen der gleichen
Charakteristik darstellen.
Zu (4) analoge Relationen kann man nun auch aufstellen

fiir irgend welche beliebige zwei Kegel der Fg), dazu ist es notwendig,

das ganze System der ®-Formen, die zu derselben Charakteristik
gehoren wie die vier Ausgangskegel, explizit hinzuschreiben.

Das geschieht mittels des Riemann-Rochschen Satzes,

der ja aussagt, dal die allgemeinste V®-Form darstellbar ist in
der Form

VM, = ¢, VM, 4, VM, + ¢, VM, ®)
also
M, =c, My 42 My -c2 My +2¢,¢, VM, .V, -}
A-2¢,¢, VM, . VM, +2¢,¢, VM, . VM,. (6)
Setzt man fiir die Produkte der Quadratwurzeln ihre ratio-
nalen Werte aus (4) ein und verfiigt iiber das in (4) willkiirlich

gelassene Vorzeichen so, dafl zwischen den vier Ausgangskegeln
die Relation besteht,

VM, + VM, -V, 4+ VI, =0 !
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— die eben aufgestellte Relation ist konform der durch (6) § 7
gegebenen Gleichung der Steinerschen Fliche — dann schreibt
sich das allgemeine M, in der Form

M,=c M, ¢, My ¢, My —2c,cy555,—2¢, c58,— 20,0582, (8)

Es ist nun eine durch direkte Ausrechnung leicht zu er-
hirtende Tatsache, daffl (8) in Determinantenform geschriebern
werden kann, und zwar in der folgenden Art

g ke, €4y €45 51
7y & ey &4y Cy
L (%)
&4, 849 & T &1, 6
iy Cas C39 g

M, ergibt sich also einfach durch Rinderung der Determinante, die
gleich Null gesetzt die Gleichung der F” darstellt (Gl 12, § 3).

Durch die Darstellung (9) sind wir auf ein Theorem gekommen,
das Hesse?) aufgestellt hat und das man ungefihv folgendermafen
in Worte fassen kann:

»Kann man irgend eine beliebige Mannigfaltigkeit in einem
Raum von beliebig vielen Dimensionen durch Nullsetzen einer
symmetrischen Determinante n** Ordnung darstellen, dann braucht
man diese Determinante nur zu rindern, um ein #— I-fach unend-
liches System von Bertihrungsmannigfaltigkeiten an dieselbe zu
erhalten.“

Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus der in der eben
zitierten Arbeit aufgestellten Determinantenidentitit, die siech fol-
gendermaflen schreibt.

Ist 4z, = w1, dann besteht identisch

(uu, U124 ... U1y
Woi1, Uag,y ... Usy
‘unl, Ungs oo hnn
(10)
! L
Ur1y Uray.e.Uipn, Cy Uity Ura,...U1p, C1 Uiy, Uiy, Ui, C1 |
' I
Uai, Uzey.. . Usn, Cy Ua1y Ungy..Uspn,y C2 Uaty, U39y, Uan, C2
; ’ :
Unty Un2y.. . Unn, Cn Uniy Ungy..eUnny Cn Uniy Unayee . Unny Cn
N ! ! ’
cly Cay ..oCpy 0 cl; 62’ ...Cn, g C1y Cz, ...C%, 0

) Hesse: Uber Determinanten und ihre Anwendung in der Geometrie,
ingbesondere auf Kurven vierter Ordnung. Crelle Journal, Bd. 49, Ges, Werke, 8, 320.

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik, XXII. Jahrg. 6
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Dabei bedeutet U eine ganze homogene Form in bezug auf
¢ und ¢ vom zweiten Grad und vom (n— 2)t" Grad in den
Grofen u, die fir jedes » speziell ausgerechnet werden muff und
keine Determinantendarstellung zuldft.

Die geriinderte Determinante stellt dann in der Tat eine die
urspriingliche Mannigfaltigkeit durchgingig beriihrende vor, denn
die gerinderte Mannigfaltigkeit ist, wie die Identitit (10) lehrt,
modulo der urspriinglichen einem vollen Quadrat kongruent, was
ja vollstindig hinreicht, um daraus den eben erwihnten Schluf
zu ziehen.

Schreiben wir die Identitdt (10) noch explfzit fir den uns
hier gegebenen Fall der Ff) hin, so ergibt sich

- - 12
g tey, & &y O
r
4 gy Sy Eay €
FOU=M, M, — , (11)
€45 By B3y, G
1 Gy Cay G, 0

Dabei bedeutet U den Ausdruck
U= (e, }F2,) (c,c,— ¢, ) + (e, +¢,) (e, 6,—¢,¢})? -
+ (e, Fe) (e, c;— e )2 - 2.e, [(e,6;—c, ) (¢, ,—c, ¢, (12)
~+ (¢, e—0c,¢) (e,c,—e¢, ¢,) 4 (e,e;—¢, ) (c,e;—c, c})],
U=20 stellt die Gleichung einer Ebene im A-Raume vor.

Man erhalt also das Resultat, das allgemeine M, stellt eine
die F;‘*) beriihrende Fliche zweiten Grades dar, und zwar ist sie
ein Kegel, weil sie auch die Ebene U=0 lings einer Geraden
beriihren mufl, denn fir U gilt ja ganz die gleiche Argumentation
wie fiir die Determinante selbst.

Das System der M, ist quadratisch in den Parametern

6 (v=1,2,8), von jedem Punkte der F3(4) gehen zwei solche Kegel
aus, woraus ersichtlich ist, da wir das den Kegelschnitten der
Steinerschen Fliche reziproke System von Kegeln vor uns haben,
Diese Kegel gehoren also zur selben Charakteristik, wie die Ab-
leitung aus dem Riemann-Rochschen Satze zeigt, und sie er-
schopfen das zugehorige System aus dem gleichen Grunde. Das
Produkt der Quadratwurzeln von irgend zwei unter ihnen VM,. VM,
verhiilt sich am Gebilde wie eine rationale Funktion, und zwar ist
dieselbe dargestellt durch die mit ¢ und ¢ gleichzeitig geiinderte
Determinante, durch die Ff) dargestellt wird, wie man aus (11)
ersieht. Die Identitit (2) stellt also bloB einen speziellen Fall
von (11) dar.
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Damit sind also die eingangs erwihnten Fragen beantwortet
und die Antwort kleidet sich in die folgenden beiden Sitze:

1. Jede Fléche dritter Ordnung mit vier Doppel-
punkten des Biischels

Fy4a.F, =0

trigt ein zweifach unendliches System von sie ein-
hiilllenden Kegeln zweiten Grades und dieselben ge-
horen als ®-Formen der C; zur gleichen Charakteri-
stik; aber auch umgekehrt, jedes System von ®-For-

men der C; wird durch ein eine E§4) des obigen Biischels
einhiillendes System von Bertthrungskegeln gegeben.

v Nun gibt es 265 Systeme von ®-Formen an der C; und daher
erhilt man ' '

2. Im Biischel

Fy4-a,Fy,=0

gibt es 255 F.

Bevor hier in der Untersuchung weiter gegangen werden soll,
seien einige Bemerkungen tiber das Vorhergehende eingeflochten.

Der Hessesche Satz sagt aus, daf man durch Rinderung
einer beliebigen symmetrischen Determinante Beriihrungsmannig-
faltigkeiten erhilt, wenn man das auf den uns hier interessierenden
Spezialfall der F'¥ anwendet, so ist doch immerhin hervorzuheben,

daff wirklich jede symmetrische Determinante dritter Ordnung,
deren einzelne Glieder lineare quaterndre Formen sind, gleich Nuli

gesetzt eine F;Q darstellt. In der Tat, eine solche Determinante

kann stets aufgefafit werden als Diskriminante eines dreifach un-
endlichen linearen Kegelschnittsystems und ein solehes besitzt vier
Doppelgerade, daher die dargestellte Fliche vier Doppelpunkte,
Die spezielle Form der Gleichung, die hier stets beniitzt .wurde
und bei der sogar alle von den Diagonalgliedern verschiedenen
lateralen Glieder einander gleich sind, rithrt von der speziellen
Koordinatenwahl in der Ebene her.

Eine zweite Bemerkung bezieht sich auf die geometrische
Deutung des allgemeinen Beriihrungskegels M.. Aus Gleichung (9)
ersieht man niamlich, dafl mun dieselben auffassen kann als den
Ort derjenigen Kegelschnitte des dreifach unendlichen Kegelschnitt-
systems

S=ea e @t e 7t e 7 =0,
die die Gerade mit der Gleichung

¢y @y oy wy =0
bertihren. Also jedem Kegel M, ist dadurch eine Gerade der Bild-

ebene zugeordnet. Diese Zuordnung zwischen den Kegeln der F.¥
6%
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und den Gteraden der Ebene ist eigentlich schon erwihnt worden;
denn gelegentlich der referierenden Auseinandersetzungen iiber die
Steinersche Fliche als das einer Ebene ¢ in 3y entsprechende
Gebilde in Zp war bemerkt worden, dall einer Geraden in ¢ ein
Kegelschnitt auf S, entspricht; setzen wir fiir diesen Kegelschnitt
den ihm reziproken Kegel M., so haben wir die eben erwihnte
Zuordnung und die Methode der Rinderung gibt ihr eine analytische
Fassung.

§ 0.

Das funktionentheoretisch Merkwiirdige an der Darstellung

der ®-Formen der C; ist, daB sie nur von der F;” abhéingen und
gar nicht von der Fy, als deren vollstindiger Schnitt mit der F.”
die O, definiert ist. Daraus ergibt sich, daf das System der Be-
rithrungskegel der F{? ein System von ®-Formen fir jede C;

darstellt, die auf ihr liegt. Will man aber ausdrticklich hervor-
heben, dafl man das System der ® fiir eine ganz bestimmte C,
meint, dann mufl man die F, hinzuziechen und die einzelnen
®-Formen erkliren durch die Gesamtheit der Flichen, die in dem

Biischel
M, +xFy=0 (1)
enthalten sind.

In der Tat, jede einzelne Fldche des Biischels (1) ist eine
®-Form, die man fiir die beziigliche M, setzen kann. Von diesem
Standpunkte wire es ja eigentlich auch richtiger, von Systemen
von Kurven vierter Ordnung, die die C; in sechs Punkten bertihren,
anstatt von Flichen zweiter Ordnung, die das tan, zu sprechen.

Aus der Theorie der Abelschen Funktionen weil man aunch
den Satz, daB es in jedem System von @-Formen 28mal vorkommt,
daf die betreffende Form in das Produkt ¢, .9, zweier ¢-Formen
zerfallt oder, geometrisch gesprochen, aus zwei Tritangentialebenen
besteht, Wirtinger?') nennt dieses System zerfallender ®-Formen
das zur betreffenden Charakteristik gehorige Steinersche System,
Man kann natiirlich dieses Zerfallen der ®-Formen bei der hier
gegebenen Darstellung auch nur verstehen, wenn man sie in der
erweiterten, durch die Gleichung (1) gegebenen Form definiert.
Dann sagt dieser Satz aus, es gibt 28 Wertesysteme ¢, (v =1, 2, 3),
so daff in dem Biischel

M, 2 Fy, =0 @
ein Tritangential-Ebenenpaar vorkommt,

Zum Schlub des vorigen Paragraphen war die Abbildung der
Beriihrungskegel M, auf die Geraden der Ebene hervorgehoben;
diese Tatsache ist vom funktionentheorischen Gesichtspunkt eigent-
lich eine selbstverstindliche Bestitigung der diesen Erdrterungen

zu Grunde liegenden Theorie. Denn die V& sind ja akzessorisch

1} Preisschrift, p. 99.
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hinzutretende Integranden erster Gattung in dem durch unverzweigte
Doppeliiberdeckung der Cs hervorgehenden Gebilde vom Geschlechte.
p' == 1. Die mit ihnen gebildeten Integrale geben zur Bildung von
Thetafunktionen von drei Argumenten Veranlassung, die modular zu
jener ebenen C, gehoren, fiir die das betreffende ®-System das
entsprechende ist. Und diese akzessorisch hinzutretenden Integranden
sind also abgebildet auf die Geraden der Ebene die Integranden
erster Gattung der ebenen C,.

' Nun hat die Zuordnung der M, zu den Geraden der Ebene
eine tiefere Bedeutung, als man zunichst annehmen -sollte; denn
hat man das System der ®-Formen, so kann man dasselbe natiirlich
stets ‘auf ein beliebiges Geradenfeld abbilden. Man braucht dazn
nur irgend drel von ihnen @,, ®,, ®, heliebigen drei Geraden der
Ebene, die man als Koordinatengeraden ansieht, zuzuordnen einer
vierten O, die mit den ersten drei durch die Relation verbunden ist,

Vo, + V2, + V0, -V, =0 e
die Kinheitsgerade, und der durch die Gleichung gegebenen

VO.=¢ Vﬁ’—r}—%V@%—Cs Vo, (4)

die Gerade mit den Koordinaten (e, ¢y, ¢;) entsprechen zu lassen..

Aber bei der hier besprochenen Zuordnung der M, zu den
Geraden der Ebene der C, gibt es keine Willkiirlichkeit im Her-
ausgreifen dieser vier ® und ebenso keine in der Wahl des Koor-
dinatensystems in der Ebene,*wenn man von einer projektiv be-
stimmten C, ausgeht.

Diese Erwsgung veranlaBt nun die Vermutung, daf den 28
ausgezeichneten Kegeln, die zum Steinerschen System der
beztiglichen Charakteristik gehiren, die 28 Doppeltangenten der
C, entsprechen und das ist in der Tat der Fall, wie die folgende
Diskussion zeigt. :

Nach H. Weber!) definiert man die Moduln der singulari-
titenfreien C, folgendermafien; seien sieben Doppeltangenten eines
Aronholdschen Systems gegeben und nimmt man drei unter ihnen
zu Koordinatengeraden und definiert sie durch

=0, #,=0, 2,=0- (%)
und eine vierte z, als Einheitsgerade, so daf besteht
@~y oy -, =0, 4"
dann kann man die drei restlichen ¢, g,, ;. in der Form schreiben:
G =0 %y 4 “2 z, @y 7
95 =b 2, by @y by 2, ®)
95 == @y 0y Ty ¢y %
') Weber: Abelsche Funktionen vom Geschlechte 3. Berlin 1876.
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Die 3.2 =26 Verhiltnisse dieser neun Konstanten sind dann
die sechs Moduln der C,; durch Vorgabe von vier Doppeltangeaten
wird eine C, modular nicht eingeschrinkt.

Gresetzt wir hiitten nun das oco?® Kegelschnittsystem

Y= slxi—/{—.-sﬁg—{—aswg—(-e‘xizo,

dann gibt es, wie wir schon in § 2 gesehen haben, eine co? Mannig-
faltigkeit projektiv verschiedener C,, die durch projektiv aufeinander
bezogene Kegelschnittbiischel erzeugt werden konnen, die ganz dem
System X angehoren, zu jeder Fliche zweiter Ordnung im s-Ranm
— es sel fiir das hier unmittelbar Folgende gestattet, die &; ((=1...4)
selbst als die homogenen Punktkoordinaten des £, anzusehen, also
die Doppelpunkte der F'® in die Ecken des Koordinatentetraeders

verlegt zu denken — gehort eine solche C,. Jede solche C, hat
eine ganz bestimmte Doppeltangentenkonfiguration und man kann
dann sicher acht von den Konstanten so wihlen, daB die vier
Doppelgeraden von X selbst mit drei anderen g, g,, ¢, ein
Aronholdsches Siebenersystem von Doppeltangenten einer zu

gehorigen C, ausmachen, wie das durch die obigen Gleichungen
explizit fixiert ist. Diesen sieben Geraden sind sieben Kegel
zugeordnet, den vier Doppelgeraden die vier Kegel M, (v=1...4)
aus den Doppelpunkten der F® — fiir sie besteht die Beziehung

VI, + VE,+ VI, + VI, =0

und den drei anderen Geraden drei Kegel M, , M, M, , die mit
den drei M, (v=1, 2, 3) durch die den Gleichungen (5) analogen
Relationen

VM, = a, VI, +a, VI, -+ a, VI,
Vﬁaz == b, VTW;‘“*‘ by VJE + VE ()
VM, = ¢, VM, + ¢, VM, - ¢, VI,

verbunden sind.

Nun hat Schottky?) sich mit den Relationen zwischen den
28 Paaren von Tritangentialebenen eines Steinerschen Systems
beschéftigt; er hat gezeigt, daf fiir sie ganz die gleichen Relationen
Geltung haben wie fir die Doppeltangenten einer ebenen C, und
daf fiir sie insbesondere die Darstellung durch 7 unter ihnen, die
eine Hauptreihe bilden — man kann durch eine niher durch-
gefiilhrte Bezeichnung durch vierreihige Charakteristiken diese Be-
ziehungen genau fixieren —, ganz der Darstellung der 28 Doppel-
tangenten der C; durch 7 unter ihnen entspricht, woraus Schottky
auf die Existenz der C,, die natiirlich der Ausgangspunkt unserer
Untersuchung ist, schliefit.

1) Crelle Journal, Bd, 102: Uber Abelsche Funktionen von vier Argumenten.,
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Die Uberlegung von Sehottky lehrt also, daf man wit den

V@ gerade so rechnen kann, als ob sie Integranden erster Gattung
einer C, wiren, man kann 7 unter ihnen als eine Hauptreihe zer-

fallender V@ auffassen, dann ist durch diese ein bestimmtes Ge-
bilde vom Geschlechte drei fixiert, das zu einer wohl bestimmten
Cs gehort, die einer eindeutig festgelegten F,, auf der sie liegt,

korrespondiert, wenn man die F3(4) festhalt. Aber der Schottky-

sche Satz sagt weiter aus, daf die Webersche Normiernng in der
Ebene und im Raume zu modular gleichen C;, also zu derselben
F, im e-Raum filhren miissen. Ks wire den Schottkyschen
Ausftihrungen widersprechend, wenn das durch die Gleichungen
(5") gegebene Gebilde vom Geschlechte drei — die Ausgangskegel
M,(v=1...4) und die drei anderen Kegel M, , M, , M, sollen
dabei eine Hauptreihe zerfallender ®-Formen bilden — zu einer
im System 2 enthaltenen C, fiihren wiirde, die von derjenigen
verschieden wire, die durch die Gleichungen (5) charakterisiert
ist, eben aus dem Grunde, weil man zu modular verschiedenen
Cs kdme, Es ist eben die durch das Hessesche Rinderungs-

theorem gegebene Zuordnung der Umhiillungskegel der Ff) zu den

Geraden der Ebene die funktionentheoretisch allein zuldssige Zu-
ordnung der ®-Formen zum Geradenfeld der Ebene der C,; und es
ist micht etwa die im funktionentheoretischen Sinne richtige Zuord-
nang aus der durch das Hessesche Rinderungstheorem gegebene
erst durch eine von der Identitit verschiedene Kollineation erreich-
bar, was ja zunichst nicht ausgeschlossen wire. Damit ist der oben
gegebene Satz, der eigentlich schon vollstindig von Schottky
L. c. angegeben wurde, bewiesen und Lifit sich ungefihr folgender-
maflen aunssprechen:

Die 28 Tritangentialebenenpaare eines der 255
Steinerschen Systeme an der C; im £y sind in den-
jenigen Biischeln:

M, 4+-vFy,=0 (v=1,2,...28)

enthalten, in denen die M, die Kegel bezeichnen, die

als Orte jener Kegelschnitte des oo® Kegelschnitt-
systems 2 anzusehen sind, die beziiglich die 28 Doppel-
tangenten der O, beriithren, die diesem Steinerschen
System entspricht.?)

Y) An dieser Stelle sei eine Bemerkung eingeschaltet, die sich anf noch
einen Berithrupgspunkt der eben zitierten Abhandlung von Herrn Schottky mit
den in dieser Arbeit durchgefiihrten Darlegungen bezieht. Der Endzweck, den
Schottky L c. verfolgt, ist die Herleitung der Relation, die zwischen den
Moduln der Thetafunktionen von vier Argumenten besteht, wenn sie der Rie-
mannschen Theorie angehtren sollen. Dieses Ziel wird schliefllich dadurch
erreicht, dafi in eine gewisse Deferminanten-Identitit (es ist die erste Gleichung
im § 7 der Schottkyschen Arbeit) fiir die dort vorkommenden Ausdriicke gewisse
ihoen proportionale Produkte aus Nullwerten der geraden Thetas, eigentlich Quadrat-
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§ 10.

Nach diesen Erorterungen an der C; im B, kehren wir zum
Schlusse noch mit einigen Worten zur C; in der Ebene zuriick.
Dieselbe war definiert durch die Gleichung

che® — P e =g, ¢))

Das System der Integranden erster Gattung ist hier durch
das oo®-System der adjungierten Kurven dritter Ordnung gegeben,
die 255 Systeme der ®-Formen durch Systeme von Kurven sechster
Ordnung, die in den Doppelpunkten der C; selbst Doppelpunkte
haben und sonst iiberall berithren, in jedem solchen System gibt
es 28 in C,-Paare zerfallende.

Die beziiglichen Gebilde weist man auf an den ihnen im E,
entsprechenden und ihre Gleichungen bestimmt man einfach durch
Einsetzung der A-Werte aus der die Abbildung vermittelnden Re-
lation

AjiAyi Ay Ay =000 0P, @)

Dabei ist Gleichung (2) nur eine der 255 Moglichkeiten,
diese Abbildung zu beschreiben, entsprechend den 255 F,a,('”. Man

konnte freilich die Frage aufwerfen, ob man die 255 Systeme
tiberall beriihrender C;, und die ibnen entsprechenden Steiner-
schen Systeme nicht ganz independent von der durch (2) gegebenen
Abbildung und den analogen an der ebenen C; aufzeigen konnte
im Sinne der gemeinen Invariantentheorie,

Die in einem System von ®-Formen enthaltenen .C; werden
als vom zweiten Grad in den C; sich durch gewisse projektiv auf-
einander bezogene C,-Biischel erzeugen lassen, aber die Art, wie
dieselben herausgegriffen werden miissen und wie sie projektiv auf-
einander zu beziehen sind, das leistet die Abbildung in den Raum.
Jedenfalls wiirde nun eine derartige independente Darstellung an
der C, in der Ebene, wenn sie moglich wire, was dahingestellt
bleiben mag, kaum emen wesentlich neuen Gesichtspunkt zu Tage
fordern und es ist picht wahrscheinlich, daf dadurch die in jeder
Beziehung prizisen und einfachen Verhilinisse, wie sie die Abbil-
dung ergibt, eine vertieftere Fassung erhielten.

wurzeln aus diesen Produkten, eingesetzt werden. Die Determinanten-Identitit
von Herrn Schottky kommt auch in unseren Ausfithrungen vor, sie ist nichts
anderes als die identisch verschwindende Diskriminante der allgemeinen Bertihrungs-
fiiche M. (Gl 8, § 8); man kann das durch Identifizierung der beiderseitigen
Bezeichnungsweigen leicht zeigen. Diese, wie uns scheint, nicht uninteressante
Bemerkung Jaft sich dahin zusammenfassen, daB der Relation zwischen den
Moduln der Riemannschen Thetas von vier Argumenten ein algebraisches Aqui-
valent parallel geht, welches besagt, dall die Fliachen zweiten Grades,
welche die C; im R; iiberall berithren, Systeme von Kegeln sind.



