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Uber Beziehungen zwischen algebraischen Gebilden 
vom Geschlechte drei und vier. 

Von Paul Roth in Wien. 

,~l. 

In der vorliegenden Arbeit werden Beziehangen zwischen 
algebraischen Gebilden yore Gesehleehte 3 und 4 einer ni~heren 
ErSrterung uaterzogen und~ i~hnlieh dem frtiher behandelten Falle 
der Beziehungen zwischen p"-2 und p ~31)~ das Hauptgewieht 
auf die Hervorhebung jener geometrisehen Gebilde gelegt~ die ftir 
diese Beziehungen eharakteristiseh sind. 

Die Behandlung des vorliegenden Falles hat gleiehfalls zur 
Grundlage die GStt~nger Preisschrift yon W. W i r t i n g e r  ~) und 
kommt ftir ires namentlieh der zweite Tell 4erselben in Betraeht, 
Auf der unverzweigt doppelt iiberdeekten, R i e  m a nn'schen, Fl~iche 
yore Geschleehte p~ die ein Gebllde vom Gesehleehte 2p--1 
darstellt~ existieren nailer den Thetafunktionen yon p Variablen 
des urspr~ingliehen Gebildes noeh 2 2 ~ -  1 Systeme yon Theta- 
funktionen yon p -  1 Variablen~ deren Argumente Integrale fiber 
p - - 1  linear unabhangige Wurzelfunktionen zweiter Stufe und 
zweiten Grades sind~ die zu einer tier v o n d e r  Charakteristik 

i ~ : ' : ~  versehiedenen Charakteristiken gehSren. Die bezfigliehen 

Thetafunktionen sind ira allgemeinen nieht zu jener yon R i e m a n n 
behandelten Klasse geh6rig~ die man als Ri  e m a n n sehe zu be- 
zeiehnen pflegt~ sondern hltngen von mehr Parametern ab~ sind 
also allgemeiner als diese. Ftir den sehon behandelten Fall 2 ) ~  3 
un4 ffir p ~ 4 sind die eben erw~haten Funktionen yon 2~ resp. 
3 Variablen gleiehzeitig R i e m a n n s e h e  Thetafunktionen. Daher 
entspreehen ihnen algebraische Gebilde yore entspreehenden Range. 
Die zu behandelnden Beziehungen zwisehen p -~- 3 und p -~- 4 
miissen sich also dureh die 2 s -  1 ~ 255 Systeme yon Wurzel- 
funktionen zweiten Grades~ die am Gebilde vom Geschleehte p ~ 4 
existieren~ begrfinden lassen. 

a) Mon~tshefte fiir Mathematik and Physlk~ Bd. 18. 
:) Untersuchu~gen fiber Thetafunktionen. Leipzig 1895. 
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Naeh diesen einleitenden S~ttzen wird es sieh darum handeln~ 
fttr den hier vorliegenden Fall eine algebraisch-geometrische Grand- 
lage zu pri~zisieren. Dieselbe ist einer Arbeit W i r t i n g e r s  1) ent- 
nommen~ die seinen Untersuehungen fiber Thetafunktionen voran- 
gegangen ist. In derselben wird der Weg gewiesen~ der yon der 
ebenen singulariti~tenfreien C~ zu algebraisehen Gebilden vom 
Gesehleehte p ~ 4 ftihrt. Ausgegangen wird yon einer vier- 
gliedrigen Summe yon Integralen erster Gattung 

4: x k  

w~=~ f dw~(i:l,2,3) (1) 
k ~ l  g k  

die gk (k ~--- 1. .  4) sind die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden 
g~ ~- 0 mit der C~, die xk (]~ ~ 1. .  4) solteu nieht auf einer Geraden 
liegen. Dann stellt die Gleichung (1) bei konstant gehaltenem wi 
(i ~ 17 2 7 3) ein Umkehrproblem dar 7 das naeh den allgemeinen 
Si~tzen der Theorie c--~ 1 LSsungen besitzt. Aus der so erlangten c~ 1 
Quadrupelschar yon Punkten xk (k ~ 1. .4)  kann man zwei Qua- 
drupel herausgreifen und die durch sie bestimmten Kegelsehnitt- 
biischel projektiv so aufeinander beziehen~ dal~ sie die G~ erzeugen. 

Sei K 1 -~- A K~ ~--- ~l das eine 

und K s ~-,~K~ ~ 0 das zweite yon ihnen, 

dann sei der Einfaehheit halber die Projektivitat gegeben durch 
die Gleiehung 

A ~ ~,.~ (2) 

so da]~ die C~ gegeben ist dutch 

= 0 .  

Projektiv entspreehende Kegelsehnitte der beiden Btisehel 
sehneiden sieh in der zu den beiden Quadrupeln residualen Sehar 
and diese erteilen als obere Grenzen in die Gleiehung (1) ein- 
gesetzt derselben den Weft - - w .  Das so erhaltene a s System 
yon Kegelschnitten~ das wit" mit S~ bezeiehnen~ kann als dem oc~ 
System 

angehSrend gekennzeichnet werden dareh eine Abbildung in den 
dreidimensionalen Raum. Interpretiert man die A~ ( i - - -1 . .4 )  als 
die vier homogenen Koordinaten eines dreidimensionalen Raumes, 
so entsprechen den beiden erzeugenden Btischeln projektive Punkt- 
reihen and entspreehende Punkte, miteinander verbunden~ erzeugen 

1) Math. Annalen, Bd. 40. 
Mon~tsh. f i ir  2Vlathematik u. Phys ik .  X X I I .  Jahrg .  5 
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eine Fl~che zweiter Ordnung. lqach Gleichung (2) hat sie die 
Gleichung 

A1 _ _  As 
h 2 h~ oder 

und diese ist das Bild yon S~. 
Bei der Untersuchung der zu diesen Quadrupelscharen kova- 

rianten Gebilden fragt sich W i  r t i n g e r nach dem Ort der zu 
einem beliebigen ,Punkt  ~ in der Ebene gehSrigen konjugiertea 
Punkte ~ in bezug attf die lineare Quadrupelsehar, die symboliseh 
mit (x~ y, z, t) bezeiChnet ist. Als Erzeugnis projektiver Geradenbtischel 
ist derselbe ein Kegelschnitt und wird mit k (x~ y~ z, t;  ~ 7) -~- 0 
bezeichnet. Der Oft derjenigen ~ ffir die dieser Kegelschnltt 
zert/fllt~ ist eine C 6 mit sechs Doppelpunkten~ also ein Gebilde yore 
Oeschlechte p~--4.  Diese Kurve kommt bereits bei C a p o r a l i  1) 
vor~ daselbst wird sie folgenclermal~en deilniert. Ein Kegelschnitt 
eines der beiden die C~ erzeugenden Bfischels~ be.ispielsweise K~, 
schneider auf der  C a zwei Quadrupel aus~ das eme gehSrt zur 
Schar der korresidualen~ das andere zur Sehar der residualen; 
diese beiden Quadrupel bestimmen zwei Kegelschnittbfischelv u. 
zw. K 1 - ~ - A K ~ 0  und K 1 - - ~ A K ~ - - 0  7 die zusammen ein 
Netz bilden 

dieses Iqetz nennt C a p o r a l i  das zum Kegelschnitt K1 gehSrige 
reziproke l~etz. Durchlguft man nun die Kegelschnitte des einen 
erzeugenden BiischeIs und bildet die Funktionaldeterminanten der 
zu ihnen gehSrigen reziproken l~etze und rut das gleiche fiir das 
zweitc Btisehel~ bezieht die beiden so erhaltenen Cs-Biischel , die 
samtlieh durch die seehs Ecken des Vierseits der vier Doppel- 
geraden des c,,~ s Kegelschnittsystems Z gehen~ projektiv ebenso 
~ufeinander wie die entsprechenden Kegelschnittbiischel, dann 
erhMt man die oben erwiihnte C 6 mit sechs Doppelpunkten in d e n  
genannten sechs Eckpunkten. 

Bezeichnet man die Jakobischen Kurven der beztiglichen bletze 

(K~, g2, K~), (g~, K~, g~), (/(1, Ks, K~), (K~,/(3, K~) 

resp, mit n (4) C (~) ~(2) C(~)So schreiben sich die erzeugenden Biischel 

e[ + A ) = oJ 

and die erzeugto C 6 hat die Gleiehung 

~) Ettore Caporali: Memorie dl Geometria. Xapoli 1888. 
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Bedenkt man, dab die Jakobisehe Kurve eines Kegelsehnitt- 
netzes der Oft der Doppelpunkte ihrer zerfallenden ist, so sieht 
man leieht ein~ dab die C 6 der Oft der Eeken der Polardreieeke 
ist, die zu den Viereeken-der Quadrupelpunkte gehtiren. Die 
Kurven 0~ 4) and C~ 8) sehneiden sieh auger in den sechs Eeken des 
Vierseits der vier Doppe]geraden noeh in den drei Eeken des Polar- 
dreiecks des quadrupels (K~,/(~) und die Kurven C~ ~) and C~ ~) in 
denen des Quadrupels (/(3, K~). Die projektiv auf einander be- 
zogenen Bfischel (4) schneiden sieh dann in der Residualsehar der 
eben genannten Tripel. Diese Verhaltnisse lassen nun eine Deutung 
im dreidimensionalen Raum zu. Fagt man die ebene C 6 als den 
0r t  der Doppelpunkte der zerfallenden Kegelsehnitte dos Systems 
2 auf: so entsprieht ihr im h-Raum das Sehnitterzeugnis der durch 
die Gleiehung (2) gegebenen F~ ~ 0  mit einer F]~tehe dritter 
Ordnung mit vier Doppelpunkten 

die den Ort der zerfallenden Kegelsehnitte des oc 3 Systems 
darstellt~ also eine C 6 im R3~ yore Gesehlechte p ~ 4 ~  u. zw. 
eine allgemeine well sie punktweise eindeutig and eindeutig um- 
kehrbar auf die ebene C~ bezogen ist.. 

.~3. 

Die eben auseinandergesetzten Verhi~ltnisse sollen im fol- 
genden analytiseh genauer pr~zisiert werden. 

Das Kegelschnittsystem E enthi~l b wie sch0n erw~thnt, im 
ganzen vier Doppe]gerade. 1) Dieselben seien gegeben dureh die 
Gleiehungen 

X 1 ~--- 0 7 372 ~ 0~ X 3 ---- 0~ X~ ~ - -  X 1 - -  X 2 - -  X 3 ----  O~ ( 1 )  

also die drei Koordinatengeraden und die Einheitsgerade. Ftir sie 
gilt also die Relation 

x, § ~ § x~ -/- ~ = 0, (2) 

Dann driieken sieh die 
dureh die Gleiehungen aus 

~ =  Alx~l + A ~  

K~= B~X'l + B ~  

vier Kegelsehnitte KI~ K~ K~, K~ 

+ ~:x~ + B~: = 0, 

+ 03x~ § C,x~ = 0 ,  

+ D~x~ + D,x~, = O. 

(~) 

1) 8Mmon.Fiedleri  Anal. Geometrle der  Kegelsehni t t  e. 
5e 
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Die Cr ist dann gegeben dureh die Gleiehung 

Die Jakobisehe Kurve C~ ) ist gegeben durch 

A l x ~ - A  sxr A sx  2 - A  sxs, A s x ~ - A  sx  4 . 

C (4)~ B~x~--B~xs: B~x~--B sx~, B~x~--B sx~ --3 [ 

(4) 

(5) 

also 

c(~) ----- ~ x~ x.~ x~ § ~ x~ x~ x~ ~- ~ x~ x~ x~ § ~ xs x~ x~ = 0 (6) 3 

und analog die drei anderen Kurven 

C~ ) ~--- ~r x~ x s x~ -~- ~3 xl xs x~ -~- ~ x 1 x 3 x~ -Jr- ~1 xs x:~ xr -~- O, (6a) 
1 \ C ( ~ - - a  

Dabei bedeuten a~, ~,'-;~ ~ (v ~-- 1 . .  4) die beztigiiehen Unter- 
determinanten der GrSl~en A~ B~ C~, D~ (,~ ~--- 1 . .4 )  in der Deter- 
minante 

Al~ A2, A3, A~: 

BI: Bs, B~: B~ 
D =  C1, Cs, Q,  '-QI (7) 

D~ ~ D s~ D~ ~ D 4 

multipliziert mit den ihnen zukommenden Vorzeiehen. 
Aus der Form der Gleiehungen (6 )g eh t  deutlich der im 

vorigen Paragraphen erwahnte Satz hervor, da~t die siimtliehen C s 
dureh die sechs Eeken des Vierseits der vier Doppelgeraden gehen. 

Die C 6 mit seehs Doppelpunkten ist dann gegeben durch die 
Gleiehung 

C(~) C(r (2) s) 

Sehreibt man G1. (8) in den Doppelgeraden~ so kommen in ihr 
Glieder yon der Form ~ 2 x s und solehe yon der Gestalt x 2 s X, a xfl 7 a Xfl X7 X~ 
vor, wo a, ~, "/, ~ die Zahlen 1, 2, 3, 4 in einer beliebigen Reihen- 
folge bedeuten; Glieder der ersten Art gibt es vier~ Glieder der 
zweiten Art gibt es seehs, im ganzen enthiflt die Gleiehung zehn 
homogene Konstanten. Die neun Verhi~ltnisse derselben kSnnen 
als die neun Moduln des algebralsehen Gebildes angesehen werden. 



Algebraisehe Gebilde. 69 

Daraus ergibt sieh aber, dal3 man die C s mit seehs Doppelpunkten 
in den 6 Eeken eines v o r g e g e b e n e n  Vierseits wohl projektiv, 
aber nieht modular einscbr~tnkt~ man kann naeh Vorgabe des Vier- 
seits immer noch die ganze e J  Nannigfaltigkeit yon modular 
verschiedenen C s erreichen. Es ist wiehtig, sieh fiber diese Ver- 
haltnisse klar zu werden, die eben gemaehte Bemerkung wird spater 
bentitzt. 

Endlich sind die Verh/~ltnisse im A-Raum noeh festzulegen. 
Die F~ war gegeben durch 

~ = A~ 5~ - -  A,, h a = 0. (9) 

Die F ~ ist die Diskriminante von 

= &  + =0 .  

Das System Z kann, wenn man allgemein setzt 

gesehrieben werden in der Form 

Die Diskriminante und damit die F~ ~ ist gegeben dureh 

-=- ~, % @ %, ~a ~--- 0 (12) 

oder explizit 

Die vier Doppelpunkte sind die Eekpunkte des aus den 
vier Ebenen 

~i = 0 (i = 1 . .  4) 

gebildeten Tetraeders. ~acht man dasselbe zum Koordinaten- 
tetraede 5 geht also yon der ursprtingliehen U6 zu einer kollinear 
verwandten C~ fibe 5 so transformiert sieh die Fl~ehe zweiter 
Ordnung in eine solehe Gestalt, dull ihre zehn homogenen Kon- 
stanten den zehn Konstanten der Cr in der Ebene resp. gleieh 
werden. Bezieht man also die Q im Ra auf das Tetraeder der 
vier Doppelpunkte der F3(~)~ so sind die neun Konstanten, yon 
denen die F~ abh~ngt, die neun Moduln des algebraisehen Gebildes. 

1) Mit F~ 4) soll im folgenden stets eine Fl~tche dritter Ordnu~g" mit vier 
Doppelpunkten bezelehnet werden. 
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w  
In den vorhergehenden Absehnitten ist also ein Gebilde veto 

Gesehleehte p ~ 4 yon der singularitatenfreien C~ aus nachge- 
wiesen worden, u. zw. in zweierlei Form, erstens als ebene C 6 
mit seehs Doppelpunkten und anderseits als singularit~'tenfreie 
C 6 im R~. Bevor nun der Zusammenhang dieser Gebilde in dem 
Sinne, der in der Einleitung erw~hnt wurd% n~her erSrtert wird~ 
sell vorher ein Satz tiber die ebene C 6 abgeleitet werden, der die naeh- 
folgenden Auseinandersetzungen noch deutlicher hervortreten faint. 

Die ebene C s war das Erzeugnis der prq)ektiv aufeinander 
bezogenen Basehel yon Jakobischen Kurven der reziproken N e t z e  
der die C~ erzeugenden Kegelschnittbiisehel, Man kann nun die 
Begriffe yon reziproken Netzen auch auf die ebene C s fibertragen~ 
die betreffenden in w 2 gegebenen Verhaltnisse genau analogisieren 
und naeh dem so zu erlangenden Resultat fragem Die C 6 war 
gegeben dureh die Gleiehung 

6'~(" e !  ~) - -  C? ) c (~) = o ,  
o o - - 3  

die Kurve C~ ) schneidet dana auf der C6~ abgesehen yon den seehs 

Doppelpunkten die zwei Tripel (C~ '), C~ )) und (C~ ~). C~ 3)) aus, das 

zur C~ ~) geh~rige reziproke Netz schreibt sieh also 

i e ~ ) +  ~. 0 ~) + ,, C (~) = 0 (~ )  
3 - - 3  

uncl domentsprechencI sincI die z~ den Kurven (?(3) O(~) (;'/') ge- 
hSrigen Netze gegeben dureh 

(4) C(3 I) = 0 (1~) A _~e (~) + ~ c~ + 

A C (2) ,,0) - -  C0) 

A C(3')@ ,~C: ) @vC~3'=O ilk) 

Wit  wollen also die Jakobisehen Kurven dieser vier Netze 
bilden, wir nennen sie resp. J1, J'-,~ J.'3, J~, und uns naeh dem 
Erzeugnis der dureh die Gleiehung 

projektiv aufeinander bezogenen Bttsehel 

(3) 

also nach der Kurve 

fragen. 
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Wir haben also zu schreiben: 

0 C~ ~) 

V~Tx~ ' 
oc? oc? 

71 

(5) 

~,  ~,  ~ 

genommen mit den beztigliehen ihnen zukommenden Vorzeiehen. 
Die Determinante h ist naeh einem bekannten Determi- 

nantensatz gleich D~ wenn D dureh Gleichung (7) w 3 gegeben ist. 
Aus der Gestalt der Gleichungen (7) geht hervor, dal] die 

Jakobischen Kurven J~ zerfallen~ und zwar in das Produkt der 
vier Geraden x~=: 0 (v ~ 1..4)~ and in einen Kegelsehnitt~ der 
in jeclem Fal le  dem ~ Kegelsehnittsystem Z angehSrt. Nun 
sind aber diese Kegelsehnitte geradeza mit den urspriinglichen 

(8) 

in tier Determinante 

• 

und entsprechencl die drei anderen AusdrCieke; naeh einer kurzen 
Rechnung erhi~lt man ftir J~: 

und in ganz analoger Form die drei anderen Funktionaldeterminanten 

4 = 3~ x~ z~ x~ [~,~ + ~ + ~ + ~x~j (7~ 

Dabei bedeuten die Grsl]en 

die respektiven Unterdeterminanten yon 
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Kegelschnitten identiseh, denn die Grsl~en 

P%, P~, P~, P~ (~ = 1 . . . 4 )  
sind den Grsl~en 

A., B~: C~, O. ( v ~ 1 . . 4 )  

aus w 3 Gleichnng (3) proportional, der gemeinsame Propor- 
tionalit~ttsfaktor ist /)~. Das ist leicht ztt zeigen; aus Gleichung 
(7), w 3 ergibt sich 

D : A 1 ffl + A2 (x2 + -~3 0[3 + A4 {x~. (9) 

and Gleichung (8) lii~t sieh schreiben in der Form 

D a = P ~ I . % - J - P ~ . a , . - ~ - P ~ . % - ~ - P ~ . %  (10) 

Multipliziert man (9) mit D ~ und subtrahiert davon (10), so 
erh~lt man 

0 = al (A~ D ~ - -  P~) -~ % (A~ D ~ - -  Po.~) -~- % (A~ D ~ - -  P~) -~ 
%.  (Ar D "2 - -  P.~). (11) 

Die Beziehung (11) mul~ identisch bestehen~ was nur so 
mSglich ist, daI~ alle Kooeffizienten verschwinden, a]so besteht 

A~D ~ : P ~  (v = 1. .4)  (12) 

and analog die anderen Gr~l~en. 
biithin schreiben sich die Gleichungen (7) in der Form 

J~ = 3 D~xl x~ x a x~ K (~ ~ 1 . .  4) (13) 

Also man erhMt den Satz: 
, D i e  J a k o b i s c h e n  K u r v e n  d e r  r e z i p r o k e n  N e t z e  

d e r  d i e  C 6 mi t  s e c h s  D o p p e l p u n k t e n  e r z e u g e n d e n  C a �9 
s ind ,  a b g e s e h e n  y o n  e i n e m  k o n s t a n t e n  F a k t o r  a n d  d e m  
P r 0 d u k t  do r  v i e r  G e r a d e n  x . ~ 0  ( v = l . . 4 ) ,  d i e  nr- 
s p r i i n g l i c h e n  K e g e l s c h n i t t e . "  

Die eben erSrterten VerhMtnisse entsprechen einem Spezial- 
fall eines ganz allgemeinen, yon A. C l e b s c h  1) aufgestellten Theo- 
rems~ das folgendermagen lautet :  

,,Es seien n - ~ l  homogene Funktionen yon n Variablen 
gegeben; man kombiniere sie zu je n und bilde so die n-~-1 
Funktionaldeterminanten; ans diesen bilde man ihrerseits wieder 
n-~-1 Funktionaldeterminanten~ indem man sie za je n kombiniert, 
die letzteren miissen bis auf einen gemeinschaftlichen Faktor die- 
selben Funktionen sein, yon denen man ausgegangen ist." 

Der gemeinsame Faktor ist in nnserem Falle das Produkt 
tier vier Geraden x~ ~ 0 (v ~ 1. .4) ,  multipliziert mit 3 D  ~. 

Die durch Gleichung (4) gegebene Kurve ist also abgesehen 
yon dem Produkt der vier Doppelgeraden und dem Faktor 9 D  ~ 

1) Crelle Journal: Bd. 69 und 70. 
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die urspriingliche C~. Die Cr and die C~ mit seehs Doppelpankten 
gehen also aaseinander dutch die gleiehen Prozesse hervor, dieso 
Tatsaehe l ~ t  sieh in dei~ tblgenden Satz fassen: 

~D. ie C~ m i t  s e c h s  D o p p e l p u n k t e n  is t  das  Er-  
z e a g n l s  d e r  p r o j e k t i v  a a f e i n a n d e r  b e z o g e n e n  Bli- 
s e h e l  d e r  J a k o b i s c h e n  K a r v e n  d e r  r e z i p r o k e n  N e t z e  
d e r  d i e  C~ e r z e a g e n d e n  K e g e l s e h n i t t b f i s e h e l ;  u n d  
u m g e k e h r t  e r z e u g e n  d ie  J a k o b i s e h e n  K u r v e n  d e r  
r e z i p r o k e n  N e t z e  d e r  d i e C  G e r z e u g e n d e n C  a d i e  K u r v e  
v i e r t e r  O r d n u n g . "  

Dieser Satz setzt die ein-eindeatige Beziehung zwisehen Tripel- 
and Quadrupelsehar erst ins reehte Lieht. 

w 
5Ian kann nun die ein-eindeutige Beziehang der linearen 

Pankttripel- and Quadrupelsehar za einer Begrfindung der Be- 
ziehangen zwisehen allgebraisehen Gebilden veto Gesehleehte drei 
und vier heranziehen. 1) 

Tr~gt man n~tmlieh die Tripelschar anf eine dreiblattrige 
R i e m a n n sehe Fl~ehe auf~ die Qaadrupelsehar auf eine vierblattrige, 
so mug die erstere veto Gesehleehte p ~ 4~ die letztere veto Ge- 
sehleehte drei sein~ woratm dana far die Anzahl der Verzweigungs- 
pankte, d.i. der Stellen~ we zwei Pankte eines Tripels resp. Qua- 
drapels zasammenfMlen~ auf Grand der bekannten Gleiehung 

W--n-~l 
in beiden Fallen w~---12 resaltiert. Die beiden R i e m a n n s c h e n  
Fl~ehen haben also zw~lf Verzweigungspunkt% and zwar haben 
diese Pankte in beiden Fallen die gleiehen Werte. Rfieken namlieh 
zwei Eckpankte irgend eines Diagonaldreieeks zusammen~ so rfieken 
aueh in dem zugeh0rigen Viereck zwei Punkte zusammen nnd das 
geschieht zwSlfmal. 

Diese Begr~ndang gestattet aach, ganz independent die Fr~ge 
za 15sen~ wievie| algebraische Gebilde veto Gesehleehte drei za 
einem algebraischen Gebilde veto Geschleehte vier gehSren~ oder 
in geometrischer Fassung~ wieviel ebene singularit~tenfreie C~ in 
dem hier er6rterten Sinn zu ether C 6 mit seehs Doppelpunkten gehSrt~ 
resp. zu einer singalarit~ttenfreien C6 im R~ was ja auf dasselbe 
herauskommt. Die Frage fallt mit der folgenden zusammen, wieviel 
vierbl[~ttrige R i e m a n n sehe Fl~tehen mit zwSlf Verzweigungspunkten 
kann man fiber ether dreibl~tttrigen mit den gleichen Verzweigungs- 
werten konstrnieren. 

Mit diesen Verhaltnissen haben sich J. T h o m a e ~) and 
A. H u r w i t z  8) beschaftigt and das Resultat ihrer Abzahlung 

i) Wirtinger, Preisschrift. pag. 117. 
~) Thomae~ Math. Ann. Bd. 6 nnr 18. 
8) Hurwitz, Math. Ann. Br 39. 
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fttr den hier vorliegenden Fall ergibt, so wie es sein soil, 255 und 
die vermittelnden Funktionen sind die Wurzelfunktionen zweiter 
Stufe und zweiten Grades. 

Damit sind wir aber gerade auf jene Verh~tltnisse zuraek- 
gekommen~ die wir in der Einleitung erw~thnt haben. 

Wir glauben fiber das hier Er~rterte urn so sehneller hinweg- 
gehen za kSnnen~ als diese Beziehungen mit vollster Deutliehkeit 
aus den fo]genclen geometrisehen Auseinandersetzungen hervor- 
gehen werden. 

w 
Wir verlassen nun den in den beiden letzten Paragraphen 

eingenommenen Standpunkr, das algebraische Gebilde vorzugsweise 
in der Form der ebenen C G aufzufassen, und wenden uns der Be- 
traehtung der C 6 im dreidimensionalen t~aum zu~ um auf die 
Verh~tltnisse in der Ebene erst zum Schlufi zuriickzukommen. 

Die C 6 im R a war definiert als der vollst~tndige Sehnitt einer 
Flt~che zweiter Ordnung und einer Fl~tehe dritter Ordnung mit 
vier Doppelpunkten~ die bezw. dnreh die Gleiehungen (9) und (13) 
w 3 gegeben waren. Die Gesam~heit der Fl~tehen dritter Ordnung~ 
auf denen die C 6 liegt~ ist gegeben dutch die Gleiehung 

wobei a~ eine beliebige lineare quatern~tre Form darstellt. 
Die allgemeine Fl~tche dritter Ordnung h•ngt bekanntlieh 

yen 19 inhomogenen Konstanten ab; dal~ eine Flache einen Dop- 
pelpunkt besitzt~ zShlt far eine Bedingung~ daher h~ngt eine ~P~(~) 
yon 15 Konstanten ab. Man hat nan im Ausdruek ax vier Kon- 
stante zur Verfagung, mn einer Fl~tehe des B~isehels vier Doppel- 
punkte zu erteilen: uncl zwar auf endlich viele Weisen~ soweit eine 
solche Konstantenabzahlung fiberhaupt bindende Kraft besitzt. 
Jedenfalls wird es sieher mindestens 255 F3 (4) geben, denn jade 
der singalarit~tenfreien C~ definiert die C 6 im R~ dutch eine solehe 
F3 (4). Die folgenden Untersuchungen geben nun in der Tat eine 
ganz seharfe Antwort auf die Frage naeh der Anzahl der Gay- 
leysehen  Fl~ehen im B~isehel (1). Die LOsung dieser Abz~thlungs- 
aufgabe ist far die ErSrterung der Beziehungen zwisehen io ~---3 
und p = 4 geradezu yon fandamentaler Bedeutung. 

w 
Um nun diesor Frage naher za treten: ist es notwendig: die 

geometrisehen Verh•Itaisse der Fl~tehe dritter Ordnang mit vier 
Doppelpunkten, wohl aaeh C a y l  eysehe Flgehe genannt, well sie 
C a y l e y  1) als erster untersueht hat, genauer zu betraehten. 

1) JournM de Liouvfllr Bcl. 9, 1844. 
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Die Flaehe ist den Geometern als Polarreziproke der S te i -  
nerschen R~merfl~ehe wohl bekannt. Die S t e i n e r s e h e  Fl~che 
ergibt sieh gelegentlieh des Stadiums eines linearen Systems dritter 
Stale oder naeh  der Reyesehen  Terminologie eines Gebiisehes 
yon Flaehen zweiter Ordnung; die far uns wiehtigsten Verhaltnisse 
mSgen hier kurz rekapituliert werden. 

Geht man yon einem solehen System~ das die Gleiehung 

+ A, = o (1) - 2  

- - F  (~ ( i-~-1. .4)  bedeuten vier Fl~tchen zweiten Grades~ die nieht --2 
alle ill einem Btindel enthalten sind - -  haben mag~ aus~ so kann 
man dasselbe dadurch~ dal~ man jeder Flttehe des Gebiisehes die 
Polarebene eines beliebigen festen Punktes zuordnet, abbilden auf 
einen Ebenenraum, der zum Untersehied yore Raum des Gebtisehes 
X~v als der Polarraum Xp angesproehen werden sell. Das F~-Gebtiseh 
ist so projektiv bezegen auf das r~tumliche System Xe: jeder seiner 
Flaehen entsprieht due Ebene und jedem seiner F~-Btisehel ein 
za ihm piojektives Ebenenbiisehel yon El,. Jeder Raumkurve 
vierter Ordnung yon Xv~ die die Basiskurve eines solehen Btisehels 
ausmaeht~ entsprieht die Aehse des zugeh~rigen Ebenenbtisehels, je- 
der Gruppe yon aeht assoziierten Punkten~ in denen sieh drei Flaehen 
2'~ sehneiden, der Mittelpunkt des diesem Flttehenb~ndel projek- 
tiven Ebenenbt~ndels. Abet aueh umgekehrt einer beliebigen Ge- 
raden yon X~, entsprieht eine C~ yon 2~ einem Punkt yon ge 
eine Gruppe yon aeht assoziierten Punkten in ~,-. 

So wird dutch diese projektive Beziehung eine quadratisehe 
ein-aehtdeatige Punktver~vandtsehaft zwisehen den beideu Rgumen 
vermittelt~ denn dutch jeden Punkt yon Xr geht ein Fl~chennetz 
and dem Puukt entsprieht eindeatig der Mittelpunkt des zuge- 
hSrigen Ebenenb~indels in Y5 jedem Funkt in ~e abet aeht asso- 
ziierte Punkte, wir eben erw~hnt. 

Bei dieser Transformation entspricht einer beliebigen Geraden 
yon ZF eiu Kegelsehnitt in Y% aber es gibt eine ~ Mannig- 
faltigkeit yon Geraden die Verbindungs|inien zweier assoziierter 
Punkte in ~F~ denen wieder Gerade entspreehen. Diese ttaupt- 
strahlen, wie sie R e y e  1) nennt~ k~nnen aueh aufgefafit werden 
als die Verbindangsgeraden yon zwei bezi~glieh aller Flaehen des 
Gebt~sehes koujagierten Punkte und dann aueh a|s diejenigen 
Geraden~ dureh die ein ganzes F,~-Bfisehel durchgeht~ wahrend dutch 
eine beliebige Gerade nur eine einzige Fl~ehe des Gebtisehes geht. 

L~fit man einen Punkt in ~:~ eine Ebene ~ durehlaufen~ so 
entsprieht ihr eine S t e i n e r s e h e  Fl~ehe S~ den Geraden in ~ ent- 
spreehen Kegelschnitte auf S~ dieseiben liegen zu zweien in einer 
Tangentialebene der S~ und ihnen entspreehen Geradenpaare in % 
die vereint einen zerfallenen Kegelsehnitt des ~ a  Kegelsehnittsystems 

2) Reye: Geometrie der Lage. 3. Anti. Leipzig 1892~ Seite 140 u. ft. 
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bestimmen das r ~us dem Gebtisch ausschneidet. Den vier Doppel- 
geraden entspreehen dann vier Kegelschnitte auf S~ lgngs denen 
vier ausgezeichnete singuli~re Ebenen die S~ bertihren. Das zum 
Vierseit der vier Doppelgeraden gehtirige Diagonaldreiseit wird 
gebitdet yon den in ~0 liegenden Haupt~-trahten~ denselben entsprechen 
die drei Doppelgeraden der S t e i n e r s c h e n  F]iiche~ die sich ira 
dreifaehen Punkt der Fli~che schneiden~ dem Bildpunkt , der drei 
Ecken des Dreiseits. 

Die vier singularen Kegelschnitte berahren alle einander, ihre 
Bertihrungspunkte liegen auf den Doppelgeraden der 3r und heil~en 
ihre Kuspidalpunkte; es gibt nlimlich in jedem Punkt einer 
Doppellinie zwei Tangentialebenen, dieselben bilden eine Involution~ 
and ihre zwei Doppelelemente bertihren die S~ in den zwei Kuspidal- 
punkten der Doploelgerade, Es gibt sechs Kuspidalpunkte auf der 
Flaeh% einen auf jeder Sehnittlinie zweier singul~trer Tangential- 
ebenen. 

Einer analytisehen Behandlung sind diese Verhaltnisse sehr 
leieht zuganglich~ wenn man die far die S t e l n e r s c h e  Fltiche in 
keiner Weise einsehr~tnkende Annahme maeht~ dal~ das Gebiiseh 
yon Flitehen zweiter Ordnung ein gemeinsames Poltetraeder besitzt, 1) 
In diesem Falle ist das Gebtiseh~ wenn man (]as Poltetraeder zum 
Koordinatentetraeder in ~F withlt: dargestellt durch die Gleichung 

Nimmt man den Einheitspunkt als festen Punkt~ so schreibt 
sich seine allgemeinste Polarebene in der Form 

wobei die Koordinaten in Yp zur Unterscheidung mit (X) be- 
zeichnet werden. 

Die quadratische Transformation wird dutch die Gleiehungen 
gegeben p X I ~ x~ 

p- 2 

wobei p einen willktirlichen Proportionalitiitsfaktor bedeutet. 
Sei nun 

+ + + = o (5) 

a) Man verglelehe Reye I. e. und' die Arbeit yon H. :E. Timerding: 
Uber die quadratlsehe Transformation, durch welehe die Ebenen des Raumes in 
ein System yon Fl~ehen zweiten Grades mit gemeinsamem Poltetraeder tiber- 
gefiihrt werden. Annali di Matematiea. Serie III~ Tomo I. Milano 1898. 
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die Bildebene 9, dann kann man p immer so bestimmen, dal~ sieh 
die ihr eatsprechonde S t e i n  er  sche Fl~che in der Form schreibt 

In rationaler Form hdl~t die Gldchang der S t e i n e r schen 
Fl~che 

Hiebei ist der Einheitspunkt der dreifache Punkt~ die singa- 
l~ren Ebenen sincl die Koordinatenebenen X,. ~ 0. Die Gleiehungen 
der in ihnen liegenden Kegelsehnkte ergebon sieh~ wenn man in 
(6) eine der Koordinaten gleich ~ull setzt. Die Kegelschnitte 
berfihren also die Kanten des Haupttetraeders in den Punkten~ 
fiir welche zwei der nicht gleich ~ull gesetzten Koordinaten ein- 
ander gteich werden. Die Verbindungslinien yon je zwm Bertih- 
rungspunkten auf gegeniiborliegenden Kanten sind die Doppel- 
geraden. Ihre Gleichungen sind gegeben durch die drei Glei- 
chungspaare 

x~=x~, x~ = & ;  x~ =x~, x~ = : q ;  x~ =x~, x~ =x~;  (7) 
ihnen entspreehen in ~ die Geraden 

x~ -Jr- x~ = 0, x3 ~- x~ = 0 ; x, + ~a = 0, x2 + x~ = 0 ; 
.~ §  = o, .~ + ~ - -  o. (7') 

Das sind aber die Diagonalen des Vierseits der vier Doppel- 
geraden des e~ a Kegdschnittsystems in ~, die ja durch die Schnitt- 
linien yon ~ mit den Koordinatenebenen gegeben sin& 

Ub~rtragen wir nun die hier gegebeneu Verhaltnisse anf die 
Polarreziproke der S~ aaf die C a y I e y sche Flache dritter Ordnung 
mit vier Doppdpunkten. Urn die Gleichung, die wir sehon attf- 
gestellt haben, arts S~ zu erhalten~ hat man blo~ die Tangentialebene 
der S~ in einem beliebigen Punkt (X) derselben~ die sich explizit 
in die Form setzen lttl~t 

�9 ~'* 4 -  '~'' - 4 - _ Y 3  -4-- ~ ? / 4  
V $ -  V ~ -  V ~ -  V~ = ~  

(8) 

- - d i e  Yt (i ~ 1. .4)  sind vorfibergohend die Koordinaten in ~]p 
der beliebigen Ebene 

gleichzusetzen~ also za schreiben 

1 1 1 i 

q--Vx ;, % = ] / ~ ,  ~ 3 = ~  % Vx~' - -  V~ (m) 
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Setzt man dann far die (X) ihre Werte in den z in (6) ein: 
so ergibt sieh 

1:o 

und damit~ wie sehon bekannt~ als Gleiehung der Flaehe 

Dabei sollen die zi(i---~ 1 . . . 4 )  die Bedeutung haben: wie sie 
dureh Gleiehung (10) w 3 gegeben ist. 

Den vier singulitren Ebenen X / ~  0 yon S~ entsprechen die 
vier Doppeipunkte~ die Eeken des aus den vier Ebenen zi--~-~ 0 
gebildeten Tetraeders. Den Kegelsehnitten, l~ngs denen die Ebenen 
X~. = 0 beriihren~ entspreehen auf /93(4) Kegel zweiten Grades mit 
den Mittelpunkten in den Eeken des s-Tetraeders~ die die F(#) langs 
Raumkurven dritter Ordnung berfihren. Ihre GIeichungen Iauten: 

= § + = 0 (12) 

oder allgemein 

dabei sind a, ~, ";, ~ die vier Zahlen 1~ 2, 3, 4 in irgend einer be- 
liebigen Reihenfolge, der Kegel M~ hat seine Spitze in dem Dureh- 
sehnittspunkt der Ebenen ~ ~ 0, sr = 0, s~ = 0, der kurz als der 
Pankt  (a) bezeiehnet werden soil. 

Die Raumkurven dritter Ordnung bestehen jedesmal aus den 
drei im beziigliehen Eekpunkt zusammenlaufenden Tetraederkanten: 
die~ wie man unmittelbar aus (11) sieht, ganz auf der F~ n liegen. 
Dem Umstand% dag je zwei singulare Kegelsehnitte auf der S t ei- 
n ersehen Flaehe in den Kuspidalpunkten sieh beriihren entsprieht, 
dal3 aueh je zwei Kegel Ms(i== 1. .4)  sieh l~tngs der Tetraeder- 
kant% die ihre Mittelpunkte verbindet~ bertihren und ihre gemein- 
same Tangentialebene lltngs dieser Kante entsprieht dem Kus- 
pidalpunkt auf der S~. 

So haben die Kegel 

Mo - -  0, i ~  = 0 03) 

die ffemeinsame Tangentialebene 

die auch die F~ 4) litngs der Kante zr-----0~ e~ ~---0 bertihrt, 
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Aul~er den seehs Tetraederkanten besitzt die F~ ~) noeh drei in 
der Ebene 

~ -~- --~ -~- ~ § ~ = 0 (15) 

liegende Geraden, die Ebene (15) ist also dreifaehe Tangential- 
ebene und entsprieht dem dreifaehen Punkt der S~. 

In jeder Tangentialebene der S~ liegt ein Kegelsehnittl)aar: 
dem entspricht auf der F~*)~ dutch jeden Punkt der F~ *) gehen 
zwei KegeI, die sie liings Raumkurven dritter Ordnung bertihren. 
Fiir einen Doppelpunkt verein, igen sich die beiden Kegel im 
Bertihrungskegel desselben~ wle eben auseinandergesetzt. Den 
drei Doppelgeraden auf der Sa, die natfirlich aueh als Kegelsehnitte 
derselben aufgefal~t werden k~nnen, entspreehen drei in Ebenen- 
paare zerfallende Kegel~ deren Gleiehungen lauten 

Dabei ist beispielsweise e~ -~- eft ~ 0 Tangentialebene an die 
die Punkte (-;) und (~)verbindende Kante des Tetraeders und 
e r -~ ~ ~---0 die Tangentialebene in der gegenfiberliegenden Kant% 
die beiden Ebenen sehneiden sich dann in einer der drei in der 
dreifaehen Tangentialebene (15) liegenden Geraden. 

Damit sind die wiehtigsten Details aus der Geometrie der F~ ~) 
gegeben. 

~S.  
Aus den eben gegebenen Er0rterungen geht hervor~ dal~ es 

ein zweifaeh unendliehes System yon Kegeln auf der F~ ~) gibt~ 
die dieselbe l~ngs Raumkur~ren drifter Ordnung bertihren~ und zwar 
gehen yon jedem Punkt der Fl~tehe im allgemeinen zwei aus. 
Damit ist ftir die C6, die der vollstandige Sehnitt der F~ ~) und 
einer Fliiehe zweiter Ordnung ist, O-Formen aufgewiesen, denn 
jeder dieser Kegel wird die C 6 in den sechs Punkten bertihren, in 
denen die Raumkurve dritter Ordnung die F~ sehneidet. 

Die ni~ehste Frage, die sieh einem hi~r aufdri~ngt, ist na- 
ttirlieh di% geh0ren diese (I)-Formen, die man so auf e i n e r  F3 (~) 
naehgewiesen hat~ zu demselben System~ das heil3t sind sic dureh die 
gleiehe vierreihige Elemen~archarakteristik zu bezeiehnen, und 
zweitens, falls sie zum selben System gehSren~ erseh0pfen sie das- 
selbe oder gibt es noeh andere F~ 4) im B~isehel 

+ = 0, (1) 

die O-Formen mit der gleiehen Charakteristik tragen? Die letzte 
Frage fi~llt mit der zu Ende des w 6 gestellten zusammen~ die 
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die Zahl der F~ 4) zu bestimmen wiinscht, die im Btisehel (1) ent- 
halten sind. 

Es ist nan z~m~tchst leieht zu sehen~ dai] die Kege[ ttnserer 
/~.~(~) (b-Formen desselben Systems sind. Nimmt man zunaehst 
zwei der Keffet aus den Doppelpunkten~ beispielsweise M, und 
Mp, dann ergibt sieh sofort die leieht zu verifizierende Relation 

]~(4) z2 2 

oder in Form einer Kongruenz gesehrieben 

M.. M/~ .~  s~ s~ (,nod/~(0) (3) 

und analog noch ftinf andere Kongraenzen~ entsprechend den f~nf 
anderen Kombinationen der vier GrSl~en % fi~ 7~ 8 zu je zwei. 

Die Kongruenz (3) kann man nun dnreh Qaadratwurzel- 
ziehen in die Form setzen 

V-~.I /  M---,~-~ • ~ (meal F~')). (4) 

Vom Vorzeichen abgesehen, fiber welches nachtr~glieh verftigt 
wird~ ssgt die Kongruenz aus~ dal~ sich das Produkt ] / ~  . ] / ~  
am Gebilde wie die rationale Form sra~ verh~tlt, dal~ also die 
2.6 ~ 12 Nullstellen yon 1 / ~  und ]/i-~ auf der in ein Ebenen- 
paar zerfallenden Flaehe zweiter Ordnung e r~ .~ :0  liegen~ be- 
kanntlieh eine notwendige und hinreiehende Bedingung', um darans 
sehlief~en zu kOnnen~ dal~ die beiden Kegel und damit alle vier 
Kegei yon den Doppelpunkten der F (~) aus @-Formen der gIeichen 

- - 3  

Charakteristik darstellen. 
Zu (4)analoge Relationen kann man nun auc.h aufstellen 

ft~r irgend welche beliebige zwei Kegel der ~(*) dazu ist es notwendig, 
" - 3  

des ganze System der O-Formen~ die zu derselben Charakteristik 
gehSren wie die vier Ausgangskegel~ explizit hinzusehreiben. 

Das gesehieht mittels des Ri e m an n- Ro e h schen Satzes, 
der ja aussagt~ dal~ die allgemeinste 1/~D-Form darstellbar ist in 
der Form 

also 
(5) 

/~ = c~ I~, + ~  M~ +c~ M~ +2~1 ~ . ~ +  
+ ~ cl c~ V ~ .  1 /~  + 2 ~,~ ~ V ~ .  1 /~ .  (6) 

Setzt man f~ir die Produkte der Quadratwurzeln ihre ratio- 
nalen Wcrte aus (4) ein und verfiigt tiber das in (4) willktirlieh 
gelassene Vorzeichen so, dal~ zwisehen den vier Ausgangskegeln 
die Relation besteht: 
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- -  die eben aufgestellte Relation ist konform der dureh (6) w 7 
gegebenen Gleichung der S t e in e rsehen Fli~ehe - -  dann sehreibt 
sieh das allgemeine M~ in der Form 

-~ + c ~  M~ + c~ M~ - - 2  cl c~ ~ ~ - 2 c, c~ ~ ~ - 2 c~ c8 ~ ~.  (8) 

Es ist nun eine dureh direkte Ausreehnung leicht za er- 
hiirtende Tatsaeh% dal~ (8) in Determinantenform gesehrieben 
werden kann~ und zwar in der folgenden Art 

~,-  ~ ,  ~ + ~,  c~ (9), 

e l  ~ C2 ~ C 3 ~ 

Mc ergibt sich also einfach dutch Riinderung der Determinant% die 
gleich Null gesetzt die Gleiehung der F~ ~) darstellt (G1. 12~ w 3). 

Dutch die Darstellung (9) sind wit auf ein Theorem gekommen, 
das H e s s e 1) aufgestellt hat und das man ungefi~hr folgenderma~en 
in Worte fassen kann: 

,Kann man irgend eine beliebige Mannigfaltigkeit in einem 
Raum yon beliebig vielen Dimensionen dureh Nullsetzen einer 
symmetrischen Determinante n ~ Ordnung darstellen i dann braueht 
man diese Determinante nur zu riindern, um ein n - - l - f a e h  unend- 
liehes System yon Bertihrungsmannigfaltigkeiten an dieselbe zu 
erhalten. ~ 

Die Riehtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus der in der eben 
zitierten Arbeit aufgestollten Determinantenidentitiit~ die sieh fol- 
gendermai~en sehreibt. 

Ist ul~i ~ u ik~  dann besteht identiseh 

l U l l )  U12~ �9 �9 �9 ~ 1 ~  

~21~  U22~ . �9 �9 ~2n  

i 
U~l~  Un2~ �9 �9 �9 ? ~ n  

~11~ ~ 1 2 ~ . . . ~ 1 n ~  Cl U l l  9 ~ 1 2 ~ . , . ? ~ 1 ~  9 C~ 

�9 c ~  Unl~ ?~z2~...U~zn~ Cn Unl~ Un2~ . , U n ~  

ea~ c2~ . . c ~  0 c~ c~ . . .  n~ 

~) H e s s e: Uber Determinanten und ihre Anwendung in der Geometrie, 
insbesondere auf Kurven vierter Ordnung. Crelle Journal, Bd. 49~ Ges. Werke~ S. 320. 

Monatsh. fiir ]VIa~hem~ik u. Physik. XXII . . lahrg.  6 

(10) 

U21~ U22~., ,UBn~ Cto 

t 
?Znl~ 'g/~2~., ,Unn~  Cn 

c1~ e ~  . . .cn~ 0 
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Dabei bedeutet U eine ganze homogene Form in bezug auf 
c und c' yore zweiten Grad und yore ( n - - 2 )  r Grad in den 
GrSl3en u~ die flit jedes n speziell ausgerechnet werden mul3 und 
keine Determinantendarstellung zul~.13t. 

Die ger~.nderte Determinante stellt dann in der Tat eine die 
ursprtingliche Mannigfaltigkeit durchg~ngig beriihrende vor~ denn 
die geranderte Mannigfaltigkeit ist 7 wie die Identitat (10) lehrt 7 
modulo der ursprtinglichen einem vollen Quadrat kongraent, was 
ja vollst~tndig hinreicht, um daraus den eben erw~thnten Schlu~ 
zu ziehen. 

Sahreiben wir die [deutitat (10) noah explizit fiir den uns 
bier gegebenen Fall der p(4) hin, so ergibt sich - 3  

I - ~ " i c '  (11) 
%7 $41 e~ - ~  s4~ 3 

I ci ~ C2 ~ C3 ~ 

Dabei becieutet U den Ausdruck 
r �9 (j):~ r f 2 

? ? ? ? f r ? - I -  ) - I -  - -  - 

U---~0 stellt die Gleichung einer Ebene im A-Raume vor. 
Man erhalt also das Resultat~ das allgemeine .~]/~ stellt eine 

die F3 (4) bertthrende Fl~che zweiten Grades dar: nnd zwar ist sic 
ein Kegel, wail sie auch die Ebene U~-~-0 lungs einer Geraden 
bertthren mug, denn far U gilt ja ganz die gleiche Argumentation 
wie ftir die Determinante selbst. 

Das System der M~ ist quadratisch in den Parametern 
c, (v ~ 1~ 2 7 3) 7 yon jedem Punkte der fi'~) gehen zwei solche Kegel 
aus, woraus ersiahtlich ist, dal~ wit das den Kegelsehnitten der 
S t e i n e r schen FlKehe reziproke System yon Kegeln vor uns haben. 
Diese Kegel gehSren also zur selben Charakteristik, wie die Ab- 
leitung aus dem R i e m a n n-  R o c h schen Satze zeigt, und sie er- 
sehSpfen das zugehsrige System aus dam gleichen Grunde. Das 
Produkt der Quadratwurzeln yon irgend zwei unter ihnen ] / ~ .  I/Me, 
verhalt sich am Gebilde wie eine rationale Funktion, und zwar is~ 
dieselbe dargestellt dutch die mit v und c' gleiehzeitig gegnderte 
Determinant% durch die F~ ~) dargestellt wird, wie man aus (11)  
ersieht. Die Identitat (2) stellt also blofi einen speziellen Fall 
yon (11) dar. 
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Damit sind also die eingangs erwihnten Fragen beantwortet 
und die Antwort k|eidet sich in die folgenden beiden Sitze: 

1. J e d e  Fl~tche d r i t t e r  O r d n u n g  mi t  v i e r  D o p p e l -  
p u n k t e n  des  B t i s c h e l s  

tri~gt e in  z w e i f a e h  u n e n d l i e h e s  S y s t e m  yon  sie  ein- 
h t i l l e n d e n  K e g e l n  z w e i t e n  G r a d e s  u n d  d i e s e l b e n  ge- 
h t i r en  als  ( I ) -Formen  de r  C~ zur  g l e i c h e n  C h a r a k t e r i -  
s t ! k  ~ a b e r  a u c h  u m g e k e h r t ,  j e d e s  S y s t e m  yon  (b-For-  
m e n d e r  C s w i r d d u r c h  e in  eine F~ ~) des  o b i g e n  B t i s c h e l s  
e i n h t i I l e n d e s S y s t e m  v o n B e r t i h r u n g s k e g e l n  g e g e b e n .  

Nun gibt es 255 Systeme yen (I)-Formen an der C G und daher 
erhiilt man 

2. I m  B i i s e h e l  

g i b t  es 255 ~(4> 4 3 * 

Bevor bier in der Untersuehung welter gegangen werden sol]~ 
seien einige Bemerkungen tiber das Vorhergehende eingeflochten. 

Der H e s s e sehe Satz sagt aus~ dal~ man dureh Rinderung 
einer beliebigen symmetrisehen Determinante Bertihrungsmannig- 
faltigkeiten erh~tlt, wenn man das auf den uns hier interessierenden 
Spezial6all der F!~ ) anwendet~ so ist doeh immerhin hervorzuheben~ 
dal~ wirklich jede symmetrisehe Determinante dritter Ordnung, 
deren einzelne Glieder lineare quatern~re Formen sind, gleieh Null 
gesetzt eine F~ ~) darstellt. In der Tat~ sine solehe Determinante 
kann stets aufgefal~t werden als Diskriminante eines dreifaeh un- 
endlichen linearen Kegelsehnittsystems und ein solehes besitzt vier 
Doppelgerad% daher die dargestellte Flache vier Doppelpunkte. 
Die spezielle Form der Gleiehung~ die hier stets bentitzt win'de 
und bei der sogar alle yon den Diagonalgliedern versehiedenen 
lateralen Glieder einander gleieh sind~ riihrt yon der speziellen 
Koordinatenwahl in der Ebene her. 

Eine zweite Bemerkung bezieht sieh aug die geometrisehe 
Deutung des allgemeinen Bertihrungskegels Me. Aus Gleiehung (9) 
ersieht man nimlieh, dat~ man dieselben auffassen kann als den 
Oft derjenigen Kegelsehnitte des dreifaeh unendliehen Kegelsehnitt- 
systems 

2 ~ 2 2 

die die Gerade mit der Gleiehung 

bertihren. Also jedem Kegel Me ist dadureh eine Gerade der Bi!d- 
ebene zugeordnet. Diese Zuordnung zwisehen den Kegeln der /~(~) 

6 $ 
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and den Geraden der Ebene ist eigentlich sehon erwahnt worden; 
denn gelegentlieh der referierenden Auseinandersetzungen tiber die 
St e i n e r sehe Fl~che als das einer Ebene qo in Y~z' entspreehende 
Gebilde in Yp war bemerkt worden: dal~ einer Geraden in qo e[n 
Kegelsehnitt auf S~ entsprieht; setzen wir f~ir diesen Kegelsehnitt 
den ihm reziproken Kegel Mc: so haben wir die eben erwahnte 
Zuordnung und die Methode der II~tnderung gibt ihr eine analytisehe 
Fassung. 

~9.  
Das funktionentheoretisch Merkwtirclige an der Darstellung 

der q~'Formen der C 6 ist: dal3 sie nut yon der F~ 4) abh~tngen und 
gar nieht yon der F~ als deren vollstandiger Sehnitt mit der F (~ 

- 3  

die G 6 definiert ist. Daraus ergibt sieh, da/3 das System der Be- 
rtihrungskegel der ~ )  ein System yon O-Formen ftir jede C 6 
darstellt~ die auf ihr liegt. Will man abet ausdrticklich hervor- 
heben~ dal3 man das System der q) fttr eine ganz bestimmte C~ 
meint: dann mul5 man die /r hinzuziehen und die einzelnea 
O-Formen erkl~iren dureh die Gesamtheit der Fl~tehen, die in dem 
Btisehel 

-t- = o (1) 
enthalten sin& 

In  der Tat, jede einzelne Fl~tche des Basehels (1) ist eine 
O-Form~ die man fttr die bezfagliehe M~ setzen kann. Von diesem 
Standpunkte ware es ja eigentlich auch richtiger, vort Systemen 
yon Kurven vierter Ordnung~ die die C~ in seehs Punkten ber~ihren, 
anstatt von Fl~ehen zweiter Ordnung, die das tun~ zu sprechen. 

Aus der Theorie der A belsehen Funktionen weig man aueh 
den Satz~ dM~ es in jedem System yon O-Formen 28real vorkommt, 
dal~ die betreffende Form in das Produkt ~l.~s zweier ~-Formen 
zerf~tllt oder, geometriseh gesproehen, aus zwei Tritangentialebenen 
besteht. W i r t i n g e r 1) nennt dieses System zerfallender O-Formen 
das zur betreffenden Charakteristik gehSrige S t e i n e r sehe System. 
Man kann nattirlieh dieses Zerfallen der O-Formen bei der hier 
geg'ebenen Darstellung aueh nur verstehen~ wenn man sie in der 
erweiterten~ dutch die Gleiehung (1) gegebenen Form definiert. 
Dann sagt dieser Satz aus, es gibt 28 Wertesysteme c~ (v -~- 17 2~ 3), 
so dal~ in dem Bttsehel 

§ = o (2) 
ein TritangentiM,Ebenenpaar vorkommt. 

Zum Sehlul~ des vorigen Paragraphen war die Abbildung der 
Bertihrungskegel M~ auf die Geraden der Ebene hervorgehoben; 
diese Tatsache ist yore funktionentheorisehen Gesiehtspankt eigent- 
lieh eine selbstverstandliche Bestatigung der diesen ErSrterungen 
zu Grunde liegenden Theorie. Denn die V~ sind ja akzessoriseh 

*) Pre~sschrif~, p. 99. 
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hinzutretende [ntegranden erster Gattung in dem dureh unverzweigte 
Doppeifiberdeekung der C6 hervorgehenden Gebilde yore Gesehlechte: 
i f = - 7 .  Die mit ihnen gebildeten Integrale geben zur Bildung yon 
Thetafunktionen yon drei Argumenten u die modular zu 
jener ebenen C a gehSren, fttr die das betreffende O~System das 
entspreehende ist. Und diese akzessorisch hinzutretenden Integranden 
sind also abgebildet auf die Geraden der Ebene die Integranden 
erster Gattang der ebenen C 4. 

Nun hat die Zuordnung der Mc zu den Geraden der Ebene 
eine tiefere Bedeutung, als man zuniichst annehmen sollte; denn 
hat man das System der O-Formen: so kann man dasselbe natiirlich 
stets "auf ein beliebiges Geradenfeld abbilden. Man braucht dazu 
nur irgend drei yon ihnen 01~ ~b~, qb s heliebigeu drei Geraden der  
Eben% die man als Koordinatengeraden ansieht~ zuzuordnen einer 
vierten (P,~ die mit den ersten drei durch die Relation verbunden ist, 

+ + - :  o (3) 

die Einheitsgerad% and der durch die Gleichung gegebenen 

- . ,  + .. + .. 

die Gerade mit den Koordinaten (c1: %~ c~) entspreehen zu lassen. 
Aber bei der hier besproehenen Zuordnung der Mc zu den 

Geraden der Ebene der C~ gibt es keine Willkarliehkeit im Her- 
ausgreifen dieser vier �9 und ebenso keine in der Wahl des Koor- 
dinatensystems in der Eben%" wenn man yon einer projektiv be- 
stimmten C a ausgeht. 

Diese Erwagung veranlai]t nun die Vermutung, dal~ den 28 
ausgezeiehneten Kegeln~ die zum S t e in e r sehen System der 
beztigliehen Charakteristik gehi~ren~ die 28 Doppeltangenten der 
CA entspreehen und das ist in der Tat der Fall~ wie die folgende 
Diskussion zeigt. 

Nach H. W e b e r  L) definiert man die Moduln der singulari- 
tiitenfreien C A folgendermal~en i seien sieben Doppeltangenten eines 
A r o n h o 1 d sehen Systems gegeben und nimmt man drei unter ihnen 
za Koordinatengera~len und definiert sie dureh 

x~--0, x~--0, x ~ = 0  (4) 

und eine vierte x~ als Einheitsgerad% so dal~ besteht 

xl + x2 + x3 + x~ - -  0, (4') 

dann kann man die drei restliehen gl~ g-2~ g3 in der Form Sehreiben: 

g2 = ~1 Xl + [')2 X2 + ~3 X3 (5) 

~ - -  c~ x~ + c~ x~ + c~ x~. 

x) W e b e r :  Abelsehe Fanktionen yore Gesehleehte 3. Berlin 1876. 
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Die 3 . 2 ~ - 6  Verh/iltnisse dieser neun Konstanten sind dana 
die sechs Moduln der C~; dureh Vorgabe yon vier Doppeltangenten 
wird eine C~ modular nicht eingeschr/inkt. 

Gesetzt wit hiitten nnn das ooa Kegelschnittsystem 

dann gibt es~ wie wir schon in w 2 gesehen haben~ eine 009 Mannig- 
faltigkeit 1orojektiv verschiedener C~ die dutch projektiv aufeinander 
bezogene Kegdschnittbfischd erzeugt werden k~nnen, die ganz dem 
System ~ angeh~ren~ zu jeder Flaehe zweiter Ordnung im e-Raum 
- -  es sei ftir das hier unmittelbar Folgende gestattet~ die <. (i---~ 1.. .  4) 
selbst als die homogenen Punktkoordinaten des R8 anzusehen~ also 
die Doppelpunkte der Faro in die Eeken des Koordinatentetraeders 
verlegt zu denken - -  geh~rt eine solehe C~. Jede solche C~ hat 
eine ganz bestimmte Doppeltangentenkonfiguration und man kann 
dann sieher acht yon den Konstanten so wahlen~ dal~ die vier 
Doppelgeraden yon ~ selbst mit drei anderen gl, ,q~ Y~ ein 
A r o n h o I d sches Siebenersystem yon Doppeltangenten einer zu 
gehOrigen C, ausmaehen~ wie das durch die obigen Gleiehungen 
explizit fixiert ist. Diesen sieben Geraden sind sieben Kegel 
zugeordnet~ den vier Doppelgeraden die vier Kegel My (v = 1 . . .  4) 
aus den Doppdpunkten der Fa(*) f~ir sie besteht die Beziehung 

und den &ei anderen Geraden drei Kegel Me, ~ My, ~ Mu~ , die mit 
den drei M~ (~--1~ 2, 3) dureh die den Oleiehnngen (5) analogen 
Relationen 

verbunden sin& 
:Nun hat S c h o t t k y  a) sich mit den Relationen zwischen den 

28 Paaren yon Tritangentialebenen eines St  e in  erschen Systems 
besch/~ftigt; er hat gezeigt~ dal~ s sie ganz die gleichen Relationen 
Geltung haben wie fttr die Doppeltangenten einer ebenen C~ und 
data ftir sie insbesondere die Darstellung dureh 7 unt, er ihnen~ die 
eine EIauptreihe bilden ~ man kann dutch eine naher durch- 
geftihrte Bezeichnung dureh vierreihige Cbarakteristiken diese Be- 
ziehungen genau fixieren --~ ganz der Darstellnng der 28 Doppel- 
tangenten der C~ durch 7 unter ihnen entspricht~ woraus Seho  t t k y  
auf die Existenz der C~ die natfirlich der Ausgangslounkt unserer 
Untersuchung ist~ sehlieBt. 

~) Crelle Journal~ Bd. 102 : ~ b e r  Abelsche Funkt ionen  yon vier  Argumenten .  
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Die (~berlegung yon S e h o t t k y lehrt also: daft man mit den 
Y-O gerade so reehnen kann~ als ob sie Integranden erstor Gattung 
einer C~ waren, man kann 7 unter ihnen als eine Hauptreihe zer- 
fallender VO auffassen~ dann ist dureh diese ein bestimmtes Ge- 
bilde veto Gesehleehte drei fixiert: das zu ether wohl bestimmten 
C~ gehsrt, die ether eindeutig festgelegten F2~ auf der sie liegt~ 
korrespondiert: wenn man die F (~ festhalt. Abet der S e h o t t k y- - 3  
sche Satz sagt waiter aus, dug die We bersche Normierung in der 
Ehene and im Raume zu modular gleiehen C~, also zu derselhen 
F~ im e-Raum ftihren miissen. Es ware den S eh  o t t k y schen 
Ausf[thrungen widerspreehend~ wenn das dureh die Gleiehungea 
(5') gegebene Gebilde vom Gesehleehte drei - -  die Ausgangskegel 
Mr (v = 1 . . .4 )  and die drei anderen Kegel MgL, Mg~: Mg~ sollen 
dabei eine Hauptreihe zerfallender r b i l d e n -  zu ether 
im System ~ enthaltenen C~ ftihren wtird% die yon derjenigen 
versehieden ware: die durch die Gleiehungen (5) charakterisiert 
ist~ eben aus dam Grunde: well man za modular verschiedenen 
Cs kame. Es ist eben dis dutch das H essesehe  Randerungs- 
theorem gegebene Zuordnung tier Umh~illangskegeI der ~'(~) za den ~ 3  

Geraden der Ebene die funktionentheoretiseh allein zulassige Zu- 
ordnung der O-Formen zum Geradenield der Ebene der C~; und es 
ist nicht etwa die im funktionentheoretischen Siune richtige Zuord- 
hung aus der durch das H e s s e sehe Randerungstheorem gegebene 
erst durch eine yon der Identitat versehiedene Kollineation erreieh- 
bar: was ja zunaehst nieht ausgeschlossen ware. Damit ist der oben 
gegebene Satz 7 der eigentlieh schon vollstandig yon S e h o t  t k y 
1. e. angegeben wurde, bewiesen and lagt sieh ungefahr folgender= 
mal~en aus.sprechen : 

D i e  28 T r i t a n g e n t i a l e b e n e n p a a r e  e i n e s  d e r  255 
S t e i n e r s e h e n  S y s t e m e  an d e r  C~ im Rz s i n d  in d e m  
j e n i g e n  B i i s c h e l n :  

§ = 

e n t h a l t e n ,  in  d e n e n  d i e  M~. d i e K e g e l  b e z e i c h n e n ,  d i e  
a ls  O r t e  j e n e r  K e g e l s e h n i t t e  des  ~ a  K e g e l s e h n i t t -  
s y s t e m s E a n z u s e h e n s i a d :  d ie  bez~ ig l i eh  d i e  2 8 D o p p e l -  
t a n g e n t e n  d e r  C, be r i i h r en~  d i e  d i e s e m  S t e i n e r s c h e n  
S y s t e m  e n t s p r i e h t .  1) 

1) An dieser Stelle set eine Bemerkung eingeschaltet, die sich auf noch 
einen Beriihrungspunkt der eben zitierten Abhandlung yon Herrn S c h o t t k y  mit 
den in dieser Arbeit durchgef'fihrten Darlegungen bezieht. Der :Endzweek~ den 
S c h o t t k y  1. c. verfolgt, ist die Herleitung der Relation, die zwischen den 
Moduln der Thetafunktionen yon vier Argumcnten besteht, wenn sic der Rie-  
m a n n a c h e n  Theorie angeh~ren solien. Dieses Ziel wfrd schliel~Hch dadurch 
erreicht~ dug in eine gewisse Determlnanten-ldentit~t (as ist die ersto Gleiehung 
i m w  7 der S e h o t t  k y sehen Arbeit) Ftir die dort vorkommenden Ausdriieke gewisse 
ihaen proportionale Produkte aus N ullwerten der geraden Thetas 7 eigentlich Quadrat- 
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w lo. 

Naeh diesen Er~irterungen an der C 6 im R 3 kehren wir zum 
Sehlusse noeh mit einigen Worten zur C a in der Ebene zurtiek. 
Dieselbe war definiert dureh die Gleiehung 

C(~) C(~) C(2) D(s) 

Das System der Integranden erster Gattung ist hier dureh 
das ~ - S y s t e m  der adiungierten Kurven dritter Ordnung gegeben, 
die 255 Systeme der qS-Formen durch Systeme yon Kurven seehster 
Ordnung, die in den Doppelpunkten der C 6 selbst Doppelpunkte 
haben und sonst iiberall ber~ihren, in jedem solehen System gibt~ 
es 28 in C3-Paare zerfallende. 

Die bez~Jgliehen Gebilde weist man "~uf an den ihnen im R~ 
entspreehenden und ihre Gleichungen bestimmt man einfkch dutch 
Einsetzung der A-Werte aus der die Abbildung vermittelnden Re- 
lation 

A~ : A~ : h a : A 4 C~). 0~) .  C(~). ~(4~ (2) 
3 " ~ 3  * " 3  " ~ 3  " 

Dabei ist Gleiehung (2) nur eine der 255 M~igliehkeiten: 
diese Abbildung zu beschreiben~ entsprechend den 255 /7~ 4). Man 
k~nnte freilieh die Frage aufwerfen, ob man die 255 Systeme 
tiberall bertihrender C 6 und die ibnen entspreehenden S t e i n e r- 
schen Systeme nicht ganz independent yon der dureh (2) gegebenen 
Abbildung und den analogen an der ebenen C~ aufzeigen kSnnte 
im Sinne der gemeinen Invariantentheorie. 

Die in einem System yon O-Formen enthaltenen .C 6 werden 
als vom zweiten Grad in den Cz sieh dutch gewisse projektiv auf- 
einander bezogene C3-Biisehel erzeugen lassen, aber die Art, wie 
dieselben herausgegriffen werden m(tssen und wie sie projektiv auf- 
einander zu beziehen sind, das leistet die Abbildung in den Raum. 
Jedenfhlls wiirde nun eine derartige independente Darstellung an 
der C 6 in der Eben% wenn sie moglieh w~r% was dahingestellt 

bleiben mug, kaum einen wesentlieh neuen Gesiehtspunkt zu Tage 
fSrdern und es ist nieht wahrscheinlieh~ dal~ dadureh die in jeder 
Beziehung prazisen und einfachen Verhiiltnisse, wie sie die Abbil- 
dung ergibt~ eine vertieftere Fassang erhielten. 

wurzeln aus dlesen Produkten, eingese~zt werdem Die Determinaaten-Iden~it~it 
yon Herrn S c h o t t k y  kommt auch in unseren Ausfiihrungen vet, sie ist nichts 
anderes als die identisch verschwindende Diskrlmlnante der aUgemeinen Beriihrungs- 
fl~iche I"V/c (Gl. 8~ w 8)i man kann das durch Identifizlerung der belderseitigen 
Bezeichnungsweisen leich~ zeigen. Diese, wie uns scheint, nicht uninteressante 
Bemerkung l ~ t  sich dabin zusammenfassen, dab tier Relation zwischen., den 
Moduln der R i e m a n n schen Thetas yon vier Argumenten eln algebralsches Aqui- 
valent parallel geht, welches besagt, dal~ d ie  F l a c h e a  z w e i t e n  G r a d e s ,  
w e ] t h e  d i e  C6 im  Ra i i b e r a l l  b e r i i h r e n ,  S y s t e m e  v o n K e g e l n  s ind .  


