Darstellung total positiver Zahlen dureh Quadrate.

Von

Car]l Siegel in Gottingen.

Fiir den Hilbertschen Satz: ,Jede total positive Zahl eines algebra-
ischen Zahlkorpers 148t sich als Summe von vier Quadratzahlen desselben
Korpers darstellen ist bisher kein Beweis publiziert worden. Es sind
nur spezielle Fille des Satzes erledigt; und andererseits weif man einiges
itber die Darstellbarkeit total positiver Zahlen durch Quadrate von Korper-
zshlen iiberhaupt. Mir sind bekannt geworden die beiden unten zitierten
Notizen von O. Meifiner, in denen quadratische und kubische Zahlkorper
betrachtet werden, und eine von Landau verdffentlichte Bemerkung von
I. Schur, der den Hilbertschen Satz fiir die total positive Zahl—1 in
einem Kreiskorper beweist. AuBerdem hat Landau den Hilbertschen
Satz fiir quadratische Korper, sowie die Darstellbarkeit der total positiven
Zablen durch endlich viele Quadrate bewiesen.

Ich betrachte den Satz als spezielles Ergebnis einer allgemeinen
Theorie der quadratischen Formen, deren Koeffizienten und Variable in
einem algebraischen Zahlkorper liegen. Dementsprechend werden in § 1
die wichtigsten Begriffe der Arithmetik quadratischer Formen aus dem
Gebiete der rationalen Zahlen anf ZahlkSrper iibertragen; §§ 2, 3 ent-
halten den eigentlichen Beweis der Hilbertschen Behauptung. Eine un-
mittelbare Folgerung ist die Losung einer Verallgemeinerung des Waring-
schen Problems auf Zahlkdrper; § 4 gibt einige weitere Anwendungen.
In § 5 entwickle ich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
Darstellbarkeit dureh 2 oder 3 Quadrate.

Die Frage, ob bei der Darstellung einer gamzen total positiven Zahl
als Summe von 4 Quadraten die Nenner in den Basen stets aus einem
nur vom Korper abhingigen endlichen Wertevorrat gewihlt werden kénnen,
bzw. in welchen Korpern dies zatrifit, kann ich nicht entscheiden. Ich
kann nur zeigen (in § 6), und zwar mit ganz elementarer Methode, dafl
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beschrinkte Nenner im Fall eines fotal reellen Korpers bei der Zerlegung
in endlich viele (anstatt in 4) Quadrate gefordert werden konnen.

Zur Erleichterung stelle ich hier fiir den Leser die wichtigen Sitze
der héheren Arithmetik zusammen, die im folgenden gebrancht werden:

I. Hilbert-Furtwanglersches quadratisches Reziprozititsgesetz:
Sind u und v zwei ganze Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers X,

30 1st
° i) =1

wo das Produkt iiber alle Primideale w aus K und die Symbole 1'” zu
erstrecken ist.

II. Sind u und » zwei ganze Zahlen aus K und ist (%/f) =41,

wo 1 alle Primideale in K und die Symbole 1'” durchliuft, so ist »
Relativnorm einer Zahl des Korpers K (V;) Dann hat also auch die
Diophantische Gleichung

u® vyt =2
eine Lésung in ganzen Zahlen 2, y, z aus K, die nicht alle 0 sind.

III. Wenn g ein Primideal des Korpers K ist, das nicht in der
Relativdiskriminante des relativquadratischen Korpers K (V) aufgeht, so
ist jede zu q prime Zahl in K Normenrest des Korpers K (Vu) nach g.

Geht dagegen q in der Relativdiskriminante von K (V) auf, so be-
deute ¢ im Falle q--2 einen belicbigen positiven Exponenten, im Falle
q 2, wenn g in 2 zu gepan k-ter Potenz aufgeht, einen beliebigen Ex-
ponenten > 2%; dann sind von allen vorhandenen zn g primen und nach
q¢ inkongruenten Zahlen in K genau die Hilfte Normenreste des-Korpers
K (Vp) nach q.

IV. Es sei p ein zu 2 primes Primideal des Kérpers K. Geht p in
der Zahl u genau zur @-ten Potenz auf, so ist die Relativdiskriminante
von K (Vu) durch p teilbar oder nicht, je nachdem @ ungerade oder
gerade ist.

Es sei { ein Primideal von K, das in 2 aufgeht und zwar zu genan
k-ter Potenz; ferner gehe I in u genau zur a-ten Potenz auf. Die Relativ-
diskriminante des Korpers K (V) ist durch [ teilbar oder nicht, je
nachdem die Kongruenz % = u (mod {****) in K unlésbar oder 15shar ist.

V. Dirichlet-Heckescher Satz:

Es seien § und a zwei teilerfremde Ideale aus K. Es gibt unendlich
viele Primideale p und ganze total positive zu f teilerfremde Zahlen «, §
des Korpers K, so daf} ‘
(@)a=(f)p, e f(modf)

ist.
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Fir die Sitze I bis IV vergleiche man die Arbeiten: D. Hilbert,
Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers; Mathematische
Annalen 51 (1898), 8. 1—127. Ph. Furtwingler, Die Reziprozitits-
gesetze fiir Potenzreste mit Primzahlexponenten in algebraischen Zahl-
kérpern; Mathematische Annalen, Erster Teil, 67 (1909), 8. 1-—31;
Zweiter Teil, 72 (1912), 8. 346—386; Dntter Teil, 74 (1914),
8. 413—429,

Satz V steht bel E. Hecke, Uber die L-Funktionen und den
Diriehletschen Primzahlsatz fiir einen beliebigen Zahlkérper; Nachrichten
von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathe-
matisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1917, S. 299—318. E. Landau,
Uber Ideale und Primideale in Idealklassen; Mathematische Zeitschrift 2
(1918), 8. 52— 154.

In einer spiteren Arbeit hoffe ich die Theorie der quadratischen
Formen in algebraischen Zahlkorpern weiter entwickeln zu kénnen. Herrn
D. Hilbert danke ich fiir seine freandliche Erlaubnis, meinen Beweis vor
dem seinigen verdffentlichen zu diirfen.

§1.

Es bedeute 1 ()= f(x,,2,,%,) = 2 ¢;, %; %, eine ternire quadratische
i, k=1
Form mit ganzen algebraischen Koeffizienten ¢, , = «,, ans einem Korper K.
Die -Determinante |e;,|=4d sei im folgenden stets =£0. Ich setze
d{e, ) =(4,,) und nenne die ternire quadiatische Form F (X)
3

=F (X, X,, X;)= A, X, X, die zu f(z) adjungierte Form. Thre
i, k=1

Koeffizienten 4, k:: 4, sind ganze algebraische Zahlen ans K, thre

Determinante ist |4, iwd,'} %+ 0. Die groBten gemeinsamen Teiler der

Koeffizienten von f(z) und F (X) seien (¢, ¢y oo o5 yy) =0, (44,0 44y

A, )=; dann ist a® | Y = a®D. Ferner ist nach der Fundamental-

eigenschaft der Elementarteﬂer %a( %(g), a;{d) (;3’32 ganz, also (d)=a*D°d
md (J4;,1) =(d") =(a*D)° DD =AD" D.

Es gelten folgende zwei Identititen, deren Richtigkeit man z. B. durch
Vergleichung der Koeffizienten sofort erkennt:

xz“’&} xsxi ixr”-z%
3 >

(1) f(mpa’esxs)f(?/v%:ys)“‘(Z“ucx ?/k) +F( Yoty 1‘%% fy, yol/

2. k=1

(2} ,  F(Xu X X,) (2,2, 2,)

, 7,7, |
ng%AikXizk> +af(] ;vzz%,’ {X XD f%xa

)
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Hierin mégen X, und Z, (v=1,2,8) die Unterdeterminanten von

g T Ty
z, und 2, in der Matrix (311 Ya ys)bedeuten. Dann sind die in (2) auf-
EAF-AFAN
tretenden Groflen % XZ X*‘ l, ... die Unterdeterminanten von ¥, (»=1,2,3)
) . X, X, X,
in der Matrix { ¥, Y, }?'3 , haben also die Werte (2, X, +, X, -+ 2, X;) 93
: 7, 7, 7.
und da f homogen isb, so folgt aus (1) und (2)
F(X)f(w) f(y)
(D) Sanai) + (Z‘Am Vot di)(Sax.).
k=1 =1

Es sei g, 8,,p, ein ganzzahhges Wertsystem der y, fix welches
f(BysBs>Ps) =m == 0 ist. Ferner seien die ganzzahligen Werte z, = y, so
beschaffen, daB fiir die zugehorigen X, = A4, auch die Zahl F(4,, 4,, 4;)
= M == 0 ist. Dann gilt
(3) Mmf(z)=MU LV +dmW",
wo 3 3 3

U—;Z“ikﬁixk’ V:ZA«”;AZ'ZL-, W:ZA,,;L'&
£, k=1 %, k=1 ¥=1
gesetzt ist. U,V,W sind homogene lineare Funktionen von #,, #,, #,; die
Determinante dieser Substitution sei 8. Bildet man von der quadratischen
Form (8) beiderseits die Determinante, so folgt

(MmY¥d=M-1-dm-8°, also S=+Mm=+0.

Ist der Korper K reell, so kann f(x) definit oder indefinit sein.
Nach dem Tragheltsgesetz der quadratischen Formen 1st f(ac) dann und
nur dann definit, wenn in (3) die Koeffizienten von U7, ¥, W* gleiche Vor-
zeichen haben. Der Koeffizient von ¥ ist 1> 0, also ist fiir definite
f(z) gleichzeitig M > 0, dm = 0; fiir indefinite f(x) ist mindestens eine
der beiden Zahlen M,dm < 0. Es seien K®,..., K* simtliche zu K
konjugierten reellen Korper, wenn solche vorhanden sind. Es gehe £
aus f dadurch hervor, daB die Koeffizienten «;, durch ihre Konjugierten
aus K@ ersetzt werden. Dann ist, wie soeben gezeigt wurde, die Form

f® definit oder indefinit, je nachdem (wlf__ d’f) = — 1 oder = 1 ist?).

1@

%) Das Hilbertsche Symbol ( ) hat folgende Definiticn: Es seien u,» zwei
von O verschiedene Zshlen aus K und i eine Zahl der Reihe 1 bis 5. Ist dann zu-
gleich @< 0, ¥P<0, so bedeutet ( ) die Zahl —1; in jedem andern Fall be-
deutet (1 ) die Zahl + 1.
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Zwei Zahlen, die wie m und M in? der Form m={f(B,,Pa:Ps)>

M=F(Byys — Bsvar Bsv1— P17s> B172— Bop,) darstellbar sind, sollen
simulian durch f und F darstellbar genannt werden. Das Symbol
iﬁﬂlm am) hat also fiir zwei beliebige durch f und F simultan dar-
stellbare Zahlen m = 0 und M == 0 denselben Wert; dieser hingt also
pur von f, nicht von der besonderen Wahl von m und M ab. Es ver-
dient hervorgehoben zu werden, daB durch das Vorzeichen von 4% und

den Wert von (tﬂ—l_—dﬂ
l(‘l:)

) der Trigheitsindex von f%

eindentig fest-
gelegt ist,

Es sei w ein Primideal aus K und r eine natiirliche Zahl. Ich be-
trachte bei festen m < 0 und M 4 0 die Kongruenz
{\4) MU() 4~ Vo d’)'nWo =0 (mod jkd ")

in den Unbekannten Uy, V,, W, Ist sie fiir jedes » in ganzen U, V7,
W, aus K lésbar, welche nicht simtlich durch w teilbar sind, so hat das

Normenrestsymbol (”—M dm) den Wert - 1. Gibt es dagegen ein r, fiir
das sie nicht in solchen U, V,, W, 1dsbar ist, so ist (fil[—*{l@) = —1

Die hochste Potenz von w, die in M m aufgeht, sei w” (r, > 0). Es sel
(7 %}{’—5‘—@& ) == -+1 und r > r,. Die Kongruenz (4) hat dann eine Losung
Ups Vo, Wy mit (U, ¥V, Wy, w7) = w7e. Die Determinante §==+ Mm
der in bezug auf z,,%,,x, linearen Kongruenzen

(5) U=0, V=V, W=W, (modmw)

ist genau durch w7 teilbar; und da wre auch in den rechten Seiten auf-
geht, so werden sie durch drei ganze Zahlen z,,x,,, befriedigt, die nicht
alle =0 (mod w) sind. Dann ist nach (3), (4), (5)
Mmf(z)=0 {mod 10?),
f(2)=0 (mod w27~} - f(2)=0 (mod w7).

Ist also (;‘Q&i”ﬁ) = 41, so ist f(z)==0(mod 1) fiir jedes + losbar,
und zwar in solehen z,,%,,%,;, die nicht alle durch w teilbar sind.

Umgekehrt sei f(z)} = 0 (mod v7) fiir jedes r in derartigen z,,z,,2,
i6sbar. Dann ist auch f(x)=0 (mod w¥n), also Mmf(z)=0
{mod w?) loshar. Wegen wn+' L Mm = & § ist fiir ein solches Wert-
system z eine der Zahlen U, V. W nicht durch mwn+* teilbar; da nun

MU+ V- dmW =0 (mod w?)
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gilt, so ist anch
MU+ Vo +dmWi=0 (mod 2r-2n),
also auch (4) fiir jedes r mit der Bedingung (U, ¥, W,,w) = o losbar.
Daraus folgt: Ist 7(x)= 0 (mod w7) fiir jedes r losbar (mit (z,,z,

x,,W) = 0), 80 ist '[ M—};—«) = - 1; ist dagegen f{z)==0 (mod 1"}

ntcht fiir jedes » losba.r, so 8% (~ng dm) = — 1. Der Wert des

Symboles (:-Mibf—gﬁ ) hingt also nur von 7, nicht von der besonderen

Wahl des simultan dargestellten Zahlen m und M ab.

Ich setze noch (e, ¢, Cgy, Sy, 2ey,, 2a,) = a3, (4, 4y, 4,;
24,,,24,,,24,,)=US; dann ist 2|2, &|2. Zwei ternire qua_dratxsche
Formen mit ganzen Koeffizienten aus K heifilen von gleicher Ordnung,
wenn sie in den Idealen §,3,9,©S und der Zahl d iibereinstimmen. Alle

w (d. h. fir w = Primideal und 1 = 1) iibereinstimmen?), bilden ein
Geschlecht.

§2.

In diesem Paragraphen mache ich folgende drei Voraussetzungen:

1. & sei eine ganze total positive®) Zahl aus K.

2. —1 und — & seien nicht gleich dem Quadrat einer Zahl des
Korpers K.

3. Jeder Primidealteiler von 2 gehe in der Relativdiskriminante des
relativquadratischen Korpers K (V— &) auf.

Ich betrachte fortan nur die spezielle ternire Form

F(@y, %, %) = E2p — %3 — T3
In den Bezeichnungen von § 1 ist dann
F(X,, X, X)) = X7 — £ X3~ (X3, d=E+0,
t=A=D=3=8=0, bDd=(¢)

Setzt man fir § und y die Zahlentripel 0, 1,0 und 0,0, 1, so wird
A4, =1, 4,=A4,~0; und es sind m= —140 und M =10
simultan darstellbar, so daB sich das Geschlecht von f(z) durch die

Werte der Symbole <~»~« }: &p bestimmt,

%) Dies sind in Wirklichkeit nur endlich viele Bedingmngen, da fiir ein Prim-~
ideal w12 f stets ( ‘5>~+1 ist.
5y d. b EW >0 fiir i=1,...,5 Bezeichnung (nach Landau): §>0.
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Hilfssatz 1. Das Geschlecht von f (%) enthilt eine Form der Gestalt

1 0 0
(0 }3@ .4 )’, wo M, eine nicht in 2 & aufgehende total positive Primzaht
0 1 -'M{
aus K bedentet.
Beweis. 1. Es sei £, irgendeine total positive Zahl aus K. Dann ist

|2 e E —1 3 E
(”ﬁr) = ("Fv =1

2. Bs sei p ein Primfaktor der Relativdiskriminante von K (V — &),
der nicht in 2 aufgeht. Nach Satz IV der Einleitung teilt dann p auch
die Relativdiskriminante von K (V--&), und umgekehrt. Nach Satz ITI
der Einleitung gibt es dann in K eime ganze nicht durch p teilbare
Zahl t,, so daB (tz’ ) den vorgeschriebenen Wert &, hat.

8. Es sei | ein Primteiler von 2. Dann geht nach der Voranssebzung 3.
dieses Paragraphen das Primideal I auch in der Relativdiskriminante des
relativquadratischen Kérpers K (V— &) auf. Nach Satz III der Einlei-
tung gibt es also ein ganzest, mit [ 1 £, derart, dal ( fa — ‘S) == g ist.

Damit eine Zahl ¢ aus K die Eigenschaften der in den drei vorher-
gehenden Abschnitten betrachteten Zahlen ¢,,¢,, 4, besitzt, reicht es hin,
dafB £>-0 ist und die Kongruenzen

(6) £==t,(modp) fir alle bei 2. in Betracht kommenden p,
(7)  t=1t,(mod [**") fiir alle 1|2, wenn genau {* in 2 aufgeht,

erfiillt sind. (6) und (7) sind kompatibel und lassen sich durch eine Kon-

gruenz
t =t,(modn)

ersetzen, wo das Ideal n sich aus den verschiedenen Primidealen p und {
zusammensetzt und zu 3§, teilerfremd ist. Nach Satz V der Einleitung
gibt es unendlich viele nicht assoziierte total positive Primzahlen #, welche
=1t,(modn) sind. Unter diesen wihle ich eine, die in 2& nicht aufgehs,
und nenne sie M.

Nach Satz I der Einleitung ist nun

o= =+1,
wo itber alle w;2¢& und W~ 19 zu multiplizieren ist; ebenso ist

\ i7A )g(m;‘&)‘: +1
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wo dieselben  zu nehmen sind. Andererseits ist nach Konstruktion

#5) =

so daB aus den drei letzten Gleichungen folgt

(M, —E\ | ..
Ty )=t 1

d. h. die Kongruenz
— &=z (mod M,)

ist lésbar. Es gibt daher in K zwei ganze Zahlen M { und N,, so daB

(8) —§=Ni — My My
gilt. Nun setze ich

1 0 0

fi=|0— M, N;),

0 N, M,

dann ist wegen (8) die adjungierte Form

&0 0\
F1=(0——M{—- Nl).

0— N 1 M 1
Ferner ist £,(1,0,0)=1, £(0,1,0)=—M,, F,(0,0,1)=—M,, so
daB die Zahlen 1 und — M, durch f; und F, simultan dargestellt werden.
Daher besitzt f, die Geschlechtscharaktere ( glﬁ) =g, ; gehdrt also dem
Geschlecht von f an, da offenbar f, und F, eigentlich primifive Formen
sind, d. h. die Invarianten a =% = 8 = & = 9 besitzen. Damit ist Hilfs-
satz 1 bewiesen.

Hilfssatz 2. Es gibt eine Substitution von der Determinante * 1

mit (ganzen oder gebrochenen) Koeffizienten aus K, welche die Form

e 0 0
f=<o—1 0
0 0—1

1 0 0
f;: O"‘Ml Nl)
0 N,— M,

\

in die Form

/

des Hilfssatzes 1 transformiert.

Beweis. Das nach Hilfssatz 1 gemeinsame Geschlecht von f und f
wird durch die Werte der Symbole {—2%) = (Y2275} bestimmt. Hierbei
kommen fiir w alle in 2 M, £ aufgehenden Primideale sowie die Zeichen 1%
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in Betracht. Ich werde jetzt zeigen, daB es in K eine ganze Zahl (,
gibt, welche fir alle diese 1 die Gleichungen

—1, (M, —
(%) FRf)=+1, (5

erfiillt.

1. Bs sei w=1%. Dann wird (9) wegen M, >0 fir jedes {,> 0
erfiillt.

2. Es sei m=(M,)+2. Dann ist fiir jedes nicht durch M, teilbare

{, das Symbo] ( (;f)‘) -+ 1; und unter allen diesen {, gibt es sicher

. M,,—
aa.}ch solche, fiir welche <V(M1)
Eigenschaft.

3. Essei &, m—}é ). Wegen (M,, &)= o gilt dann (9) fiir jedes ¢,
das nicht durch v teilbar ist.

4. Es sel p=1{2. Es gehe [ zu genau k-ter Potenz in 2 auf, und
man betrachte ein System von ¢ ({***') inkongruenten nicht durch { teil-
baren Zahlen ¢, modulo 1***'. Nach Satz IIT der Einleitung geniigen von

diesen mindestens die Hilfte der Gleichung (:l{é> =41, und gleich-
falls mindestens die Halfte der Gleichung ("> =%) — 4 1. Diese beiden

Gleichungen lassen sich also dann und nur dann nicht durch dasselbe ¢,
erfiillen, wenn fiir jedes £, mit ( L C") -+ 1 die Relation ( - C?) = —1,

mlt( L C’) = — 1 die Relation (—%L’T»—"—) == - 1 erfiill 1st, d. h. fir
alle £, muﬁte
SEICEU R

gelten. Hieraus folgte durch Zerlegung der Normenrestsymbole
~1, =0\ (-1, =L\ (M, — 0\
) Er ) = -1,

(— 4 £’> = — k——%:i) ,  also konstant = 11,

)=+1

Z’) =-+1 gilt; z B. hat {, = — 1 diese

denn die linke Seite ist jedenfalls + 1 fiir 7, = — 1. Daber wire auch
(10 (FL=h— 1.
Ich setze jetzt {, = £Z,; dann wird

an GFr8) =G 88, () = (59 %5

‘} Fa!%s es solche w gibt,
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Hierin haben die beiden rechten Seiten den gleichen Wert; denn es ist

(_ L 5) = (M’{——g) und <_ I{’ K‘-’) (le tz} I ("‘Mg; !7;3) = 1, da

,—»-wmw) fiir alle zu [ primen £,, also asuch fir —{,, den Wert -1
hat. Damit also die linken Seiten von (11) beide den Wert - 1 haben,
gentigh es, daB die Gleichung ( L 5) ( I’€2> erfiills ist. Diese Glei-

1
-i’f

)=—~}—1 oder = — 1 sein,
denn (—'1{ C") ist = -4 1fiir{,= - 1und nach (10) == — 1 fiir L, =—1.
Ist 1% die hochste Potenz von 1, die in & aufgeht, so gilt dann

FE = tr ma ()=

fiir alle £, = £, (mod [F¥Fet?),

Damit ist festgestellt: Zu jedem Primideal |23 & gibt es eine
ganze Zahl [y von folgenden Eigenschaften:

I. Ist w42, so sind fiir jedesZ, = {y (modw) die beiden Gleichungen
(9) erfillt; {y, ist nicht durch 1w teilbar;

1L Ist w=1]2, so sind fir jedes {, = {» (mod w¥') die beiden Glei-
chungen (9) erfiillt. Hierin ist entweder B =2k-+1 und {}{p; oder &y
and £ enthalten genaun dieselbe Potenz *vonl,und esisth’ = 2k + k, -+ 1.

Die den verschiedenen w entsprechenden Kongruenzen lassen sich nun
gleichzeitig durch eine Zahl , befriedigen, und zwar darf man dabei fordern,
daB £, total positiv ist und mit 2 M, £ hochstens solche Primteiler ge-
meinsam hat, die auch in 2 aufgehen, und zwar in keiner hoheren Potenz,
als sie in & anftreten. . Dieses {, geniigt simtlichen Gleichungen (9). Die-
selbe Eigenschaft hat jede total positive Zahl [ == ZO(mOdSM &). Von
dem Ideal ({,) spalte ich den groBten zu 2 relativ primen Faktor b ab.
Dann ist auch (b, 8 M, &)=o; b ist also Reprisentant einer Idealklasse
modulo 8 M, 4. Nach Satz V der Einleitung enthilt diese Idealklasse ein

Primideal 3. Dann ist %) 5 ein Hauptideal (£) mit { = ¢, (mod 8 3, &)
und ~—>—0 so daB wegen >0 auch (>0 ist. Die Zahl{ erfiillt also

die Bedmgnngen (9) und hat auBer etwaigen in 2 aufgehenden Primfak-
toren nur den Primteiler 3, der nicht in 8 M, & enthalten ist. Aus dem
Reziprozititsgesetz (Satz I der Einleitung) folgt nun genan wie beim Be-
weise von Hilfssatz 1, daBl auch

(L8 =t1 wme (BTH=+1

chung ist aber sicher 16sbar, mag-nun (
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gilt. Mit Riicksicht anf (9) gelten also die Gleichungen
—-1,¢ - Ml, A
(12) W ) ( o' )
fiir alle Primideale w’ und fir w' =1, Nach Satz II der Einleitung
sind also die beiden Diophantischen Gleichungen
(18) tu?—pi=w® und —lul+ M,v]=w]
in ganzen Zahlen w, v, w und u,,»,, w, aus K losbar, die nicht alle Null
sind. Da —1, =4, M,, 5?—1 keine Quadratzahlen des Kérpers K sind (vgl.

Voraussetzung 1 dieses Paragraphen), so sind alle sechs Zahlen u, ..., w,
von O verschieden; insbesondere ist u =0, u, =4 0. Aus (13) folgt

(1_4) _~§u‘3:f(0,w,w), ——Cuf=f1(wl,’l)1,0)-

Nach Satz V der Einleitung gibt es wnendlich viele nicht assoziierte
Primzahlen Z =1 {mod8&(). Dann ist aber

Za
(15) (B =+1
fiir alle w}2£ und w =19%), also gilt (15) nach Satz I der Einleitung
auch fiir w = (Z) und folglich fiir jedes w. Nach Satz II ist daher die
Gleichung
{16) ZU LV =W

in nicht simtlich verschwindenden ganzen Zahlen U, ¥V, W aus K losbar;
und da £{ nicht das Quadrat einer Korperzahl ist, so ist U == 0.

Ferner folgt aus (12) und (15) fiir jedes w
/Z:EC “195 '_1:§ M1’_§ M&s—c\\ H
(25 (229 (259) (59) (55) — b bt 1=,
andererseits hat die linke Seite dieser Gleichung nach Zusammensetzung
den Wert ( M‘Z z,8¢ ), so dafl mit Rucksmht auf Satz II die Gleichung
(17) M ZU LV =
mit U, = 0 losbar ist,

Aus (18) und (16) folgt
(18) Z(uU)’=(uW)*— &£ (aV) = (uW)*— £(vV)* = £(wV)’

=F{(uW, vV, —wV),

%) Man braucht ap dieser Stelle nicht die Landausche Verschirfung des
Heckeschen Satzes, da wegen {70 das Symbol( H) -+ 1 fiir jedes « <0 ist.




Darstellung total positiver Zahlen durch Quadrate. 257
und aus (8), (13) und (17)
(19)  Z(w, U M) = — M, u2W; -+ LM u?V; = — M uW, — fw? MV,

FEMV] = £ (0, V, M) — M (Y, ,)" — M, (4, W)
+N; ‘Ml (wlel)“:&.{vl'vlﬂll)-*ﬂl (w1V1M1>‘3__ ‘Ml ('u’lw-l +w1V1N1)-

+2N, (wa1M1) (w, W, +w, V. N,)=F, (”1]713[1 ,—w, Vi M, uJ‘Vl ~I~w1V12\E)-

Wegen der Homogenitdt von (16) kann W —=wW’ durch w teilbar
angenommen werden. Setze ich dann 8, =—V, §,=0, f,=—uW/,
7=0, vo=w, yy=wv, 80 ist foy, — Pyya=uW, Byp, — iy =2V,
B.7s— Bayy =—wV. Folglich sind wegen (14) und (18) die Zahlen
—¢u® und Z (wU)" durch f und F simultan darstellbar. Ferner mache
ich die Annahme 2, | W, = w, W, und setze §, =0, §, = — u, W, — V,N,,
Bo=—TV M, yy,=w,, p=m,, 7, =0; dannist Sy, — By, =v,V, M,,
Bayi—Bira=—w V. M,, b7y — Bora=uW,+w,V,N,, so dal nach
(14) und (19) die Zahlen — (u? und Z (v, U, M,)" durch £, und F,
simultan darstellbar sind.

Folglich gilt wegen (3) eine Identitdt

Pﬁ Q‘J . R‘Z
fle)=—F+—fzt5z>

wo P, Q, B aus 2, ,, z, durch eine lineare umkehrbare Substitution 8
mit Koeffizienten aus dem Korper K hervorgehen. Ebenso gilt

f‘l(w)zf; —f*j?:;z —Ff&,

wo P,, Q,, R, aus z,, #,, %, ebenfalls durch eine lineare in K rationale
Substitution 8, hervorgehen. Daher besitzt die Substitution 8718, =7
Koeffizienten aus K und fithrt die Form £ in f, iiber; und da f und f,
dieselbe Determinante & hahen, so ist offenbar 7T'!= 1. Damit ist
Hilfssatz 2. bewiesen.

§8.

Hilfssatz 8. £ sei eine ganze total positive Zahl des Kéorpers K.

— & sei nicht das Quadrat einer Korperzahl, so dal K (V' — &) nicht mit K

identisch ist. Ist dann die Relativdiskriminante von K(¥V—£) durch

jeden Primfaktor von 2 teilbar, so 148t sich ¢ als Summe von drei Quadra-
ten von Korperzahlen darstellen.

Beweis, 1. Die Zahl —1 sei in K als Summe von zwei Quadraten

darsteltbar:
a
—1==g*1-b".
M athematische Zeitschrift. XI 17
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Dann ist sogar identisch in &
() 5 05

2. Die Zahl —1 sei picht Summe von zwei Quadraten. Die drei
Voranssetzungen des vorigen Paragraphen sind erfiillt. Nach Hilfssatz 2 kann
f rational in f, transformiert werden, und da f, die Zahl £,(1,0,0)=1
darstellt, so gibt es insbesondere drei Zahlen &, f,, f, aus K, so daB

O B
ist. Da hierin £, == 0 ist, so folgt die gesuchte Darstellung

i 2 ¢ 2 2
e=(g) +(3) + (7).

Hilfssatz 4. Es set | ein Primfaktor von 2. Es gibt eine ganze
Zahl o des Korpers K, die als Summe von vier Quadraten darstellbar ist
und von den Teilern der 2 nur das Primideal [, und zwar genau in erster
Potenz enthilt.

Beweis. 1. [ gehe in 2 zu ungerader Potenz auf. Dann liBt sich
sebzen:

2

2 =1ne”,
wo x eine ganze Zahl aus K bedeutet, die jeden Primfaktor von 2 ent-

hilt, von diesen aber das Primideal I nur in erster Potenz. Bedeutet
nun u irgendeine ganze Zahl mit (u, 2) =1, so ist

2 1\? 132 2
ot stm (L (b0
als Summe von vier Quadraten darstellbar, und es gilt (o, 4)=1.
2. [ gehe In 2 in gerader Potenz auf. Dann setze ich

2=vf",

wo » eine ganze nicht darch [ teilbare Zahl bedeutet. Hs sei i eine
ganze Zahl, in der genau die erste Potenz von [ aufgeht; dann gibt es
zwei ganze Zahlen y, und y, mit {4y, so daB

v =7y, + p, 4 (mod [*)
gilt. Durchlauft 4 ein System zu [ primer modulo [ inkongruenter
Zahlen, so sind auch die Zahlen 8 alle modulo [ verschieden; denn aus
8%==0"" (mod 1) folgt 8=+48"=46"(mod (). Jedes & ist also quadra-
tischer Rest nach {. Man kann daher
r =68 (modl),  »:=9; -+ yla(mod 1%

setzen. Ist nun hierin 1|y, so folgt » =4, (mod I”); ist aber [/,
so gibt es ein 8, derart, daB y/ =4, (mod ), also » =48] + 4,4 (mod [*)
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ist. Es bedeute {* die in 2 anfgehende Potenz von [; dann ist im ersteren
Fall 2 = (8,4)" (mod I**?). Setze ich

(1) o= 1"+ (142" + (36" + 2

so gilt in diesem ersteren Fall wegen (**%'4

0, =24 24-+22"4(8,8)" =4+ 242272 2(8,5)" (mod [¥72).
Im letzteren Fall ist 2= (8,8)"+ 4 (8,4)" (mod 1**%); dapn setze ich
(22) =174+ 17+ (84 + 07
und es wird

0 =2(8,8)"+1(8,8)*=1(3,8)" (mod (***).

hr ’;g)g mit #=1 1m ersten, n=2 im letzten
Fall. Dann ist nach (21) und (22) die Zahl p, als Summe von vier Quadraten
darstellbar und enthdlf, in gekiirzter Form geschrieben, im Nenner das
Primideal { tiberhaupt nickt, im Zihler dagegen genau in erster Potenz.

Also gibt es auch eine ganze Zahl g, von dieser Eigenschaft:

4
947‘:27733 (‘94’ Ig)zi'
y=1

Nun sei 7 eine ganze Zahl, die durch jeden etwaigen von [ verschie-
denen Primteiler [’ von 2, aber nicht durch [ selbst teilbar ist; ferner
soll im Nenner von 7, kein I’ anfgehen. Endlich werde eine ganze
Zahl ¢’ so bestimmt, daB {!7’, '+’ und v7's, eine ganze Zahl ist. Setze
ich dann

Man setze nun g, =

e=(mr+7)+ (9"
=2

g0 ist o == g,7%+ 277"y, + 1'% eine ganze Zahl und

e=e,7%(mod1®), o=1"2z0(modl’), also (o,4)=1;
o erfiillt also die Forderungen des Hilfssatzes.

Hauptsatz (Satz 1). Jede total positive Zahl aus K lafit sich als
Summe von vier Quadratzahlen aus K darstellen.

Beweis. Es sei @ irgendeine total po&twe Zahl 4 0 ans K. Ich wihle
eine ganze Zahl &, < 0 derart, dafl 9. ganz ist, und setze 499, = 3,;
dann ist &, > 0. Die verschiedenen Prxmfaktoren I,Y,... von 2 mogenind,
genau in den Potenzen 17, ('Y, ... auftreten. Hlerbel sind Wegen 419,

die Exponenten ¢, ¢’,... > 0. Es mégen ¢, ¢’,... die zu LY,... ge

horende Bedentung des ¢ von Hilfssatz 4 haben. Dann 188t smh die
17*%
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3, .y &
Zahl -97:;;72;-:”_1, in der Form :”{ schreiben, wo 4,9, ganz sind, 4, zu
2 teilerfremd ist und ¥, jedes der Primideale [,1’,... in genau erster

Potenz enthilt. Nun setze ich
293 7?4 ={.

Dann ist £> 0, weil §,, 0, 0/,... sdmtlich > 0 sind. Ferner ist
(&,4)=11"...; — & ist also keine Quadratzahl, und jedes der Prim-
ideale 1, 1’,... teilt nach Satz IV der Einleitung die Relativdiskriminante
des relativquadratischen Kérpers K (V— &). Folglich 18t sich nach Hilfs-
satz 3 die ganze Zahl & als SBumme von drei Quadraten, also a fortior]
als Summe von vier Quadraten darstellen. Nun ist aber

o __qg__ e—1 se'-—-1 .
(29,9,)°
und hierin sind nach Hilfssatz 4 die Zahlen o, o’,... als Summen von

vier Quadraten darstellbar. Nach der bekannten Identitit von Lagrange
148t sich also aunch das Produkt £0° 'p’® ... in vier Quadrate zerlegen,
also auch die gegebene Zahl & = 0.

Fiir & = 0 aber ist der Satz trivial
ES

Anmerkungen. 1. In der Zerlegung 9 — Z 72 einer total positiven

»a=1
ganzen Zahl ¥ in vier Quadrate konnen die Basen 7, nicht immer ganz-
zahlig gewdhlt werden. Liegt z. B. ein quadratischer Zahlkérper KE{(Vm)
mit quadratfreiem m =3 (mod 4) vor, so hat bekanntlich jede ganze

Zahl desselben die Form 7, = Gy, + b, Vm mit ganzen rationalen a,, b,;

4
dann ist aber in 217;“’ der Koeffizient von Vm durch 2 teilbar, was natiir-
=1
lich nicht fiir jedes & der Fall ist. Es diirfte recht schwierig sein, zu
entscheiden, ob in allen Zahlkorpern die bei der Zerlegung der total posi-
tiven Zahlen in vier Quadrate auftretenden Nenner oder auch nur deren
Primidealteiler aus einem endlichen Wertevorrat gewshlt werden konnen
oder nicht (vgl § 6).
2. Bs gibt Kérper, in denen jede Zahl in zwei Quadrate zerlegt werden
kann; z. B. hat jeder Korper diese Eigenschaft, welcher V-1 enthalt.
Hilfssatz 5. Es sei £>-0. Es sei m eine natiirliche Zahl, a, und a,
zwei rationale Zahlen, 0 < a, < a,. Dann gibt es eine total positive
Zsht o des Korpers K von £, so daf o, <e™E<a,’) ist.

% Dies bedeutet: a,—&™§>0, «™&—a,>0.
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Beweis. Es seien K (&™), ..., K(£") samtliche reellen konjugierten
Korper (r =1, da sonst nichts zu bewelsen wire). Es gibt ein reell-
zahliges Polynom P(x)vom Grade <7 —1, das fiir g =£% (v =1,...,7)

den Wert \/ a-;—% hat, wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. Dann ist

29! m;.(r)___g!_j:__a:
PV =t
also < @, und >a,. Ich kann nun die Koeffizienten von P (%) durch
benachbarte rationale Zahlen ersetzen, so dall fiir ein so entstehendes
rationalzahliges Polynom R(z) auch noch

a, < REN"EY <a,, REM>0 (r=1,...,7)

gilt; dann erfilit R (%)=« die Forderung des Hilfssatzes.
Satz 2. Es sel wm eine natiirliche Zahl. Jede total positive Zahl
eines algebraischen Zahlkorpers K IiBt sich als Summe einer fesien nur

von m und nicht von K abhéngigen Anzahl m-ter Potenzen von tolal
positiven Zablen des Korpers darstellen.

Beweis. Hilbert hat folgende Vermutung von Hurwitz bewiesen:
Es seien m und r zwei natiirliche Zahlen, Dann gibt es eine patiirliche
Zahl N, rationale Zahlen a,;, ..., &, (A=1, ..., N)und positive rationale

Zahlen o ,...,0,, die nur von m und r abhingen, so daf} identisch in
gy Ex
s oo Ty gilb
»
;e E f Zm 5
123) k:z:;(*...#mf)ms_f_/’g;_(al;,x,f...+a,,,-x,) .
i=1

Hierin sei speziell # = 5. Man ersetze in (23) die Zahl m durch m +1
und differentiiere zweimal nach z,; dann wird

P . N —~3
(24) fa] 4. —‘—x;’)m—i—mef(xf-ﬂ;-...ﬁLx.f)”“

~2(2m 1)0,8}, (a2 + .+ 52 2)"

Nun fithre man an Stelle der x neue vier Reihen von Variablen
z¥ (x=1,..., 1) ein, die der Bedingung

2 2
(25) 2w =1

¥

geniigen sollen. Dann liefert (24) durch Addition der vier entsprechen-
den Identititen

4 4 N
. N7 12m+1 , , Y2
2 +m24 z :224 0,84, (9 B0 FawP)

PSS s=1 2=}

%) Der einfachste elementare Beweis der Existenz einer solchen Identitit findet
sieh in der unten zitierten Arbeit von Stridsberg.
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Bedeutet ¢ den Hauptnenner der N rationalen Zahlen %%{"]- 0,a%,, s0
..m+ 0, a%,g* ganz rational und > 0. Folglich gilt
w
) >im Slat - ST
=1
wo X, eine lineare rationalzahlige Funktion von »{”,..., 25" (x=1,...,4)

bedeutet und N'==2(2m--1) N ¢g*» max (o,a2,) ist. Nhangtnurvonmab.
* i=1,..., N B

Nun sei £ eine total positive Zahl aus K. Nach Hilfssatz 5 gibt es

ein >0, so daB 2<<emf <3 ist; dann ist also die Zahl ‘}_E__£>_0

und <{1. Da sie >0 ist, so liBt sie nach dem Hauptsatz eine Zerlegung
in vier Quadrate zu; es selen 2/” (x =1, ..., 4) die Basen dieser Quadrate:

(27) o™ ;—2 Zx(x)d'

»=l

Da sie <1 ist, so ist jede der vier Zahlen 1 — 2"*>>0; es gibt daher nach
dem Hauptsatz fiir jedes x vier Zahlen z{, x“", x{, z des Kbrpers,
welche (25) Geniige leisten. Aus (26) und (27) folgt aber

N 2\ W
2—7 .,
e (&) mit
r=1 ¢

g.e d.

Anmerkungen. 1. Satz 2 ist fiir m = 2 nicht im Hauptsatz ent-
halten, da dort die Basen der Quadrate nicht total positiv zu sein branchen.

2. DaB die Hilbertsche Methode zur Losung des Waringschen
Problems, wie sie beim Beweise von Satz 2 benutzt wurde, sich abkiirzen
lieB, legt natiirlich daran, daB Ganzzahligkeit nicht gefordert wird. Aus
demselben Grunde erklirt sich die sonderbare Tatsache, daB der Satz fiir
m = 3 ganz leicht und auf dem elementarsten Wege bewiesen werden kann.
Nach Le Besgue gilt namlich folgende Identitit:

28) = (g (@0 a0 -1 £ 8" e~ 1) o),

—-‘i—.}, c=2——2_ - gesetzt ist. Hierin sind
144’ 1+8°

die Kuben positiv fiir ¢ > 1, b > 1, & < 2, und diese Bedingungen liefern
sukzessive

Woanl—}—%f, =12 —

[ CE—— F -

3
3 ,,,,, 3._—
. A 3 f 2 3
(29) §-V3, a',?‘/’lil/«g, V3 ~Ve L 80,
/3
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. . . 1+Vd . L
und in der letzten Ungleichung ist w~/~ < 2%, Ist nun p =0 ene
2-Vea

total positive Zahl des Korpers K, so wiahle man nach Hilfssatz 5 eine

total positive Zahl g aus K derart, dal r~<q3~§—<1 ist, wo 7 eimen
3/

I-%—V?

2-V2

echten rationalen Bruch > Fiir dieses ¢ gelten

die Ungleichungen (29); und (28) liefert eine Zerlegung von p in vier total
positive Kuben.

3. Landau hat auf elementare Art bewiesen, dafl jede total positive
Zahl als Summe von Quadratzahlen des Korpers dargestellt werden kann.
Dies laBt sich fiir den Fall eines total reellen Kérpers fast unmittelbar
in Evidenz setzen. Ist nimlich & total reell und total positiv, so sind in
der irreduziblen Gleichung fiir £

- n—1 -2 - 1Ya =
ot —a et gt — (- 1)a, =0

die rationalen Zahlen a,, ..., a, sémtlich > 0. Nun ist
v , 2 2 o4 .
E(@p—1 -+ Au-3¢ “%"-'):an‘%‘an—zlg Bl

2 .
oder, wenn @, -+ Gg-3f — ... =¥ gesetzt wird,
-1 L2 £? 1 (b £ b £t
i':",;géan— ——Qp-35 . >(an"“an 2& T b= s O_F'blb i Y2s '7_)’

wo die Zahlen b,, b, b,, ... positiv rational sind. Thre Anzahl ist, da

£*®=D die hochste rechts auftrebende Potenz von &° ist, genau n; jede
von ihnen zerfillt nach dem Satz von Lagrange in vier Quadrate; folg-
lich 148t sich & in 4#n Quadrate zerlegen.

§ 4.

Aus dem Hauptsatz hat Hilbert gefolgert, daB jedes rationalzahlige
positiv definite Polynom sich als Quotient von Quadratsummen rational-
zahliger Polynome darstellen 148t; und Landau hat sogar gezeigt, daB
man jedes solche Polynom als Summe von acht Quadraten rationalzahliger
Polynome schreiben kann. Es ist leicht, diesen Satz auf trigonometrische
Polynome zu ibertragen.

%) Es ist 54< 125, 372 <5, 1+VI<R(2=VD),
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Satz 3. Es sel

n
(@) :Zav cos v+ b, minve
»=0
ein trigonometrisches Polynom mit rationalen Koeffizienten a,, b,. f{¢) sei
nicht-negativ definit, d. h. fiir alle reellen ¢ sei (@)= 0. Dann gibt
es eine Darstellung von £(¢) als Summe von acht Quadraten rationalzahliger

trigonometrischer Polynome in -%:

8 N »
(30) fle) 529,; (*?—9 A (%\; :Zcﬁ“cos vt d¥ sin v 5'23—
A=1

1—z2 2z
125’ sing = 1422

und F{g) (1 + 2*)" geht iiber in ein rationalzahliges Polynom vom Grade 2=,

das fiir keinen reellen Wert seiner Variablen z negativ ist. Nach dem

erwihnten Landauschen Satze ist daher

2

Beweis. Ich setze tg%: x, dann ist cosg =

8
Flo)(1+2%)" =2 h(a)’,
i=1
wo h;(x) ein rationalzahliges Polynom n-ten Grades in 2 bedeutet. Nun

8
3 1 2 @ { v @ 2\ .
ist aber {308t 5, also f(gp): E jeos 77?,;, (tg—i)} . Die Funk-

tion cos —hl <tg 2) ist ein homogenes Polynom n-ten Grades in cos—qzi

und sm , das die Form ¢, (9) aus {30) erhilt, wenn jedes Produks

cos* o q’ sin#~7 Y (x=0,...,n) linear und rationalzahlig durch c;osv%pw

und smv—2— (w =0, ..., n) ausgedriickt wird, was bekanntlich méglich ist.

Nach den oben genannten Sitzen von Hilbert und Landau kann
man jedes definite Polynom in eine solche Form setzen, da seine charak-
teristische Eigenschaft ausgedriickt wird. Etwas Analoges liBt sich fiir
Polynome bewirken, die fiir alle positiven Werte der Variablen selbst
positiv sind.

Satz 4. Es sel f(z) ein rationalzahliges Polynom x-ten Grades, das
fiir alle positiven z selbst positiv ist. Dann gilt eine Darstellung

(Y
]] (z+q, (=)

(31) fl@) =6 T

II{H aF (:r))
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wo ¢ eine rationale Zahl > 0, ¢ (z) und ¢¥{z) Summen von vier Qua-
draten rationalzahliger Polynome in z bedeuten. Deren Grade, sowie die
Zahlen n, und 7, hingen nur von n ab.

Beweis, Jeder irreduzible Faktor von f{z) ist > 0 fir » > 0;
ferner hat das Produkt zweier Ausdriicke von der Form der rechten Seite
von (31) wieder diese Form. Ich darf daher f{z) als irreduzibel voraus-
setzen. Es sel f(&)=0; dann ist nach Voraussetzung — £ total positiv.
Nach dem Hauptsatze gibt es also vier rationalzahlige Polynome g, (z)

4

{r=1,...,4) vom Grade n —1, so dab — 5:2757”(5)2 ist. Daraus
e
folgt

4

(32) v+ g, (x)" = fla)1, (=),

y=1
wo f,(x) ein rationalzahliges Polynom ist, und zwar vom Grade n — 2
fir > 2, vom Grade 0 fiir n=1. f;1\2) hat also kleineren Grad als
f(z); ferner ist nach (82) f,(z)>>0 fir > 0. Ist nun £, (&) nicht
konstant, also % > 2, so wende man auf jeden der endlich vielen irre-
duziblen Faktoren von f,(x) dieselben Schliisse an. So ergibt sich mis
Riicksicht auf (32) nach endlich vielen Schritten fiir f(z) ein Ausdruck
der Form (31).

Fiir eine weitere Anwendung des Hauptsatzes gebrauche ich einen
Hilfssatz, der an und fiir sich Interesse besitzt und mit gewissen Sitzen
von Laguerre zusammenhingt. Ein Beweis desselben, der von E. Meiflner
gegeben worden ist, wird durch geometrische Betrachtungen erschwert;
daher méchte ich ihn hier rein algebraisch beweisen®). -Der Satz lautet:

Hilfssatz 6. Jedes reellzahlige Polynom f(z), das fiir alle posi-
tiven x positiv ist, ist Quotient zweier positivzahliger*®) Polynome.

Beweis. Es gilt eine Zerlegung

f(x) = a]j(a: — xA]j%(w);

hierin bedeutet ¢ eine Zahl = 0, r, die Anzahl der reellen Wurzeln von
flz), 2,..., %, diese Wurzeln selbst 27, die Anzahl der imaginiren
Wurzeln von [ (x) @, () ein reellzahliges definites quadratisches Polynom
der Form z*— e, w~+f,. v, oder r, konnen auch 0 sein; dann fallen
die entsprechenden Faktoren eben fort. Nach Voraussetzung ist f(z) > 0,

% Der Satz ist in aligemeineren Resultaten von Curtiss oder Feketo und
Pdlya enthalten, deren Beweise jedoch schwieriger sind.
20y D. h. alle Koeffizienten sind > 0.
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also =0, fiix » > 0; demnach sind die Zablen =, ..., x, £ 0. Daher

ist @ II (z — z,) ein positivaahliges Polynom. Nun ist das Produkt zweler

e ]
positivzahliger Polynome wieder positivzahlig; der Satz braucht also nur
fiir das definite Polynom ¢ (z) bewiesen zu werden. Von den beiden
reellen Zahlen —a, und g ist g > 0; ist auch — &, > 0 oder = 0, s0
ist ¢ (x) selbst positivzahlig. Daher bleibt nur noch der Fall zu be-
handeln, daB «,> 0 ist, Es sei ¢ (2)= @(2), oo =0, § = 4.

Unter n verstehe ich eine spiter niher zu fixierende Zahl und setze

v (@)= (22 f)*"— (ea)™"

Die Koeffizienten von w(2) sind alle > 0 mit etwaiger Ausnahme des
Koeffizienten von 2, welcher den Wert ¢, — (2:) B" — a*» besitzt. Da

¢ (x) definit ist, so ist die Diskriminante «*— 48 < 0, also die positive
052

Zahl g=4?<1. Es gilt

NP Vaca  ym (2 Sy
\33) a2 (%)~ vagrs

da nun nach der Stirlingschen Formel

N PYR
n‘i (2%)2’”'%6 ”\/Zw 1

nl T o¥m gy T ge T PN N

ist und V7 ¢" mit wachsendem n gegen O strebt, so 14Bt sich ein  — n(q)
derart wihlen, daB die linke Seite von (33), also auch ¢,, >0 ist. Bei
dieser Wahl von # ist das Polynom y(z) positivzablig. Dann ist

va (21’1.\ _yn 2a)
2%% Too¥ ()

R @R (e2)?® 4y (2)
¥ (z) =T or + )8 ety — = }7;')

I (2P B)ER IR ()
A=0

Quotient zweier positivzahliger Polynome v (z) und y(z).

Zusatz. Die Darstellung kann 8o gewihlt werden, daB die Koeffi-
zienten von Zihler und Nenner dem Kérper der Koeffizienten von f(z)
angehoren,

Bewsis. Ohne Begchriinkung der Allgemeinheit sei f(x) nicht durch z
teilbar. Bs sel f(x) mi((:)) eine Darstellung von f{xz) als Quotient
positivzahliger Polynome. Ein etwaiger gemeinsamer Faktor z in g, und A,
konnte fortdividiert werden, ohne die Art der Darstelling zm indern;
daher karn

glx)=a-+ ...+ bam
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{nach steigenden Potenzen von z geordnet) mit ¢ >0, b >0, m=>1
angenommen werden. JIch setze nun

g (2)={1+z+.. .+ 2m)g (z)

dann hat fiir jedes » der Reihe 0, 1, ..., 2m — 1 der Koeffizient von z”in g, (x)
einen positiven Wert. Da aber g,(z)= 1+ 2+ ...+ z7 1) f(z)}h (=)
eine stetige Funktion der Koeffizienten von %, () ist, so kann man diese
Koeffizienten durch benachbarte nicht negative rationale Zahlen derart
ersetzen, dal, wenn auf diese Weise das Polynom (1 -+ 2 + ...+ z® 1)k, (x)
in k(x) iibergeht, die Koeffizienten von h(z) f(z)==g(z) auch noch
positiv sind. Nun ist A (z) rationalzahlig; die Koeffizienten von g(x)

liegen daher im Kéorper der Koeffizienten von f(z), und f(z) :—-—%5-3 ist

die gesuchte Darstellung.

Satz 5. Eine total positive Zahl « erzeuge den algebraischen Zahl-
korper K. Dann gibt es zu jeder total positiven Zahl £<4-0 aus K zwel
Polynome g(x) und %(z) mit positiven rationalen Koeffizienten, so dafl

o
(34) : =20
istth),

Beweis. Nach dem Hauptsatze gibt es vier rationalzahlige Polynome
4

f.{x) (v =1, ..., 4) derart, daB ¢ :Zf, {«)° ist; dabei darf angenommen

v=1
werden, daf die Grade dieser Polynome kleiner als der Grad von K sind.
Haben sie also einen gemeinsamen Teiler x — 4, so ist Z von den Kon-
jugierten zu « verschieden. Die Bezeichnung sei so gewihlt, daB f, ()
nicht identisch 0 ist; ferner sei f(z)= 0 die irrednzible Gleichung fir «.
Dann gibt es eine natiirliche Zahl m, so daB f, (¢) und £, (%) +mf(=)
teilerfremd sind. Da nun £, (&) 4 (&) = f, («) ist, so darf man annehmen,
daB f,{(z), ..., f,{x) teilerfremd sind, wenn n:an die Beschrinkung iiber

ihren Grad aunfhebt. Dann ist das Polynom Yf,(#)" = @ () positiv de-
»=1

finit, also a fortiori > 0 fiir # > 0. Nach Hilfssatz 6 und Zusatz gibt
es daher zwei Polynome g(x) und % (z) mit positiven rationalen Koeffi-

zienten, so daB ¢ (%) = %—((—i% ist. Dabei darf ich A(«) <+ 0 annehmen, da

ich sonst nur die Koeffizienten von g(x) und h{z) durch benachbarte zu
ersetzen brauche (vgl. die Uberlegung beim Beweis des Zusatzes). Daher
gilt (34},

1) DaB umgekehrt jede Zahl & der Form {34) >0 ist, ist trivial.
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Anmerkungen. 1. Beim Beweise von Satz 5 ist nirgends davon
Gebrauch gemacht worden, dal « total positiv ist; der Satz gilt alse fiir
jedes algebraische «,

2. An Stelle des Hauptsatzes kann beim Beweise der oben (Satz 2,
Anm. 3) erwihnte (elementar beweisbare) Landausche Satz iiber die
Zerlegung total positiver Zahlen in Quadrate benutzt werden.

3. In (34) kann der Nenner % {«) nicht entbehrt werden. Ist z. B.
« reell und eine der Konjugierten o' ebenfalls reell und > «, so ist
g(e’) > g{e) fiir jedes positivzahlige Polynom g(z). Nun gibt es sicher
Korperzahlen & mit £ < §, und ein solches & kann daher nicht die Form
g{«) haben.

§5.

Es gibt Korper, in denen nicht jede total positive Zahl als Summe
von weniger als vier Quadraten sich darstellen 14Bt; z B. gilt dies fiir
den Kérper der rationalen Zahlen. Ich stelle im folgenden die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafiir auf, daB eine total positive ganze
Zahl & als Summe von zwei oder drei Quadraten dargestellt werden kann.

Batz 6. Kine total positive ganze Zahl & 148t sich dann und nur
dann als Summe von zwei Quadratzahlen schreiben, wenn fiir alle Prim-

ideale 2% das Symbol (" > den Wert —1 hat.

Beweis. Damit £ Summe von zwei Quadraten ist, ist notwendig
und hinreichend, daB die Diophantische Gleichung

(85) Exg?o- y?=2"

im Kérper von & losbar ist (ohne daf 2,9,z alle drei 0 sind). Ist
nimlich dabei z = 0, so ist — 1= 4" Quadratzahl des Korpers, und dann
gilb £ = {(“E1 - (§557)°. (35) 166 sich aber nach Satz TI der Bin-
leitung dann und nur dann 15gen, wenn fur alle Primideale 102 ¢ das Symbol

(EJ;E) = 1 ist; die Glewhung ( i ) = -1 gilt ndmlich fiir alle £>0.

Satz 7. FEine total pos:(twe ganze Zahl £ 136t sich dann und nur
dann als Summe von dret Quadratzahlen schreiben, wenn fiir alle Prim-

ideale 1,2 die Gleichung (%%} = (Z% 1) cine Losung = hat.

Bewels. Damit & Snmme von drei Quadraten ist, ist notwendig
und hinreichend, daB die Diophantische Gleichung

(s6) fml —yi—z =1
im Kéorper von & in nicht simtlich verschwindenden ganzen Zahlen
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Zy> Yys % &, 108bar ist.  Ist namlich dabel 2, =0, so ist —1 Summe
von zwel Quadraten, und nach (20) jedes ¢ des Korpers in drei Quadrate
zerlegbar. Ist (36) losbar, so kann dabei #, 40 angenommen werden.
Es bedeute f die in (36) links stehende ternire Form und F ihre Ad-
jungierte. Es sei 2 4 0 eine simultan mit ¢} durch F dargestellte Zahl.
Dann gilt, da auch —1 und +1 durch £ und F simulten darstellbar
sind, (z})ach dem Ergebnis von § 1 fiir alle w (d. h. w = Primideal und
w=1")

1, 5\ . <——x,~—§tf\,“
w o/ o ;?

FEYE-ER . (5~ ),

und letztere Gleichung gilt speziell fiir v = 1. Ist umgekehrt diese Glei-
chung filr x losbar, wenn =1 ist, so ist sie fiir belichiges w I6sbar
da fir alle Primideale w-+2 das Symbol (T271)— 41 ist. Aus den
Uberlegungen von § 2 ergibt sich dann die Losba.rkext von (36).

Anmerkungen. 1. Die Satze 6 und 7 liefern natiirlich fiix den
Korper der rationalen Zahlen die bekarmten Resultate:

Ist £ = n eine natiirliche Zahl und geht die Primzahl 2 in »

zu gerader Potenz auf, so ist (””;}) = -+ 1, gebt sie in ungerader Potenz
p1

also

aunf, so ish (w—;o:—l) (—1) Y oes ergibt sich also die Bedingung p==1

{mod4) fiir jede Primzahl p, die in » zu ungerader Potenz aufgeht. Ist
diese Bedingung erfiillt, so ist » Summe von zwei Quadraten.
Ich setze n==2"n'(2+n'; r=0), z=2%2"(2+2'; s > 0); dannist

5 - (2257 - (5 (59 ()

z’ -—1T'n —18F7avla:—~1
T Y T Ty
8 B 2 E
=(=1

1, 1)
Damit die rechte Seite den Wert (——1’—2—}7‘ == — 1 hat, mufl der Exponent
ungerade sein, also

2 % . —
L T E L (a2,

und diese Kongruenz 138t sich nur dann durch kein Zahlenpaar s, ' be-

friedigen, wenn r gerade, ’%:l =2 ;1 = 0(mod 2), ' =7 (mod 8) ist,

also n von der Form 4k(‘8m +7) ist. In jedem anderen Fall ist daher n
in drei Quadrate zerlegbar.
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2, Von Interesse fiir die Darstellung definiter Polynome durch Qua-
drate ist der Fall £== —1 in einem total imaginiren Koérper. Nach

Satz 7 lautet fiir dieses £ die Bedingung fiir Darstellbarkeit durch drei
Quadrate (?) = :11’{5:1), also <lli:—£) = -1 fiir jedes {{2. Dies ist
aber nach Satz 6 die Bedingung fiir Darstellbarkeit durch zwei Quadrate.
Lafit sich alse —1 als Summe von drei Quadraten darstellen, so 188t
es sich auch in zwei Quadrate zerlegen; und dies ist dapn und nur dann
der Fall, wenn die Kongruenz 1-+ u®+ »®= 0{mod8) im K&rper lsbar
ist. Dann ist aber nach (20) jede Zahl des Korpers in drei Quadrate
zerlegbar. Damit also die Zahlen eines total imaginiren Korpers simt-
lich Summen von drei Quadraten sind, ist notwendig und hinreichend,
daf die Zahi —1 Summe von zwei Quadraten ist, oder, anders ausge-
driickt, dafl die Gleichung z*-- y®-+-2%=0 eine von der trivialen ver-
schiedene Losung besitzt.

§ 6.

Wie ich bereits oben {Satz 1, Anm. 1) bemerkt habe, weil man nichts
itber die Beschaffenheit der Nenner bei der Zerlegung einer ganzen total
positiven Zahl in vier Quadrate. Auch die Landausche Methode zar Zer-
legung in Quadrate iiberhaupt liefert dariiber nichts. Ich behandle das
Problem in diesem SchluBparagraphen mit vollkommen elementaren Mitteln,
muf aber die wesentliche Einschrinkung machen, da der Korper fotal
reell ist.

Satz 8. Es sei K ein total reeller Korper. Ich bezeichne seine
total positiven Einheiten in irgendeiner Reihenfolge mit ¢,, &, .... Damn
gibt es eine nur von K abhingige natiirliche Zahl d derart, dafl jede
total positive ganze Zahl £ des Kérpers in der Form
(37) &= f‘?},ﬁj%f%'::_'
mit ganzen rationalen nichi negativen z, (v ==1,2,...) darstellbar ist.
d& BBt sich also als Summe von total positiven Einheiten schreiben.

Beweis. Der Satz ist trivial fiir den Kérper der rationalen Zahlen;
der Grad von K seialso n = 2. K ist total reell, besitzt also ein System
von » — 1 total positiven Grundeinheiten #,,...,#%,-;. Die n —1 line-
aren Gleichungen

iy 12
(38)  mlogn@®+ ...+ pinoslogn® —logf

K s A=1....,n—1
S )

% Die Zeichen N und § bedeuten Norm und Spur.
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sind eindeutig nach g, ..., yy—1 auflosbar; und (38) gilt aneh noch fiir
A=m. Ich setze m =[p |, ..., mp_1=[pp1], H=nm __ RIEE
é’"‘"‘sﬁ dann ist die Einheit H >0, also £,>>0, und N&, = NE&  Der
Wabl der Zahlen m,, ..., m,_; zufolge gibt es mit Riicksickt aunf (38)

zwei positive rationale Zahlen ¢ und 4 (0 <a <1< 4), die nur vom
Korper abhingen, so dafi die Ungleichung

(39) aVNE < &P < AVNE,
fiir jedes 4=1,...,n gilt. Ich unterscheide nun zwei Fille:
1. SH > n~ ). Dann setze ich
52:‘51“”[“‘/?‘7?;};
dies ist wegen (39) eine total positive ganze Zahl. Ferner ist nach (3%
aVNE = 5-AVNE > -1 8¢,
£ [2 gr] d :
(40) 88, <85 —n! 851 < (1-4)88 +n.
Aus der Ungleichung
8&—8(HE)>aVNE SH>nAVNE > 8§,

folgt dann mit (40)
@

S&,< (1= 2)8s+n.
2, SH<n5:. Dann ist a fortioriH~<n%, und ans NH =1 folgt
1 .
H> NI Nach (39) ist

-8

\?1*{;}
. o
(41) [“j)i <& < n L VNe.
a4

Ich setze in diesem Falle 2.

fy=E— Lh,ﬁ_v j

(Am)"
dies ist wegen (41) eine total positive ganze Zahl. Ferner ist nach (41;
a® e ntl A [ @ \n+1
@;:ﬂ/ (A ) VNE>\ ) SE&,
@) sngsenalf) 88 < (1o nli) ) seon

+1
Nun sel qwn(:‘n)* ; dann st 0<q<i,-~-<1, und nach (40

und (42) in jedem der Fille 1., 2.
(43) . 85 < (1—q)BE+n, & >0 und ganz;
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ferner ist

S:H‘El:{avm]ﬂ—{—éﬂH, Tesp. éwia—}-;_vv ¢’+§z

Jetzt verfahre ich mit £, genau so wie vorhin mit &; es ergibt sich
anslog zu (438)

8&, < (1—q)8& + u, & >0 und ganz,

mit

§=H,t,—=[aVNE|H,+&H,, Tesp. EQJQ“—;;- N"sgj-f—@;

und ebenso erhdlt man allgemein fiir £=1,2,8,..., wemn H =H,
£, = &£ gesetzt wird,

(44) ngk<(1wq)ls§gk_g+n7 &,,>0 und ganz,
(45) bap—o = Hop-gbor-1= {a}/N;:“_g}H%__ + Eap Hog-o,
VNE:- ]H%,

resp. Ssp.p = L | (4n ),,‘

wobei &2, Eox-1, Sap, Hap—o den Zahlen &£, £, &,, H entsprechen.
Ist nun bereits S& < ?‘é@, so wende man das eben geschilderte Ver-
fahren iiberhaupt nicht an. Ist aber 8&> —21", so ist nach (44)

86, < (1—q)8s+ L85 =(1-4)8s < 8&.

Ist auch noch 8§, > 2;1, so ist ebenso
s 2
8& < (1—4) 88, < (1 - LV8¢;
allgemein folgt also aus 8&; > 2?” nach (44) die Ungleichung
k
- q e
’S'E'?,k < (1 o ‘2~) Sé.

k
Da nun (1 — g—} mit wachsendem % gegen 0 strebt, so gibt es ein k
der Reihe 0, 1, 2, ... derart, daB S&; < ?f ist. Dann gehért aber die

total positive ganze Zahl &;; einem endlichen Wertevorrat an; und ferner
gilt wegen (45) eine Zerlegung
(46) b=, B, +.. .+ B+ 5B,

wo E,, ..., By, B total poesitive Einheiten und a,, ..., 4 nicki negative
gange rationale Zahlen bedeuten.
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Ich brauche also den Satz nur fiir die endlich vielen total positiven
ganzen Zahlen & mit 8¢ < %’3 zu beweisen. Nun sel @ = @Q({) die na-
tiirliche Zahl

- 1 ) - -
47 o= pnt (&) e (3
mit den Zahlen a und 4 aus (39). Fiirjedes i==1, ..., n gibt es eine total
positive Einheit ¢, derart, dal e < 1 filr % = 4, aber @ < e < —':—Q ist.
In der Determinante ,ef?|(%¢=1,...,m 4=1,...,n) sind also die
Elemente der Hauptdiagonale zwischen ¢ und %Q gelegen, alle andern

aber zwischen 0 und 1. Daher ist nach (47)

=0 m—n{Ze) e {e-n{2) | >0

Bedeutet ferner E,; die Unterdeterminante von £, so ist

B

B> @' —(n— 1 —1)(2 Q)"

(4 N\
Ez,‘,>~'—(n"*1)h\~zQ/f .

Ich setze nun

o yz e (e=1,...,0)

dann ist

n
x —— cA N\
& 2, = 5’Ew:“>@”‘f,"’——m—wa) 8¢

\Na

-2 ;( FAGRE T
e {e—m—1i (55}

also nach (47) z,>> 0. AuBerdem sind die z, rational. Folglich gibt es
natirliche Zahlen y,,...,y,, d, so da { —hat = -+ Yuta ist; und da

nur endlich viele { in Frage kommen, 148t sich fiir alle dasselbe d wahlen.
Dann ist zugleich fiir jedes total positive ganze £ die Zahl d& nach (46)
als Summe von total positiven Einheiten darstellbar.

Anmerkung. Auf der rechten Seite von (37) sind wegen dS§
= Yz,8¢ > nZx, héchstens deSSJ
es (fiir % > 1) beliebig kleine ganze total reelle total positive Zahlen gibt,
kann offenbar keine endliche Basis der Form (37) existieren.
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i von den z, von 0 verschieden. Da
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Satz 9. Es set K ein total reeller algebraischer Zahlkérper. HEs
gibt eine nur von K abhiingige natiirliche Zahl ¢ derart, daB jede ganze
total positive Zahl & des Korpers K in der Form

e =+ (4

mit ganzen 9,,9,, ... aus K dargestellt werden kann.

Beweis. Nach Satz 8 gibt es ein natiirliches d =4 (K ) und gewisse
total positive Einheiten E,, E,, ... (unter denen auch gleiche vorkommen

kénnen), so daf
E

= d' 2 +

ist. Jede Einheit £ kann nun in die Form E,E” gesetat werden, wo K,
eine Kinheitswurzel oder das Produkt aus einer Kinheitswurzel mit einer
oder mebreren verschiedenen Grundeinheiten bedeutet und, wie auch F
in K liegt. E, gehort also einem endlichen Wertevorrat an. Ist B> 0,
so ist auch Ey>0. Dann 148t sich, wie in der Anmerkung 3 zu Satz 2
elementar bewiesen wurde, F, im Korper K in Quadrate zerlegen. Fiir
jede der endlich vielen Moglichkeiten fiir E, denke ich mir eine solche
Zerlegung gebildet; darauf wihle ich eine natiirliche Zahl d’, die durch
jeden Nenner der hierbei auftretenden endhch vielen Quadratbhasen teil-
bar ist. Dann lassen sich also die Zahlen d°&, als Summen von ganz
zahligen Quadraten darstellen, und das gleiche gﬂt von d°E~(d' EyE

Ich nehme jetzt fiir K speziell die total positiven Einheiten B, B,,

und erhalte eine Darstellung von (dd’)’& als Summe von ganzen Qua.drat-
zahlen aus K, so daB.die Konstante ¢ des Satzes — dd’ gewihlt werden
kann.

Anmerkung TFiir die Anzahl der Summanden auf der rechten
Seite von (48) ergibt sich auf diesem Wege keine von £ oder gar von K
freie Schranke. Aus (48) 1iBt sich nur entnehmen, daB diese Anzahl

= fzf—g} ist, wo n den Grad von K bedeutet.
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