
Darstellung totaI positiver Zahlen dureh Quadrate. 
Von 

Carl Siegel in GSttingen. 

Fib den HilberSsehen Satz: ,$ede total positive Zahl eines algebra- 
ischen ZahlkSrpers liiBt sieh als Summe von vier Quadratzahlen desselben 
Ks1])ers darstetten" ist bisher kein Beweis publiziert worden. Es sind 
nur spezieIle F~Ile des Satzes erledigt; und andererseit~ wei~ man einiges 
fiber die Darstellbarkeit total positiver Zahlen dutch Quadrat~ von KSrper- 
zahIen iiberhaupt. Mir dad bekannt geworden die beiden unten zitierten 
Notizen yon O. MeiBner, in denen quadratisehe und kabische ZahllrSrper 
betrachtet werden, und eine yon Landau  verSf[entliehte Bemertmng yon 
I. Schur,  der den Hilbertschen Satz fiir die total positive ZaM--1 in 
einem KreiskSrper beweist. Aul~erdem hat Landau  den Hilbertschen 
Satz ffir quadratisehe KSrper, sowie die Darstellbarkeit der total positiven 
Zahlen dutch endlieh viele Quadrate bewiesen. 

Ieh betrachte den Satz ats spezielIes Ergebnis eine~ allgemeinen 
Theorie der qnadratischen Formen, deren Koeffizienten und Variable in 
einem algebraisehen ZaMkSrper liegen. Dementspreehend werden in w 1 
die wiehtigsten Begrif[e der Arithmetik quaclratiseher Formen aus dem 
Ge, biete der rationalen Zablen auf ZahlkSrper iibertragen; ~ 2, 3 eat- 
batten den eigen~liehen Beweis der Hilbertsehen Behauptung. Eine un- 
mit~etbare Fotgerung ist die LSsung einer Veratlgemeinerung des Waring- 
schen Problems auf ZahIk6rper; w 4 gibt einige weitere Anwendungen. 
In w 5 entwiekle ieh die notwendigen und hinreiehenden Bedingungen fiir 
Darstellbarkeit dutch 2 oder 3 Quadrate. 

Die Frage, ob bei der Da~eIlung einer ga~zen total positiven Zabl 
als Summe yon 4 Quadraten die Nenner in den Basen stets aus einem 
nut yore KSrper abhingigen endlichon Wertevorrat gew'~hlt werden kSnnen, 
tmw. in welchen KSrpern dies zutrif~t, kana ioh nicht entseheiden. Ieh 
kamn nut zeigen (in w 6), mid zwar mi~ ganz elementarer Methode, dug 
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beschr~inkte Nennar im Fail elves toted ree//en KSrpers bei der Zerlegung 
in endlich viele (anstatt in 4) Quadrate gefordert warden kSnnen. 

Zur Erleiehterung stelle ich bier fiix den Leser die wiehtigen S~itze 
der hSheren Arithmetik zusammen, die Jm fo]genden gebraucht werden: 

I. H i lb  er t -  F u r tw  ~nglersehes quadratisches Reziprozit~tsgesetz: 
Sind u und ~ zwei ganze Zah]en eines algebraischen ZahtkSrpers K, 

~o ist 

w 

wo alas Produkt fiber alle Primideale roaus  K und die Symbole 1 ~) zu 
erstrecken ist. 

IL Sind ~u und ~ zwei g~nze Zahlen aus K und ist ( L ~ ) =  + 1, 

wo m al]e Primideale in K und die Symbole 1 ~) durehti~uit, so ist r 
Relativnorm einer Zah] des KSrpers K (~/~). Dann hat also auch die 
Diophantisehe Gleiehung 

~e x ~ q- ~ y~ = z'-' 

eine LSsung in ganzen Zahlen x, y, z ans .K, die nicht alle 0 sind. 
III. Wenn q ein Primideal des KSrpers K ist, das nieht in der 

Relativdiskriminante des relativquadratischeu KSrpers K(V~)  aufgeht, so 
ist jede zu q prime Zahl in K Normenrest des KSrpers K ('1/~) na~h q. 

Geht dagegen q in dex Relativdisl~iminante yon K(V~)  att[, so be. 
deute e i m  Falle q-~2 einen beliebigen positiven Exponenten, im FaUe 
q 2~ wenn q in 2 zu genau k-ter Pote~z aufgeht, einen beliebigen Ex- 
ponenten ~ 2k; dann sind yon allen vo~handenen zu q primen und naeh 
q ~ inkongruenten Zahten in K genau die H~lfte Normenreste des-KSrpers 
z nar Q. 

IV, Es sei p ein zu 2 primes Primideal des KSrpers K. Geht p in 
der Zahl # genau zur a-ten Potenz auf, so ist die Retativdiskriminante 
yon K ('~u) durch p teflbar oder nieht, je nachdem a ungerade oder 
gerade ist. 

Es sei ~ ein PrimideaI yon K,  das fia 2 a~geht und zwar zu genau 
k-ter Potenz; larner gehe I in/z genau zur a-ten Potenz auL Die l~lativ- 
diskriminante des KSrpers K(V-~) ist dutch ~ teilbar oder nieht, je 
nachdem die Kongruer, z x u -~/z (rood 12~+a) in K mlISsbar oder 15sbar ist. 

V. D i r i eh le t -Heckesche r  Sate: 
Es seien ~ un~l a zwei teilerfremde Ideale aus K. Es gibt tmendlieh 

viele Primideale p und gaaze total positive zu ~ tei!erfremde ZahIen r fl 
des KSrpers K, 'so  dal~ 
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In einer sphteren Arbeit hotte ich die Theorie der quadratischen 
Formen in algebraisehen ZahtkSrpern welter entwiekeln zu kSnnen. Herrn 
D. t t i l b e r t  danke ich fiix seine ffeundliche Erlaubnis, meinen Beweis vet 
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w 
3 

Es bedeute f(x) = f ( x 1, x~, x~ ) ~- ~ z i ~  , x~ x~ eine tern~re quadratische 
4, k = I  

Form mit ganzen Mgebraischen Koefilzienten G ~ ~--- %, aus einem KSrper/4. 
Die--Determinante l r  sei im folgenden stets =t=0. Ich setze 
d(a~7:)- t=(A~)  und nenne die terniire quadIatisehe Form F ( X )  

~= 2 ( X.~, X~, Xs) - = - ~  ait  ̀  X~ X~ (fie zu f ( x) agiungierte Form. Ihre 
~, ~=1  

Koeff~ienten A i ~  A~  sind ganze algebraisehe Zahlen aus K; ihre 
Determinante ist I Ai~ i ~ d'~ =t= 0. Die grSBten gemeinsamen Teller der 
Koefflzienten yon f ( x )  und/~  (X) seien (e11, ~1~ . . . .  , %~) = a, (AI~. A~ ,  
. . . ,  Az~ ) = g[; dann ist a"- i~.l = a ~ .  Ferner ist naeh der Fundamental- 

. . ' ~ i (d) a s ~ e  
eIgeasehait der Elementar~efler-g- i (d)~i ' 2 ~  ~ (d) _ , * ~  ganz, also (d) = b 

, . a  (IA,~ I) = (d ~) = (a ~ ~ ) ~  b ~ = ~ b~ 9 .  
Es gelten folgende zwei Identitg~en, deren Riehtigkeit man z. B. dutch 

Ve~gleiehung der Koeif~enten sofort erkennt: 
8 

(2) ~ ( G ,  x~,  G ) ~ ( z .  z~, z~) 

= ' x ~ G i '  ~ x ~  " 
i .  k=l 
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Hierin mSgen X~ und Z~ ( ~ =  1 , 2 , 3 )  die Unterdeterminanten vor~ 

x~ und z. in der Matrix [y~y~y~Jbedeuten. Da~n sind die in (2) auf: 
',z~. zo z~/ l z.~z. I 

tretenden Gr6gen I X~ X~ '  " '"  die Unterdeterminanten von Y, (~ = 1, 2 ,3  } 

in der Matrix | Y~ Yo , haben also die Werte (x t X 1 -}- % X~ + x, X~) y~; 
" \ z ~ z ~ z ~ /  

und c l a f  homogen ist, so folgt aus (1) und (2) 

F (X) f(x) f(y) 
3 3 3 

i ,  k= l  i ,  k= l  ~'~I 

Es sei ill, fl_,, fla ein ganzzahtiges Wertsystem der y ,  fii~ welches 
f(fl~,fl~',fla) ~-~ m ={= 0 ist. Fexner seien die ganzzahligen Werte z, = 7~ sa 
besehai~en, da~ fiir die zugehSrigen X,. -~ A,. auch die Zahl F(AI, A:,As) 
-~ M :~= 0 ist. Dann gilt 

(3) Mmf( z )  ~ - M U ~ V ~ d m W  "~, 
WO 3 3 3 

i., ~'=1 t ,  k=i ~ ,= i  

gesetzt ist. U, V, W sind homogene lineare Funktionen von x~, x~, xa; die 
Determinante dieser Substitution sei S. Bildet man yon der quadratischen 
Form (3)  beiderseits die Determinante, so folgt 

( M m ) S d = M . l . d m . S  "~, also S : •  

Ist der K6rper K reel/, so kann f(x) definit oder indefinit sein. 
Nach dem Tr~igheitsgesetz tier quadratischen Formen ist f(x) dann und 
nur dann definit, wenn in (3) die Koeffazienten yon U "~, V ~, W e g]eiche Vor- 
zeichen haben. Der Koeffizient von V ~ ist 1 > 0, also ist fiir definite 
f(x) gleichzeitig M > 0, d m >  0; flit indefinite f(x) ist mindesterm eine 
der beiden Zahlen M , d m <  O. Es seien K ~) . . . .  , K  (~) s~ntliehe zu K 
konjugierten reeUen K5rper, were-1 selehe vorhanden sind. Es gehe f~i~ 
aus f dadureh hervor, dAB die Koeffizien~en %~ (lurch ihre Konjugierte~ 
aus K (~ ersef~ werden. Dann ist, wie soeben gezeigr wurde0 die Form 

f(g ddfinit oder indefinit, je nachdem ( -7~f'Zdm~ -~- --  1 oder ~--- -~ 1 istX). 
\ 1(~ / 

~) Das ttilbertsohe Symbol \ i( ~ j ~ folgende Deiiuiti(n: Es seien #,*' zwei 

yon 0 wrschiede~e Zahlen aus K und ~ eine Zahl dear Reihe t his s. Ist dann z~ 

gleich/,(~[ ~<: 0, r (~3 < 0, so bedeute~ - ~  die Zaht -- 1; in iedem andern Fall ha- 
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Zwei Zahlen, die wie m and M in s der Form m=f(f l l , t3o, f l~) ,  
M = Y (fl, Ya --  fla 7~, fl, 71 --  fli Ys, fil Y: -- fl• Yl ) darstellbar sind, sollen 
,Dau/ tan  duroh f und Y darstellbar genannt werden. Das Symbol 
/ ~ M,--dm~ 
~- - - -~(6~/  hat also flit zwei beliebige durch f und F simultan dar- 

stellbare Zahten m + 0 und M =~ 0 denselben Weft;  dieser h~ingt also 
nur yon f, nicht yon der besonderen Wahl yon m and M ab. Es vet- 
dient hervorgehoben zu werden, dab dutch das Vorzeichen yon d ~*) mid 

( - -M,--dm~ der Tr~gheitsindex von f(i> eindeutig lest- den Wert yon \ 1(~ t 

getegt ist. 

Es sei m ein Primideal aus K und r eine natiirliche Zahl. Ich be- 
rrachte bei festen m ~= 0 und M + 0 die Kongruenz 

in den Unbekannten Uo, Vo, W o. Ist sie flit jedes r in ganzen Uo, ~ ,  
W o aus K 15sbax, welche nicht s~mttich durch ro teilbar sind, so hat das 

Normenrestsymbol (-- M,-:  din) den Weft + 1 .  Gibt es dagege, el ,  r, flit 

das sie nieht in solchen Uo, Vo, W o 18sbar ist, so ist \ -~ ) ---- -- 1. 

Die hScZaste Potenz yon to, die in M m  aufgeht, sei ro~o ( r o ~  0). Es sei 
7 M,_~ dm "~ _ / - -  + 1 und r > r a. Die Kongruenz (4) hat dann eine L6stmg 

Uo, Vo, W o mit  (Uo, Vo, Wo, lu ~) ~- t~ro. Die Determinante S -- • M m  
der in bezug auf xl ,  x._,, x a linearen Kongruenzen 

(5) U ~ U  o, V ~ V o ,  W ~ W  o (rood to,) 

ist genau durch m~o teilbar; und da m*o auch in den rechten Seiten atff- 
geht, so werden sic dutch drei ganze Zahten xx, x.~, x s befriedigt, die nicht 
slle 0 (mod ro) sin& Dann ist nach (3), (4), (5) 

i m f ( x ) ~ O  (rood ro~+), 

f ( x ) ~ O  (rood m'a,-r,}, ~ f ( x ) ~ O  (mod r0*). 

- :  -~ -T 1, so ist f ( x )  ~ 0 (mod m')  fiir jedes r 15sbar, 

and zwar in solchen x~, x~, xa, die nicht alle dutch m teiIbar sind. 

Umg2uehrt sei f ( x )~_  0 ( m o d m  r) fiir jedes r in derartigen x~,x~,x~ 
tSsbar. Daan ist auch f ( x ) ~ O  (rood m~'-~o), also M m f (  x ) ~ 0  
.(rood m ~r) 15sba~. Wegen r o ~ ~  _+S ist fiir ein solches Weft- 
system x eine der Za~len U, V, W nicht dutch D*~ +~ teilbar; da nun 

M U ~ + V" + d m  W~-~ 0 (rood ro ~)  
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~l~, so ist auch 

M V 2 +  V,~ +dmWo~--= 0 (rood ro'-"-~'~ 

atso auch (4) fiix jedes r mit der Bedingung (Uo, Vo, Wo, m)-~ o t6sbar. 

Daraus folgt: Ist f ( x )  = 0 (rood m*) fiir jedes r lSsbar (mit (x~,z.,, 

x ~ , m ) = o ) ,  so ist ( - ~ t ~ 4 m ) = q _  1; ist dagegen f ( x ) ~ O  (modm*'t 

nicht fiir jedes r 15sba~, so i s t " -  - ( - M ' ~ - d * n ) = -  1. Der Wert des 

Symboles " - ( - - M : j  - d ~ )  h~aagt also nur von f, nicht yon der besonderen 

Wahl des simultan darges$ellten Zahlen m u n d  M ab. 

Ich seize noch (cql, e%,, ass, 2%s, 2%t, 2%~) == a~, (AI~, A~,  Aa~, 
2A~a, 2A~ ,  2A~)  ~- 9 ~ ;  dann ist ~ [2, ~ I 2 .  Zwei terns quadratisehe 
Formen mit garmen Koeffizienten aus K heiBen yon gleicher Ordnur~g, 
wenn sie in den [dealen b, $, .~, ~ und der Zahl d iibereinstimmem. Alle 

Formen derselben Ordnung, die in den Werten yon " " ( - M ~ m )  ifir alle 

m (d. h. fiir iv == Primideal und ro~-1 (~ iiberdnstimmen~), bilden ein 
GescMecht. 

w 
In diesem Paragraphen mache ich folgende drei Voraussetztmgen: 

i. ~ sei eine ganze toted positive s) Zahl aus K. 
2. - - t  u n d -  ~ seien nicht gleich dem Qua&at einer Zahl des 

KSrpers K. 
3. Jeder Primidealtefler yon 2 gehe in der Relativdiskriminante des 

relativquadratischen KSrpers K ( 1 / ~ )  auf. 

Ich be~rachte for~an nut die spezielle terngre Form 
2 

f ( ~ ,  x~, ~ )  = ~ x~ - x~ - x~. 

In den Bezeic~mngen yon w 1 ist d~nn 

F (X~, X~, Xa) : X~ --  ~ X'., a. --  SXa, d -= ~ =b O, 

Setz~ man fiir fi und y die Zahlentripel 0, 1, 0 und 0, 0, 1, so wird 
. 4 ~ = 1 ,  A ~ = A  s ~ 0 ;  u n d e s  sind m = - - I + 0  und M - - + I + 0  
simultan datstellbar, so dab sich das Gesehleeht yon f ( x )  durch die 

Werte der Symbole ( 7 - ~ - ) - - ~  hes~imm~. 

-~) Dies sind in Wirkliohkei$ nm" ~dtieh viele Bedingm~gen, da fiir eAn Prim- 

ideal m ~c 2 ~ fl stets (~-~) = + 1 i~t. 

~ d. h, se'O:)> 0 ffir ~ t~ . - . ,  s, Bezeichnung (naeh L~ndau): ~::~0. 
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Hilfssa*z 1. Das Geschlocht yon f(~) enth~tt eine Form der Gestalt 

(i o - •  hr, 7 , wo M t eiae nieht in 2~ aufgehende total positive Primzaht 
~v~ - ~ /  

a~s K bedeutet. 

Beweis.  1- Es sea t 1 irgendeine total positive Zahl aus K. Dann ist 

2. Es sei p ein Primfakto~ der Relativdislmminante yon K (V--2) ,  
der nieht in 2 aufgeht. Nach Satz IV der EiMeitung teitt dann p auch 

die Relativdiskriminante yon K ( V ~  ~), and umgekehrt. Naeh Satz I I I  
der Einleitm~g gibt es dann in K sine garaze nicht durch p teilbare 

Zahl t•, so dal~ ( ~ )  den vorgeschriebenen Wert ~ hat. 

8. Es sei I ein Primteiler yon 2. Dann geht nach der Vor~ussetzung 8. 
dieses Paragr~phen das Primideal 1 auch in der Relativdiskriminante des 

relativquach~atisehen KSrpors K ( I / ~ )  auL Naeh Satz I I I  der EhaM- 
( G - ~ )  tung gibt es also ein gaffes t a mit I q- t a derart, dag - - i f - -  = st ist. 

Damit eine Zahl t aus K die Eigenschaften der in den drei vorher- 
gehenden Absehnitten betraehteten Zahten t~, t~_, t a besi~zt, reicht es hin, 
dab t:>-0 ist und die Kongruenzen 

(6) t ~ t,., (modp) Iiir alle bei 2. in Betraeht kommenden p, 

(7) t ~ t s ( m o d l  '~+~) flit alle 112 , wenn genau l ~ in 2 aufgeht, 

erfiillt sin& (6) und (7) shad kompatibe] und tassen sieh dutch eine Kon- 
gruea~ 

t ~ to (rood n ) 

ersetzen, wo das Ideal It sieh a ~  den verschiedenen Primidealen p und 
zusammenset~ und gu ~o teileffremd ist. Nach Sara V der Ei~fleitung 
gibt es unend~eh vide nieht assoziiex~e total positive Primzahlen t, welehe 
- - t o ( m o d n  ) sin& Under diesen w~hle ich eine, die in 2 $ nieht aufgeht, 
trod nenne sie M~. 

Nach Satz I der Einleitung ist nan 

fiber alte m{2~ m~l r a =  ! (*) zu multipliaierea ist; ehemso ist 

) /  
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wo dieselben iv zu nehmen sind. Anderarsei~s isb nach Konstrukbion 

so dal~ a ~  den ~ e i  te~-~en Gleielnmgen folgt 

d .h .  die Kongmenz 
-- ~ ~ x~" (rood M~) 

ist 15sb~r. Es gibt daher in K zwei ganze Zahlen M~ und 2V~, so dab 

- -5= N~-- M~M; 
Nun seize ich 

(s) 
gitt. 

(i 0 0) f~ = - M1 N1 , 
N ,  -- M 

dann ist wegen (8) die adjungiert~ Yorm 

~ t F i =  O - - M r - -  N~ . 
o -  N~-- M~I 

club die Zshlen i und --  ]/1 dutch ft und /? l  simultan dargestellt werden. 

Daher besi~zt f~ die Geschleehtscharaktere - - ~ - -  = %; gehSr~ also dem 

Geschlecht yon f an, da offenbar fl  trod $'1 eigentlich pr~i'tive Formen 
sind, d. h. die Invarianten a ~ 91 ~ ~ ~- ~ ~ o besitzen. Dumit ist Hil~s- 
satz 1 bewiesen. 

H i l f s s a t z  2. Es gibt ein~ Substitution yon der Determinante +_ 1 
mit (ganzen oder gebroehemea) Koeffizienten aus K ,  welche die Form 

f =  - 1  
0 - -  

in die Form o o) 
fl ~- '-- M1 ~z1 

des Hilfssatzes 1 transformier~. 

Beweis .  DaB naeh Hilfss~tz 1 gemeinsame GeseMecht yon f u n d  

wird ~ttrc]l die W e l ~  der S y m b o | e "  " ~ ' ( S - ~ ) = "  '-'(M~_~) bestimmt. Hierbei 

kommen fitr m alle in 2 M 1 ~ a~geheJaden Primide~le sowie die Zeichen 1 ~) 
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in Betracht. Ich werde jetzt zeigen, dab es in K eine ganze Zahl 50 
gibt, welche flit a l e  diese ~v die Gleichungen 

, ( 9 )  - - ~ - - / =  A- 1, - -  = § 1 

erfiillk 

1. Es sei W = 1 ('~. Dann wird (9) wegen M ~ > - 0  ~ jedes ~o>-0  
erfiillt. 

2. Es sei re = (M1)-~ 2. Dann ist fiir jedes nicht dutch M 1 teilbare 

das Symbo} ~ (---MT~)] ~1 ~ q-1 ;  und unter allen diesen ~1 gibt es sigher 

aueh solche, f i r  welehe \--(i-~--) =- -~- 1 gilt; z. B. hat ~ ~ ~ 1 diese 
Eigenschaft. 

3. Es sei m i~, re ~- 2 '). Wegen (tl / i ,  ~) = o gilt dann (9) fiir jedes 5o, 
das nieh~ dureh iv ~ei/bar isk 

4. Es sei iv ~-1!2 .  Es gehe I zu genau k-ter  Po~nz  in 2 auf, und 
man betraehte ein System yon qo (ff~+l) inkongruen~en nieht dutch ~ tefi- 
baren Zahlen $~ modulo ff~+l. Naeh Satz I I I  der Einleitung geniigen yon 

diesen mindestens die H~lf~ der Gleiehung (-~It '~) = + I ,  und gteieh- 

fails mindestens die Hilf te  der Gleichung ( ~ ) =  -a t- 1. Diese beiden 

GleicJaungen tassen sieh also dann und nor darm nieht dutch dassetbe $o 

jedes ~, mit "~'(--~->-) -= + 1  die Relation " --'('M",i-:S~ ) : - -  I, el~q,~l[ en~ w e n n  ffir 

" " "'(=Ii'~= ) = - - 1  die Relation - - -  - ( % - - ~ ) =  + I  erfiillt ist; d. h. fiir m i t  

alle r miil~te 

geiten, t i e raus  folgte dureh Zerlegung der Normenrestsymbole 

denn die Inke  Seite ist jedenfalls + 1 f&r I= = - - 1 .  Daher wire aueh 

Ieh se~ze jetzt ~ = ~ ~=; dann wird 

<-) = (@), - 

" 5  Falls  es ao/ehr 1~ gil~. 
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Hierin haben die beiden rechten Seiten den gleichen Weft; denn es ist 

/ -MI ,  
\ - f -~ ' )  ~ atle zu [ primen ~ ,  al~o aueh fiir --~o., den Wart + t 

hat. Damit also die linken Seiten yon (11) beide den Wert + t Ruben, 

dal~ die Gleiehung ( - ~ ) =  ( ~ ) e r f i i l l ~  ist. Diese Glei- genfigt es, 

Ist [ ~ die hSehs~e Potenz yon [, die in ~ aufgeht, so gilt darm 

fiir alIe $~ =--- $ ~  (modl'~+~*+l). 
Damit ist festgestellt: Zu jedem Primideal iv l 2 M r S  gibt es eine 

ganze Z~hl $~ von folgenden EigenseRuften: 

I. Ist ro + 2, so sind fiir jedesr o ~ r (rood iv) die beiden Gleiehungen 
(9) erfiitlt; r ist nieht dutch iv teilbar; 

II.  Ist iv = ~ 12, so sind ~ jedes Q ~ ~, (mod ro e') die beiden G|ei- 
chungen (9) erfiillt, ttierin istentweder k ' = 2 k +  1 und 1 + ~ ;  oder $~, 

! und ~ enthatten genau dieselbe Potenz 1 ~ von ~, und es ist k' = 2 k T ko + t .  

Die den versehiedenen m entspreehenden Kongruenzen lazsen sieh nm~ 
gleiehzeitig clutch eine Zahl r befriedigen, nnd zwar daft man dabei fordern, 
daft ~'o totM positiv ist und mit  2 M~ ~ hSehstens solehe l~imteiler ge- 
meinsam hat, die aueh in 2 aufgehen, und zwar in keiner hSheren Poteaz, 
als sit in $ auftreten.. Dieses ~o gentigt s~tmtlichen Gleichungen (9). Die- 
selbe Eigenschaft hat jede total positive Zahl r  Von 
dem Ideal (~-o) spalte ieh den grSBten zu 2 retativ primen Faktor b ab. 
Dann is~ aueh (I~, ~ M ~ , $ ) =  o; b ist also Repr~sentant einer Ide~lk]asse 
modulo 8 M~ ~. Nach Satz V der Einleitung enEa~ilt diese Idea/klasse tin 

Primideat ~. Dann ist -(~)) ~ eln Hauptideal ($) mit ~ -~_ $o (rood 8 M x $) 

und ~ :>-0, so dat~ wegen r  aueh $:>-0 ist~ Die ZaM r erfiillt also 

die Bedingungen (9) und hat aul~er etwaigen in ~ aufgehenden Primfak- 
toren nut  den Primteiler $, tier nieh~ in 8M~ ~ enthalten ist. Aus dem 
Reziprozit~tsgesetz (Satz I der Eirdeittmg) fotgt nun genau wit beha Be- 
weise yon Hilfssatz I ,  daft attch 
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gi|t. Mit Riicksieht auf (9) geIten also die Gleichungen 

(12) -= ~- 1, == + 1 

fiir apse Primicleale iv' uad flit i v ' :  1 u). Nach Satz II  der Einleitung 
sind also die beiden Diophantischen Gteichungen 

(t3) C ~ - - v ~ - - = w  "- und --Cu~+M~v~=w~ 
in ganT.en Za~en u, v, w und ul,  v~, w 1 aus K tSsbar, die nicht alte Null 

sincl. Da -- i ,  • C, 311, M1 keine Quadratzahlen des KSrpers K sind (vgl. 
T 

Vozaussetzung 1 dieses Paragraphen), so sind atIe sechs Zahlen u . . . . .  w 1 
yon 0 verschieden; insbesondere is~ u=~ 0, ul=b 0. Aus (13) folgt 

(14) -;u:=f(O,w,v), - c ~ :  = f ~ ( w .  v . 0 ) .  

Nach Satz V der Einleitung gibt es unendlich viete nich$ assoziierte 
Primzahlen Z _~1 (modS~C).  Dann ist aber 

(15) \ ~ )  : ~- 1 

flit alle m12~$ und m =1(')'~), also gilt (15) nach Sat~ I der Einleitung 
auch IiiT r0 = (Z)  und Iolglich fi~ jedes m. Nach Satz II  ist daher die 
Gleichung 

(16) zv~+ ~Cv  ~ =  w ~ 

in nich~ s~m~lich verschwindenden ganzen ZaMen U, V, W aus K 15sbar; 
und da ~$ nicht das Quadrat einer KSrperzahl ist, so ist U =~ 0. 

l~erner folg~ aus (12) und (15) flit jedes to 

,,~,, ( ~ )  (% T-~--) ,--%--) : -{-, l - - } -  t . e . .ew.  + 1 =  -~ I ,  

audererseits hat die Iinke Seite dieser Gleichung nach Zusammensetzung 

den W e .  ( - ~ . ~ C ) , - - -  - so dab mit Riicksich~ auf Satz II  die Gleichung 

(17) - M, ZV: + v : :  W: 
mit U~ ~ 0 15sbar ist. 

Aus ( la )  v~d (16) folg~ 

(ts) z(~u)~= (~W)"- ~c(~v)~ ~-  $(vv) '~- ~(wP3 ~ 
= ~ ( u W ,  v V ,  - wV),  

~) Man braacht an dieser ~r nicht die Landausehe Versch~rfung des 
/~, ~C~ , 

He~keschen Satzes, cla wegen ~ - O  das Symbol L - ~ j =  -r-. fiir jedes ~4=0 ist. 
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aus (8), (13) und (17) 

z ( ~  ~ MI)~-= - ~ I ~ W :  + ~ ~  = - ~ i ~ , ~  ~ - ~ w : i ~  V: 

+ ~M:~;V;" = ~(~,~V~M~)"-- M: (w~L M~) ~ -  M1 ( ~ E )  ~ 
o "~ . M~(w~V~M~)  - - M ~ ( % W x + w x V ~ N ~ ) -  

Wegen der Homogenitgt yon (16) lmnn W - ~  w W '  dutch w teitbax 
angenommen werden. Setze ieh dann fll ~ -  V, ft.2 = O, f l ~ - ~ -  u W' ,  

f l ~ y . ~ - - f i ~ y ~ = - - w V .  Folglich sind wege~ (14) und (18) die Zahlen 
- - S u  ~ und Z ( u U )  ~ dutch f und F simultan darstellbar. Ferner mache 
ich die Annahme wl : W ~ = w~ W[ und seize flz = O, fl.~ = - -  ux W[  - -  VaN~, 

fl~ ~- - -  171 Mx ,  71 ---- w~, 70. = vl, ~'s ---- 0; dann ist flo. 7s - -  fis 7.~ = vx V~ M1, 

(14) ~ d  (19) die Zahlen -- ~ ~[  ~ d  Z (u, U~ M~) ~ a ~ c h  5 tma _,v 
simultan darstellbar sind. 

Folglich gilt wegen (3) eine Identit~t 

f ( z )  = ~r  + 
Q~ 

wo P, Q, R aas xx, xe, x s dutch eine lineare umkehrbare Substitution S 
mit Koeffizienten aus dem KSrper K hervorgehen. Ebenso ~ l t  

- - ~ z  : t - Z '  

wo P~, Q,, R~ aus x~, xe, x s ebenfa]ls durch eine lineare in K rationale 
Substitution S 1 hervorgehen. Daher besitzt die Substitution S-~S~  ~ T 
Koeflizient~n aus K und fiihrt die Form f in fl tiber; und da ]' und f~ 
diesetbe Determinange ~ haben, so ist offenbar T i =  + 1. Damit ist 
Hilfssatz 2. bewiesen. 

w 

Hi l f s s a t z  3. ~ sei eine ganze total positive ZaM des KSrpers K. 

- -  ~ sei nicht das Quad~t einer KSrperzahl, so dug K (~z~-~) nioht mit K 

identisch ist. Ist dann die l~elativdiskrimina~te yon K(Y~---~) dutch 
-jeden Primfak~r yon 2 teilbar, so t ~  sich ~ als Summe von drei Quadra- 
ten yon KSrperzahten darste31en. 

Beweis. 1. Die Zahl -- 1 sei in K als Summe yon zwei QuadraSen 
darsteltbar: 

_ l~_~a~J~-b  ~. 
Ma~hemati~che Zeitschrift. Xt I7 
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Dann ist sogar identisch in 

2. Die Zah| - - 1  sea nicht Summe yon zwei Quadraten. Die drei 
Voraussetzungen des vo~gen Paxagraphen sind erfiillt. Naeh Hilfssatz 2 kann 
f rationM in fl tranaformiert werde~, und da 5 die Zahl fl (1,  O, O ) =  1 
darsteJlt, so gibt es insbesondere drei Zahlen tl ,  t.~, t~ ass K ,  so da~ 

f(t~,$~,tz)=~t~"-- t:--- t:=l 
ist. Da hierin tt # 0 ist, so folgt die gesuehte Darstellung 

H i l f s s a t z  4. Es sei 1 ein Primfaktor yon 2. Es gibt eine ganze 
Zahl e des KSrpers K ,  die als Summe yon vier Quadraten darsteltbar ist 
und yon den Teilern der 2 nut  das Primideal {, und zwar genau in erster 
Potenz entlg41t. 

Beweis .  1. f gehe in 2 zu ungerader Potenz auf. Dsnn l~Bt sich 
setzen: 

wo ~ eine ganze Zshl aus K bedeutet, die jeden Primfaktor yon 2 ent- 
h ~ t ,  yon diesen abet das Primideal f nur in erster Potenz. Bedeutet  
nun /x irgendeine ganze Zaht mit (#,  2 )= :  f, so ist 

I " 0 e + (;) + (5 ;+ 
sls Summe yon vier Quadrsten darsteIlbax, und es gilt (e ,  4 ) =  I. 

2. f gehe in 2 in gerader Potenz stff. Dann setze ich 

2 = ~ f ' ,  

wo v eine ganze nieht dutch f teilbsre Zshl bedeuteK Es sei 2 eine 
ganze Zahl, in der genau die erste Potenz yon I aufgeht; dann gibt es 
zwei gauze ZsMen 7~ und 72 mit fq-Yx, so dall 

-~ r~ § ~'~ (rood l ~) 

gilt. Durchl~uft 5 ein System zu t primer modulo f inkongmenter 
Zahlen, so sind such die Zahlen ~ site modulo f versehieden; denn sus 
~t~._~ 8 '~ (rood f) folg$ ~ .~ +_ ~'_~ $' (mod I). Jedes 5 ist also quadra- 
r Pes t  r~ch f. Man kann 4aher 

r~ -_=z ,~ (rood 1;), ,, ~ ' 

set~em. L'~t~ nun hierin Ii,,~, so folg~ ~ m J ~ ( m o d l ~ ) ;  is~ aber f~7~; 
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ist. Es bedeute 1 ~ die in 2 aufgehende Potenz von 1; dann ist im ersteren 
Fan 2 ~ (~lzY (moa ?+'~). SeW ieh 

(21) e~ = 1 ~ +  (1 +~);+ (~)~ + ~, 
so gilt in diesem ersteren Fall wegen i~+~'~4 

Im Ietzteren Fall ist 2 ~ ((~lfl)~ ,-~ 2 (5~fl) ~ (rood [~+~); dann setze ich 

(22) e~ = ~ + ~ + (,~;/~)~ + o'-', 

and es wird 

e~ mig n ~ l  ira ersten, n =  2 im letzten Man setze nm~ ~a (,~fl).~ 

Fall. Dana ist nach (21) und (22) die Zahl ~ als Summe yon vier Quadraten 
darsteltbar und enth$1t, in gekiirzter Form geschrieben, im Nenner das 
Primideal [ iiberhaupt nicht, im Z~hler dagegen genau in erster Potenz. 
Also gibt es aueh eine ganze ZaM ,o 4 yon dieser Eigenschaft: 

4 

e,=.~Y,,~:, (e,, ~ )=I .  

Nun sei z eine ganze Zahl, die (lurch jeden etwaigen von I verschie- 
denen Primteiler I' yon 2, abet nicht dutch [ seIbst teilbar ist; ferner 
solt im Nenner von v% kein I' aufgehen. Endlieh werde eine ganze 
ZaM C so bestimmt, dab [ ':C, I' + z' und v v ' ~  eine ganze Zahl ist. Setze 
ieh dann 

e = ( ~ + ~ ' ) ~ + Z ( , ~ )  ~ 

so ist ~ ~ ~)tze 4- 2 ~ z ' ~  + v 'e eine ganze Zahl und 

O =~ e , ~  (rood I~), ~o~C~ ~ 9 (rood I'), also ( 0 , 4 ) = 1 ;  

0 erfiiltt also die Forderungen des Hilfssat, zes. 
H a u p t s a t z  (Satz I). Jecle total positive Zahl aus K l~gt sieh als 

Summe yon vier Quadratzahlen aus K darstellem 

Beweis .  Es sei ~ irgendeiae total positive Zahl + 0 aus K. Ich w~hle 
eine ganze Zahl v~ =~ 0 derart, dat] v ~  gamz ist, und s e r e  4v~0~-~ 0~; 
dann ist t~ >-  0. Die versehiedenen Primfak~ren t, ( , . . .  yon 2 mSgen in ~e 
genau in den Potenzen Ir162 au~reten. Hierbei sind wegen 4 1 ~  
die Exponentea c, c '  . . . .  > 0. Es mSgen ~o~ ~', . . .  die zu I, [', . . .  ge- 
hSrende Bedeumng des ~ yon Hilfssatz 4 haben. Dann l~i$t sich die 
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Zahl "~ in der Form ~% ~c-1 e,c'-~ ... ~ schreiben, wo "~s~ '~ ganz sind, "~4 zu 

2 teilerfremd ist und @~ jedes tier Primideale ~, 1 ' , . . .  in genau erster 
Potenz enthglt. Nun setze ieh 

Dann ist ~ > - 0 ,  weil #~, 0, o', .... ggmtlieh > - 0  sind. Ferner is~ 
( ~ , 4 ) = ~ 1 ' . . . ;  ~ ~ ist also keine Quadra~zaM, und jedes der Prim- 
ideale I, 1 ' , . . .  teilt naeh Satz IV der ~inleimng die Relativdiskriminante 
des relativquadratisehen KSrpers K (V-- ~). Folglieh 1/i~t sich naeh Hilfs- 
satz 3 die ganze ZaM ~ als Summe yon drei Quadraten, also a fortior~ 
als Summe yon vier Quadraten darstellen. Nun ist aber 

(2 #~ ~)~ 0 ---; 

und hierin sind naeh Hilfssatz 4 die Zahlen 0, ~ ' , . . .  als Summen yon 
vier Quadraten darstellbar, lqaeh der bekaunten Identitgt yon L a g r a n g e  
t-gSt sieh atso auch das Produkt ~o~-~p ' r  in vier Quadrate zertegen, 
also aueh die gegebene Zahl v q ~ 0. 

Fiir # = 0 aber ist der Satz trivial. 

Anmerkungen .  1. In der Zerlegung z~ ---=_j~ einer total posi~iverr 

9anzen Zahl ,~ in vier Quadrate k6nnen die Basen ~, nieht immer ganz- 

zahlig gewghlt werclen. Liegt z. B. ein quadratiseher ZablkSrper K (Vm) 
mit quadratfreiem m ~ 3 ( m o d  4) vor, so hat bekanntlich jede ganze 

Zahl" desselben die Form ~ = a~q-b,~/~m mit ganzen rationalen a~, b,.; 

dann ist abet in ~V'~/~ der Koeffizient yon Vm dutch 2 teilbar, was na~iir- 

lieh nieht fiir jedes # der Fat1 ist. Es diiffte reoht sehwierig sein, za 
entsoheiden, ob in allen ZahlkSrpern die bei der Zerlegung der total posi- 
riven Zahlen in vier Quadrate auftretenden Nenner oder aueh nut deren 
Primidealteiler aus einem endliehen Wertevorrat gewhhlt werden kSnnen 

od~  ,~eht (vgL w p). 
2. Es gibt KSrper, in denen jede Zaht in zwd Quadrate zerlegt werden 

kann; z. B. ha~ jeder KSrper diese Eigensehaft, welcher V ~ - I  enthgl~. 

I t i l f s sa t z  5. Es sei ~ >- 0. Es sei ~ eine natiirliehe Zahl, a~ und a., 
zwei rationale Zahlen, 0 ~ a~ < a. z. Dann gibt es eine total positive 
Zah~ ~ des KSrpers K yon ~, so da~ a~-.<t~,.<a~ ~) ist, 
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Beweis .  Es seien K(~(1)), . . . ,  K ( ~  ~r)) s~imtliche reellen konjugierten 
KSrper ( r  ~ 1, da sonst nichts zu beweisen whre). Es gibt ein reelt- 
zahliges Polynom P (x)  yore Grade ~_~ r --  1, das fiir x ---- ~(~) (~ ---- 1 , . . . ,  r )  

den Wert  ~/aL+a~- hat, wo die Wurzel positiv zu neimlen ist. Dann ist 

z ' 

atso < a~ and > a~. Ich kann nun die Koeffizienten yon P ( x )  dutch 
benachbarte rationale Zahlen ersetzen, so dab tiir ein so eatstehendes 
rationalzahliges P o l y n o m . R ( x )  auch noeh 

al < R ( ~ ' ~ ) ~  (~) < a.~, R ( ~  c~')) > 0 (~ = 1, . . . ,  r) 

gilt; dann erRitlt R (~ ) - - r  die Forderung des Hilfssatzes. 

S~tz  2. Es sei m eine natiixliche Zahl. ,lede total positive Zahl 
eines algebraischen ZaMkSrpers K l~ilit sich Ms Summe einer /esten nu t  
yon m u n d  nicht yon K abh~ngigen Anzahl m- t e r  Potenzen yon total 
positiven Zahlen des KSrpers darstellen. 

Beweis .  H i l b e r t  hat folgende Vermutung yon H u r w i t z  bewiesen: 
Es seien m and r zwei natiirIiohe Zahlen. Dann gibt es eine natiirliehe 
Zahl N, rationale Zahlen al2 . . . .  , ar~ (2 ~ 1 . . . . .  N)  und positive r~tionale 
Zahlen ~ o , . . . ,  QN~ (tie nut  yon m uad r abhiingen, so dsB identisch in 

x 1 . . . . .  x, gilt 
2~ 

Hierin sei spezielt ~ - - 5 .  Man ersetze in (23) die Zaht m dureh m q-1 
and differentiiere zweimal nach x~; dann wird 

N 

= Z  (2 m + 1 ) Oz a~z (al~. xi  J:- . .. = a~;, x~) 2'~' . 
2 = 1  

Nun fiihre man an Stelte der x neae vier Reihen yon Variablen 

x (') (z----1 . . . .  , t )  ein, die der Bedingung 

x Y + . . . ,  x~ =I 

geniigen sollen. Dana liefert (24) dutch Addition der vier entsprechen- 

den Ident i t i ten  
4 4 N 

. . . .  ' "  . ~ 5 i ~ 5  ] " 

~) Der einI~ e'lement~re Beweis de Existenz einer solch~n Identltit finder 

sieh ixt der un~en zitierbsn Arbeit v~n Stridsbsrg. 
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Bedeutet q den Hauptnenner der N rationalen Zahlen - ~ - - 2  m+ l ~o~ a?z ,~  so 

ist 2re+l_ 9-if--- e~ a'~zq~" ganz rational und _~0- Folglich gilt 

(26) 2-i- x-~ (~. , 

~ = 1  r = l  

wo X,  eine lineare rationalzahlige Funktion yon x~ ~), . . . .  x~ ~) (~ = 1 , . . . ,  4) 
bedeutet und N'---~ 2 (2 m -~ 1) N q  ~ max (exa~) ist. N '  h~ngt nut yon m ab. 

�9 ,~.= I , . . . ,  2r 

Nun sei ~ eine total positive Zahl aus K. Nach Hilfssatz 5 gibt es 

ein a > - 0 ,  so da$ 2 ~ g ~ - < : 3  ist; dann ist also die Zahl ~ - ~ 2 > ~ 0  

und -<  1. Da sie > - 0  ist, so I/i$t sie na~h dem Hauptsatz eine Zerlegung 
in vierQuadrate zu; es seien -(~)% ( ~ I . .  . . . ,  4) die Basen dieser Quadrate: 

4 

Da sie -<: 1 ist, so ist jede der vier Zahlen 1 (~'>~ " - -  x i >-  0, es gibt daher nach 
dem Hauptsatz ~ jedes ~ vier Zahlen _,,~('), xa <=>, x~ <:>, x5 <") des KSrpers, 
welehe (25) Geniige leisten. Aus (26) und (27) folgt aber 

q . e . d .  

Anmerkungen .  1. Satz 2 ist .flit m--~ 2 nieht im Hauptsatz ent- 
halten, da dort die Basen der Quadrate nieht total positiv zu sein brauchen. 

2. Da~ die Hi lber t sche  Methode zur L~sung des Waringschen 
Problems, wie sie beim Beweise von Satz 2 benutzt wurde, sieh abkiirzen 
lieB, liegt natiirtich daran, daft Ganzzahligkeit nicht gefordert wird. Aus 
demselben Grunde e r ~  sieh die sonderbare Tatsache, dab der Satz fiir 
m ~ 3 ganz leieht und auf dem elementarsten Wege bewiesen werden kann. 
Naeh Le  Besgue  gilt ngmlieh folgende Identit~it: 

(28) p == ( ~ ) ~ { ( 2  -- a):~-- a~ (~ -- 1)~ + b~ ( c - -  t):~+ c~}, 

6~, ~ 3 3 
wO a = I + ~ - ,  b = 2 ~ ~ + a---- ~ ,  e = 2 1 + b ~ gesetzt ist. Hierin sind 

die Kuben positiv flit v > 1, b ~- 1, a < 2, and diese Bedingungen liefern 
sukzessive 
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:1 
und in der tetzterL Ungteichung ist ] /  . . . . . .  1 + ~'~ ( 2 s). Ist nun p ~ 0 eine 

total positive ZahI des KSrpers K ,  so w~hte man nach Hilfssatz 5 eine 

~otal positive ZahI q aus K dexar~, da~ r - < q Z 6 - < l  ist, wo r einen 

13 7 8-- 1+f2 
echten rationalen Braeh > V 2 _ ~ r ~  1 bedeutet. Fiir dieses q gelten 

die Ung|eichungen (29); und (28) lieiert eine Zerlegung yon p in vier total 
positive Kuben. 

3. Landau  hat auf elementare Art bewiesen, dat] jede to~al positive 
Zaht als Summe yon Quadratzahlen des KSrpers dargestellt werden kann. 
Dies 1/il~t sich Iiir den Fall eines total reellen K6rpers fast unmittelbar 
in Evidenz setzen. Ist ngmlich ~ total reell und total positiv, so sind in 
der irreduziblen Gleiehung flit $ 

n 
x " - - a l x ' * - z - 4 - a ~ x  ' ~ - e - ~  . . .  ~-~-(--1) , - - 0  

die rationalen Zahlen a 1 . . . . .  a ,  ss ;> 0. Nun ist 

~ ( a , , - 1  --7 a , _ . ~  ~ "  ~ . . . ) -~- a,~ - .~ a , , _ ~  ~ "z ~ a a - 4  r ~ -  . . . ; 

oder, wenn an-, ~-a,_: ,$ e - -  . . .  == ,, gesetzt wird, 

c -~- ~ 7 ~ r  - r - . . . )  ( a n - - a , ~ - z . .  T " ' ~  "----- ~,~t 0-~-  l "  ~ e ~  , �9 

WO die Zahlen bo, b~, b:, . . .  positiv rational sind. Ihre Anzahl ist, da 
5 ~(~-~) die hSchste rechts auftretende Potenz yon ~e ist, genau n; jade 
yon ihnen zerf/s nach dem Satz yon Lagrange  in vier Quadrate; folg- 
}ich 1/i~t sich $ in 4n  Quadrate zerlegen. 

w  

Aus dem Hauptsatz hat H i l b e r t  gefolgert, da$ jedes rationalzahlige 
positiv definite Po!ynom sieh als Quotient yon Quadratsummen rational- 
zahliger Polynome darsteUen t ~ t ;  und Landau  hat sogar gezeigt, dab 
man ~edes sotehe Polynom ats Summe yon aeht Quadraten rationalzahliger 
Polynome schreiben karm. Es ist" leicht, diesen Satz auf trigonometrisehe 
Polynome zu iibertragen. 

i 
s /  a,-- 
! ~ +V2 



264 e. Siegel. 

Satz  3. Es sei 

f(~o) = ~ a ~  cos ~ o  + b~ sin ~ 

ein trigonometrischesPolynom mit rationalen Koeffizienten a~, b~. f(50) sei 
nieht-negar definit, d .h .  flit atte reelle~ ~0 sei f (~0)~  0. Dann gibt 
es eine Darstellung yon f (~)  aIs Sunnne yon acht Quadraten rationa]zahliger 

trigonometrischer Polynome in ~ 

S ~ e n 

~ = 1  v = O  

Beweis .  Ich setze tg-~ : x , .  d a ~  ist cos~o ~ 1-z'~l + x "-' sin ~v = y~:_2-e-: 2,2x 

und f (~) ( 1 -k x~) n geht iiber in ein rationalzahliges Polynom yore Grade 2 n ,  
das fiir keinen reellen Weft seiner Va~iablen x negativist .  Nach dem 
erwiihnten Landauschen  Satze ist daher 

8 

f(ep) (1 -b x'~) "~ = ~ hz (x)", 

wo h~(x) ein rationalzahliges Polynom n-ten Grades in x bedeutet. Nun 
8 

ist aber i-Ur~:~ = cos'-" .~, also f ( r p ) =  cos" + T h~ (tg Die Funk- 

tion cos" ~ h~ (tg ~ )  ist eia homogenes Polynom n- ten  Grades in cos .~ 

l i n d  sin ~ (~)  (30) erh~It, wenn jedes -~-, das die Form g). ~ aus Produkt 

cos ~ ~- s in"-"-~ (~ = 0 . . . . .  n)  linear und rationalzahlig dutch cos v ~- 

und sin~-~ (~ ---0 . . . .  , n) ausgedriickt wird, was bekanntlich mSglieh ist. 

Naeh den oben genannten S~tzen von H i ! b e r t  und L a n d a u  kann 
man ]edes definite Polynom in eine solche Form setzen, dal~ seine eharak- 
teristische Eigensehaft ausgedrtiekt wird. Etwas Analoges liil]t sieh flit 
Polynome bewirken, die fiir alle pos~ven Werte der Vaiiablen selbst 
positiv sind. 

Sa tz  4. Es sei f (x)  ein rationalzahtiges Polynom .n-ten Grades, das 
flit alte positiven x selbst positiv ist. Dann gilt eine Darstellung 

I ( z  + q, (x)) 

('~:) f(x) ~ c - .~:  .................. , 

j l ( z , +  q,* (~)) 
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wo c eine rationale Zahl > O, q,(x) und q~*(x) Summen yon viex Qtm- 
draten rationalzahliger Polynome in x bedenten. ])even Grade, sowie die 
Zahlen n~ und n~ hingen nut yon n a b .  

Bewels .  Jeder irreduzible Faktor yon f(x) ist > 0 fiir x > O; 
ferner hat da~ Produk~ zweier Ausdriicke yon der Form der reehten Seite 
yon (31) wieder diese Form. !ch darf daher f(x) Ms irreduzibet voraus- 
setzen. Es sei f (~ )= :  0; dann ist nach Voraussetzung - -~  total positiv. 
Nach dem Hauptsatze gibt es also vier rationatzahlige Polynome g~(x) 

4 

7 
( v = l ,  . . . ,  4) vom Grade n - - I ,  so d a f t - - r  ~ ist. Daraus 

folgt 
4 

2 

wo fl(x) ein rationalzah~ges Polynom isL und zwar vom Grade ~z -  2 
flit n ~ 2, vom Grade 0 fiir n-----1, fx'~x) hat also kleineren Grad ats 
f(x);  ferner ist nach (32) f~(x) :~0  flit x > 0 .  Ist nun f~(x)racht 
kolmtant, also n ~ 2, so wende man auf jeden der endlich vielen irre- 
duziblen Faktoren von fl (x) dieselben Schliisse an. So ergibt sich mit 
Riicksicht auf (32) nach endlich vielen Sehritten flit f(x) ein Ausdruek 
der Form (31). 

Fiir eine weitere A~wendmlg des Hauptsatzes gebrauche ich einen 
Hilfssatz, der an und fiir sich Interesse besitzt und mit gewissen Siitzen 
yon L a g u e r r e  zusammenh~ngt. Ein Beweis desselben, der yon E. Mei~ner  
gegeben worden ist, wird dutch geometrische Betrachtungen ersehwert; 
daher mSehte ich ih~u bier rein algebraiseh beweisen~). Der  Satz lautet: 

H i l f s s a t z  6. ffedes reellzahlige PoIynom f(x),  das fiir alle posi- 
riven x positivist ,  ist Quotient zweier positivzahliger l~ Polynome. 

Beweis .  Es gilt eine Zerlegung 
t" l T2 

f ( x ) : a H ( x - -  x , ) H  qJ, (x); 

hierin bedeutet a eine Zahl ~ 0, rt die Anzahl der reellen Wurzeln von 
f (x) ,  x~, . . . ,  x diese Wurzeln selbst, 2r~ die Anzahl der imagin~iren 
Wurzeln von f (x) ,  q~, (x) elm reellzahIiges definites qu~at isches  Potynom 
der Form x ~ a~x + fl,. r i oder r~ kSlmen, auch 0 sein; dann fallen 
die entsprechenden Faktoren eben for~. Nach Voraussetsung ist f ( z )  > 0, 

~) Der Sa~z ]st in aUgemeineren Resultaten von Curt i s s  oder Fekete un@ 
P61ya enthalten, deron Bewoise jedoeh sch~deriger sind. 

1~ D. h. atle Koeffizienten sind ~ O. 
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also ~ 0, fiix x > 0; demnach sind die Zahlen x 1 . . . . .  ~1 --< 0. Daher 

ist a H (x - x,,) ein positNzahliges Polynom. Nun ist das Produkt zweier 

positivzahIiger Polynome wieder posi~ivzahlig; der Satz braucht also nut 
fiSr das definite Polynom ~ ( x )  bewiesen zu werden. Von den beiden 
reellen Zahlen - - ~  and ~. is~ fi~> 0; ist auch - - ~  > 0 oder ~-0,  ~o 
ist q0(x) selbst positivzahlig. Da&er bleibt nut noeh der Fall zu be- 
handeln, dab r > 0 ist. Es sei ~p~ (x)-~-99(x), e~ = ~, f t . =  fl~ 

Unter n verstehe ieh eine sp~iter n~her zu fixierende Zahl und setze 

Die Koeffizienten yon y~(x) sind al!e ~ 0 mit etwaiger Ausnahme des 

Koeffizienten yon x ~', weleher den Weft c . =  ( 2 . ) / ~ , _  ~ .  besirzt. Da 

~v(x) definit ist. so is~ die Diskriminan~e ~ - - 4 / ?  < 0, also die positive 

Zahl q = : ~  < t. Es gilt. 

da nun naeh der Stir l ingschen Formel 

ist und Vnq" mit waehsendem n gegen 0 strebt, so l~iBt sieh ein n ---- n ( a )  
dexart w~ihlen, dab die linke Seite yon (33), also aueh c., > 0 ist. Bei 
dieser Wahl yon n ist das Polynom ~ (x) positivzaJalig. Damn ist 

Z (x~+fl)~-~-~ (a-z) z z(x) 
2 = 0  

Quotient zweier positivzah/iger Polynome v/(z) und Z(z). 

Zusatz .  Die Darstellung kann So gew~hlt werden, daft die Koeffi- 
zienten von ~ e r  und Nenner dem KSrper der Koeffizienten von f(x) 
an~hSren. 

Beweis .  Ohne Be~ehriinkung der Mlgemeinheit sei f ( z )  nicht dutch x 

t~itbar. Es sei f (z )  ~ ( ~ )  eine Darstellung von f (x)  ads Quotient 

posiVivzahliger Po!ynome. ~ n  e~waiger gemeinsamer Fak~or x in g~ und h~ 
k6nnte fortalividiert werden, ohne die Ar~ der Darstelhng zu ~ndern; 
daher ka~n 

g , ( z )  = a + . . .  + 
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(nach d;eigenden Potenzen yon x geordnet) mit  a > 0, b .> 0, m ~ t 
angenommen werden. Ieh seize nun 

g,~ (x) = ( t  + z + . . .  + x ' - l ) g ~  (x?; 

dann hat fiir ]ede~ v der Reihe 0, 1 , . . . ,  2m -- I der Koeftizient yon ~ "n x 1 ~ ( x )  
einen TOsitiven Weft. Da abet g-z (x) = (1 + x + . . .  + x ~-x) f(x)hz(x) 
eine stetige Funktion der Koeffizienten yon /'1 (x) ist, so kann man diese 
Koeffizienten dutch benachbar*~e nieht negative rationale Zahlen derart 
ersetzen, da~, wenn auf diese Weise das Polynom (I -r-x-r-~ ' . . .  q- x "~-I) h t (x) 
in h(x) iibergeht, die Koeffizienten yon h(x) f(x):=g(x) auch noeh 
positiv sin& Nun ist h(x) rationalzahlig; die Koeffizienten yon g(x)  

liegen daher im KSrper der Koefilzienten yon f(x), und f(x) g(x) = h3~i ist 
die gesuehte DarsteUung. 

Sa t z  5. Eine total positive Zahl a erzeuge den algebraisehen Zahl- 
kSrper K. Dann gibt es zu ]eder total positiven Zaht ~ +  0 aus K zwei 
Polynome g(x) und h(x) mit positiven rationalen Koeffizienten, so daft 

g(,~) 

istn). 

B e w ei s. Naeh dem Hauptsatze gibt es vier rationaIzahlige Palynome 
a 

Iv(x) (v =: 1, . . . ,  4) derart, dat~ ~ =~f~\~ (a) ~ ist; dabei daft angenommen 
$,~: t  

werden, dal~ di~ Grade dieser Polynome kleiner als der Grad yon K sind. 
Haben sie also einen gemeinsamen Teller x - - 2 ,  so ist 2 yon den Kon- 
jugierten zu a verschieden. Die Bezeiehnung sei so gew~l t ,  dab f~(a~) 
nicht identisch 0 ist; ferner sei f ( x )=  0 die irreduzible Gleichung fiir ~. 
Dann gibt es eine natiirliehe Zahl m,  so dal~ f~ (x) und t~ (x)~.~ m f (x i  
teilexfremd sin& Da nun fz (a) + f(a) = ~ (a) ist, so daft  man annehmen, 
da~ f~ ( x ) , . . . ,  f~ (x) teilerfremd sind, wenn man die Beschr~nkung fiber 

4 

ihren Grad aufhebt. Dann ist das P o t y n o m ~  f , (x )  = ~ ( x )  positiv de- 

finit, also a fortiori >--0 fiiz x > 0. ~ach Hilfssatz 6 mad Zusatz gibt 
es daher zwei Polynome g(x) mad h(x) mJt positiven rationalen Koefil- 

g(x) ist. Dabei darf ieh h(a)+ 0 annehmen, da zienten, so da~ q~(x)~--~-(~ 

ieh sonst nut  die Koeftizienten yon g(x) und h(x) dureh benaebbarte za 
ersetzen brauehe (vgl. die Uberlegtmg beim Beweis des Zusatzes). Daher 
gilt (34). 

*~) /)aft umgekehrt jodo Zaht ~ der Form (34) ~>-0 ist, ist t~ivi~t. 
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A n m e r k u n g e n .  1. Beim Beweise yon Satz 5 ist nirgends davon 
Gebraueh gemaeh* worden, daft a total posit ivist;  der Satz gilt also fiir 
iedes atgebraisehe a, 

2. An Stelte des I-Iauptsatzes kann beim Beweise der oben (Satz 2, 
&am. 3) erwiihn~e (elemeatar beweisbare) Landausehe Satz fiber die 
Zertegung total positiver Zah]en in Quadrate benutzt werden. 

3. In (34) kann der Nenner h(~) nicht entbehrt werden. Ist  z. B. 
a reetl und eine der Kon]ugierten a' ebenfalls reett-and > ~, so ist 
g(a ' )  :>g(a)  far jedes positivzahlige Polynom g(x). Nun gibt es sieher 
KSrperzatden ~ mit ~ <  ~:, und ein solehes $ kann daher nieht die Form 
g(a) habea. 

w 

Es gibt KSrper, in denen nicht ~ede total positive Zahl als Summe 
yon weniger als vier Quadmten sieh darstellen liiSt; z.B. gilt dies fiir 
den K6rper der ratioaalen Zahlen. Ich stelle im folgenden die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir auf, dal~ eine total positive ganze 
Zaht $ als Summe yon zwei oder drei Quadraten clargestellt werden kann. 

Sa~z 6. Eine total positive ganze Zahl ~ liiSt sich dann umt nut 
dann als Summe von zwei Quadratzahten schreiben, wean fiir alle Prim- 

ideale r0 2~ das Symbol ,--fb--/ den Wert -7-1 hat. 

Beweis. Damit ~ Summe yon zwei Qaadraten ist, ist notwendig 
und hinreiehend, dab die Diophant isehe  Gleichung 

(35) ~x ~-- y ~ =  z '~ 

im KSrper yea ~ 16sbar ist (ohne dat~ x, y, z alle drei 0 sind). Is~ 
:f~mlieh dabei x -~  0, so ist - -1  ~ ~ Quadratzahl des KSrpers, uad dann 

- - (i$~2 I)~ (35) l'~l]~ sieh aber nach Satz II  der Ein- gilt ~ ~ C:5.)-9 ~" -~ " 

teitung dann und nut dann 15sen, wenn fiir alle Primideale m i2 ~ das 8ymboI 

~ro 1 = 1 ist; die Gleiehung ~ + 1 gilt n~tmlich fiir atle ~ ;>- 0. 

Sa tz  7. Eine total positive ganze Zahl $ lggt sich dann und nur 
dann Ms Summe yon drei Quadra~zahten schreiben, wenn fiir alle Prim- 

ideale 1~2 die '~leiehung (x--: 3 )  = (221~- 1 ) e i ae  L6mmg x hat. 

Beweis,  Damit ~ Summe yon drei Quadraben ist, ist notwendig 
und hinreiehemt, dab die Diophantisetm Gleiehung 

im KSrper van ~ in nieht s~mtlich versehwindendea ganzen Zahten 
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x~, Yl, za, ta 16sbar ist. Is t  ngmlich dabei x~---~ 0, so i s t -  i Summe 
yon zwei Quadraten, und nach (20) jedes $ des K6rpers ,in drei Quadrate 
zerlegbar. ][st (36) 15sbar, so kaml dabei t 1 =~ 0 angenommen werden. 
Es bedeute f die in (36) links stehende tom, re  Form und F ihre Ad- 
jungiex~. Es sei x + 0 eine simul$an mit t~ durda F daxgestellte Zahl. 
Dann gilt, da auch - -1  and + 1  dutch f and F simuttan darstellbar 
sind, nadla dem Ergebnis yon w 1 flit alle ro (d. h. to ~ Primideal und 
ro = 1 (.3) 

tlz~ . 

also 
/ - 1 ,  - I ~  

und letztere Gleiehung gitt speziell far iv - 1 .  Ist umgekehrt diese Glei. 
chung ffir x 15sbar, wenn iv = [ i s t ,  so ist sie far beliebiges iv 16sbar 

da far alle Primideale 1~ + 2 das Symbol -f-l~'w- t_) + 1 ist. Aus den 

Uberlegungen yon w 2 ergibt sich dann die LSsbarkeit yon (36).  

A n m e r k u n g e n .  1. Die Sitze 6 und 7 liefern natiirlich fiir den 
KSrper tier ra~ionalen Zahten die bekannten Res'dtate:  

Ist  ~ = n eine natiirliche Zahl und geht die Primzahl p # 2 in u 

b zu gerader Potenz auf, so ist - - 7 -  = -~ t, geht sie ia ungerader Poteaz 

auf, so ist k - - y - - / =  ( -  1) ; es ergibt sich also die Bedingung p _~ 1 

(rood 4) far jede Primzahl p, die in n zu ungerader Potenz aufgeht. Ist 
diese Bedingung erfiill~, so ist n Summe yon zwei Quadraten. 

s �9 ~ f _ _  Ich setze n - - 2 " n ' ( 2 + n ' ;  r > 0 ) ,  x = = 2  x ( ~ + x ;  8~> 0); dannist  

= ~ J = (5_~_) ( . _ ~ _ )  _ y . ~ _ )  
n' 1 x', 2 ~ n', 2 ~ 

= ( - - 1 ) - T - " +  ~ ,,+ ~ -  . . . . .  - -  

(-- 1, ~-- 1"~ 
Damit  die rechte Seite den Wef t  ~ - - ~ - - - )  := -- t hat, mug der Exponent 

ungerade sein, also 

n ' ~ - t  ~ n'-" 1 z ' -  I - -  1 ( rood2) ;  x ' ~  l r A - - - v - -  s-r- ~ 
8 2 - -  

trod diese Kongruenz lii~t sioh nor dann durch kein Zahtenpaar s, x '  be- 

n r ' ~ l  _ n ' + l  = 0( rood2) ,  n ' ~ :  7 ( rood8)  ist, friedigen, wenn r gerade, 8 - -  "2 --  

also n yon der Form 4 i ( 8 m  -}- 7) ist. In jedem ancleren Fall is* daher n 
in drei Qua(Late z e r l e g b a r .  



270 C. Siegel 

2. Von Interesse flit die Darstellung definiter Potynome durch Qua- 
drate ist der Fall } = ~ -  i in einem total imagin~ren KSrper. Nach 
Satz 7 lautet i ~  dieses } die Bedingung iiir Darstellbarkeit dutch drei 

. \ / - - ] ' ~ r  ! 
Quadrate (-T-)~-~,~--l'i---), also (7L1::1-7-~)-~- + 1  fiir jedesl~2. Dies ist 

abe~ nach Satz 6 die Bedingung flit Dazstetlbarkeit durch zwei Quadrate. 
L~Bt sieh also - -1  als Summe von drei Quadraten darstellen, so l'~t~t 
es sieh auch in zwei Quadrate zerlegen; und dies ist dann und nut dann 
der Fall, wenn die Kon~-~uenz 1 +  u ~ +  v~ 0(roodS) im KSrper 15sbar 
ist. Dann ist abel" nach (20) jede Zaht des KSrpem in drei Quadrate 
zertegbar. Damit also die ZaMen dries total imagin~en KSrpers s~imt: 
lieh Summen yon drei Quadraten sind, ist notwendig and hinreichend. 
dal~ die Zahi - -1 Summe yon zwei Quadraten ist, oder, anders ausge- 
driiekt, daI3 die Gleichung x~-+ y + +  z * ~  0 eine von der trivialen ver- 
sehiedene LSsung l~esitzt. 

w 

Wie ich bereits oben (Satz 1, Anm. I) bemerkt babe, weifl man nichts 
iiber die Beschaffenheit der Nenner bei der Zerlegung einer ganzen total 
positiven Zahl in vier Quadrate. Aueh die Landausche Methode zur Zer- 
legung in Quadrate iiberhaupt liefert dariiber nichts. Ieh behandle das 
Problem in diesem Schlul]paragraphen mit vollkommen elementaren Mitteln, 
muI~ aber die wesentliche Einschr~nkung maehen, dab der KSrper total 
reell ist. 

Satz  8. Es sei K ein total reeller KSrper. Ieh bezeichne seine 
total positiven Einheiten in irgendeiner Reihenfolge mit e~, % . . . . .  Dam~ 
gibt es eine nut yon K abh~ingige natiirliche Zahl d derart, dab jede 
total positive ganze Zahl ~ des KSrpers in der Form 

mit ganzen rationalen nicht negativen x~ (v ~:1, 2 . . . .  ) darstellbar ist. 
d~ l ~ t  sich also als Summe yon total positiven Einheiten schreiben. 

Bewei~  Der Satz ist trivial fiir den KSrper der rationalen Zahlen; 
der C~ad yon K sei also n :> 2. K ist total re+ell, besitzt also ein System 
yon n -  1 total positiven Gru:-~teinheiten ~ . . . .  , ~]~_~. Die n -  1 line- 
amn Glei~kmxgen 

~ Die Zeiehen N trod 8 ~ w t e n  Norm .nd Spur. 
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sind eindeutig nach /~ l , - . - , /~a- ,  auflSsbax; ~md (38) gilt aach noch fiir 
1--= n.  tch setze m,-~-- [# , ] ,  . . . ,  m,_,--= [/z~_,],. H--= V~' "'" ~/~-1~-" 

~ , ;  durra isr die Einheit H ~ - 0 ,  also ~,~>-0, und N$,=N~. Der H 
Wahl der Zahlen m, . . . . .  , m~-i  zufolge gibt es mit  Riicksicht anf (38) 
zwei positive rationale Zahlen a and A (0 ~ a ~ 1 ~ A),  die nut  yore 
KSrper ubh~ngen, so dull die Ungleichung 

fiir jedes 2 == 1 , . . . ,  n gilt, Ieh uuterseheide nun zwei F~lle: 

1. SH ~ nA *~). Dann setze ich 

dies ist wegen (39) eine total positive ganze Zahl. Ferner ist na~h (39) 
v a t t  

- - -  \ A " 
Aus  d e r  U n g l e i c h u n g  

folgt dann rait (40) 

2. S H < n A a Dann ist a for t ior i  H -,~ ~ A, und aus N H == 1 folgv 
I 

Naeh (39) ist 

~J 

Ich setze in diesem Falle 2. 

dies ist wegen (41) eine total positive ganze Zahl. Ferner ist naeh (41I 

(An) ~-1 -- n tA--~n/ a 

(42) S$~ =< Z~ - ,~ kt2-;;~J 

~ ,m ~ei q = . (  : )"+ '  - :  ; dana ist 0<:q<:--2- <21, und uaeh (40} 

und (42) in jedem de, FMIe I . ,  2. 

0 (43) S ~  < ( 1 - - q ) S ~  -}- n,  ~e:>- und gar~z; 
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ferner is$ 

~ = H ~ = [ a ] / N - ~ ] H - - ~ & . H ,  resp. ~ I  a . . . . .  t/N~Iq_~.~" 
= L(A~),~-I j 

Jetzt veda]are ieh mit ~.z genau so wie vorhin mit ~; es ergibt sich 
analog zu (43) 

st,  + n, 
mit  

~ >-  0 und ganz, 

und ebeaso erhglt man 
~o = $ gesetzt wird, 

allgemein fiir k -~ 1, 2, 3 , . . . ,  wenn H o = H, 

(45)  ~ _ ~  == Ho.k-~2~:-i --= [aVN&~:_.2]Hs~_~. @ &~H~k-~, 

L(An) ~-i 

wobei tek-.z, &~-l, tek, / /e~_,  den Zahlea ~, r t~, H entsprechen. 
2n Ist nun bereits S~ ~-~- ,  so wende man das eben geschilderte Ver- 

l~ahren iiberhaupt nicht an. Ist abet E t  ~_~ 7 '  so ist nach (44) 

S~:o < ( 1 - - q ) S t  4- q - s t  = (1 - - q - ) s ~  < S~:. 

Ist auch noch S&. =>_ ~ ,  so ist ebenso 

S~ 4 < ( 1 - ~ ) S ~ , < ( 1  q ~ - - q )  S t ;  

allgemein fotgt also aus H ~ - e  ~ 2n nach (44) die Ungleichung 
- -  q 

S&k ~< (1 .... E )  S~. 
q k 

Da nun (1 ~ ~2/~k mit wachsendem k gegen 0 strebt, so gibt es ein k 

der Reihe 0, 1, 2 . . . .  derart, dal~ 85:+~ < 2_~ ist. Dann gehSrt aber die q 
total positive ganze Zahl ~.2~ einem endlichen Wertevorrat an; und ferner 
gilt wegea (45) eitm Zedegtmg 

(46) ~ ~-~a~E~ + . . .  @ a~E~ -i- &.~E, 

wo E~, . . . .  E~, E total positive Einheiten and a~ . . . . .  a~ ~icht negative 
ganze rationale ZaMen be(leut~n,. 
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Ieh brauehe ~lso deu Satz nur fiir die endiich vielen total posi~iven 

ganzen Zahlen $ mit  S~ < 2n zu beweisen. Nun sei Q =~ Q (~) die na- 
q 

tiirliehe Zaht 

- (Xa)'~-~ / A ,  '~-~ 
,471 Q = in  ! s :  ~! ~_)  , rain (~t:i)- . . . .  :(m;j > 

mit den Zahlen a und A aus (39). Fiir ~edes ~ := 1 . . . . .  n gibt es eine total 
A positive Einheit e~ derart, dag ezra-) < 1 fiir x # ~, abet Q < ez(z~ < a Q ist. 

In der Determinante , e}')! (z --" 1, . . . ,  n; i ~-- t ,  . . . ,  r~) sind also die 

Elemente der Hauptdiagonale zwischen Q und A a Q gelegen, alle andern 

aber zwisehen 0 und 1. Daher ist naeh (47) 

~- - -  (n! ~ ~' \~- Q) " - l >  Q - ' e ' ~ a )  ~ > 0 .  

Bedeute$ ferner E , i  die Un~erdeterminante yon ei(~), so ist 

\ n - 2  

, ~ t - 2  

Ieh setze nun 

~ )  ~ z  e (~ = / ~  ;. ~. { ~ = t  . . . .  ,n); 
) . = 1  

dann ist 

n , n - 2  

e ( i . , i z i=~ 'E~ , i : (~ '>Qn- l : ( "~ - - (n -1 ) ! (AQ)  S :  

also nach (47) Zi ~ 0. Aul~erdem sind die z rational. Folglieh gibt es 

~atiirliche Zahlen Yl, y,,, d, so daft ~ Y I ~ ' " + Y ~  ist; und da 

nut endtieh viele $ in Frage kommen, liigt sieh ffir alle dasselbe d w~rhlem 
Dann ist zugleieh fiix jedes total positive ganze ~ die Zahl de naeh (46) 
a[~ Summe yon total positiven Einheiten darstettbar. 

A n m e r k u n g .  Auf der reehten Seite yon (37) sind wegen dB~ 

FdS~] yon den x, yon 0 versehiedem Da = Xx~Se,.>~ n.Zx~ hgchstens L n -: 

es (ifir n > 1 ) beliebig l~teine ganze totat reelte total pogtive Zahle~ gibt, 
kann o~[enbar keine endliehe Basis 4er Form (37) existieren. 

M a g h e m a t i s c h e  ZeiCsellr ifr  ~ 1 8  
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Satz  9. Es sei K ein total reelter algebraischer ZaMkSrper. Es 
gibt eine nut yon K abhi4ngige natiirliche gahl t derarr dal] jede ganze 
total positive Zahl ~ des KSrpers K in der Form 

mit  ganzen 01, 0 e . . . .  aus K dargestellt werden kann. 

Beweis. Nach Satz 8 gibt es ein natiirliches d = = d ( K )  und gewisse 
total positive Einheiten EI,  E ~ , . . .  (unter denen auch gleiche vorkommen 
kSnnen), so dat~ 

. . .  

ist. Jede Eiuheit E kann nun in die Form Eo ~ gesetzt werden, wo E o 
eine Einheitswurzel oder (]as Produkt aus einer Einheitswurzel mit einer 
oder mebreren verschiedeneu Grundeinheiten bedeutet and, wie auch E~ 
in K tiegt. E o gehSr~ also einem endlichen Wertevor~at an. Ist E::~ 0, 
so ist auch Eo::>-0. Dann IgBt sich, wie in der Anmerkung 3 zu Satz 2 
elementar bewiesen wurde, E o im KSrper K in Quadrate zerlegen. Fiir 
jede der endh'ch vieten M5glichkeiten fiir E o denke ich mir eine solche 
Zerlegung gebildet; darauf w~hle ieh eine natiirliehe Zahl d' ,  die dutch 
jeden Nenner der hierbei auftretenden endlich vielen Quadratbasen teil- 
bar ist. Dann Iassen sieh also dis Zahlen d'~ als Summen yon ganz- 
zahtigen Quadraten darstellen, und das gleiche gilt yon d e e  ~ (d'E)~'Eo . 
Ich nehme jetzt fiir E speziell die total positiven Einheiten E~, E ~ , . . .  
und erhalte eine Darstetlung yon (dd')~ als Summe yon ganzen Quadrat- 
zahlen aus K,  so daiLdie Konstante t des Satzes ~-~ d d '  gew~tflt we~ten 
kann. 

Anmerkung .  Fiir die Anzahl der Summanden auf der rechten 
Seite yon (48) ergibt sieh auf diesem Wege keine yon ~ oder gar yon K 
freie Sdhranke. Aus (48) Iiift sieh nur entnel~m~en, da$ diese Anzahl 

Ft s l ~_ [---ff-j ist, w o n  den Grad voa K bedeutet. 
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