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[Jber A n z a h l e n  und  S u m m e n  y o n  Teilern.  

Von M. Kiseljak in Agram. 

w 1. Eine Ceshrosche  Funktion. 

Bei einigen sp~teren Untersuchungen werde ich die Funktion 
tOO bentttzen, die folgendermal~en definiert werden soll: 

Es ist t ( n ) ~  % wenn a don Exponenten der h~chsten~ in 
~ a a~ a2 . .p~ .ps . .p~o aufgehenden Potenz der Zahl 2 bedeutet; 

ftir ein ungerades n ist natiirlich ~(n)~-0. Diese zahlentheoretische 
Funktion wurde yon E. C e s k r o  ~) eingeftihrt; er behandelt sie nur 
ganz kurz und kommt bis zu den zwei Gleichungen 

-~. + .j  (]c) ---- "~ I 2--k--~-T (1) 
k = l  k : l  

und 

---- t (~). (2) 
d 

Dabei bedoutet j (x) die der Zahl x naehste ganze Zahl; im Falle 
1 

x ~ m --~ -~ (m eine nattirliehe Zahl) wird j (x) ~ m ~- 1 festgesetzt. 

Die Summe in (2) erstreckt sich tiber alle ungeraden Teiler der 
geraden Zahl 2n; t (n) bedeutet wie gewShnlich die Anzahl der 
Teller der Zahl n and I (x) die summatorische Funktion 

x 

• = ~ t  @. (3) 
k ~ l  

Ich betrachte gleich die Gleiehung (3); es ist offenbar 

a) Eventuulitds de la division arithmgtique. Annali  di matemat ica  pura ed 
applicatu, (2) 13 (1885), S. 269--290.  

Mo~atsh. fiir l~lathemar u. Physik. XXVII I .  ffahrg. 10 
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oder ktlrzer 
oo 

n ~ 2  

was wir auch so sehreiben k~nnen: 

(5) 

CO CO 

~ ~(~'1).~ + �9 (61 

Dabei ist bekanntlich 
1 

( x ) = x - [ , ]  2 

Die Funktion t (x) kann verallgemeinert werden. Ieh bezeiehne 
mit t,~(x) den Exponenten der hfehsten~ in x restlos aufgehenden 
Potenz der nattirliehen Zahl m. Es ist offenbar 

x 

I.. (z) = ~ ~ (k) = 
k ~ l  

= o  x + m - - l ~  §  ~ + ' ~ - 2 - F . . . - F 0 .  L m  ,~ j-F 

[x+,.,(m- [.+,. ,  (.-2)] 1 
~ - 2  L ma 1)] + 2  [ 7~  -j + . . . - F 2  -4- 

�9 "L m 8 J 

o oo  

oder ktirzer 
m - - ~  (:x3 

k ~ l  n ~ 2  

Es ist tibrigens auch ~) 
c o  

k ~ l  

2) j .  j .  S y l  ve  s t e r~ On arithmetical series. The Messenger of Mathematics, 
21 (1892), S. 1 - -19  und 87--119.  Unsere Gleichung (8), die S y l v  e s t  e r  so 
sehreibt; 

n _ ~  ~b n 

befindet sleh im ersten Paragraphen seiner Arbelt. 
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Falls die beliebige Zahl m durch eine P r i m z a h l  p ersetzt 
wlrd, so hat dann - -  abet auch nur dann ~ die summatorische 
Funktion Ip (m) eine besondere Bedeuttmg; es ist jetzt Ip (x) der 
Exponent r der h~chsten~ in x l aufgehenden Potenz der Zahl 2o2) 
Um einen - -  ftir ein ganz beliebiges m gultigen - -  asymptotischen 
Ausdrack fur die Funktion I ~  (x) za erhalten~ kann man ebenso 
vorgehen wie beim Beweise der - -  nur flit eine Primzahl p gift- 
tigen - -  L e g e n d r e schen Formel ~) fur h also folgendermagen: 

Um die Potenz yon m zu bestimmen~ die insgesamt in den 
Zahlen 1~ 2~. . .~  x enthalten ist~ schreibe man x im m-adischen 
Zahlensystem 

Es ist dann 

z~ (x) = x - -  ( % §  % + . . . - [ -  ~ )  . 
m - - 1  

(io) 

x 
L,~(x) 

m - - 1  

und der Mittelwert 

I,~ (x) 
t,~ (x) ~ llm 

x~cx~ 37 

Ftir m = 2 folgt sofort 
I (x) ~ x 

und der mittlere Wert  
~ ( x )  = 1 .  

Aus tier Gleichung 
(2 x) = ~  (x) § i 

folgt sofort der Satz 
t (2x) ~ 2, 

d .h .  

(12) 

m - -  1 
(13) 

(12a) 

(13 a) 

(14) 

d . h . :  D i e  Z a h l  2 b e f i n d e t  s i c h  in  j e d e r  g e r a d e n  Z a h l  
i m ~'I i t t e 1 z w e i m a 1 a i s F a k t o r. Sparer sollen daraus weitere 
Folgerungen gezogen werden. 

2) Vgl. S y l v e s t e r s  Formel (8) (s. oben) mit der identischen Formel (36) 
auf Seite 52 bel P. B a c h m a n n :  Niedere Zahlentheorie~ I, Leipzig 1902. 

4) Vgl. A. ~ .  L e g e n d r e ,  Zahlentheorie~ fibers, yon H. Maser~ 2. Ausg, 
Leipzig 1893, I. Band~ S. 19~ oder etwa B a c h m a n n  (I. c.)~ 8. 55, Formel 39. 

4.) Die Bezeichnungen slnd - -  wenn nichts Gegentefliffes bemerkt wird - -  
diejeniffen: die I~err L a n d a u  in seiaem Handbueh der Lehre yon der Verteilung 
der Primzahlen (Leipzig und Berlin 1909) beniitzt. 

10 ~ 

da die Anzahl der as yon der Ordnung log x ist und jedes ai < m~ 
folgt die Formel 

I ~ ( x ) - -  z ~,) (11) m - -  1 -~- 0 (log x) 
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Gleiehungen ( 1 1 ) u n d  (12) ktinnen aueh dutch Absehatzung 
der (endliehen~ weil yon selbst abbrechenden) Reihen (8) und (7) 
erhalten werden; im ]etzteren Falle ist das Fehlerglied yon der 
Ordnung log ~ x. 

w 2. Arithmetische Bemerkungen zur Lambertschen Reihe. 

Den mittleren Wer t  der zahlentheoretischen Funktion t (x) hat 
zuerst G. L. D i r i e h l e t  5) mit  Benfitzung der L a m b e r t s e h e n  
R e i h  e G) bestimmt. Dieselbe lautet bekanntlich 

co  
X ~ 

f(x) ~ - ~  1 - - x  k '  (15) 

oder in eine Potenzreihe entwickelt 

f(x) =b x ... + b, ,x , ,+. . .  
(16) 

= 

Dabei besteht die wohlbekannte Beziehung 

b~ = t (n), (17) 

worin ja die Quelle der zahlentheoretischen Anwendungen der L a m- 
b e r t s e h e n  Reihe zu suehen ist. 

Vom Standlounkte der Zahlentheorie hat sieh die L a m b e r t sehe 
Reihe nie besonders i~uehtbar erwiesen und es dtirfte sieh aueh kaum 
viel Neues darfiber sagen lassen, t I ie r  sell nur  gezeigt werden, dal~ 
man unter Anwendung dieser Reihe mitte]s ganz einfaeher Trans- 
formationen eine Menge elementarer zahlentheoretischer Satze erhalten 
kann~ deren Beweise auf  diesem Wege beinahe trivial sind~ wi~hrend 
man sonst zu ihrer Begrtindung immerhin einige Reehnungen brauehen 
wtirde. Den bier entwickelten Gesetzen fiber Teileranzahlen and 
-summen lie~en sich noeh weitere ahnliche S~ttze anreihen; es sell 
jedoeh nur an einigen Beispielen~ die wir im n~ehsten Paragralohen 
brauehen werden~ gezeigt werden~ dal~ die zahlentheoretisehe Ver- 
wendbarkeit  der L a m b e r t schen Reihe, wenn aueh nieht vielseitig~ 
doeh ioraktiseh night ganz wertlos ist. 

s) Uber die Bestlmmung asymptotischer Gesetze in der Zahlentheorie. Berlcht 
fiber die Verhandlungen dor kiinigl. PreuJL Akademie der Wissenschaften, Berlin 
18387 S. 13--15. Desgl. Werke~ I. Baad~ Berlin 1889, S. 351--359. 

6) Belnahe vollst~,ndige Literaturangaben fiber die Lamb ertsehe l~eihe 
findet man in einer unl~ngst erschienenen Arbeit des Herrn K. Knopp [tlber 
Lambertsche Reihen, Journal far die reine und angewandte Mathematik, 142 
(1913), S. 283--315], we gewisse ana ly t i s chen  Eigensehaften sehr verallge- 
meinerter L a m b e r t scher Reihen untersucht werden. Herr E. L a n d a u hat die 
Knoppschen Resultate verallgemeinert, indem er nachgewiesen hat, dal~ einige 
u entbehr]ich waren u seine Arbeit: Sur les sdrles de Lain bert,  
Comptes rendus hobdomadaires des sdances de l'Acadgmle des Sciences, Paris, 156 
(1913), S. 1451--1454. 
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Setzen wir in (15) x = y~ ein~ so erhalten wir die Reihe 7) 

c ~  
.y2~ 

(18) 

und daraus die Potenzreihe 

L @ = . . . .  

= U s + + 2 y " +  3y + 2y 
(19) 

Der  allgemeine Koeffizient an dieser Reihe (19) bedeutet, wie 
wir uns leicht uberzeugen kSnnen, d i e A n z a h 1 d e r g e r a d e n 
T e l l e r  d e r  Z a h l  n. Die Reihe (19) kann auch unmittelbar aus 
(16) eben durch dieselbe Substitution x = y~ entstehen ; daraus folgt 
sofort das ganz elementare Gesetz 

a~n = b , ,  (20) 

d .h .  d i e  A n z a h l  d e r  g e r a d e n  T e l l e r  e i n e r  Z a h l  i s t  d e r  
A n z a h l  a l l e r  T e i l o r  d e r  H a l f t e  d i e s e r  Z a h l  g l e i c h .  

Dabei wird hier und sparer ~-  = 0 vorausgesetzt: sobald n 
keine ganze Zahl ist. m 

Die L a m b e r t sche Reihe welter verallgemeinernd~ erhalten 
wir die Reihe 

fro(y) - ~  1-- yk~ (21) 
k ~ l  

und die Potenzreihe 

f , .  ( y )  = cm y '~  "-]-- C2,~ y 2 ~  "-~ C3,. y 3 m  -]-- " " " --~- c n ~  y'~m 2t - " " , , ( 2 2 )  

welehe aus (15) und (16) dureh Einsetzen yon x = y~ entstehen. 
De r allgemeine Koeffizient c k bedeutet d i e A n z a h 1 d e r d u r e h m 
t e i 1 b a r e n T e i 1 e r d e r Z a h 1 k. Es ergibt sieh offenbar sofort 
die Beziehung 

c~m ~--- bn. (23) 

Derartige Probleme kommen in der Zahlentheorie vereinzelt 
vor~ s) die Behandlung mittels der L a m b e r t schen Reihe ist 
jedoch neu. 

~) Die Reihen (18) und (24) kommen schon auf Seite 288 der Arbeit yon 
M. C u r t z e  [Notes diverses sur la sdrie de L a m b e r t  et la loi dos hombres 
premiers, Annali dl matematiea pura ed appIicata, (2) 1 (1868), S. 285--292] vor, 
jedoeh im Zusammenhange mit ganz anderen Fragen. 

s) Vgl. z. B. E. L u e a s ,  Thdorie des nombres~ I, Paris 1891, S. 384. 
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Wenn wir nach den u n g e r a d e n Teilern einer Zahl fragen, 
so nehmen wir die Reihe 9) 

c o  
x 2 m - i - 1  

(x) (24) 
m ~ 0  

zum Ausgangspunkt der Untersuchung. 10) In dcr daraus entwickelten 
Potenzreihe 

~ (x) : d l  x -J- d2 x2 --~ d3 x~ -~- . . . - ~  d~x~-@ . . . (25) 

bedeutet der allgemeine Koeffizient d~ d i e  A n z a h l  d e r  u n g e -  
r a d e n T e i 1 e r der Zahl n~ was schon H e r m i t e a. a. O. bemerkt hat. 

Es ist offenbar 

(~) = f  (~) --f~ (x), 
also aueh 

d .  = t (n) - -  t ( 2  ) . (26) 

Zwisehen den Koeffizienten d~ und a,~ besteht die leicht zu 
beweisende Beziehung 

d,,.~ (n) = ~ ;  (27) 

mit Berticksichtigung des Satzes (14) schliel~en wir daraus: 
E i n e  g e r a d e  Z a h l  h a t  im  M i t t e l  z w e i m a l  so v i o l  

g e r a d e  T o i l e r  w i e  u n g e r a d e ,  

oder was dasselbe ist: 

D i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  dag  e i n b e l i e b i g o r T e i l e r  
1 

e i n e r  g e r a d e n  Za, h l  e i n e  u n g e r a d e  Z a h l  se i ,  b e t r a g t  ~-. 

Das frtihere Verfahren fortsetzend~ erhalten wit die allgemeine 
Reihe 

X X 2 X m - 1  X m-{-1 

f ~ ( x ) - l - ~ + l - ~ ,  ~-"+ 1-x,~-i t-1--~+1 +"" 
(2s) 

x 2 m - - 1  w2mJr-1 

�9 , . @  1__x2~-1  "-~ 1__x,~+1 @ " "  
CO X ~t 

9) Diese Relhe ist der Reihe "~ 1 - - ~  gleleh. Vgl. Ch. H o r m i t e ~  Sur 

los valeurs asymptotiques de qaelques fonctions numgriques. Journal fiir die reine 
und angewandte Mathematlk, 99 (1886), S. 324--328. 

c o  X n 
lo) Man kSnnte etwa auch yon der Reihe "~ - -  ausgehen~ weil die 

n = l l ' 3 v X  n 
Koeffizlenten der aus derselben entwickelten Potenzreihe den Differenzen zwisehen 
der Anzahl der ungeraden und der Auzahl der geraden Teiler der betreffenden 
Zahlen gleieh sind. Vgl. E. C e s s  La serie di L a m b e r ~  in aritmetica assln- 
totica. Rendiconto dell' Aecademia dells solenze fislche e malematiche di Napoli, 
(2) 6 (1893), S. 197--204. 
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und die entsprechende Potenzreihe 

/ m ( X ) - - - - e l X + ' e 2 Z 2 +  " ' '  + e n X n +  *., , (29) 

wo der al lgemeine Koeffizient e~ d i e  A n z a h l  d e r  d u r c h  m 
n i c h t t e i 1 b a r e n T e i 1 e r der Zahl  n bedeutet.  Es ist offenbar 

f~(~) =f(x) --f,~(x) 
und 

Auf  diese Wcise habcn wir  Teileranzahlen~ die verschiedenen 
Tei lbarkei tsbedingungen unterworfen sind: mittels der  L a m b e r t- 
schen Reihe zu der gewShnlichen Teileranzahl  t (n) in hiichst ein- 
fache Beziehungen gebracht .  [Vgl. die Gleichungen (20): (23): (26) 
und (30).] 

Die a,us den Koeffizienten a,,~ c .  I d~ und en gebildeten D i- 
r i c h 1 e t schen Reihen stehen in ganz einfach herzulei tenden Bezie- 
hungen zur R i o  m a n n schen Funk t ion  ~ (8). Es  ist bekannt l ich 
ftir 11) ~ (s) > 1 

--~ 5~ (s) ; (31) 
t (~) 

n s 

ebonso erhalten wir aueh 

a.  5 ~ (s) (32) 

n s - -  m s ~ \ (33) 

und 

d,~_~ - -  ~ (8). ~----A 1 
n s  ~s  (34) 

e~ ms--1 
n s _ _ ~ 2 ( s ) .  ~ 7  . (35) 

Diese D i r i c h 1 e t sohen Reihen k0nnen mittels der  Gamma-  
funktion auch mit  der L a m b e r t schen Reihe in Zusammenhang  
gebracht  werden. Aus der Definitionsgleichung der Gammafunk t ion  

oo 

r(s) =/e -~  xS-ldx 
0 

11) R. L i p s e h i t z~ Sur des sgries relatives s la thgorie des hombres. Comptes 
rendus hebdomadaires des sdances de l'Acaddmlo,des scienees~ Parls~ 89 (1879)~ S. 985. 
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folgen folgende Gleiehungen 
Leser tiberlassen) : 

,,=~ n~ r (s) 

2 8 

~' (s) = r (s) 

co 
c,~ 1 

~$ s 

~ (s) = t~ (s) 

n ~  - C ( s )  

~8 

U (s) = F (s). (2 ~ -  1) 

co 
e~ 1 

,,=1 ~ .  - -  r,(,) 

~ s  

~. (s) = r (s). ( m ' -  1) 

(die einfachen Reehnungen seien dem 

1 

f A  (x) 
o 

1 

fA (*) 
o 

1 

ff,~ (x) 
o 

1 

rio(z) 
J 

o 

1 

o 

1 

0 

1 

ff.(.) 
o 

1 

f f ~  (x) 
o 

( log x 

( ff-'.x 
log x 

( log x 

log x ,  x 

1.. 
log x 

--, (36) 

- - ,  (37) 

- - ,  (38) 

, (39) 

- - ,  (40) 

- - ,  (41) 

- - ,  (42) 

(43) 

Die mittleren Werte der zahlentheoretischen Funktlonen a,,~ 
c,~ d,~ und e,, sind leicht zu bestimmen und sind auch schon zum 
Tell bestimmt worden. Mit Rtieksicht auf die sp~tterea Anwendungen 
soilen hier nur die Resultate erw~hnt werden; es ist 12) 

1 n 
a.  = ~-  log -2- + o 0 ) ,  (44) 

13) Mi t  R i i c k s l c h t  a u f  d ie  b i e r  zu  ziehen~em Schl i i sse  k o m m t  es a u f  elne 
schi~rfere Absch~ tzung  ga r  n i ch t  an. Es  ware  n l c h t  schwer ,  die bedeu tend  sch~trfere 
Re la t i on  

n n n . 2 C - -  1 

k ~ l  

herzule i ten ,  w e n n  m a n  e lnem b e k a n n t e n  D i r  i r h I e t s ehen  Beisp le le  folgen wfirde. 
(VgL se ine  Arbe i t  : O b e r  die B e s t i m m n n g  der  m i t t l e r e n  W e r t e  in  de r  Zahlentheor ie .  
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d.h .  

Ebenso erhalten wir 

d .h .  

1 13) 
!~ a~ r -2- log n. (44 a) 

c. = log-- . + o 0 ) ,  (45) 

1 
c~ ~,~ m log n. (45 a) 

Dasselbe Resultat erhalten wir auch durch direkte Anwendung eines 
allgemeinen Satzes yon E. C e s ~ r % weleher so lautet: 1~) ,Le  hombre 
des diviseurs de n, don6s d'une certaino propri6t6, est asymptotique 
aa loffarithme de n, multipli6 par la probabilit6 qu'un nombre entier 
quelconque jouisse de la m~me propri~t6." 

Es  ist f e rne r  15) 

d~ r log ]/2 n (46) 
und auch 

e,  ~ log ]/m n ~ - :  . (47) 

Aus (44) und (46) folgt das bekannte Resultat 

(d,~ - -  a~) ~ log- 2 (48) 

und aus (45) und (47) das allgemeinere neue 

~)~ (e~, - -  c , )  ~.~ m - - 2  log n -~ 2 log m 
m 

m - - 2  (49) 
log n. 

m 

Abhandlungen dcr k~nigl. Preu/~isehen Akademie der Wissenschaften, Berlin 1849, 
S. 69--83. Desgl. Werke II. Bd, Berlin 1897, S. 49--66.) Man k~inn~e sogar das 
Restglied anf die Ordnnng 0 ('~'-x-. log x) herabdriickeu, wie es bei ~ t (n) sehon 
geschehen ist. Vgl. G. V o r o n o l ,  Sur un probl~me du calcul des fonctions 
asymptotiques. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 126 (1903), 
S. 241--282. 

lz) Vgl. E. C e s ~.ro, Sur diverses questions d'arlthmdtlque, Mdmolres de la 
Socidtd Royale des sciences de Liege, (2) 10 (188.q)~ Nr. 6, S. 135, und L, G e g e n -  
b a u e r ,  Asymptotlsche Gesetze der Zahlentheorie, Denkschriften der k. Akad. der 
Wiss., math.-naturw. Klasse: Wien, 49, I (1885), S. 37--80, Formel 170. 

14) Sur une proposition de la thdorie asymptotlque des hombres, Annali di 
mafematica pura cd appIicata, (2) 16 (1889), S. 178--180. 

15) Vgl. L. G e g e n b a u e r ,  1. c., Formel 166, welche lautet 

dn ~ ~-  {log n 

und Ch. ]~c rmi te ,  1. c ,  we die Formel 

zu finden is~. 
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Die allgemeinere L a m b e r t s e h e  Reihe ~) 
C<3 

z k 

g (x) = ~ (1-x~)~ (50) 
k ~ l  

hat bekanntlieh die besondere Eigensehaft~ da/~ in der aus ihr ent- 
wiekelten Potenzreihe 

- - - - ~ - x - - { - 3 x ~  - 4 x S ~  - 7 x ~ - t  - 6 x  5 - ~ 1 2 x 6 - - ~  - (51) 

-~- 8x 7 -~ 15x s ~- 13x 9 -~ 18 x~O-~... 

der allgemeine Koeffizient h~ die S u m m e  a l l e r  T o i l e r  der Zahl n 
bedeutet~ da~ also 

ist .  
Setzen wir in (50) 

eine Potenzreihe 

P h~ = j (~) (52) 

x - -  y~ ein und entwiekeln wit daraus 

g~ (y) = i~ y~ § ~, y~ §  § i~,~ ~- + . . . ,  (53) 

so zeigt uns eine einfache ~berlogung~ da~i der allgemeine Koeffizient iv 
d e r  h a l b e n  S u m m e  a l l e r  g e r a d e n  T o i l e r  yon n gleich ist~ 
d.h.  

i~=~f (n ) ,  (54) 
2 

wir mit f(n) die Summe allot geraden Toiler und im W e r l n  allge- 
d 

meinen mit [ ( n )  die Summe aller dureh m teilbarea Toiler VOaO 
. 2  

bezeichnen. Wir kSnnen aber auch (53) als unmittelbar aus (51) 
dutch eben dieselbe Substitution entstanden denken~ woraus sofort 

i ~  ~ h~ (55) 

folgt. Aus (52)~ (54) und (55) erhalten wir den Sa tz  
2 

;(o) 
Dabei ist uaturlieh ~ - = 0 ~  s o b a l d -  keiner ganzen ZaM 
gleieh ist. ~ m 

x6) Dieso Reihe ist~ wle sehon L a m b e r t selbst bemerkt hat~ der Reihe 
(30 

~t X n 

n~=l ~ gleieh. 
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f(n), S (n) sei die 
also 

es gilt dann 

wo C eine Konstante ist~ 
Es ist welter 

also auch 

und 

summatorisehe Funktion der Teilersumme 

n 

s ( . ) = 2  f(k). 

S (n) ~ C ~ ~ (57) 

auf deren Wert es bier nicht ankommt, x6~) 

n 2 

:f(lo=2a( ) c 1 =- = ~ - S  , -~ n (n) (58) 
k ~ l  

2 

f C. n (59) ~)~ (n) ~ 2 

2 

(60) 

d.h . :  D i e  S u m m e  d e r  g e r a d e n T e i l e r  e i n e r  Z a h l  i s t  im 
M i t t e l  d e r  h a l b e n  S u m m e  a l l e r  T e l l e r  d e r s e l b e n  Zah l .  
g l e i e h .  

Ebens0 folgt auch dor woitere Satz 

d .h . :  D i e  S u m m e  a l l e r  T e l l e r  e i n e r  Z a h l  ist  im M i t t e l  
v i e r m a l s o  g r o g w i e d i e S u m m e a l l e r T e i l e r d e r H i ~ l f t e  
d i e s e r  Zah l .  

Bezeichnen wir mit f(n) die  S u m m e  d e r  g e r a d e n  T e i l e r  
g 

d e r  g e r a d e n  Z a h l  n; es ist offenbar 
2 n  2 

k = 2  g 

und im Mittel 
2 s (n) . 

die Summe aller Teller der Zahlen 17 2, 37...7 2n ist S(2n)~ also 
im Mittel auch 

5' (2 n) 4 s ( .)  2 s (n)  
2n 2n n 

77 2 

Is~) C i s t  b e k a n n t l i c h  " ~  1-2" 
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d .  h .  
2 

(63) 
g 

oder mit Worten: D i e  S u m m e  d e r  g e r a d e n  T e l l e r  e i n e r  
g e r a d e n  Z a h l  i s t  im M i t t e l  d e r  S u m m e  a l l e r  T e i l e r  
e i n e r  b e l i e b i g e n  Z a h l  g l e i e h .  

Eine i~hnliehe Bemerkung batten wir aaeh bei der Gleichung 
(44) einschalten kSnnen; auf diese Weise batten wir den Satz 

9)~ t~ (n) c~ ~J~ t (n) (64) 

erhalten; dabei soll t~(n) d i e  A n z a h l  d e r  g e r a d e n  T e l l e r  
d e r  g e r a d e n  Z a h l  n b e d e u t e n .  Gleichung (64) besagt: 

E i n e  g e r a d e  Z a h l  h a t  im M i t t e l  e b e n s o v i e l e  ge- 
r a d e n  T e l l e r  w ie  e i n e  b e l i e b i g e  Z a h l  T e i l e r  t iber-  
h a u p t .  

Die aus den Koeffizienten i~ gebildete D i r i c h 1 e t sehe Reihe 
co 

E i~ i~ i~ i 6 
n s ' -  ~ ~ - -~V~-~V~-"  "" (65) 

ist wegen (55) und wegen der bekannten Gleiehung 

~o f(n)n, = ~ (s) .  C ( s - -  1), ~ (s) > 2,  (66) 

mit der R i e m a n n sehen ~-Funktion dureh die Gleichung 
2 

co 

T - -  2 ~-~ "~ (s) .  ~ (s - -  1) (67) 

verbunden. 

Hier sollen noeh die leicht zu beweisenden Gleichungen 

~ f (n) 1./g ( l_]S_adx (68) 
n s ~ F ( s ) "  ( x ) .  l og  x /  x ' 

1 

-x-) " x = ~ ( s ) ' r  (69)  
0 

2 

~f(n) 1 /g (1 ~)'-.'dx (70) 
n '  ~W~(s)" ~(x). og x 

~ t ~ l  0 
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und 
1 

g 2 ( x )  / 1 \ s - l d x  
. [ l o g ~ )  . x = ~ (~)" ~ ( ~ -  1 ) . - -  

0 

erw~hnt worden. 

Betrachten wir nun die allgemeinere Reihe 

c o  y~k 

g.(y) = ~ (~_y,~,9~, 
k ~ l  

1" (s) (71) 
~s �9 

(72) 

die aus (50) dureh Einsetzea yon x ~ y TM entsteht. Die Entwicklung 
yon (72) in eine Potenzreihe ergibt 

g , , ( y ) - - . j , y ' - ~ - j 2 ~ y ~ ' ~ - ~  . . , - ~ - j ~  y " ~ - ~  . . . ; (73) 

bier bedeutet der allgemeine Koeffizient Jk dea m ~ T e l l  t ier  
S u m m e  a l l e r  d e r j e n i g c n  T e l l e r  d e r  Z a h l  k, d ie  Vie l -  
f a c h e  d e r  Z a h l  m sind~ also 

5J Jk = (k). (74) 

Man kann aber auch (73) direkt aus (51) herleiten~ 
sofort 

und 
m 

sehliegen. ~Tt 

Um den mittleren Wert der Funktion j.(n) 
werden wir wie oben vorgehen und erhalten 

~( S' @ 

es besteht also der Satz 

Aus (78) und (76) ergibt sich der weitere Satz 

w o r a u s  w i r  

(75) 

(76) 

zu bestimmen~ 

(77) 

(78) 

(79) 
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Far  die aus don Koeftizienten j~ gebildete D i r i e h I e t sehe 
Reihe 

besteht die Beziehung 

ebenso aueh 

und 

o o  

f t  s 

~ n  

~ f(n) 1 .r 5(s 1), (80) _ _  �9 _ _  

n s 9 ' ;~ s 

m 1 

m 
~ - r ( ~  . ~-/ " x 

~ t ~ l  0 

(81) 

1 

fgo(x).(log• r(8). (81,~) 
X ] X ~t~ s 

o 

Wenn wir nach der S u m m e  d e r  u n g e r a d e n  T o i l e r  
einer Zahl fragen, so sehen wir, dal] die Beziehungon nieht mehr 
so einfaeh sind. Zum Ausgangsl~unkte nehme ioh die Reihe 

C O  
X 2 m - - 1  

-~ (x) = ~ (1 - x2.,-1)~, (82) 

woraus sich die Potenzreihe 

~ (~) = k l  x +  k~ x~ +1% z ~ +  ... + k . x ~  + . . .  

= x + ~ x ~ + 4 ~ 3 +  4 z , +  6 x ~ + s x ~ §  (s3) 
+ 8xT +Sx~ +13x~ +1~.1o +.. .  

entwickoln laBt. 
Ftir diese Koeffizienten It besteht die interessante Beziehung 

(2) 
k.  = 2' (,0. f (n) ; (840 

,J (2) 

f(n) bedeutet daboi die Summe aller Teiler der Zahl ungeraden d~ 
(,n) 

J im allgomeinen soil (n) die Summe aller dureh m nioht teilbaren 

Toiler dot Zahl n bezeiehnen. Da ja ftir alle ungeraden Zahlen 
t (n) ~-- 0 ist~ so ist 

(e) 

~,+~_-f (,~+ x)=f (,~+ 1). (85) 
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W O  

Betrachten wir die Reihe 

(2) (2) 

g(x)-- + x  f f (4)+. . 
(86) 

_ _  ' 'z , . . - - k '  n ... - -  k'~ x-[- k~x ~ k3xS ~ .  -t-" ,,m --7- , 

(~) 

k'o = f 0~) (,7) 

ist, so bemerken wir, daiS zwischen ihren Koeffizienten und den- 
jenigen der Roihe (83) die Beziehung 

k.  - -  2'(~). 74 (88) 
besteht. 

Die Summe aller ungeraden and aUer geraden Teller der 
Zahlon 1~ 2, 3 , . . .  2 n sei resp. S~ (2 n) and Sg (2 n). Es ist dann 
S~ (2 n) -4- Sg (2 n) - -  S (2 n) r 4 S (n). Ferner  ist 

Sg (2 n) ~ 2 S (~), 
also aueh 

S,, (2 n) ~,~ 2 S (n), (89) 

d .h . :  D i e  S u m m e a l l e r  u n g e r a d e n T e i l e r i s t  d e r S u m m e  
a l l e r  g e r a d e n  T e l l e r  a s y m p t o t i s c h  g l e i e h .  

Die aus den Koeffizionten k' gebildete D i r i c h 1 e t sehe Reihe 
lautet (2) 

co f ( n )  
~s - -  r (s ) .  r (~ - 1 ) .  (1 - ~-") .  

~ , ~ 1  

Mit Bertieksiehtigung der Gloiehung 

(s) --- r (s). (1 - -  2 l-s)  

erhalten wir daraus 

(90) 

(~) 
co  

, ~  f (n)  __ r (s - -  1). ~ (s) (91) 
~rts 

Die D i r i e h l e t s c h e  Reihe in (91) ist mit der Gammafunktion 
durch die Gleiehung 

(2) 
f (n) 1 / I 1 V - l  dx  

" { g ( x ) -  ' ( 9 2 )  
~ 1  O 
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verbunden. Daraus folgt 
1 [, 1 ~s -1 dx 

f{g(~)-  292 (~)}.t,o~ x)  z = 
0 

Ft~r die Reihe g2 (x) besteht die Beziehung 
(2) 

~176 2~(')'fO~) 1 / ( _ ~ )  dx (94) "~ , ~ s  - , -~.  ~(x). l o g  " x 

q ? , = l  0 

Die Reihe in (96) links kann anch mit der R i e m a n n s c h e n  Zeta- 
funktion in Verbindung gebraeht werden. Nit Rtieksieht auf (88) 
haben wir 

(2) (2) 
~ / ( 2 ~ ) _ 2 ~ , ~ ) . / ( 2 ~  ) 

Wir k~Snnen uns leieht uberzeugen~ dal~ 

h ~ , , -  k2,~ ----- h~: (95) 
d .h .  

(~) 

./(,,~)- ,, (~o). f ( , . )=  f (.) (95 a) 
ist. Daraus sehliegon wir 

(2) 

2~(")'f(n) 2 ' -  1 
n~ - -  2 ~ -  5 (s). ~ ( s - -  1), (96) 

woraus aueh 

[" l \ ~ - ~ d x  2 ~ - - 1  W(s).{(s) ~ ( s ' l )  (97) /~2(~)-t, Ogx) -~ = - ~ .  
0 

folgt. 

( s - - 1 ) . ~  t (s). F(s). (93) 

besteht also die Gleiehung 

wegen 

t (-~) = t ( n ) - - i  (98) 

k: ~ ~ 2 7~,~ (99) 

Hier soll noch eine ]~emerkung eingesohaltet werden. Es ist 



Ober Anzahlen und Summon von Teilern. 149 

wo also 

ist. 

Wir  verallgemeinern jetzt noch die Reihe (82) und setzen 

,~ .2  xm--1 

~,,,(x)= (~_.)~ ~-(~_x.~)~+...q (~_x,~_9~ 

q (I__x~+~)~ ~-'", 

~., (x) = g (x) - g., (x) 

(100) 

bestehen die Relationen 
1,,, = h,~ - -  j,~ (103) 

und 
(,n) 

l~, = m'-  (n) . f  (n). (104) 
. ]  

Fiir die R eihe 

g (x) - ~n g, ,( , )  = zl x + ~ x~ + l~ x~ §  § , x  §  (lo5) 

gilt dagege n d e r  Satz (m) 

l ;  ---- f (n).  (106) 

Den mittleren Wer t  der Funkf ion f(n) k6nnen wir leieht bestim- 
men ; es ist 

(.z) 

f (n) ~ - -  ~/~ . (107) 
m 

FUr die entspreehende D i r i e h 1 e t sehe Reihe haben wir 
(m) 

~ f ( n )  _ ~ (s). ~ ( s - l )  �9 O - , z  ~- ,). (lO8) 

Es bestehen ,weiter die Gleiehungen 
(m) 

f(n) 1 / 1 ~ - ~ d x  
- " f ' x '  009) 

�9 {g  (x )  - -  m g~, ( x ) } .  l o g  x = 

o (110) 
= ~ (s). ~ (s --  1). F (s)- (1--  m l - s ) ,  

lYlonatsh, fiir Ma~hematik n. Physik ,  X X Y I I I .  Jahrg .  11 

(lOl) 

Ftir die Koeffizienten l der daraus entwickdten Potenzreihe 

~ , , , ( x ) = q , + l ~ q - Z . ~ x 3 + . . . + ~ , , x , + . . .  (lO2) 
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und 

(,n) 

(,a) 
(30 

m'-(")-f (n) 

] 

~ x 
0 

m s - - 1  
- -  m ~ . 5 ( s ) . r ( s - - 1 )  

1 

0 

--, (111) 

(112) 

�9 F (s)- ~ (s). ( s - -  1). (113) 

w 3. Die Vertei lung der Teiler. 

Im vorigen Paragraphen haben wir u.a. die Anzahl der un- 
geraden Teiler einer beliebigen Zahl betrachtet; hier wollen wir 
die A n z a h l  d e r  T e i l e r  e i n e r  n n g e r a d e n  Z a h l  untersuchen. 
Wir bezeichnen diese AnzahI mit t~(m). Far die entsprechende 
summatorische Funktion 

2 ~ - - l ~ m  m 

F (~)  = ~ t (2 ,~ - 1) = ~ ' t .  (~), 
n--=l I c ~ l  

(11~) 

wobei m als ungerade Zahl voransgesetzt wird und wobei k alle 
ungeraden Zahlen durehlaufen soll~ finder man bei R. L i p s e h i t z  ~7) 
und sparer bei J. H a c k s  ~s) die Formel 

die man auch so 19) 

[~-1+2/~ l 

sehreiben kann. Hier ist 

(116) 

17) Sur les sommes des diviseurs des nombres. Comptes rendus hebdomadalres 
des sdances de' l'Acaddmie des sciences~ Paris, 100 (1885)~ S. 845--847. 

as) :Einige Satze tiber Summen yon Divlsoren~ Aeta Mathematica ~ 9 (1887), 
S. 301--320. 

is) Vgl. J. H a c k s ,  ~ber Summen yon gr~il~ten Ganzen, ibid., 10 (1887)~ 
S. 1--52. 



0her  Anzahlen und Summen yon Teilern. 151 

Um einen asymptotischen Ausdruek far die Funktion F (m) 
zu finden, schreiben wir 

m -- i 

F ( m ) =  2 

Nun ist 

1 
21c--1 

k ~ l  

also auch 

m - -  1 ~ 1 

2 �9 .,5 2k--I 
k:l 

1 k 
�9 ~ ~ l ~ - ~  + ~  2k-i +o( ,~ ) .  

k = l  k ~ l  

l (c.-[- log 2 -J- log m) .J- O (1)  : 
2 

Es ist ferner 
v 

k 

~ ; ~ 1  

also jedenfalls 

Somit haben wit 

d. h.  

Nun ist bekanntlich 

(117) 

_ _  _ m - - 1  ( C  -}- log 2 -}- log m) -}- 0 (1)  

4 (11s) 
m log m 

4 ~- 00u).  

2 3 4 
- -  - -  i -}--~-}-%- § y + . . .  

)>o, 
- -  2 

T (m) = ~ t (k) ~ m log m, (122) 

also k~nnen wir sagen: 
D i e  A n z a h l  d e r  T e l l e r  d e r  t t n g e r a d e n  Z a h l e n  be- 

t r ~ g t  a s y m p t o t i s c h  e in  V i e r t e l  d e r  A n z a h l  d e r  T e i l e r  
a l l e r  Z a h l e n  u b e r h a u p t ,  

11 ~ 

F (m) ~ m log m (121) 
4 

F (m) -- m log m 4 + o (~), (12o) 

k -~ 2 ~ -  i - o (~) .  0 i 9 )  
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oder mit anderen Worten: 
E i n e  g e r a d e  Z a h l  h a t  im M i t t e l  dre imal  so v i e l  

T e l l e r  w ie  e i n e  u n g e r a d e .  
Mit Rticksicht auf das Gesetz (14) erhalten wir weiter folgende 

zwei Satze: 
D ie  A n z a h l  d e r  u n f f e r a d e n  T e i t e r  a l l e r  g e r a d ~ n  

Z a h l e n  i s t  d e r  A n z a h l  a l l e r  T e i l e r  d e r  u n g e r a d e n  
Z a h l e n  a s y m p t o t i s e h  g l e i e h ~  
und: 

E i n e  g e r a d e  Z a h l  h a t  im M i t t e l  e b e n s o v i e l e  un- 
g e r a d e  T e i l e r  wie  e ine  u n g e r a d e  Zah l .  

Wenn wir zu den mittleren Werten ~bergehen~ so erhalten 
wit 

t ~ (m) ~ lira 2' (m) __ log m 
,~=co m 2 ~ (123) 

2 
d . h . :  

E i n e  u n g e r a d e Z a h l h a t  i m M i t t e l  n u r h a l b  so v i e l  
T e l l e r  wie  e i n e  b e l i e b i g e  Z a h l .  

Bezeichnen wit mit tg(m) die Anza .h l  a l l e r  T e l l e r  d e r  
g e r a d e n  Z a h l  m; es ist jedenfalls 

daraus folgern wir, dag 

tg (m) = ~- log m (124) 

ist~ d. h. : 
E i n e  g e r a d e  Z a h l  b a t  im M i t t e l  a n d e r t h a l b m a l  

so v i e l  T e i l e r  wie  e i n e  b e l i e b i g e  Zah l .  

Diese Betraehtungen fortsetzend~ wollen wir bier die Funk- 
tion ~(m) untersuchen; dieselbe bedeutet die S u m m e  a l l e r  T e i l e r  
e i n e r u n g e r a d e n Z a h 1 m. Ftir die entsprechende summatorische 
Funktion 

2 k - - l = m  m 

wobei sieh die zweite Summe nur tiber alle ungeraden Zahlen =<m 
erstreekt: findet man bei H a e k s a. a. O. die Formel 

[ m -  1 + 2 k]. (2e_  1). (126) 
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Meinen Zwecken entspricht besser folgende Gleichung~ 

| (m) = "~ 1~. rm + 1~:1 [m -~- 2 k] [~J-- . .~. ,~ 2k. [ ' ] D - J  ' (127) 

die ich leicht aus (126)ableiten kann. 
Um aus (127) einen asymptotischen Ausdruck ftir | (m) zu 

erhalten~ mug ich eine ~ Umformung durchftihren~ die mittels einer 
Erwoiterunff eines D ir i c h 1 e t schen Satzes so) gelingt. 

Es sei 
F (x) ----f (I) At-f(2 ) -~ f (3 )  ~ - . . .  + / ( z ) ;  (128) 

dannis t  auch 

, F [2 - - -~ - - - -~ l ] : f ( l ) -A r - f ( 2 ) - - i - . . . - - t - f [ ~ ]  (129) 

und ebenso 

k ~ l  = 

Dabei sind natfirlieh die Glieder der Summe f'~ ".  " 

alle gleieh f (0) .  
Die Funktion f(i) Nr oin beliebiges Argument i kommt auf 

der reehten Seite von (130) so oft vor, als 

ist, d. h. auch so oft, als 

ist~ also genau 

Mal. 

189~: S. 358. 

I x+i] 
2i  J 

Wit kSnnen also schreiben 

20) Vgl. etwa P.  B a c h m a n n ~  Die analytische - Zahlentheorle. 

(131) 

Leipzig" 
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Wenn wit hier f ( k ) =  k setzen, so ist 

and wit erhalten die Gleichunff 
X X 

+ 

mit Rtieksicht jedoch auf die Eigensehaften der Fanktion 

kSnnen wir die Summationsgrenze reehts herabsetzen trod sehreiben 

k I 2k J : 2 - ' ~  ~- �9 (132) 
k ~ l  k ~ l  

Dureh ganz ~hnliche Bebachtungen wtirden wit aueh die Gleiehung 

er~alten " ~  k = ~ 
Es ist somit 

2 

~un setzen wit 

und bestimmen 

und 

[ m-~ 2] 

4 J_  ~'~ 2 

�9 = 2 l ~ 2 1  ~ 0 ( 1 )  

m--F 1 

(2/~-- 1) 2 $ 

i 

(4k--2)  2 -  32 ~-0 ~-~ �9 

(I~) 

(135) 

(136) 
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Naeh einfacher Reehnung folgt 

d.h. 

und 

7C 2 m 2 

~(m)-- 16 

,g~ m '2  

32 ~- 0 (mlogm)  

7~ 2 m 2 
~-~ ; ~-~ - ~- 0 (m log m), 

(137) 

: ~ 2  T~2 

| ~ 32 (i38) 

z (m) ~,~ 16 (139) 

~1it Rtieksieht auf das bekannto Resultat 

f( 92 n ) ~  12 

folgt daraus der Satz: D i e  S u m m e  a l l e r  T o i l e r  o i n e r  un- 
g e r a d e n  Z a h l  v e r h ~ l t  s i c h  i m M i t t e l  z u r S u m m e  a l l e r  
T o i l e r  o i n e r  b e l i e b i g e n  Z a h l  wie  3:4. 

Bozeichnen wir mit ~l(n) die S u m m e  a l ] e r  T o i l e r  d e r  
g e r a d e n Z a h 1 n und mit ~i (n) die entsprochende sammatorischo 
Funktion~ dann ist 

=~ n ~ ~ n 'z _~_ 5 ~ n~ (140) 
~ ( n ) ~  12 32 96 

und 

(141) 

d . h . :  D i e  S u m m e  a l l e r  T o i l o r  e i n o r  g e r a d e n  Z a h l  ver-  
h a l t  s i e h  im M i t t e l  zu r  S u m m e  a l l e r  T e i l e r  e i n e r  be- 
l i e b i g e n  Z a h l  wie  5:1. 

Wahrend sioh die Anzahl allcr Toiler dor ungoraden Zahlen 
zur Anzahl aller Teller tier geraden Zahlen asymptotisch verhalt 
wie 1 :3 ,  stehon dlo entsprechenden S u m m o n  a s y m p t o t i s c h  
im V e r h a l t n i s  3:5. Daraus folgt, dal3 d i e  T o i l e r  do r  un- 
g e r a d o n  Z a h l e n  d u r e h s c h n i t t l i c h  gr t i f ior  s i n d  als  clio 
T o i l e r  d e r  g e r a d e n  Z a h l e n .  D e r  m i t t l o r e  W e r t  des  
V e r h a l t n i s s e s  o i a e s  T e l l e r s  e i n e r  u n g e r a d e n  Z a h l  z u  
e i n e m  T o i l e r  e i n e r  g e r a d e n  Z a h l  i s t  9:5. 

Greifen wir zur Gloichung (56) zurtiek und setzen dort n --~ 2 m 
ein; es ist daan 

f (2m) -= 2 f (m) 
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and 

Also ist 
l c ~ I  k ~ l  

f 7~ 2 ~t 

hier setzen wir wieder 2 m = n ein und erhalten auf diese Weise 

f ~2 ~b 
(n) -y2--, 

g 

S u m m e  d e r  g e r a d e n  T e i l e r  d e r  g e r a d e n  

2 

wo f(n) die 

Z a h 1 n bedeutet. 
(~) 

Bezeielmen wir mit f (~,) die S u m m e d e r 
# 

T e i l e r  d e r  g e r a d e n  Z a h l  n~ so ist 

(2) 

g 

u n g e r a d e n  

(i4 ) 

d .h . :  D i e  S u m m e  d e r  u • g e r a d e n  T e l l e r  e i n e r  g e r a d e n  
Z a h l  v e r h a l t  s i eh  im M i t t e l  z u r  S u m m e  d e r  g e r a d e n  
T e i l e r  d e r s e l b e n  g e r a d e n  Z a h l  w ie  1 :~ .  

Mit Raeksieht auf (138) haben wir ferner: D i e S u m m e d e r 
u n g e r a d e n  T e i l e r  a l l e r  g e r a d e n  Z a h l e n  is t  a s y m p t o -  

1 
t i s e h  -~-g der  S u m m e  der  T e i l e r  a l l e r  u n g e r a d e n  Zah len .  

Aus dem Obigen sehen wir, dag b e i e i n e r g e r a d e n Z a h I 
d ie  g e r a d e n  T e i l e r  d u r e h s c h n i t t l i e h  g r ~ g e r  a ls  d ie  
u n g e r a d e n  sind~ was ja trivial ist; d e r  m i t t l e r e  W e r t  des 
V e r h l l t n i s s e s  e i n e s  g e r a d e n  T e l l e r s  e i n e r  g e r a d e n  
Z a h l  zu e i n e m  u n g e r a d e n  T e i l e r  d e r s e l b e n  Z a h l  
i s t  2:1 .  

Es ergeben sieh seh]ieglich noch folgende zwei Satze: 
D i e  T e i l e r  d e r  u n g e r a d e n  Z a h l e n  s i n d  im M i t t e l  

d r e i m a l s o  g r o g  wie  d i e u n g e r a d e n  T e l l e r  d e r g e r a d e n  
Zahlen~ und: 

D e r  m i t . t l e r e W e r t  d e s V e r h g l t n l s s e s  e i n e s T e i l e r s  
e i n e r  u n g e r a d e n  Z a h l  zu e i n e m  g e r a d e n  T e i l e r  e i n e r  
g e r a d e n  Z a h l  i s t  3:2. 
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w 4. Zwei zahlentheoretische Funktione.. 

Hier untersuche ich eine neuo zahlentheoretische Funktion, 
die ich mit v (n) bezeichne und welche d i e S u m m e a 11 e r d e r- 
j o n i g e n T e i l e r  d e r  Z a h l  n, w e l c h e  P o t e n z e n  d e r  Z a h l ' 2  
sind~ bedeutet. Es sei 

dann ist 
2~+1_1  

(n) =`2 + 2 ~+2 ~ § § 2"-- - -  1 ----`2~ =-`2, 
2--1 

also 
v (n) = 2 (2" - -  1). (143) 

Far  die summatorisehe Funktion 
5~ 

besteht offenbar die Beziehung 

oder ktirzer 
c o  

[x+e'l (144) r(x) = ~  ( s n + l _ ~ ) .  [ sn+ 1 t 

Die Samme bricht yon selbst ab, sobald 

x 1 

wird; man hat also nur bis 

= [log x] = 0 (log x) (145) 
n ~ [ log 2 ] 

ztt summieren. 
Wir  se~zen jetzt 

Ix+`2 ~] x 1 
2~+~ ] - -  2~+~ ~ - ~ - -  ~, (146) 

wo ~ einen positiven echten Bruch (oder die Null) bedeutet, und 
erhaltcn 

qz I 

- V  -+- - - 1 - - ~ .  +`2~). (147) 
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Nun mtissen wir die einzelnen Glieder in (147) absehatzen; 
das erste ist 

[ log x]  x log x 
~ x ~ - n ~ x - - ~ [ l o g 2 j ' x - ~  log2  -~-O(x)--~O(xlogx), (148) 

das zweite 

das dritte 

das vierte 

das fiinfte 

nt 

7Zl ~t 

~ = x  i--~ =O(x), (149) 

nl  

"~ 2 - =  2,,~+~ - 2 = o (z), (15o) 

~L 

1 = n~ = 0 (log x), (151) 

~.  2 . + 1  = 2~ . ' ~  2~ = 2 ~ .  (2-~+~ - 2 )  = o (x), (152) 

endlich das seehste 
nt 

2~ = 2~n~ = o 0og x) .  ( t53)  

Dutch Einsetzen yon (148)--(153) in (147) erhalten wir 

Y(x) : x log__~Z_x 
log 2 -~ 0 (x) , 

d.h. 

WOY&US 

(154) 

v (x) ~ ,  log x 
log 2 (156) 

folgk 
Fur  die aus den Funktionen. t(n) und v (n) gebildeten D i- 

r i c h 1 e t schen Reihen bestehen die Beziehungen 
co  

t (n____~) : 1 .  : (s) (157) 

x log x 
r ( x )  ~ ~ ,  (155) 



Ober Anzahlen und Summen yon Teilern. 159 

und 
c o  

v (n) i �9 :.@. (15s) 
n s - -  2 s - i -  1 

Dabei mul~ nattirlich 
(s) > i 

sein.  
Die Funktion v (n) kann verallgemeinert werden. Ich bezeiehne 

mit v , . ( n )  die S u m m e  a l l e r  d e r j e n i g e n  T e i e r  d e r  Z a h l  % 
d ie  P o t e n z e n  d e r  Z a h l  m sin& Es ist also 

wenl l  

m P + ~ - -  i 

m - - 1  
1, (159) 

ist. Dies kann auch so geschrieben werden: 

v , ,  ( n )  - -  m ( m ,  ~ - 1 ) .  (160) 
m - - 1  

Betraehten wir die summatorisclae Funktion 
x 

Es ist offenbar 

= x + ,  1] 
o - 

m L m" j__m L m ~ j _ _ . . . _ m  L m ~ 1).]_[_ 

+~(~+l).[.z+ ~" (m- ~ 1)] + 

~  

oder kfirzer 
m - - 1  c o  

~ ( , ) = ~  ,~ ~(,~, -1).[~,+m-.k.]. (161) 
m - - I  [ m " +  I J 

k ~ l  n ~ l  

Wir wollen zuerst die Summe 
c o  s=:~ ,,(~--1).i.x+~-.k] (~2) 

m - -  1 L m "+~ 
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untersuchen; dieselbe brieht ab~ sobald 

x m-- 1,~ 
@t n-b1 < in 

wird; es gentigt als% wenn man nur bis 

h i = L  l--~g ~-n ] ,-- 0 (logx) 

summiert. Ahnlich wie oben erhalten wir hier 

~'~ / ]~m n 8ran+ i x x 
S = [ ~  -}- m --  1 m --  1 m '~ (m --  1 ) 

Nun ist die erste Summe 

(163): 

]~ 8 m \ 
m = i + E ~ - l ) "  (i64) 

m -- I log m : 
(165) 

A- o (x) = o (x bg ~), 

n ~ l  

x log x 
(m-- 1) .  log m 

die zweite 

~t nt 

k m" /~ k m (m"~ --  I) 0 (x), (166) 
'm--1 = m - - l ' ~ m ' ~ =  ( m - - l )  ~ 

die dritte 

a m " +  ~ gm ~ m ~ ' @ t " ' - - l ) - - 0  (x), (167) 
m-- 1 = m - - 1  " ~ m " =  (m--1)g -- 

die vierte 

~L Y~t 
~ x . , 9 1 =  ~ ( ~ " ~ - 1 )  

m ' ~ . ( m - - 1 ) = m - - 1  ~-Jm" m,~.(m_l)~--O(x)~ (168) 

die fanfte 

"~"' m--lk m--ln 1 k _____ 0 (log x) (169) 

, T ~ I  - E---Y = o (log x). 

und die seehste 

(17o) 
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Dureh Einsetzen yon (165)~(170) in (164) erhalten wit 

Daraus folgt 

d .h .  

und 

x log x 
~ =  (~---~-Vog~ ~ o (z). 

m - - 1  

x l o g x  , 0 

k ~ l  

xlog  x 
Y~ (x) ~ log m 

v m (n) ~ log n . 
log m 

(171) 

(172) 

(173) 

: (174) 

Im Zusammenhange mit den bier behaudelten F r a g e n  soll 
noeh eine neue zahlentheoretisehe Funktion untersueht werden~ die 
ieh mit p(n) bezeiehne und welehe die S u m m e  d e r  E x p o n e n t e n  
a l l e r  in  ~ a u f g e h e n d e n  P o t e n z e n  d e r  Z a h l  2 bedeuten 
soll. Es ist also p (n) = 1 -~ 2 --~ 3 ~ - - . .  -~- a, wenn a ~- t (n) ist, 
somit auch 

a ( ~ +  1) (175) p (n) -:- 2 

Die Funktionen p (n) and ~(n) sind offenbar dutch die Relation 

k ~ 0  

miteinander verbunden. 

. : Bezeichnen ,wir mit 

(x) = ~] p (.) 

(176) 

die summatorische Funktion; dann ist jedenfalls 

oder kfirzer 
o o  

[ x + 2 ~  1 n ( n +  1) (177) 
i , ( x ) = ~ , t  2n+11" 2 " 
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Auch hier bricht die Summe bei 

[ log x ] 
nl  ~- [ log 2 J -~- 0 (log x) 

ab und es ist 

U m  I l u n  

2~ x ~ ( ~ + l )  �9 n ( ~ + l )  ~ .s~ 
2 '~+2 ~ 4 " ~ 2 n - -  4 

zu bestimmen~ setzen wit 

n ( ~ + l )  1 ~.  - ~ . _ ~ ( 1 + 2 + 3 + o . . + , )  

ein; daraus folgt 
~ll n L 

1 s l =  (179) 
k ~ l  ~ k  

Sehliegfieh erhalten wit 

$1=22( 2 nl -t- 2") 2 ~, nl  (n1-t- 1) 2"~ (180) 

und 

d .h .  

nl  ,~ xn(n+l) ( n,+21 xn,(n,+l) 
2~+2 - - x  2 2~ ' ] 2~,+ ~ 

n ~ l  

~ xn(n-]-l) 
2 ~+~ -= 2 x @ 0 (log ~ x).  (181) 

Das zweite Glied in (178) ist 

nt 2 ~ I ~0~+1)  n~, ~ (ls2) 
12 t- ~- + y = 0 0og 3 x); 

das dritte Glied ist 

~ 8 n ( n +  1) Bn~ Bn] 8n 1 
2 ~ : T + T + T = o (log~ ~), (183) 
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also ist 
P (x) = 2 .  q- 0 (log~ x), (1840 

d.h.  
t '  (x) ~ 2x  (185) 

und 
~Jt p (n) = ~. (~86) 

Aueh diese Funktion soll verallgemeinert werden ; ich bezeiehne 
mit pro(n) die S u m m e  d e r  E x p o n e n t e n  a l l e r  in n auf-  
g e h e n d e n  P o t e n z e n  d e r  Z a h l  m. Es ist 

e,~ (,,) -= 1 @ 2 @ 3 @ . . .  @ ~, wobei } = t,~ (n) ist, also aueh 

Die Funktionen p,, (n) 

(~ d- 1 )  087) p,~ (n) = 2 

und t,~ (n) sind (lurch die Relation 

c o  :(,,) ~ ( n ) =  ~ ~-~ 
k ~ O  

miteinander verbunden. 

Far  die summatorische Funktion 

(,88) 

~J 

~ (-) = ~ P o (~) 

besteht offenbar die Gleiehtmg 

p,~(x)=o.[X+~ 1 , + 2  L ~ j+o . [  ~ ] + . . . + o . [  xd-m--m 1 ] 

[. +,n~] [ X + 2 ~ 2 ] ~ . . .  § a . [ , + , ~ 2 ( ~ -  
d - 3 " t ~ j d - a t  ma j - -  m~ 1)] 

. . . 

oder ktirzer " r 

m - - 1  O O  

Ix + m'~ ~1 ~* (n + 1) (189) 
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Betrachten wir zuerst die Summe 
O3 

Ix+re"k] ~,(n+ 1) &=~[~.,mTr-+~j 2 ; 

dieselbe bricht bei 

nt  = [ l o g  x -- log (m -- k ) ] =  0 (log x) 
log m 

ab ; es ist also 

~h 

? ~ : - I  

Es soi 
n t ~L 

x ~ (n + 1) x n (n + 1) x . & ; 
2 ~  ~+~ = 2 ~ . ' ~  .~'~ = 2 ~  

n = l  ~ = I  

um die Summe S a, za ermittdn~ seize ieh 

n (nq-1)  2 (1-~- 2 ~-  3 -J- �9 �9 �9 -[- n). 

Dann ist 

also 

2 2 2 
S~ : ~ -  q-  ~ ( l q -  2) q - ~  ( 1 §  2 q -  3) q -  �9 �9 �9 

2 2 2 9 
& = ~ §  ~q- . . . . . . . . . . . . .  q- m., 

. 4  ~ 4 4 
- -  + ~ + 7~ + , , ,  = . . . . . . . .  + ,n- -w 

6 6 6 6 
q- ,,-~ + ~ + ~ + . - - - t -  ,~, 

+ o o , ~  

nL 'J~t ~t 

m n m n m n 

odor kurzer 
a t  nt 

m n 
k ~ l  n ~ k  

(190) 

(191) 
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Jetzt wollen wir 
nt 

~,b n 

bereehnen; es ist 

1 1 
S ~ - - m k - 1  ( m - - l )  m"~ (m--  1) 

mn~-k+ ~ -  1 
m .... (m-- I)" (192) 

Daraus folgt 

, ~ - , . ( ~ - 1 )  ( ~  z~,.. ,,+i_ ]~ k . (193) 

Wir setzen 
75 t 

km '~-k+~ = S 5 

und erhalten 

k = l  k = l  lc = ~--t- 1 

Es ist bekanntlieh 
oo 

/~ l~ (194) 
, ~  - 0n - 1), 

g ' ~ l  

und 

also aueh 

/ ~  n I ( m - - l )  §  (195) 
m~ m" , .  ( m - 1 ) ~  ' 

m 

$5 = m"~+l" (m--  1) ~ 

m n t q - ~  

~--- ( m _ 1 ) 2  
Daraus folgt weir 

2 / m~ '+2  
$3 = m .... (m--  1) '  ((m---~) '~ 

somit ist das erste Glied in 

fit 

n -  1 

- -m"~+ '  ( m - - l )  ! ( m - - l )  ~ 
Mona~sh. ffir l~lather~atik u. Physik. 

n I (m- 1) § m [ 
! m",. ( m -  1)~ 

n I m ( , ~  - -  1) § m ~ 
(m - 1) 

nl  m ( m -  1) + m~ 
(m-- 1) ~ 

(190) 

x n (n-5  i)  _ 
2 m ~§ 

nl m ( m -  1) + , ~ 2  
(m - -  1) 2 

X X Y I I I .  J a h r g .  

(196) 

nl  ( n l +  1)/ 
(197) 

2 / ; 

12 
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also 

~=~ ~m,~+i - - ( , ~ _  1)~ 

d .h .  
~t t 

x n (n + 1) 

x n l ( m - - 1 ) - F x m  x n  1 (n 1 q- 1) 
m .... ( m - - l )  8 2 (m-  1).m'~+ ~ 

, 0 9 8 )  

Das zweite Glied in (190) ist 

2 m 

und das dritte 

2 6 

also auch 

~ x 
~-- (m --  1) ~ @ 0 (log ~ x).  (199) 

--  ]~6m -F ~f-[-l~n~ ]~n~ -- O (l~ (200) 

n~ ~% - -  0 (log 3 x), (201) 
- - - + - - f - +  3 

~--i ~ --I 

P.~ (x) ---~ ~ [ ( m ~  i )  8 -J~ 0 (log ~ x) ~--- im _ 1) ~ -@ 0 (log 8 x) 
k = l  " ~ l  

oder 

q-  0 (log 3 x) (202) P,.(x) - -  (.~_ 1)' 

~T~ X 
P,~(x) ~ ( m -  1) ~ ; (203) 

p,, (n) ~- (m--  1) ~" (204) 

d .h .  

daraus folgt sohliel?lioh 

~ .!7 


