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~ber die Approximation stetiger Funktionen durch lineare 
Aggregate yon Potenzen. 

Yon 

OTTO SzXsz in Frankfurt a. M. 

Einleitung. 

Der folgende Satz riihrt bekanntlich yon Weierstra$ her: 
,,Jede in einem abgeschlossenen endlichen Intervalle (a, b)*) stetige 

Funktion f(x) kann in diesem Intervall dutch Polynome mi~ beliebiger 
Ann~herung gleichm~Big approximiert werdenY Man driickt dies aus, in- 
dem man sagt, dab die Funktionenfolge: 

1~ x, xS~ ...~ x~ . . .  

eine Basis aller ste~igen Funktionen im Intervalle (a, b) ist. 
Beschr~inken wit uns zuniichs~ auf das Intervall (0, 1); meines Wissens 

hat sich zuerst Herr S. Bernstein**) mit der Frage besch~ftigr warm eine 
Folge yon ~ositiven Potenzen 

X P ~  ~ P ~  XP2~ . . .~ X P ~  . . . 

eine Basis aller stetigen Funklionen im Intervall (0, 1) bildet. Er gab hier- 
fiir einerseits hinreichende, andererseits no~wendige Bedingungen, die ihn 

zu der Frage fiihrten, ob nich~ die Divergenz der Reihe ~ 1  eine sowohl 

not~vendige, wie auch hinreiehende Bedingung darstellt.***) Erst Herrn 

*) Das heist: a < x ~ b .  
**) S. Bernstein, a) Sur les recherches r~cen~es relatives ~ la meilleare approxi- 

mation des fonctions continues par des polynSmes [Proceedings of the fifth inter- 
national congress of mathematicians (Cambridge, 22--28~ 1912) Cambridge. 
1913, Vol. I, S. 256--~66], S. 264. -- b) Sur l'ordre de la meilleure approximation des 
fonctions continues "par des polynSmes de degrd donn~. [Mdmoi~es publids par la 
Classe des sciences de l'Acaddmie Royale de Belgique, ~e II. sdrie, t. IV, 1912, 104 8.]. 

***) Die allgemeinste yon Herin Bernstein abgeleitete notwendige Bedingung lautet 
(a. a. O. b), S. 83--8~): 

Es daft keine Folge yon posi~ven Zahlen 

~o, ~, ~,, ..., ~,,.... 
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Mfin~z*) gelang es (under der u p, > I ~ _ 1 ,  die sich unmit~el- 
bar auf l imp~ ~> 0 erweitern liel~ diese Frage, und zwar in bejahendem 

Sinne zu bean~wor~en.**) 
Ich hatte Gelegenheit, die Arbei~ des Herrn Mtintz schon im Manu- 

skript zu lesen, und daran einige Bemerkungeri zu kntlpfen. Aber sein 
Beweis entbehr~ meiner Ansicht nach noch der erreichbaren Einfachheit 
und Ubersichtlichkeit. Es 1RBt sich n[imlich sowohl die Anwendung der 

exis~ieren, ffir welehe die beiden Reihen 

0 0 
gleichzeitig konvergieren. 

Es l~l~t sich leicht zeigen, dal~ diese Bedingung mi~ der folgenden einfacheren 
gleichbedeutend ist: Die Reihe ~ ~v mul~ f~ir 

divergieren. 

t 1 f~ir 1o~ ~ 1, 

~-~- l a  uloglo~ Itir /o~>1, 

Die obige Bedingung l ~ t  sich n~mlich so formulieren: die Reihe 

mut~ s~e~s divergieren. Nun ist~ abet stets 
~ ~' e -~  ~, > ~ ,  

undes gibt einen Wert yon ~ ,  flit den bier die Gleichh'eit gilt, woraus die Riehtig- 
keit unserer Behauptung unmit~elbar fo]g~. 

*) Ch. H. Mfintz, trber den Approximationssatz yon Weierst:ral~ [Mathem. Abhand- 
lungen H. A. Schwarz gewidmet. Berlin 1914, S. 803--812]. Daselbst auch Literatur- 
nachweis, zu dessen Erg~nzung noch auf eine Arbeit des Herrn L. Fej~r. Ober die 
Laplacesche Reihe [Math. Ann. 67 (1909), S. 76--109], S. 97~99, und auf die daselbs~ 
angefQhrten Stellen verwiesen sei. Man vgl. ferner: G. Faber, Ober stets konvergente 
Interpolationsfornieln [$ahresbericht der deu~schen Mathematiker-Vereinigung XIX 
(1910), S. 142~146], S. 1~3~14r ~ S. Bernstein, Dgmonstration du thgorbme de 
Weierstrass fondge sur le calcul des probabilitgs [Communications de la Soci~t~ 
ma~h~matique de Kharkow, 2" s~rie, XIII (1912), S. 1--2]. 

**) Die Herren E. Schmidt und F. Riesz haben das allgemeinere Problem behandelt: 
gegeben sei eine unendliche l%lge im In~ervall (a, b) definier~er reeller stefiger ~Funk- 
tionen ~1 (z), ~ (x), . . . ,  was sind die Bedingungen daffir, da~ jede im Inteiw~ll (a, b) 
definier~e stetige Funktion durch lineare Aggregate dot ~ gleichml~ig approxlmiert 
werden kann ? M~n vgl. E. Schmid~, Entw~cklung willkfirheher Funk~lonen nach Systemen 
vorgeschriebener [Meth. Ann. 6B (1907), S. ~33~76; Disser~. GSttingen (1905), 8~ S.]. 
F. Riesz, a) Sur une esp~ce de @6om~rie analytique des syst~mes de fonctions sos- 
sables [Comp~es rendus hebdomadaires des s~ances de l'Acacl, des Sciences, Paris, 
14~ (1907), S. 1409--1411]. b) Sur cer~aines syst~mes singuliers d'~cluatious in~grales 
[Annales scienti~iques de l']~cole Normale sup~rieure, 3" S~rie, T. 28 (1911), S. 88--62], 
S. 51--5~. 
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auf unendliche lineare Gleichungssysteme beztiglichen Schmidtschen Resul- 
tat% wie auch der Fourierschen En~wicklungen vermeiden. Ferner bemerke 
ich, daa sich der Beweis ohne erhebliche Abiinderung auch auf komplexe 
p~ mi~ posi t iv reellem Teil erweitern:l~iB~ und auch ffir den Fall li m ~ (p,.) ---- 0 

gewisse Schltisse zul~i~k" Der zu beweisende Sa~z laute~ nun: 
S a t z I. .Oamit die ~'olge 

(1) x~o ~ x ~ = 1, xp,, xp~, . . . ;  !R(p~) > 0, p, +~v~ 

eine .Basis aller stetigen 2'unktionen im IntervaU (0, 1) sei,*) ist notwendig~ 

1 1 

Hierbei  diirfen die stetigen Funktionen auch komplexe Werte an- 
nehmen~ sind also allgemein yon der Form 

+ 

wo (p (x) ,  g,(x) reelle stetige Funktionen sin& 
Offenbar gilt der Weierstral~sche Satz auch fiir komplexe Funktionen 

reeller Veri~nderlichen, denn man brauch~ ja nur 9(x) und ~(x) gesondert 
zu approximieren; natiirlich werden jetz~ die Niiherungspolynome yon f(x) 
komplexe Koeffizienten haben. 

In w 1 erinnere ich an einen l~ngs~ bekannten Determinantensatz; 
in w 2 beweise ich einen Satz tiber Approximation im Mittel; in w 3 be- 
weise ich den Satz I. In w 4 besch~iftige ich rnich mit Approxima~ionen 
durch t;rigonometrische Funk~ionen; schon der Satz I gestatte~ hierauf be- 
ztigliche Schlfisse. Weiiere Resultate leite ich auf anderem Wege ab. Ins- 
besonclere wird bewiesen~ dab die Funk~ionenfolge 

1, x, cos e,x,  sin e,,x, O,, + ~, > 0 (v,-- 1, 2, 3,. . .) 

sicher dann eine Basis in jedem endlichen In~ervaU dars.~ell~, wenn ftir 
0O 

ein positives ~ die Reihe ~ divergiel4. 
1 u 

*) I c h  werde hierfiir gelegentlich kurz Basis sagen. 
**) I n  der  Exponentenfolge muB die Null vorkommen, denn sonst wi~re schon 

[(x)-----1 im Nullpunkte nicht mit beliebiger Genauigkeit approximierbar. 
Die ~7oraussetzung Io~=1% bedeute~ keine Einschrlinkung der Allgemeinheit, 

denn ffix u n s e r  Problem ist es gleichgfiltig, ob ein Exponent nut  einmaI odor ~fter 
vorkomm~. 

!~(x) bedeu te t  - -  wie iiblieh --  den reellen Toil yon x. - -  Under x ~  will ieh 
den H a u p t w e r t  dieses vieldeutigen Ausdrucks verstehen. 

D e r  y o n  Herrn Mtintz bewiesene Satz is~ in Satz I enthalten; man vgl. w S. 
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w 

Ein Determinantensatz. 

In der Determinante n ~'' Grades 

dann ist itn-Wert;*) 

Ist insbesondere 

so ist 

[a~]~ sei 

1 ~ = • 
"kT(~i 

_]~(q~ - ~ )  (,', - -  ,.~) 

(2) s, + 4 + I ~= 

l,n 

n 

//(s, + ~ + 1) 
t, k ~ 1  

(i, k = 1, 2, . . ., , ) .  

(i---- 1,2,..., n)**), 

Sei 
(3) 
eine Folge 

w 

~be r  die Approximation im Mittel. 

)'1, 4 ,  ~ts," " " 
reeller, oder komplexer Zahlen, die nur der Bedingung unter- 

worfen sind: 

1 (v-- 1,2,3, . . . );  (3') x,  + 4, ~ ( z , )  > ,~ 

f ( x )  sei eine (reelle oder komplexe) stetige Funk~ion der reellen Ver- 
iinderlichen x im Intervall (0, 1). Wenn es zu einer beliebig kleinen 
posi~i, ven Zahl ~ einen Ausdruck 

~ x ~, + ~ x ~  + . .  �9 + a,~x4, 

*) A. Cauchy, M~moire sur les foncGons alterndes et sur les sommes altern~es 
[Exercices d'analyse et de phys. math. II (1841), S. 151--159 ((Euvres compl~es 2 e s~r. XII, 
im Erscheinen)]. - -  Auszug mehrerer Schreiben des Dr. Rosenhain an Herrn Professor 
Jacobi fiber die hyperelliptischen Transzendenten [Journal ffir die reine und ange- 
wandte Mathematik 40 (1850), S. 319--360], S. 350--~51. - -  F. Joaohimsthal, Be- 
merkungen fiber den Sturmschen Satz [ebend~ 4,8 (1854), S. 386--416], S. 414, 
R. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, vierte Aufl., Leipzig 1875, 
S. 92--94. - -  S. G~inther, Lehrbuch der Determinantentheorie, zweite Aufl., Erlangen 
1877, S. 111--112. - -  Th. Muir, The Theory of Determinants in the historical Order 
of Development, London, Vol. I second edition 1906, S. 3~2--3~5; Vol. lI 1911, 
S. 171--172. 

**) ~ bedeutet die zu s~ konjugierte komplexe Zahl. 

Mathem~tische Annalen. I",XX~rII 32 
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gibt fiir den 
1 

flf( ) - + "  + < ,  
0 

wird, so sag~ man, f(x) sei dutch die l~'unktionenfolge 

(4) x ~ ,  x *', x~., . . .  

im Mittel approximierbar im Intervall (0, 1). Ist die Fuuktion gleichmiil~ig 
approximierbar, so is~ sie offonbar auch im Miitel approximierbar im be- 
trachteten In~ervall. Daher ist die Approximierbarkeit im Mittel eine 
notwendige Bedingung fiir die gleichm~i~ige Approximierbarkeit. Ich be- 
weise nun den 

Sa~z K. Dafi~r, daft jede ste~ge s im ~nteroag (0, 1) dutch die 
~olge (4) im 21Iittd approximi~rbar sei, ist notwendig und hinreichend, daft 

Z t + s ~ ( ~ , )  ~ - i ~  divergiert. 1)abei sind die 2, der ~edingung (3 ' )unter-  
1 

wo fe..*) 
Beweis.  Sei 2 0 eine positive ganze Zahl oder Null und 

Xo + Z, (v = 1, 2, 3,...). 

(Wenn ein solches X o nicht existier~, so geniigt es, sich auf den Weier- 
s~raBsohen Sa~z zu berufen.) 

Ich bestimme zun~chst das Minimum des Ausdrucks 

1 

f ] x  ~. + u~ x ~, + . . .  + u~x ~. I ~ d x  
0 

bei beliebiger Veri~nderlichkeit der komplexen Variabeln ul, u~ , . . . ,  u~. Es 
handel~ sich datum, das Minimum m n der positiv defini~en Hermiteschen 
Form 

under der Nebenbedingung %----1 zu bes~immen.**)~ Man iiberzeug~ sich 
leicht***), dab die gesuch~e (~r~iBe den Wer~ hat: 

*) Wie sus dem Beweis ersichflich is~, bleib~ die Bedingung unveri~nder~, wenn 
man sich ~uf reelle s~etige Funktionen beschri~nkt. 

1 **) Bel tier Auswer~ung yon e~ komm~ die Vorausse~zung f~(~)~ 2 zur 
Anwendung. 

***) Offenbar existiez~ das Minimum; setzt man nun u~ -~- v~ + iw~, so erhi~lt man 
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also, mit Riicksicht auf (2): 

m ~  

[ ,20 

und hieraus 

[,,,,.,];" 

/ / I , , -  ' / I I x , -  x,,i' 

H l) 
r,#=O ~,#=1 

Offenbar is~ 
1 

0 < ms+ 1 < m~  

so da$ also lira m, = m immer existieri; x~o ist durch die Folge (4) im MitLel 

approximierbar oder niche, je nachdem m = 0  oder m > 0  ist. Se~z~ man nun 

l ,  ---- a, + iT, ( v -  1, 2, 3 , . . . ) ,  
so wird 

l = 1 - - 7 . ,  
J (6, - -  XO)'+ :, 

wobei 
(~,, + l) (2 ~.o + 1) 

is~. Also wenn ~ ,  ~,, divergier~, mid m > O, wenn 2 ~" is~ O, kon- 
1 1 

vergierL Nun folg~ aus der Beziehung 

, (~,. + ;~o + 1), + ~, 1 + , , ; + . .  
1 - -  

(,, + ~.0 + i)' + ,', 
unmittelbar, dab die Reihen 

00 

y, und 1 + ~,~ + ,,' 
1 1 

eine reelle quedrafische Funkfion in den v,, w~ und finde~ dutch Di~erenzieren ftlr 
alas Minimum die Bedingungen 

~ ,  % ~ - - o  + - -  i, ~,.. . , ,),  
0 

und hlerzu trier demnaoh die Gleichung (wegen uo ~---1) 

0 

bezechnet man aus demlso entstehenden Gleichungssystem % und beachtet, dab 
% ---~ 1 sein mu~, so erh~l~ man unmitte]bar ffir ~ den oben sngegebenen Weft. 

82* 
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00 

i + u ~,, diver- gleichzeitig konvergieren oder divergieren. Wenn also i + ~,,*+~,, 
1 

gieri, so ist jede Potenz ~ao (l ~ = O, 1, 2,...) und demnaeh, mi~ Anwendung 
des Weiers~ral~sehen Satzes, auch jede stetige Funktion durch die Folge 

(4) im Mig~el approximierbar; ist dagegen 1 + 6,~+'-,, konvergent SO 

1 

ist keine Pofenz 2 0 + ~ (v--1, 2,...) dutch die Folge (4) im Mitbl approxi- 

s Zo ~-_ i ~, + ~.o + i mierbar, das konvergenb u l l e n d l l c h e  Produk~ 

sbll~ die untere Schranke der im Mi~bl erreichbaren Ann~,herung yon 
~ao im Intervall (0, I) dar. 

Da~nit4st fla~,. A bewiesen; insbesondere folgt hieraus als aotwondige 
Bedingaug, elal3 die Folge (1) unendlich viele Glieder enthalten muK 

~brigens ist unter denselben Bedingungen auch jede saint dem 
Quadrate ihres absoluten Betrages im Lebesgueschen Sinne integrierbare 
Funk~iou durch die Folge (4) im Mittel approximierbar, denn jede solehe 
Funkfion ist dutch stetige Funktionen im Mit~el approximierbar. Ist n~m- 
lich f ( x ) ~ - 9 ( x ) +  ir die betrachtete Funktion, so liefern die Partial- 
summen der zu ~ (x) und ~(x) gehSrigen Fouriersehen En~wicklungen das 
Oewfinschb. 

Hieraus folgt nach einer bekannbn Schlu[~weise der 
Satz B. &i Z(x)=f~(x) + if~(x), wo f~(x),f,(x) samt ihrem Quadrate 

im Lebesgueschen Sinne integrierbare 2'unktionen bedeuten; ferner sei fi& 
alas 2'unktionensystem (4): 

t 

(5) f i(x) x 'dx = 0 (v ~- 1, 2, 3,...)*) 
0 

und ~ l+~t(g,) divergent; dann ist h6chstens mit Ausnahme einer Bunkt- 
i+ 1~,1' 

i 

menge veto Marie .SFull Z(x) - -0 .  Man driickt dies a~ch so aus: das Funk- 
tionensysiem (4) ist vollstiindig im InbrvaU (0, 1). 

Man kann n~mlieh zu einer beliebig kleinen positiven Zahl ~ die 
Zahlen q , . . . ,  c n so bestimmen, dab 

1 

ftz(x) + cIx , + . . .  + c.x  l'dx < 
0 

wird, und hieraus folgt naeh (5): 

*) ttier ist ~(x)= : ( x ) -  if~(x). 
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I 

, f  { ! z(a:) ? +  + . . -  + e,/'- I'} dx < 
0 

also um so mehr 
I 

woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt. 
1$t insbesondere Z(x) eine ste~'ge de. Okn'chungm (5)//em~ende Fmd~- 

lion, so muff sie identiseh verschwinden*); man dritckt dies so aus: alas 
Funktionensystem (4) ist abgescMosse~ im Intervall (0, 1). Eine im Inter- 
vall (0, 1) stetige Funktion ~(x) ist also dutch ihre Konstanten 

1 

0 

v6llig bestimm~. 
~o 

1 Hierbei ist vorausgesetzt, dab ~ (/.,) > -- -~, ~.~ + ~.~ und 

1 + 2~0.) divergierk i+ l~, t '  

Diese Siitze ttbertragen sich unmittelbar auf ein IntervaU (0, b), wo b 
eine beliebige reelle Zatd ist. 

w  

Beweis des Satze8 I. 

Wit betrachten nun die Folge (1); nach unserem Satz A ist die Divergenz 

der Reihe ~ 1- l -~@,)  eine notwendige Bedingung daftlr, dab die Folge 
1 + I~,t' 

1 

(1) eine Basis sei. Da aber ~(loV)> 0 vorausgesetzt wurde, so daft die 

obige Reihe durch ~ I "F R(p,) ersetzt werden. Hiemi~ ist der erst~ Teil 
1 + Ip, t' 1 

des Satzes I bewiesen ;  u m  auch den zweiten Tell  zu beweisen, approximiere  

*) FC~ 1, ~ w - -  1 gaben hierffir ,chon Herr Lereh, S~el~e~ femer die Herren 
Phragm~n, Landau und Fej~r Beweise. M&n vgl. E. L1mdau, ~'ber die Appro~mation 
einer stetigen Funktion dmrch E~mze rationale F~mk~onen [R~ndioon~i de! Cirr 
Matem~ico eli P~Iermo, 25 (1908), S. 887--846], und die dasetbst angeffihr~ Lit~ra- 
fur. - -  Fej~r, s. a. 0., S. 99. - -  VgL femer: C. N. Moore, On Certain Constanf~ Ana- 
logous to Fourier's Constants [Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 14, 
(1908), S. 868--878; vol. 15 (1909), S. 116]. --  Mtlntz, a. a. 0., S. 804-805. 
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ich zun~chst die Potenz x ~ (I >1) .  
1 

auf die Panktion x ~ und die Potenzenfolge 
i 

l ,  ----- p~ 2 

Zu diesem Zwecke wende ieh den Satz A 

an. Dies ist gestattet, denn die Divergenz der Reihe 

(v- -  1, 2, 3,. . .)  

i ' f o lg t  

O0 

$ (p, 
aus der vorausgesetzten Divergenz der Reihe i-t-I~ 

1 

beliebig klein vorgegebenen positiven Zahl ~ gibt es also 

1 1 1 

aix  .+ a,x  + ' ' '  "4- an x 

!~(p;) , ) Z u  einer  is" 
einen lusdruck 

derart, dal~ 

(6) alx + " " '  + a .  x d X < ~X l + i) [ 

wird. Nun ist offenbar 

1 1 1 
/~+~- /), +-~- .Pn + --~ /~ (~i_ 1 pt_ 1 

m oq ~c a n X  $ 

i "~ i + ' " +  i = J k z  +alz  

also 

i + a ,  I + . . . + a .  x i 
~+-i- ~ 1 + u  Io. + - ~  

X. 

0 

I 1 1 
- - -  P~- -E Pn- T + a~z + ...-+ a.z dz. 

es ist 

und 

ot~er 

*) Diese beiden Reihen konvergieren oder divergieren sogar gleichzeitig, denn 

~(.p~,) 1 -1- IP, l' , 
~.(Pv) 1 ' ~ ' ~ - ' ~  1 ~[-~vl ~" 1 I s ~l+i"-T~ ~ i+l'~ - -'i 

l +  m, - -g  < l + ~  Ip,,l'-t- <~(I~,i'+~), 

~ "1- I " - -  i I'-~ 1 + liP" / u ~ l ,  1, 

l <  l%I.mi' ,<~. 
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Wendet man ferner die bekannte Ungleichung: 
b b 

an,  so folg~ aus (7)  und  (6)  

+ ~  ~ x ~ +-~ x ~ + u  
1 ~ - a l  1 -~" �9 -[- a= 1 

1 

< x  s �9 --s ffir O < x ~ l ,  --- Z + l  - -  - -  

und hieraus 

x~+ 1 x p . + . . . §  1 x~---- ~ 8  (0__~x~l) .  

Also ist jede positive ganze Potenz durch die Folge (1) gleiehmiU~ig 
approximierbar; daraus folg~ aber dutch Anwendung des WeierstraBschen 
Satzes, dab auch jede ste~ige Funktion gleichm~iBig approximierbar ist. 

Hiermi~ ist der Satz I vollsfiindig bewiesen. Man kann diesen Sats 
noeh ein wenig verschiiffen; aus dem Beweise ist n~imlich ersichtlich, dab 
man bei der Approximation der positiven Pobnz x ~ 0 t ~  1) das Glied 1 
in der Pobnzenfolge (1) fortlassen darf. Nun ist aber jede fib x -- 0 ver- 
schwindende, im Inbrvall (0, 1) stetige "Funktion daselbst dutch die 
Pobnzenfolge 

gleichm~iBig approximierbar; denn ist f(x) stetig und f ( 0 ) -  0, so gibt es 
zu jeder beliebig kleinen positiven Zahl ~ nach dem WeierstraBschen Satze 
ein solches Polynom ao $ alx ~ . . . - { -a=x  n dab 

{ f (x ) - - (ao+alx+. . .~ -a~x=) l<~ ( O ~ x ~ l )  
ist. Setzt man hierin x ~ O, so ergibt sich 

laol 
und hieraus folgt leicht, dab auch 

I f ( x )  - (a~x + a~x ~ + . . .  + a,x~) [ < 2~ 
is~. Es ergib~ sich so der schirfere 

S atz I'. Dafi~r, daft die Pofenzenfolge 
(1') x~,  x~,, �9 �9 p, 4= p~,, !~ (p,) > 0 (v -- 1, i~,...), 
eine Basis abet fiir x ~ 0 verschwindenden, im IntervaB (0, 1) st~tigen ~'un~ 

tionen sei, ist notwendig~ daft ~ 1 47~(~) divergiert, und hinreichend, daft 
i + I~,1' 

1 

IR(~,) divergiert. 
1 
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Oibt es eine Zahl a > 0 derart, dal~ 

> (~ ~ 1, 2, 3 , . . . )  

ist, so liiBt sich offenbar die notwendige Bedingung durch die folgende 
$0 

!~(~,) mug divergieren; und diese Bedingung ist jetzt gleich- erse~zen: ~ 1 + ]p~ I ~ 

bedeu~end mi~ der Divergenz der Reihe ~ . -  ~ -~  , wie aus der Beziehung 
1 

O0 

�9 (p~) ~(p~) 

1 1 

1 
i 4- -ip  1 

unmi~telbar hervorgehk 
Also f~illl die notwendige Bedingung hier mit der hinreichenden zu- 

sammen, und man kann den Satz aussprechen: 
Sa~z I". D~rch die Poten~enfolge 

in der 
> o (v = 1, 2, 3 , ' . . )  

ist, liiflt sich dann und nur dann jede fiir x = 0 verschwindende~ im Inter.. 
O0 

(0, 1) stetige Funktion gleichm~flig approximieren, wenn ~ ( P ' )  v a ~  

divergiert. 
Sind die p, reed und posiiiv und isl lira p,----O~ so besagt die notwen- 

dige Bedingung, dab die Folge (1') unendlich vide Glieder ent, hi~l~, und 

die hinreichende Bedingung bes~eh~ in der Divergenz der Reihe ~ '~p , .  

Es gil~ also der 1 

limbos= O, p ~  O, und ~ p ,  divergent~ so ist dutch Satz V'. Ist 
Y =r I 

die t)otenzenfolge 

jede fib" x = 0 verschwindende, im Intervall (0, 1) stetige Funktion gleich- 
miiflig azvproximierbar.*) 

*) Herr ~iin~s feil~e mir gelegenflich vor l~ngerez Zeit mi~, da~ er fflr diesen 
Fall folgendes bewoisen kann: 

1) Die Divergenz dot Reihe ~ p ~  isg eine notwendige Bedingung daffir, da~ die 
1 

Folge (1) eine Basis sei. 
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Die Transformation x ~ ~b zeig~ unmittelbar, da$ diese SK~ze auch 
far das Intervall (0, b) gelten. 

w  

[Tber die Approximation durch trigonometrische Funktionen. 

Setzt man in den Sa~z I '  

p , = l + i r ,  ( v = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  v ~ % ,  

ein und beschr~ink~ man sich auf reelle Funktionen, so folg~, dab jede im 
Iatervall (0, b) stetige, ftir x = 0 verschwindende Funktion dutch die Folge 

(8) x ~o~ ( ~  log ~), ~ ~i~ (n  Iog ~) (~ = 1, ~, 3 , . . . )  
@0 

. ~  1 ,) gleichm~Big approximie~ werden kann, wenn nut 1-4-~ divergiert. 
x 

Hieraus folgt, daft unter derselben Bedingung durch die Funktionenfolge 

(9) e-~ oo~ ,:,,,, e-~ si- ~, (,,= 1, 2, 3 , . . . )  

jede im Intervall a ~ z ~ + cr stetige, fiir z ~ + ~ verschwindende 
Funktion gleichmK$ig approximierbar is~. 

Sei niimlich 
e - ~ = x ,  b = e  -~ (areel l ) ;  

um nun eine im Intervall a ~ z ~ + ~ s~etige~ fiir ~ ~ + cr verschwin- 
dende Funktion f(z) dureh die Folge (9) gleiehm:,il~ig zu aplaroximieren , 
gen(ig~ es, die Funktion f ( - -  log x) im Intervall 0 ~ x ~ b durch die 
Folge (8) zu approximieren. Wobei offenbar f ( - -  log x) f(ir x , -f- 0 
versehwindet 

In einem endlichen Interval1 (a, d) 1KB~ sich also um so mehr die 
Funk~ion e-'f(z) in eine gleichmKgig konvergente Reihe yon tier Form 
entwickeln: 

OO 

e-*f(z) = e - ' ~  -P,.(~), 
1 

wo ~,(z) ein linearer Ausdruck der Funktionea 

cos %~, sin %z (n = l ,  2, . . ., v) 

2) Im Falle p~ = 1 ist die Folge (1) sicher eine Basis. 

A n m e r k u n g  bei der  K o r r e k t u r  (2~. M~rz 1916): 
Der Beweis yon (2) finder sich in seiner vor Kurzem erschienenen Arbeit: Ap- 

proximation willkfirlicher Funktionen durch Wurzeln [Archly der Ma~h. und Phys. 
III. R., 24. Bd. (1916), S. 310~316], w~hrend der Beweis yon 1) bisher meines Wissens 
nich~ verSffenflicht ist 

*) Es ist durchweg der Bauptwert des Logarithmus gemeint. 
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is~. Hieraus erh~il~ man die Gleiohung 

f(") = ~  P,(*) 
1 

und es ist also die Funktionenfolge 

( a ~ z ~ d ) ,  

cos v,~, sin v,z (v = 1, 2, 3,. . .)  

eine Basis "aller stetigen Eunktionen in jedem endlichen Intervall, wenn nut 

1 
die Beihe ~ 1 + ~, divergiert. 

1 

~hnliche Siilze allgemeinerer &rt leite ich auf anderem Wege ab. 
Wit beweisen den 
S a~ z II. Die Funktionenfolge 

1, x, s cos ~,x + t sin O,x, q, + 0~, > 0 (v -- 1, 2, 3, . . . )  

stellt sicher~i& eine Basis aller stetigen Funktionen im Intervag (a, d) 
(a ~ 0 faZls s . t = O) dar, wenn es eine positive ZaM 8 g,$t, fiir die 

of~ 

c~vergiert. Hierbei sollen s und t behebige reeUe Zahlen be- 
1 ~ 

deuten, die nich~ beide verschwinden. 
Zu diesem Zwecke zeige ich zuniichs~, dai~ die Funktionenfolge 

(lO) s cos q~x + t sin q,x (v = 1, 2, 3, . . . )  
unier dot Bedingung, dal~ 

oo 

2 (11) 0 , + 0 ~  > 0 ,  ~u 

divergier~, im Intervall (a, d) abgeschlossen isg. Wiire dies niimlich nicht 
der Fall, so wttrdo es eine nieht identisch verschwindende stefige Funkfion 
f(x) geben, ffir die 

g 

(12) f f(x) (s cos Q,x + t sin Q,,x) dx ---- 0 (v = 1, 2, 3, . . .)  
05 

is~, so da~ also die Funl~ion 
d 

~(~) = f f(x) (8 cos ~x + t sin ~x) ax 
a 

an deu Stellea $ '=  Q, (v =1 ,  2, 3, . . .) verschwinden wfirde. Nun is/~ abet 
F(~t) offenbar eine ganze iranszendenio Funktion, und es ist 

d 
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dM heiBt 

(13) F(~) =< ~,~J~, 
we a, fl geeignet gewghlte Konstanten bedeuten. Ferner lgl3t sich leieht 
zeigen, da6 /7'(2) nieh~ identisch verschwindet; dies wiirde ngmlich be- 
sagen, dab 

d d 

a a 

ist. Dies ist aber nach den vorausgegangenen Resulta~en nioht mSglich, 
wenn wit noch voraussetzen, dab die Zahlen s und t beide yon Null ver- 
sehieden sind, oder dab der Nullpunkt nieht im Innern des Intervalls 
(a~ d) liegt. Denn die Potenzenfolge 

1, x ,  x 2, �9 . . ,  x v, . . .  

is~ in jedem endlichen Interval] abgeschlossen, und jede der Potenzen- 
folgen 

1, x~ x4, .-.~ x ~, . . . ,  
�9 . X 2 ~ + l  . . X ~  X %  XS~ '~ ~ �9 

ist ubgeschlossen in einem Intervall, das den Nullpunkt nieht im Innern 
enlh~lk 

Wenn nun /~(~.) unendlich viele yon l~ull verschiedene HuUstellen 
besitzt: 

x,, x ,  x , , . . . ,  o < Ix, I < Ix.+,l, 
so folgt aus (13) nach einem wohlbekannten Satze, dab 

1~.1 > c . , ,  ( ~ -  1,2,~,...) 
ist, we c eine geeignet; gewlihlte positive Konstante bedeutet. A!ao 

00 

I z, 11+ ~ kon vergiert fill" jedes o ~ > O. 
1 

Mit Riicksicht auf die Bedingung (11) kann also (12) nieht bestehen, 
das heil3t die Funktionenfolge (10) ist abgeschlossen im Intervall (a~ d). 

Nun lautet aber ein Satz des Herrn E. Schmidt:*) 
Es sei ~ l ( x ) ,  % ( x ) , . . . ,  ~ , ( x ) , . . .  eine unendliche Reihe fiir das 

abgesehlossene Intervall a ~ x ~ b definierte G reeller, zweimal stetig dif- 
ferenzierbarer Funktionen, deren zweite Ableitungen ein abge~ehlossenes 
System bilden; dann liil~t sieh jede ffir a ~ x ~ b definierte stetige Funk- 
tion in eine Reihe endlicher linearer homogener Aggregate der Funktionen 

1, x, %.(x), % ( x ) , . . . ,  ~ , ( x ) ,  �9 . �9 

gleiehmgBig konvergent entwickeln. 

*) A. a. 0., S. ~76. 
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Durch Anwendung dieses Satzes ergib~ sich nun unmittelbar der 
Sa~z II. Insbesondere is~ also 

1, x, cos Q~x (v--- 1,2,3,...) 
bzw. 

1, x, sin q~x @ =  1,2,3,...) 

eine Basis im In~ervall (a, d) (a ~= 0); und 

1, x, cos q,x + sin r 

eine Basis in jedem endlichen Intervalh 
Der Sa~z liif~ sich leich~ auf komploxe p, erweitern und das Glied x 

in der Funkfionenfolge daft fortgelassen werden, wie ich an anderer 
S~elle*) ausftihre. 

*) Folytonos f~iggv6nyck megkSzelit~se adott ffiggv~nysorozatb61 k6pezett line~ris 
kifejez&ekkel. Erscheint denm~chst in den ,,Mathematikai 6s Physikai Lapok". 


