432 0. Szisz.

Uber die Approximation stetiger Funktionen durch lineare
Aggregate von Potenzen.

Von
Orro Sz4sz in Frankfurt a. M.

Einleitung.

Der folgende Satz rithrt bekanntlich von WeierstraB her:

»Jede in einem abgeschlossenen endlichen Intervalle (a, b)*) stetige
Funktion f(z) kann in diesem Intervall durch Polynome mit beliebiger
Anndherung gleichm#Big approximiert werden.” Man driickt dies aus, in-
dem man sagt, daB die Funktionenfolge:

1,x,x2,-~-,x",---
eine Basis aller stetigen Funktionen im Intervalle (a, b) ist.

Beschrinken wir uns zuniichst. auf das Intervall (0, 1); meines Wissens
hat sich zuerst Herr S. Bernstein**) mit der Frage beschiftigt, wann eine
Folge von positiven Potenzen

p p
x°, vt w

eine Basis aller stetigen Funktionen im Intervall (O, 1) bildet. Er gab hier-
fiir einerseits hinreichende, andererseits notwendige Bedingungen, die ihn
zu der Frage fiilhrten, ob nicht die Divergenz der Reihe L eine sowohl
notwendige, wie auch hinreichende Bedingung darstellt. ***5 Erst Herrn

D2 Dy
,...’x g

*) Das heiBt: a<x<b.

**) 8. Bernstein, a) Sur les recherches récentes relatives & la meilleure approxi-
mation des fonctions continues par des polyndmes [Proceedings of the fifth inter-
national congress of mathematicians (Cambridge, 22—28 August 1912) Cambridge,
1918, Vol. I, 8. 256—&66], 8. 264. — b) Sur Pordre de la meilleure approximation des
fonctions continues par des polyndmes de degré domné. [Mémoires publiés par la
Classe des sciences de I'Académie Royale de Belgique, 4°, II série, t.IV, 1912, 104 8.].

**) Die allgemeinste von Herrn Bernstein abgeleitete notwendige Bedingung lautet
(a. a. O. b), 8. 83—84):

Es darf keine Folge von positiven Zahlen

aoa 81: 8’1 *t %y 81'," .
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Miintz*) gelang es (unter der Voraussetzung: p, > p,_,, die sich unmittel-
bar auf lim p, > 0 erweitern lieB) diese Frage, und zwar in bejahendem

Sinne zu beantworten. ¥¥)

Ich hatte Gelegenheit, die Arbeit des Herrn Miintz schon im Manu-
skript zu lesen, und daran einige Bemerkungen zu kniipfen. Aber sein
Beweis entbehrt meiner Ansicht nach noch der erreichbaren Einfachheit
und Ubersichtlichkeit. Es 148t sich niimlich sowohl die Anwendung der

existieren, fiir welche die beiden Reihen

«w© o0
Zv d, und 21' e~ Prdy
0 0

gleichzeitig konvergieren.
Es 14Bt sich leicht zeigen, daB diese Bedingung mit der folgenden einfacheren
gleichbedeutend ist: Die Reihe 27 w, mub fir

1 fir p,<1,

Yy=11-+4logp,

ir p,>1
2, b )

divergieren.
Die obige Bedingung 148t sich nimlich so formulieren: die Reihe

21/ (d‘y -+ g’l’v‘;v)

muf stets divergieren. Nun ist aber stets
8, Fe o Jy >u,,

und es gibt einen Wert von 0, fiir den hier die Gleichheit gilt, woraus die Richtig-
keit unserer Behauptung unmittelbar folgt.

*) Ch. H. Miintz, Uber den Approximationssatz von WeierstraB [Mathem. Abhand-
lungen H. A. Schwarz gewidmet. Berlin 1914, 8. 803—312]. Daselbst auch Literatur-
nachweis, zu dessen Ergéinzung noch auf eine Arbeit des Herrn L. Fejér: Uber die
Laplacesche Reihe [Math. Ann. 67 (1909), S. 76—109], 8. 97—99, und auf die daselbst
angefiihrten Stellen verwiesen sei. Man vgl. ferner: G. Faber, Uber stets konvergente
Interpolationsfornieln [Jahresbericht der deutschen Mathematiker- Vereinigung XIX
(1910), S. 142—146], S. 143—144. — 8. Bernstein, Démonstration du théoréme de
Weierstrass fondée sur le calcul des probabilités [Communications de la Société
mathématique de Kharkow, 2° série, XIII (1912), 8. 1—2].

*0 Die Herren E. Schmidt und F. Riesz haben das allgemeinere Problem behandelt:
gegeben sei eine unendliche Folge im Intervall (a,b) definierter reeller stetiger Funk-
tionen g, (), @, (%), . .., was sind die Bedingungen dafiir, da8 jede im Intervall (a, b)
definierte stetige Funktion durch lineare Aggregate der ¢, gleichmiBig approximiert
werden kann? Man vgl. E. Schmidt, Entwicklung willktirlicher Funktionen nach Systemen
vorgeschriebener [Math. Ann. 63 (1907), S, 433—476; Dissert. Gottingen (1905), 84 8.]. —
F. Riesz, a) Sur une esptce de Géoméirie analytique des systemes de fonctions som-
mables [Comptes rendus hebdomadaires des séances de 1'Acad. des Sciences, Paris,
144 (1907), S. 1409—1411]. b) Sur certaines systémes singuliers d’équations intégrales
[Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure, 3¢ Série, T. 28 (1911), S. 83—62],
S. p1—b4.
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auf unendliche lineare Gleichungssysteme bezliglichen Schmidtschen Resul-
tate, wie auch der Fourierschen Entwicklungen vermeiden. Ferner bemerke
ich, daB sich der Beweis ohne erhebliche Abinderung auch auf komplexe

D, mit positiv reellem Teil erweitern 1iBt und auch fiir den Fall hm %(p )=0

gewisse Schliisse zuliBt.” Der zu beweisende Satz lautet nun
Satz 1. Damit die Folge

(1) xto=g0=1, g, 2%, -5 R(p)>0, p,+p,

eine Basis aller stetigen Funktionen im Intervall (O, 1) sei,*) ist notwendig,

dap 11_:_ T ( ‘"3 dwergiert, und hinreichend, daf Z Tt LS ”)\, divergiert.*¥)

Hlerbel diirfen die stetigen Funktfionen auch komplexe Werte an-
nehmen, sind also allgemein von der Form

(@) = o(@) + iv(z),
wo @(x), 9 (x) reelle stetige Funktionen sind.

Offenbar gilt der WeierstraBsche Satz auch fiir komplexe Funktionen
reeller Verénderlichen, denn man braucht ja nur ¢ () und v (z) gesondert
zu approximieren; natiirlich werden jetzt die Néherungspolynome von f(z)
komplexe Koeffizienten haben.

In § 1 erinnere ich an einen lingst bekannten Determinantensatz;
in § 2 beweise ich einen Satz tiber Approximation im Mittel; in § 3 be-
weise ich den Satz I. In § 4 beschiftige ich mich mit Approximationen
durch trigonometrische Funktionen; schon der Satz I gestattet hierauf be-
ziigliche Schliisse. Weitere Resultate leite ich auf anderem Wege ab. Ins-
besondere wird bewiesen, daB die Funktionenfolge

1, », cos g, 2, sin ¢ %, 9,,=1=9M>0 (v=1,2,8,---)
sicher dann eine Basis in jedem endlichen Intervall darstellt, wenn fiir

x

ein positives § die Reihe 2 divergiert.

1
140
Bl

*) Ich werde hierfiir gelegentlich kurz Basis sagen.

*) In der Exponentenfolge muBf die Null vorkommen, denn sonst wire schon
f(x)=1 im Nullpunkte nicht mit beliebiger Genanigkeit approximierbar.

Die Voraussetzung p, <=p, bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit,
denn fiir unser Problem ist es glexchgdlmg, ob ein Exponent nur einmal oder dfter
vorkommt.

R(x) bedeutet — wie iiblich — den reellen Teil von @ — Unter x?» will ich
den Hauptwert dieses vieldeutigen Ausdrucks verstehen.

Der von Herrn Miintz bewiesene Satz ist in Satz I enthalten; man vgl. § 3.
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§ 1.
Ein Determinantensatz.

In der Determinante n*® Grades [a,]? sei

1
| % i
dann ist ihr Wert*)
Tl@—a) i —ry)
_ ik : 7
Dn ]]zqi__'_rk) (7'7 k 17 2) :”)‘
Ist insbesondere
1 - i .
G=8+5, n=35++% (1=1,2,.., n)**)
go ist
1,n
l>]| 8 — 8
@) [ogaril——5
I &+s+D
tk=1
§ 2.
Uber die Approximation im Mittel.
Sei
(3) Ay Agy Agy -

eine Folge reeller, oder komplexer Zahlen, die nur der Bedingung unter-
worfen sind:

(3,> j’v+x’,u) ﬂi(l)>—-—~ (v=1}2,3;"');

f(x) sei eine (reelle oder komplexe) stetige Funktion der reellen Ver-
dnderlichen # im Intervall (0, 1). Wenn es zu einer beliebig kleinen
positiven Zahl & einen Ausdruck

alxzx _|_ a2x12 4 ... -+ ognx'zn

*) A. Cauchy, Mémoire sur les fonctions alternées et sur les sommes alternées
[Exercices d’analyse et de phys. math. IT (1841), 8. 161—159 ((Euvres complites 2¢ sér. XII,
im Erscheinen)]. — Auszug mehrerer Schreiben des Dr, Rosenhain an Herrn Professor
Jacobi tiber die hyperelliptischen Transzendenten [Journal fir die reine und ange-
wandte Mathematik 40 (1850), 8. 819—860], 8. 3580—851. — F. Joachimsthal, Be-
merkungen tiber den Sturmschen Satz [ebends 48 (1854), 8. 386—4168], S. 414, —
R. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, vierte Aufl., Leipzig 1875,
8. 92—94. — 8. Giinther, Lehrbuch der Determinantentheorie, zweite Aufl., Erlangen
1877, S. 111—112. — Th. Muir, The Theory of Determinants in the historical Order
of Development, London, Vol I second edition 1906, S. 842—345; Vol, II 1911,
S. 171—172.

**) & bedeutet die zu s; konjugierte komplexe Zahl.

Mathematische Annalen. LXXVIX 32
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gibt fiir den
1
f[f(x) — (e 2h + - @) P dr<e
0

wird, so sagt man, f(z) sei durch die Funktionenfolge
(4) ah, why 2l

im Mittel approximierbar im Infervall (0,1). Ist die Fuuktion gleichmifig
approximierbar, so ist sie offenbar auch im Mittel approximierbar im be-
trachteten Intervall. Daher ist die Approximierbarkeit im Mittel eine
notwendige Bedingung fiir die gleichm#Bige Approximierbarkeit. Ich be-
weise nun den

Satz A. Dafiir, daB jede stetige Funktion im Intervall (0, 1) durch die
Folge (4) im Mittel approximierbar sei, ist notwendig und hinreichend, daf

2 114_;_2?:(?‘:) divergiert. Dabei sind die 1, der Bedingung (3') unter-
worfen.*)
Beweis. Sei 4, eine positive ganze Zahl oder Null und
by =+ 4, (’v=1}2;3:‘”)‘

(Wenn ein solches A, micht existiert, so gentigt es, sich auf den Weier-
straBschen Satz zu berufen.)
Ich bestimme zundchst das Minimum des Ausdrucks

1

f]w‘°+u1xll + -t u,anPda
0

bei beliebiger Verinderlichkeit der komplexen Variabeln u,, u,, - - -, u,. Es
handelt sich darum, das Minimum m, der positiv definiten Hermiteschen
Form

1
. T 1
E, ¢, u,%, C =fm‘v+lﬂdx==————=———
oy T t 4 ?
Y lv-l-lﬂ—l-l

V=

unter der Nebenbedingung %, = 1 zu bestimmen.*¥)% Man iiberzeugt sich
leicht**¥), daf die gesuchte GriBe den Wert hat:

*) Wie aus dem Beweis ersichtlich ist, bleibt die Bedingung unveréindert, wenn
man sich auf reelle stetige Funktionen beschrinkd.

**) Bei der Auswertung von ¢,, kommt die Voraussetzung R(1,)>— —;— zur
Anwendung. :
w#) Offenbar existiert das Minimum; setzt man nun w, = v, -} twy, 80 erhiilt man
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[%]Z’

SN C

m

also, mit Riicksicht auf (2):

o,n L,n
1114 =4 -1
. Y>> u

m, = 1P . ,
]](%-i-z,u-l-l) ]I(’v,-l—i,,-}‘l)
¥ =0 ypu=1

und hieraus
Ay—1, |2
Tt = 37, +1H A+ A +1}

Offenbar ist
O < mn+1 < mm

80 daB also lim m, = m immer existiert; 2% ist durch die Folge (4) im Mittel

n=0

approximierbar oder nicht, je nachdem m=0 oder m >0 ist. Setzt man nun
}/7=6’,+i'ﬂw (1}==1,2,3,-..),
so wird
A, — 14 3 (6, = ho)? -+ 72
44 +1 =(61:+7'o+1)’+‘t:=‘1_y7"
wobei

(20, +1) @3 + 1)
SONTIE R

>0

ist. Also ist m =0, wenn Ey, divergiert, und m >0, wenn Zy, kon-
1 1
vergiert. Nun folgt aus der Beziehung

14200 1426, . 1
iF¥a+n @tk +tU+n | Gt DE,—4)
6, Fh+ D ¥

unmittelbar, daB die Reihen

21/ y, und Z I j—_j’_’aﬁf’

eine reelle quadratische Funktion in den v,, w, und findet durch Differenszieren fiir
das Minimum die Bedingungen

n
276“‘#“7-_:0 (“,=1,2’...,n),
0

und hierzu fritt demnach die Gleichung (wegen %, =1)
n

2” cv(lu'v = mn;

0
berechnet man aus dem*so entstehenden Gleichungssystem u, und beachtet, daB
%, =1 sein muB, so erbdlt man unmittelbar fiir m, den oben angegebenen Wert.

32*
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®

gleichzeitig konvergieren oder divergieren. Wenn also >» Tl—l%
1

giert, so ist jede Potenz % (1,=0,1,2,---) und demnach, mit Anwendung

des Weierstrafischen Satzes, auch jede stetige Funktion durch die Folge

1-42¢
+ 20y - konvergent, so

e
ist keine Potenz Ay+1, (v=1,2,...) durch die Folge (4) im Mittel approxi-
2, ~
A+ 41

stellt die untere Schranke der im Mittel erreichbaren Anniéherung von
2% im Intervall (0, 1) dar.

Damit-ist Satz A bewiesen; insbesondere folgt hieraus als notwendige
Bedingung, daB die Folge (1) unendlich viele Glieder enthalten muf.

Ubrigens ist unter denselben Bedingungen auch jede samt dem
Quadrate ihres absoluten Betrages im Lebesgueschen Sinne integrierbare
Funktion durch die Folge (4) im Mittel approximierbar, denn jede solche
Funktion ist durch stetige Funktionen im Mittel approximierbar. Ist ném-
lich f(z) = @(x) 4 i¢(x) die betrachtete Funktion, so liefern die Partial-
summen der zu p(x) und y(x) gehdrigen Fourierschen Entwicklungen das
Gewiinschte.

Hieraus folgt nach einer bekannten SchluBweise der

Satz B. Sei y(x) =f,(2) + ify(®), wo f1(x), f(x) samt ihrem Quadrate
im Lebesgueschen Sinne integrierbare Fumlktionen bedewten; ferner sei fiir
das Funktionensystem (4):

®) [i@)adz =0 (v=1,2,3,.-)%)

diver-

(4) im Mittel approximierbar; ist dagegen Zv
1

mierbar, und das konvergente unendliche Produkt i 1+ . H

und 2 1}-_{:2—?-:—(?'-,‘2 divergent; dann st hichstens mit Ausnakme eimer Punkt-
1

menge vom Mafe Null y(x) = 0. Man driickt dies auch so aus: das Funk-
tionensystem (4) ist vollstindig im Intervall (0, 1).

Man kann n#mlich zu einer beliebig kleinen positiven Zahl & die
Zahlen ¢,, « -+, ¢, so bestimmen, daf

1
t/)}x(x) +exh o F e atnPdr < g
0

wird, und hieraus folgt nach (5):

*) Hier ist 7(0) = f, @) — 15 ().
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1
S 2@ 14 azh o+ g ds <,

also um so mehr
1

Bfix(x):’dx < )

woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt.

Ist insbesondere x(z) eine stetige dem Gleichungen (D) geniigende Fusk-
tion, so mup sie identisch verschwinden*); man drickt dies so aus: das
Funktionensystem (4) ist abgeschlossen im Intervall (0, 1). Eine im Inter-
vall (0, 1) stetige Funktion ¢(z) ist also durch ihre Konstanten

1
fa(x)x‘vdz (v=1,2,3,--)
1)

vollig bestimmt. Hierbei ist vorausgesetzt, daB R(4,) > — —% ) &, = 4, und
Y120 g
ZW divergiert.

Diese Sitze tibertragen sich unmittelbar auf ein Intervall (0, 3), wo b
eine beliebige reclle Zahl ist.

§ 3.
Beweis des Satzes L
Wir betrachten nun die Folge (1); nach unserem Satz A ist die Divergenz

der Reihe 7—2‘—1%_——%{;)‘ eine notwendige Bedingung dafiir, daf die Folge
1
(1) eine Basis sei. Da aber R(p,) > 0 vorausgesetzt wurde, so darf die

obige Reihe durch 77 }i“:}:‘rp 13 ersetzt werden. Hiermit ist der erste Teil
1

des Satzes I bewiesen; um such den zweiten Teil zn beweisen, approximiere

*) Fiir A, =v — 1 gaben hierfilr schon Herr Lerch, Stieltjes, ferner die Herren
Phragmén, Landau und Fejér Beweise. Man vgl. E. Landau, Uber die Approximstion
einer stetigen Funktion durch ganze rationale Funktionen [Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo, 25 (1908), 8. 887—846], und die daselbst angefithrte Litera-
tur. — Fejér, 8. a. 0., 8. 99. — Vgl ferner: C. N. Moore, On Certain Constante Ana~’
logous to Fourier's Constants [Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 14
(1908), S. 368—378; vol. 16 (1809), 8. 116]. — Mtntz, &. a. O., S. 804— 805
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ich zunichst die Potenz #* (A >1). Zu diesem Zwecke wende ich den Satz A

1

auf dio Fonktion # ¥ und die Potenzenfolge

1
1y=pv_? (7'=172>3;"')
an. Dies ist gestattet, denn die Divergenz der Reihe 2 R _ i folgt

aus der vorausgesetzten Divergenz der Reihe >» 1—?:(—}%1?*) Zu einer
1 14

beliebig klein vorgegebenen positiven Zahl & gibt es also einen Ausdruck

?x—';‘ Pz—‘;‘ ?»—';‘“
ax + a,x +:ta,zx
derart, daB
1 1 1 1 2
2.——5- P]_"“g_ b 2
(6) J‘x +a1x +--~+a”x dx<(;'+1)s
wird. Nun ist offenbar
1+% p;+% ?n‘f% z 1——1~ -2 .
z x a, % e B
1+“x —+- R 1=f(z +a,z F-ta 2 )dz,
At Pty Pt 0
also
1 1 1
At ntg Pnt 5 x 1 1 1
z ] z 2 z 2 - L~ = Pn— =
T+ Tt ta, T _g_fz 2+al‘e: 2+-~»+anz 2
L A O by Pnt 5| P
2 1 2 n 2
*) Diese beiden Reihen konvergieren oder divergieren sogar gleichzeitig, denn
es ist
2 R (p) =2 R (pv) 1+|P']’
113 1 s’
1 Pv—'?l 1 Fipt 1+IP ‘
und
1
(120174 1) <2v 1P+ 0,
1\* 1 1
Hipl—5) 2zt 5 (ol — ) > 0nl +
oder

_1_< 14 |pyi® 2<2
1+ Pv-—*
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Wendet man ferner die bekannte Ungleichung:

(f 9() dz)zé <b—a)f g* (o) de
an, so folgt aus (7) und (6)

x2+—§- p;+—2 Pn"“;‘ 1
X 2 & 2
ptat—tete, St <ot 0 i 0S0g1,
l—l——— P1+? pn+_2_ '

und hieraus

a, (4 4+ = a4+ =
xl_;__l_(_ig_)xm_;_..._!__..(__—t_li)xf’n <s (OLzL).
» + ) Py + )

Also ist jede positive ganze Potenz durch die Folge (1) gleichmiBig
approximierbar; daraus folgt aber durch Anwendung des WeierstraBschen
Satzes, daB auch jede stetige Funktion gleichmiBig approximierbar ist.

Hiermit ist der Satz I vollstindig bewiesen. Man kann diesen Satz
noch ein wenig verschiirfen; aus dem Beweise ist nimlich ersichtlich, daB
man bei der Approximation der positiven Potenz z* (1>1) das Glied 1
in der Potenzenfolge (1) fortlassen darf. Nun ist aber jede fiir # = 0 ver-
schwindende, im Intervall (0, 1) stetige “Funktion daselbst durch die
Potenzenfolge a .8

x, 7, x°% - - -
gleichmiBig approximierbar; denn ist f(z) stetig und f(0) = 0, so gibt es
zu jeder beliebig kleinen positiven Zahl ¢ nach dem WeierstraBschen Satze
ein solches Polynom a,+ @,z + - -- + a, 2" daB

(@) — (@ + a2+ -+ a,07)| < e O=<2<1)
ist. Setzt man hierin 2 = 0, so ergibt sich
lap| <e,

und hieraus folgt leicht, daB auch
|F(@) — (a2 + ay2® + -+ + 0,5 | < 2¢
ist. Es ergibt sich so der schiirfere
Satz I'. Dafiir, dap die Potenzenfolge
(1) xP, P2y .o p,+p, R(p)>0 (v=1,2,--"),
eine Basis aller fiir x =0 verschwindenden, im Intervall (0, 1) stetigen Funk-

tionen sei, ist notwendig, daf 2 Ti—ﬁ(—l%) divergiert, und hinreichend, daf

S (10 )

T g divergiert.
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Gibt es eine Zahl & >0 derart, dab
Rp,) 2« (v=1,2,3,.-)

ist, so liBt sich offenbar die notwendige Bedingung durch die folgende

-]

ersetzen: Jv ¥ Ip ”)| . muB divergieren; und diese Bedingung ist jetzt gleich-
bedeutend mit der Divergenz der Reihe Jf(p”;) , wie aus der Beziehung
O R _ Rt

SRR ST

unmittelbar hervorgeht.

Also fillt die notwendige Bedingung hier mit der hinreichenden zu-
sammen, und man kann den Satz aussprechen:

Satz I”. Durch die Potenzenfolge

xpx, x?z, xp.s, ce ey
wn der
pv+py) m<pv)g“>0 (’V-=1,2,3,"')

ist, 1apt sich dann und nur dann jede fiir x = O verschwindende, im Inter-

vall (0, 1) stetige Funktion gleichmdifig approximieren, wenn 2 igl’i:)

divergiert.
Sind die p, reell und positiv und ist lim p, =0, so besagt die notwen-

y=00

dige Bedingung, daB die Folge (1") unendlich viele Glieder enth#lt, und

die hinreichende Bedingung besteht in der Divergenz der Reihe Zp,
Es gilt also der

Satz I'”. Ist imp,=0, p,>0, und 2 vp, divergent, so ist durch

Y ==00

di tenze
ie Potenzenfolge 2P, gt g, -

jede fiir = 0 verschwindende, im Intervall (0, 1) stetige Funktion gleich-
mapig approximierbar.*)

*) Herr Miintz teilte mir gelegentlich vor lingerer Zeit mit, daB er fiir diesen
Fall folgendes beweisen kann:
@«
1) Die Divergenz der Reihe D¥p, ist eine notwendige Bedingung dafiir, dad die

1
Folge (1) eine Basis sei.
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Die Transformation z = 2b zeigt unmittelbar, daB diese Sitze auch
fiir das Intervall (0, b) gelten.

§ 4.
Uher die Approximation durch trigonometrische Funktionen.
Setzt man in den Satz I’
p,~1+iz, v=1,23), 7,47,

ein und beschrinkt man sich auf reelle Funktionen, so folfrt dafl jede im
Intervall (0, ) stetige, fiir £ = O verschwindende Funktion durch die Folge

(8) z cos (z, log ), x sin (v, log %) (v=1,2,8,--")

gleichmédBig approximiert werden kann, wenn nur Z;ﬁ—ﬁ divergiert. ¥)
Hieraus folgt, daf unter derselben Bedingung durch die Funktionenfolge
(9 e~’cost,4, e ‘sint,2 (v=1,2,3,--")
jede im Intervall o < 2 < + oo stetige, fiir 2 — + oo verschwindende
Funktion gleichmiBig approximierbar ist.

Sei nimlich

e*=g, b=-e"% (areell);

um nun eine im Intervall a < 2z < + oo stetige, fiir 2 — 4 oo verschwin-
dende Funktion f(¢) durch die Folge (9) gleichm#Big zu approximieren,
geniigt es, die Funktion f(— logz) im Intervall 0 <2 <b durch die
Folge (8) zu approximieren. Wobei offenbar f(—logz) fir z — + 0
verschwindet.

In einem endlichen Intervall (@, d) liBt sich also um so mehr die

Funktion ¢=*f(2) in eine gleichmiBig konvergente Reihe von der Form
entwickeln:

e~*f(2) = e"Zu P,(s),

wo P, (2) ein linearer Ausdruck der Funktionen

cos 7,2, 8in 7T,z (n=1,2,...,v)

2) Im Falle p,,=—i— ist die Folge (1) sicher eine Basis,

Anmerkung bei der Korrektur (24. Mirz 1916):

Der Beweis von (2) findet sich in seiner vor Kurzem erschienenen Arbeit: Ap-
proximation willktirlicher Funktionen durch Wurzeln [Archiv der Math. und Phys.
IIL. R., 24. Bd. (1916), S. 310—316], wihrend der Beweis von 1) bisher meines Wissens
nicht verdffentlicht ist.

*) Bs ist durchweg der Hauptwert des Logarithmus gemeint.
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ist. Hieraus erhdlt man die Gleichung

f(s) = DV P,(4) (a<e <),

und es st also die Funktionenfolge
co8 7,2, sin 7,2 (vr=1,2,3,-.")

eine Basis aller stetigen Funktionen in jedem endlichen Intervall, wenn nur
. : SEE! o
die Reihe 2 T divergiert.

Ahnliche Sitze allgemeinerer Art leite ich auf anderem Wege ab.
Wir beweisen den
Satz II. Die Funktionenfolge

1, @, 5 cos va+téin9vx’ ¢ +0,>0 (v=123, )
stellt sicherlich eine Basis aller stetigen Fumktionen im Intervall (a, d)
(@20 falls s-t=0) dar, wenn es eine positive Zahl & gibt, fiir die

D} divergiert. Hierbei sollen s und ¢ belicbige reelle Zahlen be-
2%

1
deuten, die micht beide verschwinden.

Zu diesem Zwecke zeige ich zunichst, daB die Funktionenfolge

(10) § cos 0, % + ¢ 8in g,z (r»=1,2,8,--9)
unter der Bedingung, daf8
1
(11) ote.>0, D
1 v

divergiert, im Intervall (@, d) abgeschlossen ist. Wire dies nimlich nicht
der Fall, so wiirde es eine nicht identisch verschwindende stetige Funktion
f(x) geben, fiir die

d
(12) ff(x) (scos 0,2 + tsin g ) dx =0 (r=1,2,3,.-)
ist, so daB also die Funktion

F(2) —-—-ff(a:) (s cos Az + ¢ sin Az) dx

an den Stellen 4'=9, (v=1,2,3,...) verschwinden wiirde. Nun ist aber
F(2) offenbar eine ganze transzendente Funktion, und es ist

IF@WI <[ 1f@)] (5] + |t)e?0a+1addg,
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das heiBt
(13) F(i) < aebl¥,
wo «, 8 geeignet gewihlte Konstanten bedeuten. Ferner 1éBt sich leicht

zeigen, daB F(1) nicht identisch verschwindet; dies wiirde nimlich be-
sagen, daf

d 4
sff(x) x? dx =0, tff(:z:)x”‘“dx =0 (»=012,..)

ist. Dies ist aber nach den vorausgegangenen Resultaten nicht méglich,
wenn wir noch voraussetzen, daB die Zahlen s und ¢ beide von Null ver-
schieden sind, oder daB der Nullpunkt nicht im Innern des Intervalls
(@, d) liegt. Denn die Potenzenfolge
l;x;xsy"'vxvf"

ist in jedem endlichen Intervall abgeschlossen, und jede der Potenzen-
folgen

]_, xz’ x‘i, e x21’, ceey

@, 2% 25 - -, 2L L.

ist abgeschlossen in einem Intervall, das den Nullpunkt nicht im Innern
enthilt.

Wenn nun F(4) unendlich viele von Null verschiedene Nullstellen
besitzt:

Ay Agy Ay, -y 0< “’rl é H‘v+1')
so folgt aus (13) nach einem wohlbekannten Satze, daB
|4, |>c-v (v=1,2,3,--)

ist, wo ¢ eine geeignet gewihlte positive Konstante bedeutet. Also

0

Zzl—ﬂlT;T konvergiert fiir jedes ¢ > 0.
1 k4

Mit Riicksicht auf die Bedingung (11) kann also (12) nicht bestehen,
das heiBt die Funktionenfolge (10) ist abgeschlossen im Intervall (a,d).

Nun lautet aber ein Satz des Herrn E. Schmidt:¥)

Es sei ¢,(2), g3(2), -+, @, (), -+ eine unendliche Reihe fiir das
abgeschlossene Intervall @ < o < b definierter, reeller, zweimal stetig dif-
ferenzierbarer Funktionen, deren zweite Ableitungen ein abgeschlossenes
System bilden; dann 188t sich jede fiir @ <2 < b definierte stetige Funk-
tion in eine Reihe endlicher linearer homogener Aggregate der Funktionen

L, z, 9,(2), 93(2), - -, 9,(2), - - -
gleichmiBig konvergent entwickeln.

*) A, a. O, 8. 476.
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Durch Anwendung dieses Satzes ergibt sich nun unmittelbar der
Satz II. Insbesondere ist also
1, z, cos o, % (v=1,2,3,...)
bzw.
1, z, sin g, 2 (v»=1,2,8,-.)
eine Basis im Intervall (g, d) (¢ >0); und
1, z, cos g, + sin o 2
eine Basis in jedem endlichen Intervall.
Der Satz 148t sich leicht auf komplexe ¢, erweitern und das Glied 2
in der Funktionenfolge darf fortgelassen werden, wie ich an anderer
Stelle*) ausfiihre.

*) Folytonos fiiggvényck megkozelitése adott fiiggvénysorozatbol képezett linearis
kifejezésekkel. Erscheint demnichst in den ,Mathematikai és Physikai Lapok*.




