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3. Uber die Abzdihlung der Eigenschwingungen
fester Korper;
von Rudolf Ortvay.

1. Einleitung und Allgemeines.

In der Quantentheorie der spezifischen Wirme der festen
Korper, wie sie von P. Debye 1) entwickelt wurde, ist die Be-
stimmung des akustischen Spektrums der festen Korper er-
forderlich. Debye hat das akustische Spektrum der isotropen
Korper bestimmt, indem er von den Eigenschwingungen einer
Kugel bei kriftefreier Oberfliche ausgeht. Da fiir die spezi-
fische Wirme nur sehr hohe Frequenzen maBgebend sind,
deren Verteilung von der Form des Korpers unabhingig?) ist,
kann er seine Resultate auf alle isotropen Korper ausdehnen,

Weil aber die Durchfiihrung der Rechnung bei der Kugel
weitgehende mathematische Hilfsmittel, wie Entwickelungen
nach Kugelfunktionen erfordert, erscheint es wiinschenswert,
einen einfacheren Weg anzugeben, der zu der Verteilung der
Eigenfunktionen fithrt.

Hr. Prof. Sommerfeld hat in einer Vorlesung iiber
Quantentheorie im Wintersemester 1912/13 einen solchen Weg
angegeben, indem er das elastische Problem eines isotropen
Wiirfels 1ost bei ,gemischten Grenzbedingungen*‘%), nach

1) P.Debye, Ann. d. Pys. 39. p. 789—839. 1912.

2) P. Debye, L c.; H. Weyl, Math. Ann. 71. p. 441—479. 1911.

3) ,,Gemischte Grenzbedingungen® wurden benutzt von C. Somi-
gliana, Roma Acc. Line. Red. (5) 11. 1. 1912; (5) 13. I. 1904; (5) 13,
II. 1904. Ferner 16st L. Orlando (Sopra alcuni problemi di fisica ma-
tematica, Messina 1905) das Problem des elastischen Gleichgewichtes des
Parallelepipedes, indem er die Greensche Funktion angibt. Siehe weiter
A.Molinari, Sopra alcuni diversi casi d’integratione della 4* = 0 nell
parallelepipedo rectangolo, Giornali di matematichi Battaglini, Roma
1913. Vgl auch Enzykl. der matb. Wiss., 4. 2. II. Heft 2. p. 188.
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welchen die normalen Verriickungen und tangentiellen Span-
nungen verschwinden. Eine solche bequeme Abinderung der
Grenzbedingungen ist erlaubt; denn wir sind ebensowenig an
bestimmte Grenzbedingungen!) wie an bestimmte Korperform
gebunden, nur miissen die Grenzbedingungen derart sein, daB
kein Energiestrom durch die Oberfliche flieBt, d. h. wir setzen
einen Korper im Warmegleichgewicht mit der Umgebung voraus.

Diese Grenzbedingungen gestatten nicht nur eine Lisung
des elastischen Problems des isotropen Wiirfels in trigono-
metrischen Funktionen, sondern auch die eines rhombisch
kristallinischen. Dadurch wird es ermoglicht, die Debyesche
Theorie der spezifischen Wirme auf rhombische Kristalle aus-
zudehnen.

Das elastische Problem des Wiirfels bei ,,ungemischten
Grenzbedingungen*, d. h. bei festgehaltener oder freier Ober-
fliche ist bis jetzt micht geldst und auch nicht in elementaren
Funktionen losbar, wie von den Untersuchungen ither das ein-
fachere Problem der Platten her bekannt ist. Man konnte
die von Sommerfeld benutzten Grenzbedingungen dadurch
realisiert denken, daB man den elastischen Wiirfel darch eine
fest anschlieBende, starre Wiirfelform begrenzt denkt, so aber,
daB zwischen den beiden Flichen keine Reibung stattfindet.
Wir wollen diesen Fall im folgenden kurz als Fall I bezeichnen.

In Anlehnung hieran habe ich gefunden, daB das elastische
Problem auch losbar wird, wenn man umgekehrt an der Ober-
fliche die normalen Spannungen und die tangentiellen Ver-
riickungen verschwinden laBt (Fall II).

Physikalisch sind diese Grenzbedingungen noch schwieriger
realisiert zu denken als im Falle I, sie wiirden eine Fiihrung
in der Flichennormale jedes Flachenelementes erfordern, durch
welche die benachbarten Fliachenelemente nicht beeinfluBt
werden. Da aber eine solche Grenzbedingung an sich wider-
spruchsfrei ist, werden die Folgerungen daraus ebenso giiltig
sein, wie jene, die aus ebenfalls unausfithrbaren thermodyna-
mischen Gedankenexperimenten abgeleitet werden.

Bedeutet 8 die Verriickung mit den Komponenten &, 7, &,
t die Zeit, ¢ die Dichte, 4, u die elastischen Konstanten und

1) P. Debye, 1 c.
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ist @ = div B, so lauten die Grundgleichungen der Elastizitits-
theorie:

0?2 GRC
Qa—§=ﬂd§+(l+#)ﬂ‘
02 R
(1) 03—;=#4ﬂ+(l+ﬂ)a—y-

8¢ 46
l@w=l‘4’§+(}~+lh§7
Fiir die Oberfliche fordern wir, um einen Korper im Wirme-

gleichgewicht mit der Umgebung zu haben, daB bei der Be-
wegung keine Arbeit geleistet wird.

Die an der Oberfliche geleistete Arbeit ist:
[[x&+ Xn+ 2,008,

WO
(2)

die Komponenten der Krifte auf die Flicheneinheit mit der
Normale n bedeuten und wo die Komponenten der inneren
Spannung gegeben sind durch:

{ X, = X, cos (na) + X, cos (ny) + X, cos (nz)

L (3E , an a1 oF

Xs—*(a—z+7y+ﬁ)+2“ax

" e
Yz=l"( 7 C).

ax T ay

In unserem Falle I oder II verschwindet die Arbeit, da
entweder die Krifte in der Richtung der Verriickung oder die
Verriickung in der Richtung der Krifte verschwindet.

2. Losung des elastischen Problems bei gemischten
Grenzbedingungen.
Fall L
Wir gehen nun zur Behandlung unseres speziellen Pro-
blems iiber. Es sei ein Wiirfel von der Kantenlinge [ ge-
geben. Den Anfangspunkt unseres Koordinatensystems legen
wir in den einen Eckpunkt, die Koordinatenachsen in die an-

grenzenden Kanten des Wiirfels.
49*
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Die Grenzbedingungen fordern, daB die normalen Ver-
riickungen und tangentiellen Spannungen verschwinden.

Fir die Flachen = = {? ergibt diese Bedingung:

4) £=0,Y =2=0.
Da aber
= uf87 4 9%
Y= (5t +5y)
d¢ X3
Z,= (5 +5,)
und £ = 0 an der ganzen Fliche ist, so erhalten wir
, d 8¢
©) e il Y
Analog lauten die Grenzbedingungen an den ibrigen Flichen:
” 0 88 _ 8L _
o -l a-E-Eo
111 0 0k 0
(6”) e={] t=g-=5L=0.

Um diese Grenzbedingungen zu erfilllen, setzen wir fiir
die Verriickungen, indem wir uns auf zeitlich periodische Vor-
ginge beschriinken:

&= 4sin 9—7—” cos El?g cos —c—’;—xe‘“",
(6) 7= Bcos%’ sin w cos c—’;fe"“",
= Cco'sa%z cos 57;—‘1’ sin #‘e‘w‘,

wo 4, B, C komplexe Konstante sind. Die Grenzbedingungen
sind erfiillt, wie man sich durch Einsetzen von £, 7, £ aus (6)
in die Gleichungen (5%, (5”), 5”') iiberzeugen kann. Wesentlich
dabei ist fiir die Form der angesetzten Losung, daB sie aus
dem Produkte zweier Cosinus mit einem Sinus bestehen und
im Argumente des Sinus der Reihe nach z, y, z vorkommt.

Um die Frequenzen @ zu bestimmen, setzen wir &, 7, {
aus (6) in die Grundgleichungen (1) ein und erhalten, wenn
wir nach 4, B, C ordnen:

A(F, — o0 + BH, + CH, =0,
M {48 + B(F, — o) + CH, =0,
AH, + BH, + C(F, — 0¥ =0,
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wo die F, bis H, bedeuten:

Fy = [(h + ma? + pa? + 52 4 2] 7,

Fy = [+ @b + p(a? + 52 + 3] 7,

By = [0+ 1) ¢+ pa+ 5+ ) 5

Hy =+ p)ab,

H =(+p5ac,

H, =(l+u)7;—:bc.
Die drei linearen homogenen Gleichungen (7) haben nur dann

ein von Null verschiedenes Lisungssystem, wenn die Deter-
minante verschwindet:

B —oo® H g,
(8) H F,—o0? H,; =0.
4, H, Fy—o0®

Das ergibt ausgerechnet:
O (1@ +8 49— 00?)* (4 + 20 @+ b2+ c)—p0?) = 0.

Diese Gleichung dritten Grades fiir @ hat drei Wurzeln, von
denen zwei gleich sind; fiir @ selbst hat man:

(10) w]=m2=nl/ﬁ_w.
@ {
- A+2 a®+b?+c?
(11) o nl/ . u l/ 4 .

Mit den aus der KElastizititstheorie bekannten Werten der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir longitudinale bzw. trans-
versale Wellen:

(12) Clong = 1/++ 20

(13) Cirans = l/z
Q

erhalten wir aus den Formeln (10) und (11):
(14) @) = 0, = Cuans - V0T + B2+ 2.

(15) @, = clong - Y2+ b2+ 3.
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Fithren wir anstatt der Frequenzen o, die Schwingungszahlen

v = 2—"'; oder die Wellenlingen A ein, so erhalten wir:

(16) 111 = 1’2 == Ctrans KGT‘ ¢ 9
)
(17) Vg = Clong Val+ b2+ &
21
oder
€ trans 21

(18) 2’1'__')’2: » - Va2+ R

_ Clomg . ___ 2! |
(19) 1'3 = vy Vaz + b+ 2

Die Anzahl der Eigenschwingungen mit Wellenlingen ober-
halb 2 bzw. mit Schwingungszahlen unterhalb » kionnen wir
gofort angeben, wenn wir nach der von Lord Rayleigh und
J. H. Jeans zuerst angewandten Methode!) die Anzahl der
Gitterpunkte in einem gewissen Kugeloktanten abzihlen.
Wir erhalten so die Anzahl der freien Eigenschwingungen,
fir welche v, < v bzw. v, < v ist:
N _4m 1 (21 $_4n v \3
(20) m"( )_ %'(2) - T ) -7877 ) (ctrnns Y ) - 3 V(ctrans) ’

wo V7 =03 fiir das Volum des Kastens gesetzt ist.
Ebenso ist die Anzahl der Eigenschwingungen, fiir welche

vy < v,
21) _ 4= y \3
( R0 =" V( ) )

ong

Fir die Gesamtzahl der freien Eigenschwingungen ergibt sich
nunmehr:

o B me me o (s )

) 8
¢ long Ctrans

oder wenn Wir ciong Und Ciraps Wieder mit Hilfe von oip
ausdriicken:

@ me e

Wenn wir an Stelle der Frequenz die Wellenléinge einfihren,
erhalten wir fir die Formel (22) den Ausdruck:

1) Lord Rayleigh, Nature 72. p. 54 u. 243. 1905. J. H. Jeans,
Phil. Mag. 10. p. 91. 1905.
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47 1 2
= (k).

3
long A trans

(24) N

Die Gleichung (22) oder (23) kdnnen wir dazu benutzen,
um die obere Grenze der Schwingungszahlen ,,, zu be-
stimmen. Da die Anzahl der Freiheitsgrade im Volum 7 gleich
3 IV ist, wenn [V die Anzahl der Atome daselbst bedeutet,
erhalten wir die Gleichung:

) 8
¢ long Ctrans

(25) BN =25 Vovpuiei— + 57—

zur Bestimmung von 2.

Wenn wir erwiigen, daB unser elastischer Korper in Wirk-
lichkeit aus einem molekularen Raumgitter besteht, liegt es
vielleicht niher, nicht eine obere Grenze fiir die Schwingungs-
zahl, sondern eine untere fiir die Wellenlinge anzunehmen, da
wohl die moglichen kiirzesten Wellenlingen durch den Mole-
kularabstand bedingt werden. Begrenzen wir die Wellen-
lingen durch eine feste Wellenldnge A, so erhalten wir beim
reguliren Gitter zu ihrer Bestimmung aus (24) die Gleichung:

(26) 3N=‘?"7.1£:,
@1) A = (;432)‘/-(%% .

Bedeutet a den kleinsten Molekularabstand im kubischen Raum-
gitter, so kénnen wir Formel (27) mit Benutzung der Bedingung
IVa® = V7 auch so schreiben:

28) Aa = (‘%") a

Bei dieser Begrenzung des akustischen Spektrums durch
eine feste Wellenlinge wird dasselbe in Schwingungszahlen
ausgedriickt, aus zwei Banden bestehen, deren Enden durch
die Gleichungen bestimmt werden:

(29) Vymax = s, Jlong

’ amax — 2
‘min 'min

Ob sich auf diese Weise ebenso brauchbare Formeln fiir die
spezifische Wiirme ergeben wie auf dem von Debye beschrie-
benen Wege, bleibe hier dahingestellt.
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Fall 1L
Fiir diesen Fall, wo normale Spannungen und tangen-
tielle Verriickungen verschwinden, sind die Grenzbedingungen:
(30) x={(;:Xz=17=§=0.
Da aber
& s
_}'{ + a v T3 )+2“5§_0
ist, und an der ganzen Fliche = { = 0 folgt:
9% _o,
oz
so daB wir folgende Grenzbedingungen erhalten:

!’ 8z
(81) {08 =32=1¢ =0,
l2={olt § = =g;=0.

Fir die Verritckungen setzen wir:

x . b . .
& =4 cos a’; sin 7;?’ sin c’;x eiwt,

_ . anw bny . cmx ...
7 = B sin — 08— 8in —— - efel,

¢ =C sin a;’x sin b?y oS c’;x eiwt,

Wie ersichtlich unterscheidet sich dieser Fall von dem
vorhergehenden nur dadurch, daB die Sinus und Cosinus ver-
tauscht sind, Wir tiberzeugen uns wieder leicht, daB die Grenz-
bedingungen (31) erfiillt sind, und wenn wir die Werte der
Verriickung aus (32) in die Grundgleichungen (1) einsetzen,
erhalten wir ebenso wie frilher die Frequenzgleichung (8) und
schlieBlich denselben Ausdruck fiir die Anzahl der Eigen-
schwingungen.

(32)

8. Darstellung des allgemeinen Bewegungszustandes bei willkiir-
lichem Anfangszustand.

Wir wollen noch zeigen, daB wir mit Hilfe unserer Parti-
kularlosungen jeden Bewegungszustand unseres Wiirfels, der
mit den Grenzbedingungen vertriiglich ist, darstellen konnen.
Dadurch zeigen wir auch gleichzeitig, daB die Reihe unserer
Partikularlosungen siamtliche Eigenschwingungen enthilt. Wir
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beschréinken uns bei dieser Betrachung auf den Fall I, da sie
bei dem Falle II ganz &hnlich verliuft.

Wir schreiben fiir £=0 die Verriickungen und deren zeit-
liche Differentialquotienten willkiirlich vor, nur mit der Be-
schrinkung, daB die Grenzbedingungen (5') (5”) (5”") erfiillt sein
sollen und wollen die betreffenden willkiirlichen Funktionen

nach Fourier entwickelt denken:

(- -]
cCtx

=09, (z,y,2) = 2 @89 Lgpe sin aYI”v cos 57;1/ cos —;

CTX

o
(-]

1 =@,y 2)= 2;(‘”") M,y cos le sin 51;3’ cos —
0
(=]

$=g@5(ny,2) = E(““) N,pe cos M;x cos B’;y sin ”l”“
0

(33) o0
anz by ez
8 co

E=vy @y 2)= 2 @00 Pgpe sin ;- C08— 8 —

T

1]
o0

n=Y,(z,y2)= E(abc) Qapc COS le sin b’;y cos —
0

g Bnysi . x

£ =y (& 22) = D059 Rog cos 27% cos DY gin 7
0

wo die Koeffizienten gegeben sind durch

Lt
8 . b
(34){ Loy, = Tfffq’l {z,y,2)sin a’;x cos "ly cos ﬂtlidzdy dz

Die Wahl der Funktionen, die das Produkt zweier Cosinus
mit einem Sinus enthalten, beruht auf der Maglichkeit, dadurch
die Grenzbedingungen zu erfiillen.

Vergleichen wir damit die allgemeinste Funktion, die wir
fiir die Verriickungskomponenten durch Summation unserer
Partikularldosungen erhalten kénnen, Es ergeben sich &hnlich
gebaute Reihen fiir beliebiges ¢

o0
i abc) ., AT Bny cma iwt
(35) {§ Zo @89 Agp, 8in —— €08 — > COs ——e

und durch Differentiation nach ¢:
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anx bn CAX  iwt
E(abc)zwdabcsm d lycos "l e'”

(86)
WO allem der reelle Tell der komplexen Ausdrﬁcke in Be-
tracht kommt. Gehen wir zur reellen Schreibweise iiber,
indem wir die komplexen Konstanten und die Zeitfunktion in
reellen und imagingren Teil zerlegen:

dgpe = A,abc + iA”aﬁe
(37) Bab = Blabc + iB”abc

Cape = C'ape + 1C"anc

¢l = coswl+isinwt
go erhalten wir die reellen Teile fiir ¢ = 0 zu:

- -]
. anzT b X
&= E(“ﬁc) A'gpe SIN cos 22¥ cos
V]

i l l

B8) 1" 1 e .
§' = E(am (— @ 4" 4p) 8in u’;w cos 7;y cos ”lm
0

Wollen wir durch diesen Ausdruck einen beliebigen An-
fangszustand darstellen, so miissen die entsprechenden Koeffi-
zienten der Gleichungen (38) und (33) gleich sein:

Labc = A'g5, Pnbc =—w 4 p;
(39) Mg = B gy Quse = —® By«
Noge = Case Rope=—w0 C"ye

Wenn 45 ... C’5c unabhiingige Konstanten sind, konnen
wir sie immer so wahlen, daB die Gleichungen (39) bei be-
liebigen Z, M, N erfillt sind.

Um die Unabhingigkeit der Konstanten einzusehen, be-
darf es einer gesonderten Betrachtung. Die Konstanten 4 BC
miissen ja der Gleichung (7) geniigen, wodurch ihre Unab-
hangigkeit beschrinkt sein kdnnte.

Da F, ... H, alle reell sind, gelten die Gleichungen (7)
gesondert fiir die reellen und imagindren Teile der Konstanten,
die sich gesondert auf ganz gleiche Weise behandeln lassen.
Die Determinante (8), welche verschwinden muBte, damit das
Gleichungssystem (7) eine Liosung hatte, ist fiir den reellen
und imaginéren Teil identisch.



Uber die Abzihlung der Eigenschwingungen usw. 755

Da (8) eine Gleichung dritten Grades fir w? ist, hat sie
drei Wurzeln:
(40) o @ o

Sind die Wurzeln alle voneinander verschieden, so erhalten
wir je drei linear unabhingige Losungssysteme fiir den reellen
und imagindren Teil der Konstanten, die bis auf einen will-
kiirlichen Faktor %’ %, &’ resp. k" k" A" bestimmt sind.
Fiir den reellen Teil erhalten wir:

{kl, All IkZ, A2I k3, ASI
(41) o2 (k' B/, w,?: [ k' By wg?: (kS B
k' C/ ]kz’ G, k' G
und entsprechend fiir den imaginiren Teil:
lkl” 4" ‘kz" 4, kR A,
(42) o TR" B w,%: k" B)” w2 [k B
lkl” ¢” k" G \ka” C,”
Setzen wir:
L=Fk"Ad +Fk 4+ k' A4)
(43) {M" k' B+ ky' By + kg’ By
N=k'C +k G + & Gy’

und entsprechend:
1 7 r” ’” ” ” r”
— =P = k4" + k4 + k4,
1 ” 1 ” ” ” "
(44) —;,‘Q=k1B1 + &"By" + k" By".
1 ” " ” ” 1”7 14
——R=h"C"+k"C" + k"C
Sind die einzelnen Losungen (41) und (42) linear unabhingig,
so konnen wir k&, &, resp. k" k,” k" immer so wiblen, daB
wir die Gleichungen (43) resp. (44) befriedigen konnen. In

diesem Falle ist die Bedingung der Losbarkeit von (43) und
(44), das Nichtverschwinden der Determinante

All Azl Asl Alll A2II Asll'
(45) B/ B,/ B, | + Oresp. B"B,”By"|+0,
Oll 021 Csl Clll 0211 CslII

erfullt.
Jedoch besitzt in unserem Falle (bei isotropen Korper)
die Gleichung (8) zwei gleiche Wurzeln (Gleichung 10)



756 R. Ortvay.

02 = w,? = nz%“_’*w_.
In diesem Falle sind nach einem Satze der Algebra die drei
unabhiingigen Losungssysteme nur vorhanden, wenn im Falle
der Doppelwurzel auch die Unterdeterminanten zweiter Ord-
nung verschwinden. Das ist in der Tat der Fall. Setzen wir
den obigen Wert von ,? in die Determinante ein, so erhalten
wir nach der Einsetzung von 7, ... H,

a? ab ac
(46) {(—’;)8(z+p)3 ba b2 bc|=0.
ca ¢b ¢?
Die Subdeterminanten
a2 ab b2 b
(47) ba B2 o lep o =0

verschwinden alle, und so erhalten wir auch in diesem Falle
drei linear unabhingige Losungssysteme.

4. Abzihlung der Eigenschwingungen eines rhombisch-

kristallinischen Wiirfels.

Der Ansatz (6) fir die Verriickungen bei den Grenz-
bedingungen (4) liiBt sich ohne Anderung auf rhombische Kristalle
anwenden, und damit eine Theorie der spezifischen Wirme
rhomischer Kristalle auf Grundlage der Debyeschen Theorie
aufbauen. .

Born und v. Kérman?) haben, indem sie auf die Schwin-
gungen des molekularen Raumgitters zuriickgehen, eine Ab-
zihlung der Eigenschwingungen auch fiir den allgemeinsten
Fall trikliner Kristalle gegeben.

Obwohl die Methode von Born und v. Kairméan die
tiefergehende ist, wird die mehr phinomenologische Methode
von Debye ihren Wert solange unzweifelhaft behalten, als
unsere Kenntnisse der molekularen Raumgitter so ungewiB sind.

Um die Gruandgleichungen der Elastizititstheorie zu er-
halten, fithren wir das elastische Potential # ein, dessen Aus-
druck durch die DeformationsgroBen gegeben wird, als

1) M. Born u. v. Kirmé4n, Phys. Zeitschr. 13. p. 297. 1912;
14. p. 15 u. 65. 1913.
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20 =
ey 2l +2e,2.y, 426,72 + 26,7y +2¢,7,2,4+2 €167, %,
+ czz.’/yz +23233/;:’;‘*‘2'3243/y.’/z+2"259yzz+2"23%%
(48) +eg9z,? 42042,y +2¢ zzzz+2csezzxy
teuy? +2c4y,2,+2 CieY. Ty
+e, 2zt 4+2¢, z,z,
+ g z'y’

WO
8§ 9

x¢=6_x""yz

8

-3
Uy

I
|

+

|

Q@
xR
[+ 3}
w

die DeformationsgréBen,

A
die Elastizititskonstanten bedeuten, zwischen denen die Be-
ziehung

besteht.
Die Komponenten der inneren Spannung erhalten wir, wie
bekannt, zu:

oW
X, = 37— n Ty, Hasz ey, tep 2,467,

Cix = Cp; (bk=1,1,...6)

(49)

Y___GIV

P Tt Ty, 12,0y, 052,142,

und die elastischen Grundgleichungen werden:

§f_ dX 4X, , 90X
gﬁ— oz + Oy + 0z
dy 67, 2%, 2y,
(50) 0FE T g + 6:7/”+ dx

#: oz 87, . dZ

(a2 =3z T3y T o

Wir legen wieder einen Wiirfel unseren Betrachtungen

zugrunde und fordern wieder das Verschwinden der normalen

Verriickungen und tangentiellen Spannungen, d. h. die Grenz-

bedingungen (4) Um die Grenzbedingungen in der einfachen

Form (5) (5"} (6") zu erhalten, beschriinken wir uns auf Kristall-

systeme, bei denen sich die Tangentialspannungen #hnlich wie
im isotropen Fall berechnen lassen zu:
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(51) Y, =¥, Z,=cy 2,, Xy = Cog Ty
Wir fordern hiernach das Verschwinden von:
€14 5 Cig
Cos a5 Cog
(52) 34 Cs5 Ca6 *
C4s Cp
Csp

Diese Bedingung ist erfiillt beim rhombischen, tetragonalen,
hexagonalen und kubischen System, wenn wir als Koordinaten-
achsen Symmetrieachsen wahlen.

Die Spannungskomponenten erhalten wir zu:

F X, = cn%% + 012%% + "13%
(63) Yy=”zlg§+czzg_;+czs%’
Z,=cy g% T g “g% + css%%

fm (54 ).
0 0

Den Wiirfel orientieren wir so, daB die Kanten in die
Koordinatenachsen fallen, die der Kristallstruktur entsprechend
gewihlt sind. Indessen bedeutet diese spezielle Orientierung
fiir die in Frage kommenden hohen Frequenzen keine wesent-
liche Beschrinkung der Allgemeinheit.

Fir die Verriickungskomponenten setzen wir wieder die
Ausdriicke (6), welche den Grenzbedingungen (5% (5”) (5) auch
jetzt geniigen.

Nach Einsetzung derselben in die Grundgleichungen (50)
erhalten wir:

A(c;y a2+ cgg b2 ¢ ¢ — 0 0% 4 By, + c46)0 b
+ Cley; +¢5)ac=0,
(55) A(Czl +686)5a+‘B(066 a2+022 52-‘}—044 cz—gmz)
+ Clegg + i) be=0,
A(cgy +egg)ca+ Blegy +cy)ch
+ Clegg 0® + e B2+ ey P — 0 0% =0,

(54)
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nachdem wir den gemeinsamen Zeitfaktor und die trigono-
metrischen Ortsfunktionen weggelassen haben.

Die Bedingung, daB das Gleichungssystem (55) nach 4, B, C
auflsbar ist, besteht in dem Verschwinden der Determinante:
€187+ cgg b7+ e P — 0 w?, (e); + cgg)ab, (€5 + c5)ac
(56) |(cg) + €e)D0, Coa02 40y 24, —0w?% (cpg +,,)bc) = 0.
H(Cgy + e55)ea, (cgy +e4,)eh, ega?+ey b2 tegyc®—pw?
Deuten wir a, b, ¢ als rechtwinkelige Koordinaten,.so repri-
sentiert unsere (leichung eine Fliche sechsten Grades. Die
Anzahl der Eigenschwingungen, deren Frequenz kleiner als w
ist, ergibt eine Abzihlung der den ganzzahligen a, b, ¢ ent-
sprechenden Gitterpunkte in dem durch die positiven Koordi-
natenebenen einerseits und die Fliche andererseits einge-
schlossenen Raum. Da diese Aufgabe auBer dem schon frither
behandelten Spezialfalle der Isotropie, wo die Fliche aus drei
Kugelschalen besteht, auf groBe Schwierigkeiten sto8t, moge

sie hier nicht weiter behandelt werden.

Wir konnen aber aus der Form der Gleichung (56) den
Satz von Debye fiir die obengenannten Kristalle beweisen,
nidmlich daB die Anzahl der Eigenschwingungen proportional
der dritten Potenz der Frequenz w oder der Schwingungs-
zahl » ist:

(57) R = Ko,

Die Gleichung (56) wird nimlich wegen ihrer Homogenitit
auch durch die Werte nq, nb, n¢, n @ befriedigt, wenn sie durch
a, b, ¢, o befriedigt wird; d. h. die Flichen fiir verschiedene
Werte von @ bleiben geometrisch #hnlich.

Ist das Volum, d. h, die Anzahl der Eigenschwingungen,
fiir @ = 27, d. h. » = 1, bekannt

Nya1= Ks
go wird sie fiir ein beliebiges » durch (57) gegeben.

Es scheint mir nicht zweifelhaft, daB man dieselbe Be-
ziehung (57) auf ahnliche Weise auch fiir trikline Kristalle
beweisen konnen miiBte. KEs ist mir indessen nur gelungen,
die von Born und v. Karman gegebene Formel: 49t pro-
portional zu 1/A%.d(1/4) auf dem dort angedeuteten Wege
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itber das regulire System?!) hinaus zu verallgemeinern und
daraus fir den langwelligen Teil des Spektrums die Glei-
chung (57) abzuleiten. Ich fithre dies hier nicht aus, weil es
nach den vorliegenden Beobachtungen scheint, daB auBerhalb
des reguliren Systems die Nernst-Lindemannsche Formel
(and daher auch die neueren von Debye und von Born-
v. KArman) nicht mehr brauchbar sind. Auf Grund der
Formel (57) wiirden wir aber auch im triklinen Fall genau zu
der Formel von Debye kommen, nur daB die Berechnung der
Grenzschwingungszahl #,,, aus den elastischen Konstanten
entsprechend verwickelt wird. Alles unter der Voraussetzung
einatomiger Kristalle. Ob die Abweichungen bei Verbindungen
durch die Annahme von Gittern, wo nicht alle Gitterpunkte
mit gleichen Massen belegt sind, erklirt werden konnen, soll
hier nicht untersucht werden.

Zusammenfassung der Resultate,

1. Es wird eine einfache Methode zur Bestimmung des
akustischen Spektrums isotroper Korper gegeben bei Zugrunde-
legung sog. gemischter Grenzbedingungen,

2. Durch Anwendung derselben Methode wird die Formel
von Debye, nach welcher die Anzahl der Eigenschwingungen
mit der dritten Potenz der Frequenz zunimmt, auf Kristalle
bis zum rhombischen System einschl. ausgedehnt.

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Hrn. Prof. A.Sommer-
feld fiir die Anregung zur Mitteilung seiner Ergebnisse bei
isotropen Koérpern und fiir sein férderndes Interesse bei deren
Veraligemeinerung auf anisotrope Kérper meinen verbindlichsten
Dank auszusprechen.

Miinchen, Institut fiir theoretische Physik, August 1913.

1) M. Born u. v. Kdrméan, Phys. Zeitschr. 14. p. 15—19, 1913,

(Eingegangen 2. August 1913.)





