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Gruppendeterminante  und K0rperdiskr iminante .  

Von 

A. SPEISER in StraSburg. 

Einleitung. 

In jedem zyklischen K~rper yore Grade n lassen sich bekanntlich 
mit Hilfe yon n t'n Einheitswurzeln Zahlen bilden, die Lagrangeschen Re- 
solve~ten, die beim Ubergang zu den konjugierten blo~ eine n to Einheits- 
wurzel als Faktor annehmen. Ftir beliebige Galoissche KSrper l~l~t sich 
das entsprechende Problem folgenderma~en formulieren*): Gegeben ist 
eine Darstellung der Gruppe des K6rpers dutch homogene Substitutionen 
yon m Variabeln. Es soll aus den Zahlen des KSrpers und gewissen 
weigeren Irrationalit~iten ein System yon m Zahlen gebildet werden, das 
beim ~[bergang zu den konjugierten Systemen jeweils die entsprechenden 
Substitu~ionen der gegebenen Darstellung der Gruppe erf~hr~. 

Die Gesamthei~ dieser Systeme 1~13~ sich in einfacher Weise bestim- 
men. Es gib~ genau ~n linear unabh~ngige darunter. Beschr~nkt man sich 
auf die ganzzahHgen, so en~halten sie gemeinsame Idealteiler, die in der 
KSrperdiskriminante aufgehen. Durch Determinantenbildung erh~lt man 
Zahlen, aus denen sich die Diskriminan~en des KSrpers und s~mflicher 
UnterkSrper in einer dutch die Gruppe allein bestimmten Weise zusam- 
mensetzen lassen. Die bier vorliegenden Yerh~ltnisse werden unter ge- 
wissen vereinfachenden Bedingungen dargeleg~. 

w  

Das Kleinsche Formenproblem. 

Wir legen einen Galoisschen KSrper K zugrunde. Seine Gruppe (~ 
sei yon der Ordnung g und ihre Elemente bezeichnen wir mit 

E, A, •, . . . ,  S, . . . .  

*) Vgl. das ,,Kleinsche Formenproblem", Weber, Algebra, 2. Aufl., Bd. 2, S. 228 u. if. 



Gruppendeterminante und KSrperdiskriminante. 547 

Entsprechend bezeichnen wir eine Zahl co und ihre konjugierten mit 

dana sind die Permutationen der Galoisschen Gruppe in folgender Gestalt 
darstellbar: 

( coE, a)~, co,, . . : )  S ~ E , A , B , . . . .  
COS, IDAS~ f.OBS~ � 9  

Nun set eine in'eduzible Darstellung [- der Gruppe dureh Matrizen mit 
Koefilzienten im Kiirper k gegeben. Wir benutzen dieselbe Bezeiehnung, 
wie flit die abstrakte Gruppe, u~d setzen: 

/~ = (e ,~) ,  A ---- ( a , ~ ) , . . . ,  S ~ ( s , k } - .  - .  

Bezeichnen wi~ mit A -I  die inverse, mit A' die transponierte Substitution, 
so bilden die Elemente ~ ,  A'-1, .. ., S '-1, . . .  wieder eine Darstellung der 

Gruppe die wit mit r bezeichnen. 
Wir bilden jetzt die folgende Matrix 

setzen wir: 

. , ,-r = . . .  o .  + . . o .  + . . . .  

~ Y s , ~  ~ = ~,. (~), 
dann wird: 

~ ( ~ )  = (~,~{~}). 
Wenn wir diese Matrix mit eiaer beliebigen Matrix S -1 der Gruppe 

rechts zusammensetzen~ so erhalten wir: 

s - ~  -~ = (~,~(~)) �9 -~ S ro~ + A S - ~ o . 4  + . . . .  .Ecos + A ro~ s + " "  

wobei wir mit ~s diejenige konjugierte algebraische Zahl bezeichnen, die 
aus ~ dutch die Substitution (co, ~s) der Galoisschen Gruppe eutsteht. 

Indem wir die erste Zeile yon M und yon .MS  -1 vergleiehen, er- 
halten wit das Resultat 

~,~ (~) = ~ ~,~(~), 

wobei 
(~,k) = S 

gesetzt ist. "Die Zahlen ~k liegen in dem dutch Zusammensetzung yon k 
und K entstehenden KiJrlSer , den wir mit K(k) bezeichnen. We nn wir 
noch voraussetzen, dab K und k aul3er den rationalen Zahlen keine weiteren 
Zahlen miteinander gemein haben, so kSnnen wit das Resultat folgender- 

mal]en aussprechen: 
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S a t z  1: Jedes der m Zahlensysteme ~ ( c o ) . . .  ~ ( ~ )  i =  1 , 2 , . . . , m  
erfiihrt beim Ubergang ~u den konjugierten Zahlensystemen die entswechen- 
den Substitutionen tier Gru2pe F. 

Dieselbe Eigensehaft besRzen offenbar auch die s~mtliehen Systeme, 
die sieh in der folgenden Gestalt sehreiben lassen: 

a l f n  + a~ ~ + - . -  + ~ ,  . . . ,  ~ ~ + ~ ~, ~ + �9 " + a~ ~a~, 
wobei man aber im allgemeinen die Koeffizienten r  a,~ auf den 
Kiirper k besehriinken wird. 

Setzt man aber die Matrix M(co) links mit S -  1 zusammen, so erhilt man: 

s - ~ ( ~ )  -~ s - ~ z ~  + ~ - ~ A ~  + . . : =  ~ + A ~  + . . . .  M ( ~ ) .  

Wir erhalten so den Satz: 
Sa tz  2: .Ersetzt man in den m Zahlensystemen ~ ( ~ ) ,  ...., ~,,(eo) (i = 1, 

2,...,  m) die Zahl co dutch die konjugierte Zahl cos, so erfahren die Systeme 
jeweils die Substitution S -~ 

Wir behaupten nun weiter~ da$ sich jedes zu [" gehiirige System yon 
Zahlen herleibn l i s t ,  indem man im System ~ ( e o ) , . . . ,  ~m(~o) die Zahl 

geeignet w~ihlt. Ftir die Koefllzienten der irreduziblen Darsbllungen 
gelten niimlich die folgenden Formeln:*) 

0 

auger ffir i =-~, k----m 
g 

s~ ~ = ~ .  

ttierbei bedeubn (s~) and (y~) e_nbpreehende Matrizen yon V und V i~ 
nun -~1,'" ", ~, ein beliebiges zu [" geh~iriges System, so seize man: 

dann wird: 

und ebenso: 

= ~i + ~ + " '  + ~ ,  

g 

| 

Sei 

g 

Also haben wit, den 
Satz  3: 1st ~1,'" ", ~,, ein bdiebiges System yon Zahlen aus K(k), das 

beim ~Jbergang ~u den konjugierten Systemen die Substitutionen der Gruppe F 
erfghrt, so wird: 

g "  wobei c o = ~ l A - ~ - t - . . . + ~ ,  ~. 

*) I. Schur: Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharak~ere, Berliner 
Sitzungsberichi:e 1905, S. 406. 
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ttiernach erh6lt man alle solchen Systeme, indem man in ~lx(co),..., ~l~(eo) 
die Zahl co alle Zahlen des K6rpers durchlaufen liiflt. 

Ein analoger Satz besteht fiir die in Satz 2 betrachtete Substitution. 
W:,ihlt man ftir co eine Zahl, fiir die keine Beziehung besteht yon 

tier Gestalt 
ai coE + a~co~ + . . . .  0, 

wobei al, a~, . . .  Zahlen aus k sind, so liigt sieh jede Zahl a yon K(k)  
in der Gestalt: 

a ~ alcoE + a~ co~ "4- " '" 
darstellen. 

Daher l~igt sieh jedes Zahlefisystem, da$ zu F gehSrt, in der folgen- 
den Gestalt darstellen: 

 1,(al cox + a ,  +.. .)  = + + . . .  
und wenn man nun den Satz 2 anwendet, so erkennt man den folgenden 

S at z 4: Jedes zu F geh6rige Zahlensystem I~'flt sich linear zusammen- 
setzen aus den m Zahlensystemen 

. . . ,  i f  

wenn ~wischen den Griiflen co ~ cox, eo. i , . . ,  keine tineare t~elation mit 
Koeffizienten aus k besteht. 

Wenn man in ~11 (co),. .-,  ~l,n(co) m alle ganzen Zahlen yon ~ dureh- 
laufen liiSt, so erhiilt man einen Modul yon Zahlensystemen, da sich die 
Summe zweier Systeme, die aus col resp. c% entstehen, ergibt, wenn man 
col + co2 einsetzt. Ebenso erh~lt man einen Modul, wenn man alle ganz- 
zahligen miter den Systemen betrachtet. 

Nun set ffir F ein vollstiindiges System yon Invarianten gegeben, die 
wit als Formen yon m Variabeln mit Koefiizienten in k voranssetzen. 

Ersetzt man die Yariabeln durch ein beliebiges zu F gehiiriges System, 
so nehmen die Invarianten Zahlenwerte aus dem KSrper k an. 1)ie Systeme 

sind daher die L6sungen des Kleinschen 2'ormen~rob~ems f'dr die Gruppe ['. 

w  

Fortsetzung, Benutzung yon Unterk~irpern. 
Wenn man in der Matrix M(co) fiir ~o eine Zahl eines UnterkSrpers 

einsetzt, so tritt oft der Fall ein, da$ die Matrix zur Nullmatrix wird. 
Set co eine Zahl, die gegeniiber der~Untergruppe $ ungeiindert bleibt, 

und set ferner die Zerlegung yon @ n a c h  ~ und ihren Nebengruppen in 
~olgender Gestalt gegeben: 

M a t h e m a t i s c h e  Anna len .  I ~ X V I I  ' 86  
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dann wird: 

Die Summe der zu ~ geh6rigen Matrizen aus F ist aber stets und nur 
dsnn + 0, wenu diese DarstelIung yon ~ vollst~indig reduziert die iden- 
tische Darstelluug enth~lt. Andernfalls verschwindet die Matrix ~t ~ iden- 
fisch. Hieraus folgt der 

Satz 5: Zur Bildung eines z~r Gruppe F gehi~rigen Systems kann 
man auch Zahten aus solchen Unterk~r2ern benutzen, bei denen die ~uge- 
h~rige Untergr~Fpe in der DarsteUung F nach vollstiindiger l~edu]ction die 
identische 1)arstellung enth~ilt. 

Man erh~lt dann jeweils genau so viele unabh~ngige Systeme, wie die 
Unlergruppe in der Darstelhng F die identische Darstellung enthiilb. 

B e i s p i e h  Die Ikosaedergruppe gestattet eine Darstellung F resp. 
in dreireihigen Matrizen,*) die erzeugt wird durch: 

F : S =  ~:~ , T =  

0 

1 1 1 

Y~ r~ Y~ 
2 E ~ + E  s E + . E  4 

E +  E ~ E'+E 8 

Vg Yg ~g J 

I 0 

U= 0 0 -- , 

0 --I 

(E---- 5. Einheitswurzel). 

�9 

~ - -  E , ~ = r ,  U = u .  

0 E ~ 

S erzeugt eine Gruppe yon der Ordnung 5, die offenbar brauchbar is~ 
weil sie die iden~ische Darstelhng einmal enth~ilt. 

Sei ~ eine Zahl aus dem zu der Gruppe geh~rigen Uaterk6rper. 
Es wird 

~ -~ 0 = ~ .  

~---- 1 ~ 

*) Vgl. Klein: Vorlesungen fiber das Ikosaeder, S. 218. 
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Als erzeugende Elemente fiir die Nebengruppen kSnnen wir wiihlen 

E, U, T, UT, rS,  UTS, . . . ,  TS ~, UTS ~ 
und erhalten: 

1-I U i ----- 0 0 0  , HT----- 0 

0 0 0  0 

_ _  t - - . . . _  

H T S  ~ = Oo ;) 
! * Bezeiehnet man die konjugierten Zahlen mit % co,. -, a~ (n), so er- 

h~il~ man 
= + V-5 + . . . ,  

und wenn man noch die Bezeichnung einfiihrt: 
t II flt 

f.O -- fO ~ Ur fO -- (D ~ ~0, " " '~ @9(i0)~ co(il)~--- ~&, 

so folgen nach Division mit ]/5 die in der Theorie der Gleichung ffinften 
C~rades fundamentalen GrSfien:*) 

A~ = 2(% § Eu~ + ~u~ § ZSu 8 § E4u~), 

A~ = 2(%+ E-~u~ +E-~u~ + .E-s% +-E-%~). 

'Dies ist also das einzige durch Zahlen des Unterkiirpers erzeugte 
System, welches beim ~bergang 'zu den konjugierten die Gruppe [" erf'~hrt. 

In gleicher Weise berechnet man das zu [" geh{irige System und 
erhiilt ohne Miihe die Zahlen: 

"~0 
~].1 = 

=u.~V-g+Uo + . . . + u , ,  
uo + E- lul  + . . .  + .E-~u~, 

u o + ~u~ + . . .  + E~u~. 

yon den vorigen nicM wesenflich Diese GriiSen sind verschieden; 
es wird 

Ao = 22o, A1 = 2 22~, A~ = 2221. 

Dem entspricht die Tatsache, dab [" und F iiquivalente Darstellungen sind. 

*) Vgl. Klein 1. c. S. 155, wo eine wenig abweichende Numerierung der u be- 
nu~z~ ist. 
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w  

Die verallgemeinerten Lagrangeschen Resolventen. 

Jetzt m6ge ein vollst~ndiges System nicht iiquivalenter DarsteUungen 
der Gruppe durch Matrizen gegeben sein. Wir bilden die s~mffichen zu- 

gehSrigen Gr6Ben ~ und bezeichnen sie mit ~k,a(0 wobei der obere Index 
die Darstellung angeben soll~ aus der das be~reffende ~ stamina. Ferner 
woUen wir sie so lexikographisch anordnen, dab l, i, k dem l', i'~ k' voran- 

f ! e t  geh~, wen~ en~weder l < l '  oder l = l ,  i < i '  oder l = l ~  i = ~ ,  k < k '  
isL Sei 2;~ der Grad der durch l bezeiehneten Darstellung, .dann gilt die 
Beziehung*) 

Z~ ~ + Z~ ~ + . . .  + Z~ ~- -g .  

Es gib~ also gensu so viele verschiedene GrSl~en ~, sis die Ordnung der 
Gruppe be~riig~. In dieser bes~imm~en Reihenfolge bezeichnen wit sie mit 

. - . ,  

Wir k~nnen nun die Koefilzienten dieser {]r~13en in ein quadratisches 
Schema ordnen und bezeichnen die so entstehende Matrix mi~ 

U =  Cu,~,) (i, k =  1, 2,..., g), 

so dab jetz~ die ~ in folgender Gestal~ auftre~en: 
] 

= + + . . . .  

Zwischen den Koeffizien~en verschiedener irreduzibler Darstellungen 
gel~en aul]er den Formeln in w 1 noeh die folgenden Beziehungen:**) 

t .a s, js ,, O, 
Ok 

sobald die Dars~ellung [", aus der  die s' entnommen sind, nich~ ~iqui- 

valent mit F is~. Hieraus kann die inverse Determinante zu (u~) bestimmt 
werden. Wit bilden ngmlich die GrSl~en ~, indem wir jede Darstelhing [" 

dutch die Darstellung F ersetzen. Die Matrix dieser neuen Gr~Ben ( ~ )  
en~steht aus (u~) durch Vertauschung gewisser Zeilen untereinander und 
ebenso gewisser Kolonnen. Se~zt man je~zt (u~) und ( ~ )  Zeile mit Zeile 
zusammen, so erh~l~ man eine Matrix, bei der alle Koeffizienten aul~erhalb 
der Haup~diagonale verschwinden, wiihrend diese letzteren aus den Zahlen 

--g bes~ehen, wobei jeder dieser Quo~ienten ~ real auftrit~. 

*) Frobenius: Ober die Pr/mfak~oren der Gmppende~erminsn~e, Berliner Si~zungs- 
berich~e 1896, S. 1868. 

**) I. Schur, 1. c. 
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Es wird also: 
gg 

gZI=~Z- 2. . . 

und, da sieh die beiden Determinanten links h~Schstens um das Vorzeichen 
unierseheiden, so wird 

l /  ,' +x% r 4 Q 

Man hat nun blo$ noeh in I ~ [  jede Zefle mi~ dem zugeh6rigen Quotien- 

ten X~ zu multiplizieren und die so entstehende Matrix zu transponieren, g 
um die zu (u~) inverse Matrix (v~k) zu erhalten und es wird: 

1 i = k ,  
e~.-.~ 0 i + k .  

Diese Gleichung gestattet, aus den Gr~Ben ~ die GriJSen ~ zu be- 
reehnen. Setzt man wieder 

so wird jetzt: 

(1) 

~ 8(~) ~ ~:0) i k  098 ~ k ~  
@ 

S a tz  5: Hat man durch Z6sung der slimtZichen 2'ormenprobleme die 
GrS/3en ~ berechnet, so finder man daraus die Zahl co mit ihren Konjugierten 
dutch die Eormeln (1). 

Wenn die Gruppe eine zyklisehe ist yore Primzahlgrad p, so fiihren 
unsere Ausdriieke auf die sogenannten Lagrangesehen Resolventen. 

In der Ta~: Set A ein erzeugendes Element der Gruppe, so erh~lt 
man alle Darstellungen, indem man ftir A eine .vte Einheitswurzel setzt. 
Es wird also: 

~(~) = co~ + Ezco~ + / ~ c o ~ =  q- . - . .  

Die Dars~ellung F entsteh~ aus F, indem man ~ dutch E -1 ersetz& Die 
Iavariante aller Darstellungen ist die Funktion x~, so dat~ sieh bier das 
Problem vqllstKndig erledigen l~iBt mit Hilfe yon iote= Wurzeln aus Zahlea 
des Kiirpers der 2 t~n Einheitswurzeln. 
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w  

Reduktion des Gleichungsproblems auf ein irreduzibles 
Formenproblem. 

Sei F eine irreduzible Dars~ellung, die homomorph is~ mi~ der Gruppe. 
des KSrpers. Wenn wir eine Reihe ~ll, "" ", ~1~ berechne~ haben dutch 
AuflSsung des Formenproblems, so enth~lt der K~rper K ( ~ i l , . . . ,  ~l~) den 
zugrunde gelegten KSrper K. Es ist daher, z. B. mit dem Lagrangeschen 
Ver&hren m~glich, jede einzelne Zahl des K;~rpers, insbesondere co selbst, 
zu berechnen. Mit Hilfe yon ~usdrficken, die allein yon der Gruppe ab- 
h~,ngen, ist es abet mSglich, dieses Problem in wesenflich einfacherer 
Weise zu l~sen. 

Wir  betraehten dazu die Darstellung, die dureh Komposition*) yon F 
mi~ sich selbst entsteh~. Sei 

F ~ ---- g~ F (~) + . - -  + g~,. F(") 

und sei B~ die Substitution, welche diese vollst~ndige Reduktion leistet. 
Ferner sei allgemein 

F~ ~ g~F(~) + �9  + g~F r 

und S~ die entsprechende Substitution, welche die volls~iindige Reduktion 
yon F ~ leistet. �9 

Zun~ichst bemerken wir, dab sich jede der GrSBen ~, die zu irgend 
einer Darstellung geh6r~, aus den GrSBen ~l~, . . . ,  ~ als ganze Funktion 
mit Koeffizienten aus dem K6rper k zusammensetzen l~il~. Sei ~ der 
h6chs~e Grad, der fiir diese Funktionen no~wendig is~. Wir  bilden jetzt 
die Produkte 

= 1 , . . . ,  
also 

Geht man zu den konjugierten Sys~emen dieser Produkte tiber, so erh~lt 
man diese, indem man auf das ursprtingliche System die Subs~i~u~ionen 
der Gruppe F j austibt. Wenn man jetz~ noch auf das System der Pro- 
duk~e die Substitution S~ anwende~, so zerfiillt es in gu + g~- t - . ' " - t -g~r  
Teilsys~eme, yon denen jedes der g~l ersten beim Obergang zu den Kon- 
jugierten jeweils die Substi~utionen F(~), die g~ niichsten die Substi~utionen 
F (~) usf. erleiden. 

Diese Systeme zusammen mit ~11, "" ", ~1~, brauchen nicht linear un- 
abhiingig zu sein, abet wir wghlen fiir j ede Gruppe F (~) eine mSglichst 
groBe Zahl linear unabhiingiger aus. GehSren so zu F(~) die Systeme 

~l(~),..., ~(~), 

") Frobenius: l~ber die Komposition der Charaktere einer Gruppe, Berliner 
Si~zungsberich~e 1899, S. 380. 
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so isL das allgemeinste System, das beim Ubergang zu den Konjugierten 
die Gruppe F(') erfiihrt, und dessen Zahlen Ausdriicke yon h~chstens zweitem 
Grad in ~ I 1 , " ' ,  ~1~ sind, gegeben dutch den Ausdruck: 

a 1 ~ (o  H- " '"  H- a~ (o .  
�9 I TM und jeweils die Wenn wir dieses Verfahren fortsetzen ftir FS, �9 ., 

neuen yon den fr~iheren unabh~ingigen Systeme herausgreifen, so mfissen 
wir f(ir jede Gruppe F(0 genau so viele unabhiingige Systeme erhalten, als 
der Grad der Darstellung betriigt, und die Determinante dieser Systeme 
ist daher yon 0 verschieden. Wir wollen diese so gefundenen Systeme 
mit ~(0 bezeichnen. Sie lassen sich also sofort hinschreiben, wenn das 
gruppentheoretische Problem der vollst~indigen Reduktion yon F ~ gel6st ist. 

Nun sei ~ 1 , ' " ,  ~ ein beliebiges System, welches zu I" geh~rt. Um 
zuniichst dieses System durch die Gr~Ben ~ n , ' " ,  ~ auszudr{icken, haben 
wir bloB die zu F konjugierte Gruppe heranzuziehen und die dazu ge- 
h~rige Matrix 07~)- Die Ausdriicke 

~7,~ ~, + ,~,~ .~ + " "  + ~,,,,~;,,, - o, (~ = ~, 2 , . . . ,m )  
veriindern sich nicht beim Obergang zu den Konjugierten, weil die ~ und 
die ~ kontragrediente Variable sind und der obige bilineare Au~druck eine 
Invariante zweier solcher Variabelnrelhen darstellt. Die Gr61~en t~ kSnnan 
daher berechnet werden und geh6ren dem Grundk~irper an. Durch Auf- 
16sung der Gleichungen erh~ilt man ~ , ' - . ,  ~ ausgedriickt als F u n k t i o n e n  

der Gr~l~en ~7~ und e. 
Ein TeLl des gruppentheoretischen Satzes, der diesem Veff~hren zu- 

grunde liegt, ist bereits yon Burnside*) auf anderem Wege bewieseIL Wit  
bemerken zum SchluB noch, dais bei dieser Reduktion auch die Invarizaten 
der Substitutionsgruppe F auftreten, ale diejenigen Funktionen, die beim 
Obergang zu den Konjugierten die Gruppe ['(~) erfahren. 

w  

G r u l i p e n d e t e r m i n a n t e  u n d  K~rperdiskr iminante .  

FUr den algebraischen und funktionentheoretischen TeLl wird es im 
allgemeinen geniigen, aus einem einzigen Formenproblem die zugehSrigen 
Gr~flen ~ zu berechnen und man wird dazu dasjenige yore geringsten 
Grade benutzen, d .h.  man wird das Gleichungsproblem auf sin solchea 
mit m~glichst wenig Parametem reduzieren. Ja man erweitert sogar noch 
den K6rper, da es sich heransstellt, dab sich f~r umfassendera Gruppen 
oft Darstellungen yon niedrigerem Grad finden lassen.**)  

*) Burnside, Theory of groups of finite order, 2 ed. S. 299. 

**) Anmerkung. Beim Ikosaeder geht man so zu einer Gruppe yon tier Ord- 
nung 120 {iber und hitte, wie man leicht erkennt~ die Qus.dratwurzel aus einer ZLhl 
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Das Quadrat der Determinante: 

[ ~'~-~Q I (~', Q = ~ : ,  .a, ~, ..-) 
oder kurz 

ist die Diskriminaute der g Zahlen 

cos, cox, cos , . . .  

denn die erste Spalte en~h~lt diese g Zahlen, w~ihrend die iibrigen Spalten 
die Permutationen naeh der Galoisschen Gruppe, d. h. die konjugierten 
Spal~en, sin& 

Setzen wir die Determinante der Matrix M(eo)in  w I = r  und 
bezeichnen wir mit r @,(~), . . . ,  r die verschiedenen Determi- 
nansen, welche in dleser Weise zu den irreduzibeln Darstellungen der 
(~r geh~ren, dann wird:*) 

I =/-/r 

wobei wieder Z~ den Grad der Dars~ellung bedeu~e~, zu der ~(r gehSr& 
Wenn ~ eine ganze ZahI des KSrpers K is~, so is~ das Quadra~ dieser 
Determinan~e stets durch die KSrperdiskriminante teilbar, doch werden 
im allgemeinen noeh wei~er% allen diesen Zahlen gemeinsame ,aut~er- 
wesentliche" Teiler auftre~en. 

Zuniichst betrachten wir die Gruppendeterminante 

und bestimmen die gemeinsamen Teiler after Zahlen ~ wobei o~ alle 
ganzen Zahlen des Galoisschen KSrpers K durchliiuf~, lqach den Resul- 
~aten yon He~rrn I. Schur**) lassen sich alle eadlichen Substitutions- 
gruppen in solche mi~ ganzen algebraischen Koeffizienten transformieren. 
.rm folgenden setzen wit stets die Gruppe als ganzzahlig voraus~ dann sind 
die GrSl~en ~k s~ets gauze algebraische Zahlen. Zun~chst gilt der 

Sa tz  6: Der gemeinsame Teiler der Zahlen ~n(co), wobei co alle 
ganxen Zahlen yon K durctdiiuft, is~ in der Wurze~ aus der .K6r2erdiskrimi- 
nante enthalter~. 

eines Unterk~rpers seehsten Grades zu adjungieren, die so ausgew~hlt sein m~il3~e, 
dab der neue K~rper ebenfalls Galoissch is~. Doch gesohieht das niche, da beim 
~be~gang zur gebrochenen Substitu~ionsgruppe diese Quadratwurzel wegen der be- 
sonderen Art der Gruppe (Darstellungsgruppe) yon selbs~ wegf'~llt. Dagegen wird 
die Quadratwurzel ~us einer Zahl des Grundk~rpers, n~mlioh aus der Invariante 
A o J -~- A 1 A s benutzt. 

*) Frobenius: 1. e .  

**) I. Schur: ~ber Gruppen linearer Substi~utionen mit Koeffizienten ~us einem 
slgebraisehen Zahlk~rper, ~sth. Ann. 71, S. 355. 
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B ew eis: Sei % , . . . ,  ~, eine Basis der ganzen Zahlen, so dab 

~, (%) = % + a~, t~'  + . . . ,  

~n (co,)= ~o, -{- a~, co: + . . . ,  

dann folgt, indem man die Gleichungen der Reihe nach mit den Unter- 
determinanten der ersten Spalte aus der Matrix: 

multiplizierg und addierg 

F 

CO1 CO1 " " " 

�9 . ~ �9 �9 �9 �9 

CO,, ~ �9 . . 

woraus der Satz folgt. Bezeichnet man den gemeinsamen Idealteiler der 
Gr~il]en Q~,--., Q, m[t b, so erkenn~ man sofort~ dab der gemeiasame 

Idealteiler der Zahlen ~n(co) sogar in - ~  enthalten sein mu~. 

Wir mtissen nun die Hilbertschen Begriffe des TriigheitskSrpers and 
des Verzweigungsk(irpe~s*) heranziehen. Die Tr~gheitsgruppe eines Dis- 
kriminan~enteilers ~ bestehg aus allen denjenigen Substi~utionen, fiir 
welehe die Kongruenz besteht: 

ffir alle ganze Zahlen des Kiirpers. Sei ~ diese Gruppe und 

setzen wir ferner 

dann wird: 
+ +... 

Worm ~: in unserer Darstellung die iden~ische Darstellung nich~ enth~,l~, 
so wird H~ = (0) und es gilt die Kongruenz: 

o 

Die Verzweigungsgruppe ~ besteht aus denjenigen Substitutionen, fiir 
die co ~__ cos ( ~ )  is~, wenn co alle ganzen Zahlen durchl~iuft. Sei ~ die 
h6chste Potenz yon ~3, fiir welche die n~mlichen Kongruenzen gelten. 
Wenn dann die Verzweigungsgruppe in der betrach~e~en Darstellung die 
identische Darstellung nich~ enthKR, so folg~ wie oben, dal~ die Zahlen 
~i~ s~im~lich durch ~s  teilbar sind. Indem man in dieser Weise fortfiihrt 
und fiir den i mal iiberstrichenen Verzweigungsk~Srper die entsprechende 
Zahl mit ~(~; bezeichnet, folg~ der 

") Hilber~: Jabresbericht der D. MA,th.-u Bd. 4, S. 251. 
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Satz  7: Wenn die i mal iiberstrichene Ver~weigungsgruppe in der Dar- 
steUung V die identische DarsteUung nicht enthdlt, so sind die Zahlen ~t~ 

dutch ~ sa) teilbar, sowie ferner durch die siimtlichen dazu konjugierten Ideale. 

Der letzte Teil dieses Satzes folgt daraus, dab die Verzweigungs- 
gruppen der zu ~ konjugierten Ideale konjugierte Gruppen sind, deren 
voUstiindige Zerlegung stets dieselbe ist. 

w  

Die Diskr iminanten  tier Unterk~irper. 

Das Quadrat der Determinante 

] f~p-tQ 

ist gleieh der K~rperdiskriminante, wenn eE, coa,.. �9 eine Basis der ganzen 
Zahlen des K6rpers ist. Eine solche Basis bezeiehnen wir als eine Normal- 
basis und wit wollen unter der Voraussetzung, dal] der KSrper eine solche 
besitzt, die Zahlen O(~) tmtersuchen. 

Aus der Existenz einer Normalbasis folgt sofort, dal3 der Verzweigungs- 
kSrper jedes Primteilers ~ der Diskriminante der K6rper K selbst ist. 
Denn zuniichst ist offenbar 

.~ 'os  = + 1 
@ 

ferner i st die Verzweigungsgruppe ~ yon der Ordnung f, wobei p die 
durch ~ teilbare Primzahl ist, und es gelten die Kongruenzen fiir jede 
Zahl a yon K: 

Setzt man noch 

.so folgt: 

dahor 

~ ~  (~) . ( v  ~ ~). 

@-----~ + Ss~ + . . -  und ~ - - - - E ,  

r s 2 . .  ~ =- r .~,  - o (~) 

Z . ~  =- o (~ ) ,  

(i ,= 1, 2 , . . . )  

@ 
was einen Widerspruch ergibt. 

Ist ein UnterkSrper gegeben, der zur Untergruppe ~) gehSrt, und 
setzt man 

o=~+r,$+... 
so bilden die Zahlen 

.~'a,r,~ (~- I, 2,...) 
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eine Basis der ganzen Zahlen des UnterkSrpers, und die Diskriminante 
dieses KSrpers is~ daher das Quadrat der Determinante: 

Diese Determinante liiB~ sich abet darsteUen als Produk~ aus irreduzibeln 
Gruppendeterminanten dp (co): 

wobei h~ angibt, wie oft die Untergruppe ~ in der durch den Index 1 be- 
zeichneten irreduzibeln Darstelhng yon {~ die identische Darstellung ent- 
hiilt.*) Daraus folgt der 

S atz 8: Die 1)iskrimina~te eines Unterkgr2ers setzt sich bei K6r2ern 
mit lYormalbasis in ein~ allein dutch die Grul)loe bestimmten Weise aus 
den Zhhten ep(o) zusammen. 

Man kann abet noch einen Schritt welter gehen. Die Gruppendeter- 
minante ~) besitzt Koefllzienten aus dem durch den Charakter bestimmten 
KreiskSrper und die siimtlichen konjugierten Funktionen ~b', . . .  sind 
wiederum irreduzible Gruppendeterminanten. Die Determinante (1) mug 
nun jede dieser konjugierten De~erminanten in derselben Potenz enthalten 
und wit wollen daher die Po~enz yon p berechnen, die in dem Produkt 
yon q)(~) mit den konjugierten Zahlen q)'(a~),.., aufgeht. 

Sei 
r  r  �9 �9 - _-- ~(~),  

dann sind die Determinanten der Matrizen der ~' entspreche:nden Dar- 
stellung yon (~: 

F + F ' + . . .  
siimtlich /= 1. Daher wird ~ ( o )  eine ganze rationale Zahl. 

Sei ~ ein Prim~eiler der Diskriminante und ~ die zugehSrige Triig- 
hei~sgruppe mi~ der Ordnung h. Man beweist nun leich~ dab die Rela~iv- 
diskriminante yon K in bezug auf den Triigheitsk~rper das gemeinsame 
Ideal aller Diskriminanten yon der Gestalt 

isk Sei ~ @eziell so gew~hlt, dal~ alas Primideal in tier niedrigs~en Potenz 
vorkomm~, die mSglich ist, n~imlich in der h(h--1)te~. **) Nun ist die 
Tr'~gheitsgruppe zyklisch. Ihr erzeugendes Elemen~ sei T. Dann kann man 
I co~-~l~ zerlegen in das Produkt der Lagrangeschen Resolventen: 

i=i 

"J Burnside: Theory of groups, S. ~75. 
�9 ") Weber, Algebra, 2. Aufl. Bd. $, S. 670. 
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p wird im K~irper der h t*= Einheitswurzeln in eine gewisse Anzahl e 
verschiedener Primideale zerfallen, wobei e ein Teller yon 9~(h) ist.*) Das 
Primideal ~ zerfiillt dann in dieselbe Anzahl verschiedener Ideale. Be- 
zeichnet man den Ausdruck 

co~ + ~cor + �9 �9 �9 + ~h-*corh-, mit ~t 

und ersetzt man der Reihe nach ~ dutch g, g ' , . . . ,  wobei r eine Primitiv- 
zahl nach h bedeutet, so erhiilt man ~(h) Zahlen: 

r  ", 
Sei 

"Ve--  1 

wobei ~ prim ist zu ~ ,  so erhiilt man die weiteren Gri~l~en ~ . - .  durch 
zyklische Permutation der ~ und entsprechender Veriinderung yon ~ :  

= . . .  n '  

ist eine Zahl des Triigkeitsktirpers, dem ~ adjungiert ist. Daher muff 

sein 
ra,+ t ~ a, (h) 

also wird 
( 2 )  

(4) 

a, =_ r"ao (h). ( r . r '  _~ 1 (h)) 

In H ~  , geht dann ~0 zur ~(h)e (a0 + at + " "  q- ae_t.?~ Potenz auf.**) Die 
i = 1  

kleinste mSgliche Zahl ftlr diese Potenz ist aber, wie man sofort aus der 

Gleichung (2) folgel~, gleich h ~(h) 2 
Nun mSge ~ eine primitive hi te Einheitswurzel sein, wiihrend h =* h l- 

ist. Dann beweist man genau so, wie oben, dab ~ mindestens in der 

Potenz h 1 v(h,) im Produkt der zu einer Faktorgruppe gehtirenden Lagrange- 

sehen Resolvente 
~s + ~r + "" �9 

aufgeht. Das Produkt aller so entstehenden Resolventen gibt die Wurzel 

aus der Relativdiskriminante der Zahlen ~ ,  ~ r , "  ", e~rh-~ in bezug auf 
den .Tr~gkeitsk6rper. Die Relativdiskriminante selbst ist daher mindestens 

durch die h- .~ '~(h~) ~ Potenz yon ~ teilbar, wobei h~ alle Teiler yon h 
i 

darchl~uft, aul3er der Zahl 1. Nun ist 

2 ' 9 ~ ( h , )  - -  h -  I. 

*) Vgl. dariiber Fueter: Theorie der Z~hlstrahlen, Crelles Journ. 180, S. 197. 
**) Ygl. hierzu Hilbert, 1. c., S. 851--359. 
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h ( h - - 1 )  ist abet die genaue Zahl, die angibt, wie of~ $ in der Relativ- 
diskriminante aufgeht. Wir transformioren jetzt die Oruppe F + F ' + . . .  
dergestalt, dai~ die TdlgheitsgruFPe vollsti~ndig reduziert er~chein~. Den 
hierbei im allgemeinen auftretenden l~enner nehmen wir als zu p prim an. 
Dann wird die Matrix 

h 

= 

i = l  

eine Diagonalma~rix, deren Koeffizienten in der Hauptdiagonalen Lagrange- 
sche Resolventen sind. Die Matrix 

S .  Mz(~s) ,  

wobei Seine beliebige Substitution der Gruppe $ bedeubt, ist nun eine 
Matrix, die in der i t€ Spalte lauWr Koeffizienten besitzt, welche die Ideale 
~o, ~ , " "  in mindestens derselben Pobnz enthal~en, wie die i u Spalte 
in M~:(co). Daraus folgr sofort 

S at z 9: Wenn die DarsteUung F + r' + . . -  das System der mit der Faktor- 
gruppe yon der Ordnung h, homomorphen Darstellungen der Triigheitsgruppe 

genau g, real enthiilt, so ist T (m) genau durch die -~ h g, r Potenz 

yon ?~ und yon allen zu ~ konjugierten PrimideaZen, also genau dutch die 

" g~cp(h~) ~ Potenz yon p teilbar. Dabei ist 'also der Teller 1 yon h 

weg~ulassen. 
Diese Potenz wollen wir fiir die verschiedenen Darstellungen mit b~ 

bezeichnen." We nn dann ein irreduzibler Bestandteil yon Tk die identische 
Darstellung der Untergruppe genau c k real enth~lt, so ist ~k in der Dis- 
kriminante des UnterMirpers genau zur 2ck ~n Potenz enthalten. Daher 

geht p in der Diskriminante zur 2 ~ b k c k  ten Potenz auf. 
Indem man diese Berechnung des Exponenten mit anderen vergleicht, 

so ergeben sich interessant% aus dei (~ruppentheorie bekannte Beziehungen, 
yon denen wir die einfachsb, ftir den Fall dat~ h eine ungerade Primzahl 
ist, ableiten wollen. 

Sei ~ der Normalisator der Tr~igheitsgruppe, r der Index dor Zer- 
legungsgruppe unter diesem Normalisator, f derjenige der Triigheitsgruppe 
unbr der Zerlegungsgruppe, dann ist die Tdigheitsgruppe noch fiir r - - 1  
zu ~ konjugierte Ideale Triigheitsgruppe. Die Relativdiskriminante yon 
/~ in bezug auf den Tr~igheitskiirper is~ daher genau durch die (h--1)  u 
Potenz yon ~ h ~  p und yon ( r - -1)  dazu konjugierten Primidealen teilbar, 
wiihrend die weibren Faktoren zu p prim sind. Die Norm der Relativ- 
diskriminante, genommen im Tr'~gheibkiirper, ist hiernach genau dutch 
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~r(h-1) teilbar, fr ist aber der Index tier Tr~gheitsgruppe unter dem 

Normalisator. Ferner ist die KSrperdiskriminante genan durch die h ( h - - 1 )  t~ 
$ 

Potenz yon p teilbar. Daher wird die Diskriminante des Tr~igheitskSrpers 
genau dutch die 

• 
h '~ 

Potenz yon ~o Leilbar. Dagegen folg~ aus unserer Berechnung fiir diese 
Po~enz die Zahl: 

und durch Gleichsetzung erh~iR man 

iV 
h . ~  ~.-- ~- + f~ (~-  t). 

Se~zen wir -h-"= fr ~-s~ so lau~e~ die Gleichung jetzt: 

8 
c~--fr + -~  , 

und rechts steht offenbar die Anzahl der unter der Tr~gheitsgruppe in- 
variauten Komplexe yon Nebengruppen der Tr~igheitsgruppe. Die im 
Normalisator enthaltenen Nebengruppen sind n~imlich invariant unter ~:, 
yon den anderen ergeben je h zusammengenommen einen invarianten 
Komplex. Die Vergleichung der beiden Resultate ftihr~ also auf den be- 

kannten Satz, dab .~c~ gleich der Anzahl der unter ~: invarianten Systeme 
yon Nebengruppen yon ~: isk 

Schlie$1ich bleib~ noch tibrig, die Zahl ~(~) in ihre Faktoren r 
r zu zerlegen. Dieses Problem liiuf~ darauf hinaus, die gemeinsamen 
Teller fiir die einzelnen Lagrangeschen Resolventen zu bestimmen. Zu jeder 
in F enthaltenen irreduziblen Darstellung der Tr~gheitsgruppe gehSrt in 
dieser Weise ein bestimmtes Ideal und-r  ist durch das Produkt dieser 
Ideale teilbar. Jeder Faktor-der Diskriminante l~13t sich in dieser Weise 
bestimmen. 

K a r l s r u h e ,  Juli 1915. 


