H46 A. SeEI1sER.

Gruppendeterminante und Korperdiskriminante.

Yon

A. Speser in StraBburg.

Einleitung.

In jedem zyklischen Korper vom Grade » lassen sich bekanntlich
mit Hilfe von x' Einheitswurzeln Zahlen bilden, die Lagrangeschen Re-
solventen, die beim Ubergang zu den konjugierten bloB eine n* Einheits-
wurzel als Faktor annehmen. Fiir beliebige Galoissche Korper a8t sich
das entsprechende Problem folgendermaBen formulieren*®): Gegeben ist
eine Darstellung der Gruppe des Korpers durch homogene Substitutionen
von m Variabeln. Es soll aus den Zahlen des Korpers und gewissen
weiteren Irrationalititen ein System von m Zahlen gebildet werden, das
beim Ubergang zu den konjugierten Systemen jeweils die entsprechenden
Substitutionen der gegebenen Darstellung der Gruppe erfihrt.

Die Gesamtheit dieser Systeme 1Bt sich in einfacher Weise bestim-
men. Es gibt genau m linear unabhiingige darunter. Beschrinkt man sich
auf die ganzzahligen, so enthalten sie gemeinsame Idealteiler, die in der
Korperdiskriminante aufgehen. Durch Determinantenbildung erhélt man
Zahlen, aus denen sich die Diskriminanten des Korpers und simtlicher
Unterkorper in einer durch die Gruppe allein bestimmten Weise zusam-
mensetzen lassen. Die hier vorliegenden Verhiiltnisse werden unter ge-
wissen vereinfachenden Bedingungen dargelegt.

§ 1L
Das Kleinsche Formenproblem.

Wir legen einen (aloisschen Koérper K zugrunde. Seine Gruppe &
sel von der Ordnung g und ihre Elemente bezeichnen wir mit

E,A, B8,

¥) Vgl. das ,,Kleinsche Formenproblem*, Weber, Algebra, 2. Aufl., Bd. 2, S. 228 u. ff.
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Entsprechend bezeichnen wir eine Zahl ® und ihre konjugierten mit

O = g, 4, Op, *** QOg, **,

dann sind die Permutationen der Galoisschen Gruppe in folgender Gestalt
darstellbar:

(mE’m“"’ on ) S—E A4, B
T Ay ALy By e

@Dg, g5, Ops, **°

Nun sei eine irreduzible Darstellung I' der Gruppe durch Matrizen mit

Koeffizienten im Korper & gegeben. Wir benutzen dieselbe Bezeichnung,
wie fiir die abstrakte Gruppe, und setzen:

E=(e), 4=1(ay), - 8= (SU)‘ e
Bezeichnen wir mit 4~ die inverse, mit A’ die transponierte Substitution,
$0 bilden die Elemente E, A'~% --- 8’71 ... wieder eine Darstellung der

Gruppe die wir mit I bezeichnen.
Wir bilden jetzt die folgende Matrix

Mwo)=E-og+ 4 04+ = (%s,kws);
sefzen wir:
Z&'k ws = Eix (CO),
dann wird: ¢

M(w) = (§;x(@)).

Wenn wir diese Matrix mit einer beliebigen Matrix S-! der Gruppe
rechts zusammensetzen, so erhalten wir:

M-8 =8 g+ A8 'os + = Bos + dous + = (@)

wobei wir mit £ diejenige konjugierte algebraische Zahl bezeichnen, die
aus £ durch die Substitution (®, @s) der Galoisschen Gruppe entsteht.

Indem wir die erste Zeile von M und von MS—?! vergleichen, er-
halten wir das Resultat

351 (0) = 251 Ea(),
Efm(m) = ngk gik(w)

(8i) = S
gesetzt ist. “Die Zahlen £, liegen in dem durch Zusammensetzung von k
und K entstehenden Korper, den wir mit K(k) bezeichnen. Wenn wir
noch voraussetzen, daB K und % auBer den rationalen Zahlen keine weiteren

Zahlen miteinander gemein haben, so konnen wir das Resultat folgender-
mafen aussprechen:

wobel
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Satz 1: Jedes der m Zahlensysteme &, (@) --- &, (@) ¢=1,2,--, m
erfibrt beim Ubergang zu den konjugierten Zahlensystemen die entsprechen~
den Substitutionen der Gruppe T .

Dieselbe Eigenschaft besitzen offenbar auch die simtlichen Systeme,
die sich in der folgenden Gestalt schreiben lassen:

“1511 + “2g21 +eee “mgmlr Y alglm + aﬂg!m + -t amgmnn
wobei man aber im allgemeinen die Koeffizienten «,, -, &, auf den
Korper & beschrinken wird.

Setzt man aber die Matrix M(w) links mit S—?* zusammen, so erhélt man:

S-M(w)=S"1Ewg + S '4dws+ "= FEos + doss +-- = M(0s).

Wir erhalten so den Satz: )

Satz 2: FErsetet man in den m Zahlensysiemen &, ;(@), -, &,.,(0) (1 =1,
2,-++ym) die Zahl @ durch die konjugierte Zahl wgs, so erfahren die Systeme
jeweils die Substitution S—1.

Wir behaupten nun weiter, daB sich jedes zu I' gehorige System von
Zahlen herleiten 1iBt, indem man im System &, (w),: -, &, (w) die Zahl
o geeignet wihlt. Fiir die Koeffizienten der irreduziblen Darstellungen
gelten némlich die folgenden Formeln:*)

E, St 5im =0

8= €y b, -+

s 9
2, Sik Six = 3

s=e,a.b, -

aufler fiir =1, k=m

Hierbei bedeuten (s;;) und (5;;) entsprechende Matrizen von I' und T. Sei
nun §, - &, ein beliebiges zu I' gehériges System, so setze man: /

o=b+G++

—
& (@) =2, Sy W5 = ;% &
]

dann wird:

und ebenso:
£1: (o) =231im5 = ;%gz
&

Also haben wir, den

Satz 3: Ist §,- - &, ein beliehiges System von Zahlen aus K(k), das
beim Ubergang su den konjugierten Systemen die Substitutionen der Gruppe I
erfihrt, so wird:

’g’,“(co)=-%‘g,., wobet o0 =&+ &+ -+ &,

*) I. Schur: Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere, Berliner
Sitzungsberichte 1905, S. 406.
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Hiernach erhdlt man alle solchen Systeme, indem man in &, (w),- - - & (@)
die Zahl o alle Zahlen des Korpers durchlaufen lift.

Ein analoger Satz besteht fiir die in Satz 2 betrachtete Substitution.

Wiihlt man fir @ eine Zahl, fiir die keine Beziehung besteht von
der Gestalt

010g + G304 + -+ =0,

wobei a,, a,, « -+ Zahlen aus % sind, so laBt sich jede Zahl « von K (%)
in der Gestalt:

¢ = Q0 + G304+ -
darstellen.

Daher 1a8t sich jedes Zahlensystem, daB zu I gehort, in der folgen-
den Gestalt darstellen:

Eri(ayog+ agos+ -+ +) = aykyi(0r) + ki (@g) + - -
und wenn man nun den Satz 2 anwendet, so erkennt man den folgenden

Satz 4: Jedes 2u [ gehirige Zahlensystem it sich linear susammen-

selzen aus den m Zahlensystemen

Ei1(@)y -+ vy Eip(w) 1=1,2,..,m
wenn zwischen den Griflen © = wg, ©4, - -+ keine lineare Relation mit
Koeffizienten aus k besteht.

Wenn man in &, (@), &, (@) ® alle ganzen Zahlen von K durch-
laufen 14Bt, so erhilt man einen Modul von Zahlensystemen, da sich die
Summe zweier Systeme, die aus ®, resp. w, entstehen, ergibt, wenn man
®, + @, einsetzt. Ebenso erhilt man einen Modul, wenn man alle gans-
zahligen unter den Systemen betrachtet.

Nun sei fitr I ein vollstindiges System von Invarianten gegeben, die
wir als Formen von m Variabeln mit Koeffizienten in % voraussetzen.
Ersetzt man die Variabeln durch ein beliebiges zu I gehoriges System,
so nehmen die Invarianten Zahlenwerte aus dem Korper & an. Die Systeme

sind daher die Liosungen des Kleinschen Formenproblems fiir die Gruppe T

g 2.

Fortsetzung, Benutzung von Unterkérpern.

Wenn man in der Matrix M(w) fiir @ eine Zahl eines Unterkorpers
einsetzt, so tritt oft der Fall ein, daB die Matrix zur Nullmatrix wird.

Sei o eine Zahl, die gegeniiber der’ Untergruppe § ungeiindert bleibt,
und sei ferner die Zerlegung von & nach § und ibren Nebengruppen in
folgender Gestalt gegeben:

Masathematische Annalen. LXXVII ' 36
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dann wird:

A. Seriser.

M(w) =<;S)w + (; s) Tyor, ++ .

Die Summe der zu § gehdrigen Matrizen aus I ist aber stets und nur
dann = O, wenn diese Darstellung von § vollstindig reduziert die iden-
tische Darstellung enthdlt. Andernfalls verschwindet die Matrix M iden-

tisch. Hieraus folgt der

Satz B: Zur Bildung eimes zur Gruppe T gehorigen Systems Fkann
man auch Zahlen aus solchen Unterkorpern benuteen, ber denen die zuge-
horige Untergruppe in der Darstellung T mnach vollstindiger Reduktion die

identische Darstellung enthalt.

Man erhilt dann jeweils genau so viele unabhéngige Systeme, wie die
Untergruppe in der Darstellung I die identische Darstellung enthilt.

Beispiel: Die Ikosaedergruppe gestattet eine Darstellung I resp. I

in dreireihigen Matrizen,*) die erzeugt wird durch:

(L L L
10 0 Vs VB V5
r S— (o B o), o | X ELHE E+ B
V5 V5 Vo
00 & 2 ELE' BE'+B
VO Vs
-1 0 O
U==( 0 0 -—1),
0 —1 O
(E =5. Einheitswurzel).
1 00
r: S = OEO), T=TI, U=1T.
0 0 E*

]

)

S erzeugt eine Gruppe von der Ordnung 5, die offenbar brauchbar ist,
weil sie die identische Darstellung einmal enthilt.
Sei @ eine Zahl aus dem zu der Gruppe gehdrigen Unterkdrper.

Es wird

5 5 00
0 00
1 000

s

¢

)

*) Vgl Klein: Vorlesungen iiber das lkosaeder, S. 213.

= H.
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Als erzeugende Elemente fiir die Nebengruppen kdnnen wir wihlen

E, U, T, UT, TS, UTS, - TS, UTS

und erhalten:

—5 0 O V5, 2V5, 2V5
HU = 0 0 0), ﬁT—-—( 0 0 0],
000 0 0 0
V5, 2E'V5, 2E4YH
}—ITS_"=( 0 0 0).
0 0 0

Bezeichnet man die konjugierten Zahlen mit o, o, - .-, o, so er-
halt man
£, =blo—a)+Yd(@—a")+
und wenn man noch die Bezeichnung einfiihrt:
0 — 0 =, 0 — @ =y, -, O — D=y,
so folgen nach Division mit /5 die in der Theorie der Gleichung fiinften
Grades fundamentalen Grofen:¥)

Ay = e VD Uy + Uy + thy + ug + 24y,
A, = 2(uy+ Eu, + E?uy + E3ug + Etuy),
Ay = 2(uy+ E-*uy 4+ E-2uy + E-%uy + E~*u,).

"Dies ist also das einzige durch Zahlen des Unterkorpers erzeugte
System, welches beim Ubergang 'zu den konjugierten die Gruppe I erfahrt.

In gleicher Weise berechnet man das zu I gehrige System und
erhalt ohne Mithe die Zahlen:

Ay =uVD 4ty + - - + thy,
A4, = uy, + E-uy + -+ - + E~*uy,,
A4, = u, + Eu, + -+ Etu,.

Diese GriBen sind von den vorigen nicht wesentlich verschieden;
es wird

A0=£0, A1=2A—2, A2=211.

Dem entspricht die Tatsache, daB I und T #quivalente Darstellungen sind.

*) Vgl. Klein 1 ¢. S. 165, wo eine wenig abweichende Numerierung der u be-
nutzt ist.
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§ 3.
Die verallgemeinerten Lagrangeschen Resolventen.
Jetzt moge ein vollstindiges System nicht dquivalenter Darstellungen
der Gruppe durch Matrizen gegeben sein. Wir bilden die simtlichen zu-

gehorigen GroBen £ und bezeichnen sie mit £, wobei der obere Index
die Darstellung angeben soll, aus der das betreffende § stammt. Ferner
wollen wir sie so lexikographisch anordnen, da8 I, 7, ¥ dem 7, ¢, ¥" voran-
geht, wenn entweder 1 <I' oder =10, ¢<? oder =10, i=17, k<K
ist. Sei g, der Grad der durch ! bezeichneten Darstellung, dann gilt die
Beziehung*¥)
Wttt =g

Es gibt also genau so viele verschiedene Grofen &, als die Ordnung der
Gruppe betrigt. In dieser bestimmten Reihenfolge bezeichnen wir sie mit

817 g._,, M) gg‘
Wir konnen nun die Koeffizienten dieser Groflen in ein quadratisches
Schema ordnen und bezeichnen die so entstehende Matrix mit
U= (’M/,-k) (iy k=1, 2)' "% g)?
so daB jetzt die & in folgender Gestalt auftreten:
Ei = U108 + Uis 04 + - -’l-.

Zwischen den Koeffizienten verschiedener irreduzibler Darstellungen
gelten auBer den Formeln in § 1 noch die folgenden Beziehungen:*¥)

’
%sijskl =0,

sobald die Darstellung I, aus der die s’ entnommen sind, nicht #qui-

valent mit I ist. Hieraus kann die inverse Determinante zu (u;,) bestimmt
werden. Wir bilden néimlich die Groflen § indem wir jede Darstellung I

durch die Darstellung T ersetzen. Die Matrix dieser mneuen GriBen ()
entsteht aus (u,) durch Vertauschung gewisser Zeilen untereinander und
ebenso gewisser Kolonnen. Setzt man jetzt (u;,) und (@) Zeile mit Zeile
gusammen, so erhdlt man eine Matrix, bei der alle Koeffizienten auBerhalb
der Hauptdiagonale verschwinden, wihrend diese letzteren aus den Zahlen

zi bestehen, wobei jeder dieser Quotienten y,* mal auftritt.
}

*) Frobenius: Uber die Primfaktoren der Gruppendeterminante, Berliner Sitzungs-
berichte 1896, S. 1868.
**) I. Schur, L c.
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Es wird also:
_ 97
|t ] | B ] = =575
b4 i xfl Z{.- -

und, da sich die beiden Determinanten links hdchstens um das Vorzeichen
unterscheiden, so wird
gg
| = ]/i——m, —-
P
P P

Man hat nun bloB noch in |%;,| jede Zeile mit dem zugehdrigen Quotien-

ten _7;_: zu multiplizieren und die so entstehende Matrix zu transponieren,

um die zu (u,;,) inverse Matrix (v;,) zu erhalten und es wird:

() (0;) = (v3) () = (€2,
1 ¢=kF,
0 ik

€ =

Diese Gleichung gestattet, aus den GroBen £ die GroBen ws zu be-
rechnen. Setzt man wieder
2 31(2 B == ‘5(1)

) ®
so wird jetzt:

(1) @ =i%’§1 50 £

Satz 5: Hat man durch Losung der sidmitlichen Formenprobleme die
Gripen & berechnet, so findet man daraus die Zahl o mit ithren Konjugierten
durch die Formeln (1).

Wenn die Gruppe eine zyklische ist vom Primzahlgrad p, so fiihren
unsere Ausdriicke auf die sogenannten Lagrangeschen Resolventen.

In der Tat: Sei 4 ein erzeugendes Element der Gruppe, so erhilt
man alle Darstellungen, indem man fiir 4 eine p* Einheitswurzel setzt.
Es wird also:

) = wr + F'os+ B 0e + - - -

Die Darstellung T entsteht aus I, indem man E durch E-?! ersetzt. Die
Invariante aller Darstellungen ist die Funktion 27, so dafl sich hier das
Problem vollstindig erledigen 148t mit Hilfe von p** Wurzeln aus Zahlen
des Korpers der p** Einheitswurzeln,
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§ 4.
Reduktion des Gleichungsproblems auf ein irreduzibles
Formenproblem,

Sei I eine irreduzible Darstellung, die homomorph ist mit der Gruppe
des Korpers. Wenn wir eine Reihe £, - - -, & berechnet haben durch
Auflésung des Formenproblems, so enthilt der Kérper K (€, -+ &;,,) den
zugrunde gelegten Korper K. Ks ist daher, z. B. mit dem Lagrangeschen
Verfahren moglich, jede einzelne Zahl des Korpers, insbesondere @ selbst,
za berechnen. Mit Hilfe von Ausdriicken, die allein von der Gruppe ab-
héngen, ist es aber moglich, dieses Problem in wesentlich einfacherer
Weise zu losen.

Wir betrachten dazu die Darstellung, die durch Komposition*) von [
mit sich selbst entsteht. Sei

M= 921['(1) 4 .04 g2rr(’)
und sei S; die Substitution, welche diese vollstindige Reduktion leistet.
Ferner sei allgemein
[ =g TO 4 g, O
und S, die entsprechende Substitution, welche die vollstéindige Reduktion
von [ leistet. ¢
Zunichst bemerken wir, daB sich jede der Griflen §, die zu irgend
einer Darstellung gehort, aus den GroBen &, - - &, als ganze Funktion
mit Koeffizienten aus dem Korper % zusammensetzen liBt. Sei d der
hochste Grad, der fiir diese Funktionen notwendig ist. Wir bilden jetzt
die Produkte
gli'glk (iyk:l)“" m);

Ei18i1s Enbigy oy B Bimy Eig bl

Geht man zu den konjugierten Systemen dieser Produkte iiber, so erhilt
man diese, indem man auf das urspriingliche System die Substitutionen
der Gruppe I'* ausiibt. Wenn man jetzt noch auf das System der Pro-
dukte die Substitution S; anwendet, so zerfillt es in gy + gog + -+ + s,
Teilsysteme, von denen jedes der g, ersten beim Ubergang zu den Kon-
jugierten jeweils die Substitutionen "), die g,, nichsten die Substitutionen
™ usf. erleiden.

Diese Systeme zusammen mit §,, - -, &, brauchen nicht linear un-
ebhingig zu sein, aber wir wihlen fiir jede Gruppe I'® eine méglichst
grofe Zahl linear unabhingiger aus. Gehdren so zu ® die Systeme
8,0, .-, &9,

) *) Frobenius: Uber die Komposition der Charaktere einer Gruppe, Berliner
Sitzungsberichie 1899, S. 830.

also




Gruppendeterminante und Kérperdiskriminante. 5565

so ist das allgemeinste System, das beim Ubergang zu den Konjugierten
die Gruppe @ erfihrt, und dessen Zahlen Ausdriicke von h3chstens zweitem
Grad in &,,---, & . sind, gegeben durch den Ausdruck:

a, @l(‘) e+ al@I(i)'

Wenn wir dieses Verfahren fortsetzen fiir I'%,-- . I'* und jeweils die
neuen von den friiheren unabhingigen Systeme herausgreifen, so miissen
wir fir jede Gruppe '® genau so viele unabhingige Systeme erhalten, als
der Grad der Darstellung betrigt, und die Determinante dieser Systeme
ist daher von O verschieden. Wir wollen diese so gefundenen Systeme
mit 7% bezeichnen. Sie lassen sich also sofort hinschreiben, wenn das
gruppentheoretische Problem der vollstindigen Reduktion von " geldst ist.

Nun sei &, -, ¢, ein beliebiges System, welches zu I gehort. Um
zunichst dieses System durch die GroBen &, - - -, &, auszudriicken, haben
wir bloB die zu I konjugierte Gruppe heranzuziehen und die dazu ge-
horige Matrix (5,,). Die Ausdriicke

Nk + el T+ Wil = & (1=1,2,---,m)
verindern sich nicht beim Ubergang zu den Konjugierten, weil die { und
die n kontragrediente Variable sind und der obige bilineare Ausdruck eine
Invariante zweier solcher Variabelnreihen darstellt. Die GrioBen ¢, kdnnen
daher berechnet werden und gehéren dem Grundkdrper an. Durch Auf-
l6sung der Gleichungen erhilt man §,,* - -, £, ausgedriickt als Funktionen
der GroBen 7,, und .

Ein Teil des gruppentheoretischen Satzes, der diesem Verfahren zu-
grunde liegt, ist bereits von Burnside*) auf anderem Wege bewiesen. Wir
bemerken zum SchluB noch, daB bei dieser Reduktion auch die Invarianten
der Substitutionsgruppe I' auftreten, als diejenigen Funktionen, die beim
Ubergang zu den Konjugierten die Gruppe ™ erfahren.

§ 5.
Gruppendeterminante und Kérperdiskriminante.

Fir den algebraischen und funktionentheoretischen Teil wird es im
allgemeinen geniigen, aus einem einzigen Formenproblem die zugehdrigen
GroBen ¢ zu berechnen und man wird dazu dasjenige vom geringsten
Grade benutzen, d. h. man wird das Gleichungsproblem auf ein solches
mit moglichst wenig Parametern reduzieren. Ja man erweitert sogar noch
den Korper, da es sich herausstellt, daB sich fir umfassendere Gruppen
oft Darstellungen von niedrigerem Grad finden lassen.**¥)

*) Burnside, Theory of groups of finite order, 2 ed. S. 299.
*) Anmerkung. Beim Ikosaeder geht man so zu einer Gruppe von der Ord-
nung 120 dber und hitte, wie man leicht erkennt, die Quadratwurzel aus einer Zahl
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Das Quadrat der Determinante:
(P7 Q=Ez A; -B: )

| @1,

oder kurz
@714
1st die Diskriminante der g Zahlen
@RE, (04, OBy * **

denn die erste Spalte enthilt diese g Zahlen, wihrend die {ibrigen Spalten
die Permutationen nach der Galoisschen Gruppe, d. h. die konjugierten
Spalten, sind.

Setzen wir die Determinante der Matrix M(w) in § 1 = ®(w), und
bezeichnen wir mit ¢,(®), ®y(w), : - -, ¢,.(w) die verschiedenen Determi-
nanten, welche in dieser Weise zu den irreduzibeln Darstellungen der

Gruppe gehéren, dann wird:¥)
@51 o ncb"(ao)

wobei wieder y; den Grad der Darstellung bedeutet, zu der ®,(w) gehort.
Wenn o eine ganze Zahl des Korpers K ist, so ist das Quadrat dieser
Determinante stets durch die Korperdiskriminante teilbar, doch werden
im allgemeinen noch weitere, allen diesen Zahlen gemeinsame ,auBer-
wesentliche® Teiler auftreten.

Zinnichst betrachten wir die Gruppendeterminante

®(w) = | &z

und bestimmen die gemeinsamen Teiler aller Zahlen £, wobei w alle
ganzen Zahlen des Galoisschen Koérpers K durchlduft. Nach den Resul-
taten von Hetrn I. Schur®¥) lassen sich alle eadlichen Substitutions-
gruppen in solche mit ganzen algebraischen Koeffizienten transformieren.
Im folgenden setzen wir stels die Gruppe als ganszahlig voraus, dann sind
die GroBen &, stets ganze algebraische Zahlen. Zun#chst gilt der

Satz 6: Der gemeinsame Teiler der Zahlen &,(w), wobei o alle
ganzen Zahlen von K durchlduft, ist in der Wurzel aus der Korperdiskrimi-
nante enthalten.

eines Unterkorpers sechsten Grades zu adjungieren, die so ausgewihlt sein miiBite,
daf der neue Korper ebenfalls Galoissch ist. Doch geschieht das nicht, da beim
Ubergang zur gebrochenen Substitutionsgruppe diese Quadratwurzel wegen der be-
sonderen Art der Gruppe (Darstellungsgruppe) von selbst wegfilll. Dagegen wird
die Quadratwurzel aus einer Zahl des (Grundkdrpers, n#mlich aus der Invariante
A,3 4 A, A, benutzt.

*) Frobenius: L e.

“*) I, Schur: Uber Gruppen linearer Substitutionen mit Koeffizienten aus einem
algebraischen Zahlkorper, Math. Ann. 71, S. 355.
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Beweis: Sel @,:--, o, eine Basis der ganzen Zahlen, so daB

bu(o) =0 + 0,0, + ..

Eu(w,) =0, + a, 0, + .. Y
dann folgt, indem man die Gleichungen der Reihe nach mit den Unter-
determinanten der ersten Spalte aus der Matrix:

multipliziert und addiert

VD = Eu(o) + - + &y (0,) Q,
woraus der Satz folgt. Bezeichnet man den gemeinsamen Idealteiler der
Grofen Q, -+ Q, mit b, so erkennt man sofort, daB der gemeinsame
Idealteiler der Zahlen &, (@) sogar in l/bﬂ enthalten sein mubB.

Wir miissen nun die Hilbertschen Begriffe des Trigheitskdrpers und
des Verzweigungskorpers®) heranziehen. Die Trigheitsgruppe eines Dis-
kriminantenteilers 8 besteht aus allen denjenigen Substitutionen, fiir
welche die Kongruenz besteht:

0 = @g (%)7
fiir alle ganze Zahlen des Korpers. Sei ¥ diese Gruppe und
%’ S = Hg,
setzen wir ferner
G=%Z + Agz + -

daxn wird: .
M(GJ) = Hﬁ;ﬁ‘)]g -+ AgHzCOAz + - (S‘B).
Wenn T in unserer Darstellung die identische Darstellung nicht enthilt,
so wird Hg = (0) und es gilt die Kongruenz:

Ex=0 (P).

Die Verzweigungsgruppe 8 besteht aus denjenigen Substitutionen, fiir
die = ws (P?) ist, wenn o alle ganzen Zahlen durchliuft. Sei £ die
héochste Potenz von B, fiir welche die nimlichen Kongruenzen gelten.
Wenn dann die Verzweigungsgruppe in der betrachteten Darstellung die
identische Darstellung nicht enthilt, so folgt wie oben, dafi die Zahlen
¢, simtlich durch P2 teilbar sind. Indem man in dieser Weise fortfahrt
und fiir den imal iberstrichenen VerzweigungskOrper die entsprechende
Zahl mit 2@ bezeichnet, folgt der

*) Hilbert: Jahresbericht der D. Math.-Ver. Bd. 4, S. 251.
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Satz 7: Wenn die imal iiberstrichene Verzweigungsgruppe in der Dar-
stellung I die identische Darstellung nicht enthdlt, so sind die Zahlen
durch P27 teilbar, sowie ferner durch die simtlichen dazu konjugierten Ideale.

Der letzte Teil dieses Satzes folgt daraus, daB die Verzweigungs-

gruppen der zu P konjugierten Ideale konjugierte Gruppen sind, deren
vollstindige Zerlegung stets dieselbe ist.

§ 6.
Die Diskriminanten der Unterkorper.

Das Quadrat der Determinante

IGJP Ql@

ist gleich der Korperdiskriminante, wenn wg, wy, - - - eine Basis der ganzen
Zahlen des Korpers ist. Eine solche Basis bezeichnen wir als eine Normal-
basis und wir wollen unter der Voraussetzung, daB der Korper eine solche
besitzt, die Zahlen d)(m) untersuchen.

Aus der Existenz einer Normalbasis folgt sofort daB der Verzweigungs-
korper jedes Primteilers B der Diskriminante der Korper K selbst ist.
Denn zunichst ist offenbar

SDos=+1
G

ferner ist die Verzweigungsgruppe L von der Ordnung p", wobel p die
durch P teilbare Primzahl ist, und es gelten die Kongruenzen fiir jede
Zahl « von K:

e=ay (P) -(V in B).
Setzt man noch
O=B+88B+--- und §,=F
so folgt:
%msgr =pos=0 (P) (i=1,2,-)
daher

Sos=0 (B),
")

was einen Widerspruch ergibt.
Ist ein Unterkérper gegeben, der zur Untergruppe $ gehdrt, und
setzt man

¢ = 'b + Tz@ + e
go bilden die Zahlen

. gmr,H (’.-1’27"')
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eine Basis der ganzen Zahlen des Unterkirpers, und die Diskriminante
dieses Korpers ist daher das Quadrat der Determinante:

Diese Determinante 148t sich aber darstellen als Produkt aus irreduzibeln
Gruppendeterminanten ¢ (o):

E%‘”T,m,:‘! =11%}(w),

wobel k; angibt, wie oft die Untergruppe £ in der durch den Index I be-
zeichneten irreduzibeln Darstellung von & die identische Darstellung ent-
hilt. *) Daraus folgt der

Satz 8: Die Diskriminante eines Unierkirpers setzt sich bei Korpern
mit Normalbasis in einer allein durch die Gruppe bestimmien Weise aus
den Zahlen ®(w) susammen.

Man kann aber noch einen Schritt weiter gehen. Die Gruppendeter-
minante ® begitzt Koeffizienten aus dem durch den Charakter bestimmten
Kreisktrper und die simtlichen konjugierten Funktionen ¢, - .. sind
wiederum irreduzible Gruppendeterminanten. Die Determinante (1) muB
nun jede dieser konjugierten Determinanten in derselben Potenz enthalten
und wir wollen daher die Potenz von p berechnen, die in dem Produkt
von ®(w) mit den konjugierten Zahlen @'(w),--- aufgeht.

> (@) ¥'(0) - = ¥(a)
dann sind die Determinanten der Matrizen der W entsprechenden Dar-
stellung von ®:

Fr4+r4-...
simtlich 4+ 1. Daher wird ¥*(w) eine ganze rationale Zahl.

Sei P ein Primteiler der Diskriminante und ¥ die zugehdrige Trig-
heitsgruppe mit der Ordoung k. Man beweist nun leicht, da8 die Relativ-
digkriminante von K in bezug auf den Trigheitskdrper das gemeinsame
Ideal aller Diskriminanten von der Gestalt

|10y
ist, Sei o speziell so gewihlt, daf das Primideal in der niedrigsten Potenz
vorkommt, die moglich ist, nimlich in der h(h—1)t=*¥) Nun ist die
Tragheitsgruppe zyklisch. Ihr erzeugendes Element sei 7. Dann kann man
| @1 Q!z zerlegen in das Produkt der Lagrangeschen Resolventen:

h
1 l(ﬁ)g+ o+ o 40 & Vig o),
i=1
*) Burnside: Theory of groups, S. 275.
*#) Weber, Algebra, 2. Aufl. Bd. 2, S. 670.
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p wird im Korper der A% Einheitswurzeln in eine gewisse Anzahl e
verschiedener Primideale zerfallen, wobei e ein Teiler von ¢(h) ist.*) Das
Primideal P zerfillt dann in dieselbe Anzahl verschiedener Ideale. Be-
zeichnet man den Ausdruck

o + éwr+ -+ & toa- mit §

und ersetzt man der Reihe nach & durch &, ¢, - - -, wobei r eine Primitiv-
zahl nach % bedeutet, so erhilt man ¢@(h) Zahlen:

€ &y vy @ (h)°
@, @ a,
§1= o Py "-;‘Bejl‘ﬂ,

wobei ) prim ist zu P, so erhdlt man die weiteren GroBen g, --- durch
zyklische Permutation der 5 und entsprechender Verinderung von £:

gs — ZO gl .. 613:3-1 D’

Sei

% ist eine Zahl des Trigkeitskorpers, dem & adjungiert ist. Daher muf
sein
. @y, = a; (h)
also wird
(2) a,=r"ay (h). (r-r=1M)

@)

In HQ geht dann P, zur o) (ag+ a, + -+ a,_, )™ Potenz auf.**) Die
§=1

é

kleinste mogliche Zahl fiir diese Potenz ist aber, wie man sofort aus der
. . h
Gleichung (2) folgert, gleich % %—)-
Nun moge & eine primitive h,* Einheitswurzel sein, wihrend h=h,- h
ist. Dann beweist man genau so, wie oben, daB $* mindestens in der

Potenz h, ‘p(;") im Produkt der zu einer Faktorgruppe gehorenden Lagrange-
schen Resolvente

g + sor + - -

aufgeht. Das Produkt aller so entstehenden Resolventen gibt die Wurzel
aus der Relativdiskriminante der Zahlen op, or,- - -, ort—1 in bezug auf
den .Trigkeitskorper. Die Relativdiskriminante selbst ist daher mindestens

durch die k- g(h)* Potenz von P teilbar, wobei k, alle Teiler von h
s
darchliuft, auBer der Zahl 1. Nun ist
=gy =h—1.

*) Vgl. dariber Fueter: Theorie der Zahlstrahlen, Crelles Journ. 180, 8. 197.
**) Vgl hierzu Hilbert, 1. c., 8. 3561—359.
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h(h—1) ist aber die genaue Zahl, die angibt, wie oft B in der Relativ-
diskriminante aufgeht. Wir transformieren jetzt die Gruppe ' + "4 ...
dergestalt, daB die Trigheitsgruppe vollstindig reduziert erscheint. Den
hierbei un allgemeinen auftretenden Nenner nehmen wir als zu p prim an.
Dann wird die Matrix '

»
2 T'wré = Mg (w)
i=1

eine Diagonalmatrix, deren Koeffizienten in der Hauptdiagonalen Lagrange-
sche Resolventen sind. Die Matrix

S Mz (ws),

wobei S eine beliebige Substitution der Gruppe & bedeutet, ist nun eine
Matrix, die in der ¢**® Spalte lauter Koeffizienten besitzt, welche die Ideale
By, B, - in mindestens derselben Potenz enthalten, wie die i* Spalte
in Mg(w). Daraus folgt sofort

Satz 9: Wenn die Darstellung T 4 [’ + - - - das System der mit der Falktor-
gruppe von der Ordnumg h, homomorphen Darstellungen der Trigheitsgruppe

genau g, mal enthdlt, so ist ¥ (@) genaw durch die %— hzl 9;9(h,)* Potenz
von B und von allen zu P konjugierten Primidealen, also genau durch die

%Z’Q.-‘P(h‘)“ Potenz von p teilbar. Dabei ist also der Teiler 1 von h

wegzulassen.

Diese Potenz wollen wir fiir die verschiedenen Darstellungen mit b,
bezeichnen. Wenn dann ein irreduzibler Bestandteil von ¥, die identische
Darstellung der Untergruppe genau c, mal enthilt, so ist ¥, in der Dis-
kriminante des Unterkérpers genau zur 2¢*® Potenz enthalten. Daher

geht p in der Diskriminante zur 2 _3'b ¢, Potenz auf.

Indem man diese Berechnung des Exponenten mit anderen vergleicht,
5o ergeben sich interessante, aus der Gruppentheorie bekannte Beziehungen,
von denen wir die einfachste, fiir den Fall daB % eine ungerade Primzahl
1st, ableiten wollen.

Sei M der Normalisator der Trigheitsgruppe, » der Index der Zer-
legungsgruppe unter diesem Normalisator, f derjenige der Triigheitsgruppe
unter der Zerlegungsgruppe, dann ist die Trigheitsgruppe noch fiir r —1
zu P konjugierte Ideale Triigheitsgruppe. Die Relativdiskriminante von
K in bezug auf den Trigheitskorper ist daher genau durch die (A —1)*
Potenz von P*=p und von (r — 1) dazu konjugierten Primidealen teilbar,
wiihrend die weiteren Faktoren zu p prim sind. Die Norm der Relativ-
diskriminante, genommen im Trigheitskorper, ist hiernach genau durch
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p/T3=1 teilbar. fr ist aber der Index der Trigheitsgruppe unter dem

Normalisator. Ferner ist die Korperdiskriminante genau durch die —le (h—1)t

L]

Potenz von p teilbar. Daher wird die Diskriminante des Trigheitskorpers
genau durch die

T —1) — fr(p—1)}"

Potenz von p teilbar. Dagegen folgt aus unserer Berechnung fiir diese

Potenz die Zahl:
=7 — 2> d) 1)

und durch Gleichsetzung erhilt man

R D=+ fr(h—1).

Setzen Wir 2 = fr + s, so lautet die Gleichung jetzt:

h
202=f7'+% ‘

und rechts steht offenbar die Anzabl der unter der Trigheitsgruppe in-
varianten Komplexe von Nebengruppen der Trigheitsgruppe. Die im
Normalisator enthaltenen Nebengruppen sind nimlich invariant unter &,
von den anderen ergeben je h zusammengenommen einen invarianten
Komplex. Die Vergleichung der beiden Resultate fiihrt also auf den be-

kannten Satz, daB >'c? gleich der Anzahl der unter ¥ invarianten Systeme
von Nebengruppen von ¥ ist.

SchlieBlich bleibt noch iibrig, die Zahl ¥(®) in ihre Faktoren ®(w),
¢’'(o),-- zu zerlegen. Dieses Problem léuft darauf hinaus, die gemeinsamen
Teiler fiir die einzelnen Lagrangeschen Resolventen zu bestimmen. Zu jeder
in I enthaltenen irreduziblen Darstellung der Trigheitsgruppe gehdrt in
dieser Weise ein bestimmtes Ideal und ¢ (®) ist durch das Produkt dieser
Ideale teilbar. Jeder Faktor -der Diskriminante 1aBt sich in dieser Weise
bestimmen.

Karlsruhe, Juli 1915.



