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Ar i thmet i sche  Eigenschaf ten  der  unendl ichen Reihe s  

Von 

LJUBOMIR TSCHAKALOFF in Sofia.  

,,(~-l) 
2 a 

Die Aufgabe der vorliegenden Abhandlung ist es, gewisse arithmeti- 
ache Eigenschaften der im Titel stehenden unendlichen Thetareihe*) zu 
beweisen, welche unten in Satz" I genauer formuliert sin& Im 76. Bande 
der Mathematisehen hnnalen sind vor etwa drei Jahren zw.ei Arbeiten**) 
der Herren Felix Bernstein und Otto Sz~sz fiber einen Khnlichen Gegen- 
stand ersehienen. In tier ersten dieser Abhandlungen beweisen die beiden 
Verfasser mittels einer Verallgemeinerung des Sternschen Satzes fiber l~- 
rationalitilt yon Kettenbrfiehen, dab die unendliche Thetareihe 

~o 

einen irrationalen Wert hat, wenn x eine beliebige yon Null verschiedene 

r eine ebenso hohe rationale Zahl bedeutet, rationale Zahl ist und q-~ s 

deren Ziihler und Nenner den Bedingungen 

r§  si>-2, Isl_ i i 
genfigen. Unter gonselben Voraussetzungen beweist Herr O. Sz~sz in der 
zwei~en der obengenannten Abhandlungen auf einfaeherem Wege dieselben 

1 
*) Diese Reihe geht durch die Substitution a ~ q2, x ~ qy  in die gewfhnliche 

Thetareihe , ~ q ~ y r  fiber. (Genauer in die rechte Hi~lfte der gewShnliehen Thetareihe 
+ ~  *----0 

**) F. Bems~ein und O. Sz~sz. 13bet Irrationali~i~t unendlicher Ke~tenbrfiehe mit 

einer Anwendung auf die Reihe ~ , q C ~ x ' .  Math. Annalen, Bd. 76 (1915), S. 295--800. 
o 

O. Sz~z, ~ber Irratioaalit~t gewisser unendlieher l~eihen. Math. Annalen, Bd. 7@ 
(191@), S. 485--489. 
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a 

arithmetischen Eigenschaf~en der Reihe (I)~ ohne hierbei explizit die 
Kettenbruchentwicklung dieser Reihe zu benutzen und erweitert die Er'- 
gebnisse aueh flit komplexe rationale Werte yon q and x. 

Im folgenden wird eine neue Methode zur Untersuchung der am~- 
logen arithmetischen Eigenschaften der Reihe 

X v 

(2) 
'v .~-. 0 a 

angewandt, die nichts mit der Kettenbruchentwicklung yon (2) gemein 
hat; diese Methode erinnert vielmehr ihrem Wesen nach an den klassischen 
Beweis der Transzendenz yon e und fiihrt zu besseren Ergebnissen, als die 
anderen Methoden. 

Das Hauptergebnis dieser Abhandlung l~iBt sieh folgendermal~en for- 
mulieren: 

Satz I: •s sei a = 8__ eine rationale Zahl, deren Zghler und Nenner 
r 

den Bedingungen 8 + j(~ 
r+o, Is;>iri 

geniiger~; dann hat die ganze transzendente Funktion 

oo 

X y 

r  . , -1)  
~,=0 -- -s--- a 

fiir jedes yon Null verschiedene eationale x einen irrationalen Weft. 
Der Beweis dieses Satzes wird in den. folgenden Paragraphen er- 

braeht. Er enthiilt als speziellen Fall den 
t ' "  

Satz I I :  Es sei q = ~.- eine rationale Zahl, deren Ziihler und Nenner 

den Bedia~g.ungen . . . . .  ~+F~ 
r ' +  0, Is'[ :> [r'[ z 

geniigen; dann hat die ganze transzendente 'Funktion 

(1') . r  a v 
v t = O  

fiir jedes yon Null versehiedene rationale y einen irrationalen Wert. 
Satz II ergibt sich als unmittelbare Folgerung aus Satz I, wonn man 

dag die Reihe ('2) .(~ureh die Substitution a =~ ~ ,  x b e r ~ k ~ L ~ i ~  qY 

in die Reihe (1') tibergeht, wobei offenbar rationalen Werkon yon ~ mad 
f /aueh rationale Werte yon a und x entspreohen, und zwar So~ cl~ einem 
rationalen Wert yon q, der den Voraussetzungen des SatzoB II geail~t, 
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:eln rationaler Wert  yon a entspricht, der die Voraussetzungen des SatsesI  
erftillt. Der Satz II enthiilt seinerseits als speziellon Fall die Ergebnis~e 
yon F. Bernstein und O. Szhsz fiber die Reihe (1). Denn die Menge der 
rationalen Werte q, ftir welche die gonannten Autoren die Irrationalit~it 

( ) yon (1) bewiesen haben, ist wegen g + V g  ~ < 3 nur ein Tell der Menge 

der rationalen Zahlen q, fib welche die Voraussetzungen des Satzes II 
erfiillt sin& 

w  

Es sei a ~eine rationale Zahl, die absolut gr6Ber als 1 ist. 
fiir ganze positive v % = a "-1 und 
Potenzreihe 

(2) r (x,  ~ )  = ,,(,-1, 
v = O  2 a 

Ich setze 
betrachte die bestiindig konvergente 

60 

X ~' 

Wenn k eine ganze positive Zahl bedeutet, so folgt aus (2) 

(3) u l u S  . . . u k (1) ( x ,  a ) = x k + u k x ~ - l + . . . -I- u l  u ~  . . . u k + x ~ % + 1 x "  % . ,. 

Wegen ,, = 1 

oo oo oo 

= Tu, l::.lu~] 
v----1 ~ k + l ' ' ' N ' k % ~ [  r=l v = l  

oo 

- -  0~. r  :a:) kann man Uk + t """ uk + 
Y = I  

setzen, wobei 0 k = O~(x, a) eine komplexe Zahl bedeutet, die dem Betrage 
nach kleiner als 1 ist. Formel (3) kann also folgendermaBen gesehrieben 
werden: 

(4) u~u~...ukO(x, a) = x~+ ukx ~-~ + . . .  + u~u. . . .uk + x~0kr ]al). 
Dieselbe Formel  gilt offenbar auch ffir k ~ 0 und hat ffir diesen Wer~ 
yon k die Gestalt 

(4') r  a ) =  1 + Oo(1)(Ix], la!) (10oi< 1 ). 

Wie aus der Definition der Zahlen 0 k unmittelbar hervorgeht, verschwin- 
den alle diese Zahlen fiir x ~-0.  

Ich seize nun in (4) sukzessiv k = n, n - -  1, �9 - -, i ,  0 und addiere 
die so erhal~enen Formelu, n~hdem ich sis der Reihe nach mit don yon 
2r unabhiingigen Konstanten Co, q , . . . ,  c,, multipliziere. Auf diese 'Weise 
~ea. tsteht die Gteichung 
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(5) PC(x, a) = f (x)  + f , (x)  § .... + f a x )  

+ r l t) 
n 

in der P c~ §  = c ~ _ ~ u l u ~ . . . u  ~ yon x unabhiingig ist und f ( x ) ,  f1(x.), ' .  
k - - 1  

�9 -, f,(x) die Polynome. 

f ( x )  = fo(x) = c ox" + c lx  ''-1 + . . .  § c ,  
. . . . . . . .  , . . . . .  

fk(x) = CoU, U ~_~ . . . u ,_~ +~ x" -k  + cl .u,_lu,_.~. :- u,,_~x ~-~-~ + u~u k _~.. .u 1 c,,_~, 
. . . . .  �9 . . , . . . . . .  . . , ~ . , �9 , , , , , 

f , ( x )  = coulu~. . .  % 

bedeuter~. Der Grad und die Koeffizienten des ersten dieser Polynome 
f ( x )  sind yon r a) unabhiingig und kiinnen beliebig gewilhlt werden. 
Das Polynom fa(x) kann f0rmell aus f(x) abgeleitet werden, indem das 
allgemeine (}lied yon f(:~), d . h .  c~,_~x ~-, fiir ~t > 0'durch c,,_~u~.x~-l:un'd 
das konstante (}lied c, durch 0 ersetzt wird. Dieselbe Regel gilt auch ffir 
die Ablei~ung yon fk(x) aus f~_,(x) ( k =  1,2, ..., ,i/. 

Das Polynom [~(x) kann. auch explizi~ dutch x und a ausgedrtick~ 
werden. Man bestgtigt "leicht, z. B. dutch vollsti~ndige Indul~tion, die 
Richtigkeit der Formel 

(k- i) 

<6) f k ( x ) - - a  ' { C o ( a k x ) " - ~ § 2 4 7  . . . .  +c,~_k } 

ffir k = 0 ,  1, 2 , . . - , n .  
Formel (5) ist grundlegend fiir die weiteren Untersuohungem f~ie 

kann noch kiirzer unter der Form 

~5') t ) . (P (x ,  a ) =  F(x) - { -  (coO, ,x"§ § 2 4 7  q)(Ix!, l a d  

dargestellt werden, wobei 

F(x)  = f (x )  + f~(x) + . . .  + f~(x) gese~zt,,ist. 

w 

Angenommen es giibe eine yon Null  verschiedene rationale Zahl 
O "  . . . 1  

a----~,  so daft r  a)ebenso rational" sei, Das Z~el der folgendeh Be- 

~raehtungen ist es, die Unzul~ssigkeit dieserAnnahme zu beweisen, wenn 
die rationale Zahl a den Voraussetzungen,.des Satzes I genitgt. 

In der Tat existieren, falls diese .Annahme richtig ist, zwei ganze 
Zahlen A und B # 0 derart,, dab 

M & t h e m a f i s o h e  A n n a l e n ,  L X X X .  { ~  
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A + B r  a) ~ 0 oder 

(7) A (0, + a) = 0. 

Ich wende nun Formel (5') fiir x ~ - 0  und x----a an uud addiere die so 
entstandenen (]teiehungen 

P .  r  a) ---- F ( 0 )  

nachdem ich sie der Reihe naeh mit A un4 B multipliziert babe. Auf  
diese Weise entsteht aus (8) mit R~ieksicht auf (7) die Gleiehung 

(9) 0 ---- A F ( O )  + B F ( a )  + B(coO, a ' +  . . . +  e,00)r la[).*) 

Bisher war das Polynom f ( x )  viillig unbestimmt: Ich seize yon nun an 
P 

f ( x )  = x ~ H (x - a ' - '  a) (~ + ~ ffi n); 

~t und g sind ganzo positive Zahlen, die den Ungleichungen i t - -1  ~ p ~  1 
gentigen. Fiir das folgende is~ yon Wieh,igkeit, einige Eigenschaften der 
Polyn0me fk(0), f~(a), F(0) ,  F(a )  (als Po|ynome der unbestimmten Griiflen 

und a betrachtet) abzuleiten, welche Eigenschaften im niichsten Para- 
graphen zusammengestell~ sind. 

w  
1. Es ist offenbar c 0 - -  1 und %+t = %+~ . . . .  ~ c, = 0. 

2. Fiir 0 ~  k ~ p ist c~ ~- a~k(a) ;  

cp,(a) bedeutet hierbei ein Polynom yon a mit  ganzeli Koeffizienten und 

' k(k + 1) Der kleinste Exponent yon a in ~t(a) ist gleich vom Grade ~k ~ �9 

k(k-- l )  AUe dieso Eigenscha~ten kSnnen leich~ best~tigt werden, wenn 

man die Koeffizienten yon x ~-k beiderseits der Identitiit 

cox~ q" c~x " -~  + " "  T % ffi ( x - - a ) ( x  - aa)' .  . . (x - a~'-~a) vergleieht. 
k(#-l) 

a. Nach (6) ist ~(0)-ffi a ' e,,_~ also 

a) f (0) --  f~ (0) . . . . .  fa-~ (0) ffi 0, 

b) f~(0) - ~ ' - ~ a  ' ~._~(a)  f~r Z < ~_< n. 

/an letzten FaUe ist der kleinste Exponent  yon a in h (0 )  gleich (nach 2.) 
k(k- -~)  (n--k)(n--k--x) 

"-F 

*) In dicser Forme] ist unter O k se in  Wer~ fltr x==  ~r d. h. 0t(a , ~), zu verstehen. 
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Da fiir ~ t ~ k ~ n  

x~v" 

, ~  .(-7-- I) 
z a 

(.--~)(. 1)]./=,= 2 k  - -  ~Z "~  2~ .  - -  n -'> 0 
2 l 

ist, so erreicht dieser Exponent  seinen kleinsten Wert  fltr k .ffi L Dieser 
kleinsto Weft  ist z(z - -  1) ~(~--1) 

2 "{- ~ " 

Der grSBte Exponent  yon ,a in fk(0) ist 

k(k-- 1 ) ~  + ~ ( n -  k) -- (n -- k)(n--~ ~ + 1) . n(n--1)..~ ~t(n--k) 

und sein grSBter Wert  fiir Z ~ k ~ n ist offenbar , (~--1)  
- -  2 

Aus 1., 2. und 3. folgt, dab 

k*=0 k---~ 

ein Polynom yon a und a mit  ganzen Koeffizienten ist. Se in  Grad in be- 

zug auf a und a is~ p bzw. •(n--1) ; der kleinste Exponent  yon a in den 

verschiedenen Gliedern y o n  F (0 )  ist ~t(z~_{_-- 1) ~v~2~ 1) . 

4. Es sei k •ffi 0, 1, 2 , . . . ,  4. D ~  Polynom f,(x) hat  naoh (6) die 
Gestalt 

~(k-l) 

fk(x) = a ' Ic,(akx)"-* + c,(a*x)"-*-'  ~ - . . . +  %(a*x)'-*-*i 
~(~-1)  + ~ ( ~ _ ~ _ ~ )  . 

= a ~ ~ - * - ~  {Co(akx)" + c~(akx)~ -~ + . . .  + c~} 

ffi a ~ - - ; ~ §  ~ - ~ ( ~ * x  - ,*) ( a ' x -  a ~ )  . . . ( a ' x , -  ~- , '  a); 
es ist also 

a) f(~) = f, (a) - - . . .  •= f , _ ,  (a) - -  0 und 

b). flir p ~ k ~ t '  
~(~-~) ~.a(a_~)+ r 

f,(a) (a*-- i )  (a*-' 1) (a'-~' +' -- 1)a"-* a z 

Wenn man allgemein den kleinsten Exponenten yon a in f,(a) m i t  ~ b@, 
zeiehnet (er hiingt noch yon ~ ab), so ist ffir ~ ~ k <~_ ~t 

~(,~ - i )  ~ (~  - -  1) .  e ~ f f i ' - - T -  + k ( z - k ) +  ~ , 

dot k l e in s t e  Wert  von e t ftir dieselben Werta yon k ist off~nbar r d..h. 

min e~ -ffi % =- f ~ ( ~  - -  1) ,  
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Ferner ist der Grad yon ['~(a) in bezug auf' a gleieh k(k--1) + k ( n -  k), 

a l s o  sieher kleiner sis n(n~ 1!; denn die Ungleiehllng 

n (n - -  1) k ( k ,  1) A- k ( n - - k )  < . . . . .  
2 2 

ist iiquivalent mit  (n -- k) (n -- k -- a) . . . . . . . .  ~ . . . .  > O, 

welehe offenbar fiir k ~ Z besteht. 
5. Es sei ~ < k ~ n. Die Identititt (6) liefert fiir x - =  a (mit Rfiek- 

sieht auf c, = a'r far 0 ~ v ~ t~) 
~(k-1) 

f , (a) = a ' {Co(aka)"-k + cl(a~a)"-~-l  + . . . + c,,_~} 
k(k--a) 

= t~"-ka ' {r r 4- Cp~,_~(a)} 

a , -k  a-~--~pk(a), 

wobei~pk(a ) eln' Polynom yon a allein mit  ganien Koeffizienter~ bedeutet. 
l~m d.on k~insten und den gr5Bten Exponenten yon a in lp,(a) zu be- 
stimmen, be~raeh~o ieh das allgemeine Glied 

r ka) a ~('-k-:') (h = O, 1, 2 , . . . ,  n - -  k). 

Der Exponent  tier niedrigsten Potenz yon a in diesem Gliede ist (naeh 2,) 
h(h -- Z) 

gleieh k(n - k - -  h) + - --~ ; da f l i t  0 ~ h ~ n --  k 

1 
{. = T < Y . - - 2 k + n - - - -  

1 
= - ( k - z )  - ( k - g ) .  ~ < o 

ist, so erreicht dieser Exponent  seinen kleinsten Wort  fiir h ~- n --  k. D e r  

kleinste Exponent  yon a in ~p,(a)ist  also ( n _ - - k ) ( ~ - - k -  1) Daraus folgt, 
" 2 " ' *  �9 

dab der kleinste Exponent yon a in f~(a) gleieh 

k (k -- z) ~, -- k) (n --  k--  x) 
e , = ~  ~  + . . . .  

is~ Fe~.ort.:scKlid~t m a n  ,genau so wie oben :(s. Punkt .3b) , . ,  daB fiir 
z<//=<n 

'A 

&hnlieh last  sieh ~ueh der grSSte Exponent yon a in f ~ ( a ) f a r  
.~t.~ ~=_< a bestimmen. In de~ Tat ist (,naeh 2.),tier, gr,6gte Exponent  v o n a  . in  

(I- .~ , (a)  a ~("-~-') ( h -  0, 1, 2 , . . . ,  n - -  ~) 



Arithmetische Eigenschaften yon ~(;-:-i) 09 

a 

gleich k ( n - - k - - h ) ~ ? t h '  h (h~ l )  und da dieser Ausdruck eine ab- 
2 

nehmende Funktion der positiven Ver~inderlichen h ist, so erreicht er 
seinen grSBten Weft filr. h = 0. Folglich ist der grSflt e Exponent yon a 

glei h + k(n--k), letzte in ]~ann seinerseits 

(ffir X ~ k ~ n) hSchs~ens gleich n(n -- 1) sein. 
2 

Zusammengenommen folgt aus 4. und 5.  dab 
n 74 

k = 0  k = p  

ein Polynoxfi yon a und a mit ganzen Koefiizienten darstellt. Der grSl]te 

und der kleinste Exponent yon a in F(a)  ist n(n-- l )  bzw. /~ (~-  1). Da 
2 

ferner f~(a) ( k = 9 ,  9 - ~ l ~ . . . , n )  ein Polynom yon a yore Grade n - - k  
ist, so ist offenbar der grS~te Exponent yon a in F(~)  gleich n--9----~t. 

Wenn man diese Ergebnisse fiber das Polynom F(a)  mit den ent- 
sprechenden Ergebnissen fiber F(0) (s. oben, Punkt 3) zusammenstellt, 
so erhiilt man als Schlul~folgerung dieses Paragraphen: 

Der Ausdruck AF(O) + B F ( a )  

ist ein Polynom yon a und a mit ganzen Koeffizienten, dessen Grad in 

bezug a u f a  einerseits und a andererseils gleich n(n--1) bzw. X ist. Die 
2 

Exponenten yon a in den verschiedenen Gliedern dieses Polynoms sind posi- 
tive ganze Zahlen, ~> % = l~().-  1). 

w  

Ich kehre nun zu Formel (9) zurfick, die auch folgendermal~en um- 
geformt werden kann: 

(9') 1 B (coOne~+....l_c,,Oo)O(le~l ]ai)" 
a/~ 

Die linke Seite yon (9') ist nach der Sehlul~folgerung des vorigen Para- 
graphen ein Polynom yon a und e~ mit ganzen Koeffizienten und sein 

n ( n - - 1 )  ~/'(~t--1). I eh  s e t z e  ferner a = s Grad in bezug auf a ist v----- 2 7 ~. 
r 

a - ~ -  wo s, r, a, Q ganze (yon Null versehiedene) Zahlen bedeuten trod 
e ~ 

r u n d  s als teilerfremd vorausgesetzt werden kSnnen. Dann folgt aus  (9~), 
wenn man beiderseits mit r ' ~  muttipliziert, die Oleichung 

r ~ Q~ 
(10) a,,(~_~> (AF(O)+ B F ( a ) ) : :  Br'q~ (co#,e~+ . . . + c,,{to) r  lal) 

a/4 ( ,~.  1) 
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in d~r die linke Seite eine ganze Zahl ist. Das Ziel der folgenden Be- 
trachtungen ist es, zu zeigen, dab diese G]eichuhg zu einem Widerspruch 
ftihrL Der Beweis dafiir besteht aus zwei Teilen: 1. es wird bewiesen, 
dab der Betrag der rechten Seite. yon (10) fiir passend gewiihlte Werte 
yon ~ und ~t beliebig klein (also auch kleiner als 1) gemacht werden 

s den Voraussetzungen des Satzes I. geniigt; 2. es wird kann, wens a ~- r -  

gezeigt, dab unter denselben Bedingungen die linke Seite yon (10) eine yon 
.Null verschiedene ganze Zahl ist, also dem Betrage nach nicht kleiner als 
1 sein kann. 

Um eine obere Grenze der rechten Seite yon (10) zu bestimmen, 
betrachte ich zuniichst die Summe 

coO,,a" +_ clO,_ld'- l  + . . .  + c, Oo, 

deren Betrag offenbar k]einer als 

[Col Ic, I . - .  + Ic J 

int. Da die Koeffizienten ]Co[ , [clb-.. ,  Ic~[ nicht grS~er als die entspreehen- 
den Koeffizienten des majoranten Polynoms 

/ ,  

x a H ( x  "4-[al" ]al *-z) sind, so ist  
k = l  

~ , ~' ~ ( ~  - -  1 )  

ku=O k = L  

Folglich muB der Betrag der rechten Seite yon (10) kleiner a|s 
p (~ - i) 

( n )  = MIBI  r'rl'IQl~ 

sein, wobei zur Abktirzung r Ial) = M gesetzt ist. Es bedeute ferner 
/~ eine feste Zahl', gr61ler als 1 und es set ,~ = [fig] gesetzt. Far ge- 
nilgend groBe (ganze positive) Werte yon g sind d ie  Ungleiehungen 

,-- 1 > g > 1 erfitllt, da 

lira Z__ =/~ > 1. 
,~ ...~. ~ t t 

Die obere Orenze/~ ffir den Betrag der rechten Seite yon (10) kann beliebig 
klein gemacht werden, falls l i m ~  ~ 0, oder, was dasselbe bedeutet, falls 

log R = tog tBI + log M +  g log 2 + (~. + g) log Iel + Z log IQI 
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nach --  oo strebt bei ~ --~ r Das ist sic.her der Fall ffir lrl = 1 (d. h. 

als% w e n n  a ganz ist) da in diesem Falle lira-!~ log ~ = ( -~- - -~) log l s  i 

negativ ist wegen f l ~  1 und [sl:> 1. Ist dagegen I r t ~ l ,  so kann man 
logtsl 

] s l = ! r  I" oder v =  logiri 

setzen. In diesem Falle ist 

1 f l ~ + f l + v ( 1 - ~ ) < 0  ist, d. h., wenn negativ, falls ~- 

8 ' +  28 

log Isl Genfigt also z =  1-~glr { der Ungleichnng (12) ffir irgend ein fl :> 1, so 

strebt der Ausdruck R (in dem ,~ = [~#] gesetzt ist) nach Nun  
p ~ oo. Der gfinstigste Weft  yon fl > 1 ist offenbar derjenige, fiir den 
die rechte Seite yon (12) mSglichst klein ausfiiUt. Dieser Weft  ist 

= 1 + V5 wobei die Ungleiehung (12) in 
2 

(13) v > a + ;/g = 2 ,6180. .  �9 
2 

fibergeht. Die letzte Ungleichung ist gleiehbedeutend mit 

+V .r, 
(14) is l >  Iri ' 

Umgekehrt ,  wenn s und r zwei yon Null verschiedene ganze Zahlen be- 
deuten, die der Bedingung. (14) geniigen, so ergibt sich aus den obigen 

Betrachtungen, dab bei ~.--~I l-t-l/g 1 ~ - -  ~ der Ausdmck/~ sowohl ftir l r I =  1, 

wie aueh fiir {r! > 1 den Limes 0 hat, wenn die ganze positive Z a h l p  
fiber aUe 4]renzen wiiehst. Dasselbe gilt a for t io r i  yon der rechten Seite 
der Formel (10). 

Urn, zu einem Widerspruch zu gelangen~ bleibt es noch tibrig zu 

s und zeigen, dal~ unter denselben Yoraussetzungen fiber die Zahl a- - - -~ -  

1 bei Z = ~t die linke Seite yon (10), d. b. die gamze Zahl 

(15) r'~a d, (-~-: ,)- (A F(0) + BF(~)) 
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fiir geniigend groBe ganze Werte yon 9 yon Null verschieden ~ist. Es wird 
offenbar das Nichtverschwinden yon (15) bewiesen, wenn dssselbe yon 
der Summe 

n(n-1} ~(n - 1) 

(16) r ~ OI(AF(O) § BF(~)) = B(f,,(a) + . . .  § [i(a))r ~ q~ 
n ( n - - l )  

+ B(s + . .  + t~(~))~ ~ d 
n (n -- I) 

§  + . . - + f n ( 0 ) ) r  2 ~ 

festgestellt werden kann; denn diese Summe geht durch Multiplikation 
mit der ganzen Zahl s ~'(~-1) aus (15)hervor. Ich betrachte zuniichst den 
ersten Bestandteil der Summe (16): 

n(n- 1) 

(17) B(f~(a) + . . .  + f~(a))r ~ ~: 

Es bedeute p eine in s atlfgehende Primzahl (eine solche existiert, da 
s!> I ist). Es sei ferner 

t ~ Exponent yon p in s, (t~ 1) 

u ,, ,, ,, p in ~., ( u ~ 0 )  

v ,, ,, ,, p in ~), ( v ~ 0 )  

w ,, ,, ,, p in B. ( w ~ 0 )  

Das allgemeine Glied yon (17)is~ die ganze Zahl 
n (. - 1) 

(18) B r  ~ o~fk(a) 

= B r  2- O~a,-:k(ak_ 1) . . . .  (a k - , ' + l - 1 ) a  ~ 
~(k- i)+~(i_k) +~(~- i) 

= B , ~  ~ - ,  ~ ,  - ~ (s  ~ _  , ~ ) . . .  ( s  ~ - ;, §  _ ~ - , ,  + 1 )  s ~ ~ , ~) 

Da s und r teilerfremd sind, so geht die Primzahl p in die Zahl (18) genau 

419) (k(k~- l) + k(it--k). § ~ (~ ' i ) )  t s  + ( ~ - - k ) u  § ( k - - # ) V  § w 

real auf. k bedeubt' hierbei eine Zahl der Reihe #, p § 1 , . . . ,  it. Wenn/~ 
grog  genug vorausgesetzt wird, so ist der kleinste Weft des Exponenten 
(19) derjenige, der dem Werte k----~ entspricht Dieser kleins~e Exponent 
ist also I ~ ( i t - - 1 ) t + l u + w .  In der Tat ist fib ~ < k ~ i t  die Ungleichung 

*) Der  Exponen~ yon r i s t  ~ -  - -  

t i r e  g a n z e  Z a h l  f i r  ~ ~ ~ ~ 1. 

n(n--1) k(k-- 1) 
2 2 

- - k (n - - k ) ,  also e ine  posi-  



X~ , 

A r i t h m e ~ i s e h e  g i g e n s e b a f ~ e n  y o n  , ( * - - t )  "f8  

| 
a 

~quivalent mit der Ungleichung 

welche sicher erfiill~ ist fiir nile genfigend gr0tlen Werte yon g, da k > / t  
und lira ( ) , - - g ) =  oo. ,4,11e Gtieder der Summe (17) sind also ganze durch 
p teilbare Zahlen und das erste Glied en~hKlt p in der niedrigstcn Poienz~ 
deren Exponent gleieh #(~,-- 1) t + ),u A- w ist. 

Ferner sind naeh Punkt 3. und 5. des w 3 die Polynome 

+ . . - +  

).(~T1) + p (,~ - 1 )  

algebfaisch durch a ~ ~ .... 
Teilsummen yon (16), d. h. 

und 

teilbar. Folgtieh stellen die le~zten zwei 

~ ( ~ -  t) 

l?,(f~+~(,~) + . . .  § f,,(,~))r ~ o ~ 
n (n - I) 

.4(5(0) + . - .  r 

ganze Zahlen dar, die dutch s ~-  --~ , also aach dureh p ~ ~ ~ ! 
teilbar sind. Fiir gen~igend grebe Werte ,con /~ is/; der Exponent; 

(z(~2 - ! )  A-~(~-l)) t  grSfler als ~t(~.--1)t+/tu A-w; dean die Ungleiohung 

ist aquivalent mit ( ~ ' # ) ~ - : g - - - 1 ) t  > Xu + w, 

deren Riehtigkeit (natfirlieh ffir genfigend grebe g) leicht bestgtigt wet- 
den kana. 

Aus den letzten Betrach~ungen geht hervor, dat} fiir geniigend gro6e 
Werte yon g (16) eine endliehe Summe gaazer Zahlen darsteUt, die ane 
durch die Primzahlpotenz p~'(~- 1),+ zu + ~" teilbar sind; das erste Glied dieser 
Summe kann nicht eine hiihere Potenz yon p enthalten, wiihrend alle 
iibrlgen (]lieder dutch hShere Potenzen yon p teilbar sind. Infolgedessen 
mu6 die Summe (16) einen yon Null verschiedenen (gaazen) Weft haben. 
Dasselbe gilt natilrlich auch yon der Summe (15), d. h., yon der linken 
Seite yon (lO). Damit ist bewiesen, daft die (~leichung (10) tmm6glich ist, 
da die rech~e Seite dieser fileichung, wie am Anfang dieses Paragraphea 
festgestellt war, ftir ~t---~ ~ beliebig klein gemacht werden kann. Daraus 
folgt die Unzulllssigkeit der An'nahme, da$ O(a, a) rational ist, d: h., die 
t~iohtigkeit yon Satz I. 
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AUe Ergebnisse dieser Arbeit und die Beweisflihrung selbst bleiben 
mutatis mutandis in Kraf~ wenn man den Betrachtungen einen bestimm 
ten imaginiiren quadratischen Zahlk6rper zugrunde legt und unter ,,ganze" 
oder ,,rationale" Zahlen ganze bzw. rationale Zahlen des K6rpers versteht, 
vorausgesetzt, daft in diesem K6rper der Satz yon der c~indeutigen Zerlegbar- 
keit in tu gilt. Hierbei ist es notwendig anzunehmen, da~ der 
K6rper imaginiir ist, da nur in diesem Falle eine yon Null verschiedene 
gan,ze Zahi des KSrpers absolut stets ~ 1 ist, worauf sich der Beweis yon 
der Unm6glichkeit der Formel (10) wesentlich stfitzt. 

Dor Satz I. und seine Folgerungen bleiben also bestehen, wenn man 
8 6 

unt~r a = r ' ~ ------ z.B. rationale komplexe Zahlen oder rationale Zahlen 
Q 

2 
des K6rpers der dritten Emheitswurzeln versteht. Natfirlich ist dabei im 
Wortlaute des Satzes unter ,,irrationale" Zahl eine Zahl zu vers~ehen, die 
dem Kiirper nicht angehSrt. 

So f i a ,  den 2. Mai 1918. 


