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Arithmetische Eigenschaften der unendlichen Reihe 2 =i
e

Von

Liusomir TscHakaLorr i Sofia.

Die Aufgabe der vorliegenden Abhandlung ist es, gewisse arithmeti-
sche Eigenschaften der im Titel stehenden unendlichen Thetareihe¥) zu
beweisen, welche unten in Satz I genauer formuliert sind. Im 76. Bande
der Mathematischen Annalen sind vor etwa drei Jahren zwei Arbeiten *¥*)
der Herren Felix Bernstein und Ctto Szédsz iiber einen #hnlichen Gegen-
stand erschienen. In der ersten dieser Abhandlungen beweisen die beiden
Verfasser mittels einer Verallgemeinerung des Sternschen Satzes tiber [m-
rationalitit von Kettenbriichen, daB die unendliche Thetareihe

) j ¢z

v=0
einen irrationalen Wert hat, wenn x eine beliebige von Null verschiedene
rationale Zahl ist und ¢ = ; eine ebenso hohe rationale Zahl bedeutet,

deren Ziahler und Nenner den Bedingungen

r+0, 522 [si2irf
geniigen. Unter denselben Voraussetzungen beweist Herr O. Szdsz in der
zweiten der obengenannten Abhandlungen auf einfacherem Wege dieselben

*) Diese Reihe geht durch die Substitution a = ; s» £=yqy in die gewdhnliche

o0
Thetareihe >'q™*¥" iiber. (Genauer in die rechte Hiilfte der gewshnlichen Thetareihe
+ o y=0
4
*% F. Bernstein und Q. Szasz, Uber Irrationalitit unendlicher Kettenbriiche mit
einer Anwendung auf die Reihe Zv ¢”'#". Math. Annalen, Bd. 76 (1915), S. 205—3800.
0

0. Sz6sz, Uber Irrationalitit gewisser unendlicher Reihen. Math. Annalen, Bd. 78
(1915), 8. 485—489.
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arithmetischen Eigenschaften der Reihe (1), ohne hierbei explizit die
Kettenbruchentwicklung dieser Reihe zu benutzen und erweitert die Er-
gebnisse auch flir komplexe rationale Werte von ¢ und z.

Im folgenden wird eine neue Methode zur Untersuchung der ana-
logen arithmetischen Eigenschaften der Reihe

@) > ey

=0 a 2

angewandt, die nichts mit der Kettenbruchentwicklung von (2) gemein
hat; diese Methode erinnert vielmehr threm Wesen nach an den klassischen
Beweis der Transzendenz von e und fiihrt zu besseren Ergebnissen, als die
anderen Methoden.

Das Hauptergebnis dieser Abhandlung 148t sich folgendermaBen for-
mulieren: :

Satz I: Es set a = % etne rationale Zahl, deren Zihler und Nenner
den Bedingungen 5+V5

r+0, |si>|r °*

gentigern; dawn hat die ganze transzendente Funktion

() Oz, )= 0

fiir jedes von Null verschiedene rationale z einen irrationalen Wert.

Der Beweis dieses Satzes wird in den' folgenden Paragraphen er-
bracht. Er enthillt als speziellen Fall den

Satz II: Es set g = —:—; eine rationale Zahl, deren Zihler und Nenner
den Bedingungen : 8+V5E
r+0, (&> 0

geniigen; dann hat die ganze lranszendente Funkiion
’ N e v
(1) gy
r=0

fiir jedes von Null verschiedene rationale y einen irrationalen Wert.
Satz II ergibt sich als unmittelbare Folgerung aus Satz I, wenn man

berticksichtigt, da8 die Reihe (2) durch die Substitution @ = q'-“,«, T =qy
in die Reihe (1") fibergeht, wobei . offenbar rationalen Werten von ¢ und

y auch rationale Werte von a und z entsprechen, und zwar se, daB einein
rationalen Wert von ¢, der den Voraussetzungen des Satzes II geniigt,



64 L. TscmagavroFr

-ein rationaler Wert von a entspricht, der die Voraussetzungen des Satzes I
erfillt. Der Satz II enthilt seinerseits als speziellen Fall die Ergebnisse
von F. Bernstein und O. Szdsz tiber die Reihe (1). Denn die Menge der
rationalen Werte g, fiir welche die genannten Autoren die Irrationalitit

$+V5

der rationalen Zahlen g, fiir welche dle Voraussetzungen des Satzes II
erfiillt sind.

von (1) bew1esen haben, ist (Wegen < 3) nur ein Teil der Menge

§ 1
Es sei a eine rationale Zahl, die absolut grdBer als 1 ist. Ich setze
fiir ganze positive v #, = @'~ und betrachte die bestindig konvergente
Potenzreihe ’

L

2 (D(x’.a): — 1(11 ) = 1 +2 Uy Uy -

v=0 re=1

‘V

Wenn /& eine ganze positive Zahl bedeutet, so folgt aus (2)

(3) wity---w Oz, 0) = 2"+ w2t~ o wyuy uk+93"2m+1 7%:1.
Wegen
SIS |z S
N - < R O S < (b a
guk+l."u"+"‘\=§!“k+l "',uk+v[=§“| l < (l ,l I)

o0

kann m - =60, a

an 2y, = O 0l @)
setzen, wobei 0, = 6,(z, a) eine komplexe Zahl bedeuatet, die dem Betrage
nach kleiner als 1 ist. Formel (3) kann also folgendermaBen geschrieben
werden:

4)  wty - u, Oz, @) =+ w2t Fwuy w250, 0(2], {a]).
Dieselbe Formel gilt offenbar auch fiir £ =0 und hat fiir diesen Wert
von k die Gestalt

(4) ®(z, a) = 1+ 6,%(|z|, |a)) (1651 <1).
Wie aus der Definition der Zahlen 6, unmittelbar hervorgeht, verschwin-
den alle diese Zahlen fir z = 0.

Ich setze nun in (4) sukzessiv k=%, n—1,---, 1,0 und addiere
die so erhaltenen Formeln, nachdem ich sie der Reihe nach mit den von

r unabhiéingigen Konstanten ¢, ¢,, - - -, ¢, multipliziere. Auf diese Weise
‘eptsteht die Gleichung
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/

() Po(z,a) =f(z) + fi(#) + - -+ + [, (@)
+ kcognxn+0i07l;lw7.—‘1'+..‘ _F“cugo) ¢('wl7 !(lh

in der P=c¢, +2' €,_3 U Uy - - - %, von & unabhingig ist und f(2), f,(2), -
k=1

- -, f.(x) die Polynome.
f(:l:) = fo(x) == cox" + cla:"“l +.-4e,

fk(*)—"o wlly 1" un—k+1x"—‘k+cl“n—-l“’n,—?‘f'un«kwn—k-l+.ukuk—1>'”;ulcn—‘k,
f"(x) = ColUy Uy - U,

bedeuten. Der Grad und die Koeffizienten des ersten dieser Polynome
f(z) sind von ®(z, a) unabhingig und konnen beliebig gewihlt werden.
Das Polynom f;(z) kann formell aus f(x) abgeleltet werden, indem das
allgemeine Glied von f(z), d. h. ¢,_,a%, fir 2> 0 durch ¢,_,u,a’~" ‘und
das konstante Glied ¢, durch O ersetzt wird. Dleselbe Regel gilt auch fir
die Ableitung von fk(w) aus f,_,(#) (k=1, 2 ,

Das Polynom f,(2) kannauch explizit durch z und a ausgedriickt
werden. Man bestitigt leicht, z. B. dureh vollstindige Induktion, die
Richtigkeit der Formel

kk-1)
(6) filz) =a * A{eatz)y~t+ ¢ (@dzy*14 -+, )
fir £=0,1,2,--4,n

Formel (5) ist grundlegend fiir die weiteren Untersuchungen. Sie
kann noch kiirzer unter der Form

(5') P-&(x, a) = F(z) + (coonx"‘f‘czgu—lx"_l‘*‘“’+cnoo)¢(|xi, lal)

dargestellt werden, wobei

F(z) =f@) + f1(®) + - + f,(2) gesetzt. ist.

§ 2.
Angenommen es gibe eine von Null verschiedene rationale Zahl
o= —Z—, so daB ®(«, @) ebenso rational sei. Das Ziel der folgendeh Be-

(‘.rachtungen ist es, die Unzuliissigkeit dieser Annahme zn beweisen, wenn
die rationale Zahl ¢ den Voraussetzungen. des Satzes I geniigt.
In der Tat existieren, falls diese Annahme richtig ist, zwei ganze
Zahlen 4 und B <=0 derart, daB

Mathematisohe Annaten. LXXX. &
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A+ Bo(e,a) =0 oder

@ A®(0, a) + BO(, a) =0
Ich wende nun Formel (5°) fiir £ =0 und # = « an und addiere die so
entstandenen Gleichungen

P.®(0, a) = F(0)
®) 0@, a) = F@) + (00,6 + 0,0, a1 F-- 40,00 0(lal, |a))*)
nachdem ich sie der Reihe nach mit 4 und B multipliziert habe. Auf
diese Weise entsteht aus (8) mit Riicksicht auf (7) die Gleichung
(9) 0= AF(0) + BF(@) + Ble,b,a" + - +¢,8) &(|al, [a[)*)

Bisher war das Polymom f(x) vollig unbestimmt: Ich setze von nun an
f(z) = wln(x—ak o (A +u=mn);

4 und p sind ganze positive Zahlen, die den Ungleichungen 4 —1>p>1
gentigen. Fiir das folgende ist von Wich'igkeit, einige Eigenschaften der
Polynome £;(0), f,(«), F(0), F() (als Polynome der unbestimmten GriBen
o und a betrachtet) abzuleiten, welche Eigenschaften im "nichsten Para-
graphen zusammengestellt sind.

8 3.

1. Es ist offenbar ¢y =1 und ¢, ,, =¢, g=---=¢c,=0.
2. Fir 0<k<pist ¢ = atg,(a);
@,(a) bedeutet hierbei ein Polynom von a mit ganzen Koeffizienten und

_vom QGrade yk‘——k(k;- D

k(k— 1)
2
man die Koeffizienten von z¢—* beiderseits der Identitiit
G+ ezt e, =(z—a)(z—aa) - (¥ —0a""'a) vergleicht.
k(k—1)

3. Nach (6) ist £;(0)=a ® c,_,, also

8) fO)=fi(0)="--=f_1(0)=0,
E-1)
b) £i(0)=0a**a ? ¢, (a) fir A<k n
Im letzten Falle ist der kleinste Exponent von @ in 7.(0) gleich (nach 2.)

—1) +(n—-k)(n2—k—l).

» Der kleinste Exponent von a in ¢, (a) ist gleich

. Alle diese Eigenschaften konnen leicht bestitigt werden, wenn

*) In dieser Formel ist unter 6, sein Wert fiir z = «, d. h. 6,(, a), zu verstehen,
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a

Dafir A<k<Ln

d (kk—1)  (n—BH@n—k—1) ] ,
T+ . }=2k-n>21-n>0
ist, so erreicht dieser Exponent seinen kleinsten Wert fiir k = 1. Dieser
kleinste Wert 18t 1(;_ _- 1) l"(!"—l)
g T e

Der gﬁiBte Exponent von a in f,(0) ist
'k(k;—l)-f—y.(”—k) (”—k)(”—k+1) ”(”:1) 1(”_10)
nn—1)
S

und sein groBter Wert fir A <k <n ist offenbar
Aus 1, 2. und 3. folgt, daB

F(0) - Zn«» 2 £0)

k=0

ein Polynom von ¢ und « mit ganzen Koeftizienten ist. Sein Grad in be-

zug auf « und @ ist p bzw. nn 2— )

verschiedenen Gliedern von F(0) ist 1(7--2— 1 -+ P’Mz— b.

4 Essei k=0,1,2, - 4. Das Polynom f,(x) hat nach (6) die
Gestalt

; der kleinste Exponent von a in den

k(k—1)
fi@) =a 7 {catx)*~*+ ¢ (@) —t1 4 oo 4 o (atay 24

k(kz Dertn-t-p) —k— x B\ —1
=a gkt ey (dF )" + ¢ (a*x) 1 + - - - + ¢, }

HED L ha-w

=g

-t ate —a) (a*z—aa) - - - (a*z — a*~2a);
es ist also
8) flo) =fi(e) =-+:=fu_1(e¢) =0 und
b). fir p <k A
fil@) = (@ —1) (@1 = 1) (a#+1~1)a"~*a
Wenn man allgemein den kleinsten Exponenten von a in fi(e) mit e, bes
zeichnet (er hingt noch von ) ab), go ist fir p <k LA

o =2E=D D, k(i —F) + £

der kleinste Wert von ¢, fiir dieselben Werta von k ist offenbar L d h

k(k 1)

HED) s £EZD

_1)

min e, = ¢, = g{i 1)
. 6.
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Ferner ist der Grad von f,(«) in bezug auf a gleich kr(k; 2 + k(n —k),
n(n

“also sicher kleiner als .2712; denn die Ungleichung

ke ,,2,_,,1,) +hn—k) < ’L(ﬁé: b))

ist #quivalent mit (n»#fk—) ~(»y—b~2~_ AN 0,
welche offenbar fiir £ < 1 besteht.

5. Es sei 4 <k m Die Identitit (6) liefert fiir z = « (mit Riick-
sicht auf ¢, = e’ ¢, (a) fiir 0 < v < p) ’

E(E-1) 8 :
fil@=a * {e@*e)'~*+q(da) 14 oo e,
: k(k—_l)
=o""kg 2 (@uat—H 4 @ (a)at V4 . 4 (a))
B

wobei ¢, (a) ein Polynom von @ allein mit ganzen Koeffizienten bedeutet.
Um den kleinsten und den grofiten Exponenten von a in y,(a) zu be-
stimmen, betrachte ich das allgemeine Glied

@, (a) at®=k=1 (h=0,1,2,--- n—k).
Der Exponent der niedrigsten Potenz von a in diesem Gliede ist (nach 2.)
gleich k(n —k—h) + ““= Y, da fir 0<h <n— 4

. dh{k(n_k h)+h(h—1)} _ 1. 1

—kth— 5 <2kt

— =)= (k—p) — 5 <O
ist, 8o erreicht dieser Exponent seinen kleinsten Wert fiir h = — k. Der
kleinste Exponent von a in ¢,(a) ist also =R (n“k b, Daraus folgt,
daB der kleinste Exponent von a in fi(a) gleich

o= LD =Bty

ist, Kerner (schlieBt man ,genau so wie oben :(s. Punkt -3b),  daB fiir

A<k<n M—1  am—1)
g +

e > e = g >l
] -

Ahnlich 1iBt sich auch der groBte Exponent von a in fi(«) fiir
A& B < 7 bestimmen. In dep Tat ist (nach 2.): der. groBte Exponent von-a in.

(T ,(P;.((l) at=k=h (h - 0’ 17 2; ey n— k)
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a
h(h+1)
RS

gleich k(n—k—h) + ph— und da dieser Ausdruck eine ab-

nehmende Funktion der positiven Verdnderlichen 2 ist, so erreicht er
seinen groBten Wert fir A = 0. Folglich ist der groBte Exponent von a.

m fi(a) glelch 1) + k(rn—k). Der letzte Exponent kann seinerseits

(fir A<k < n) hochstens gleich i > — 1) gein.

Zusammengenommen folgt aus 4. und 5., daB
F(a) = 2 @) = D) fide)
k=0 k=pu
ein Polynom von ¢ und e mit ganzen Koeffizienten darstellt. Der groBte

und der kleinste Exponent von a in F(e) ist - ( =9 baw. p(A—1). Da

ferner fi(«) (=g, u+1;+++n) ein Polynom von « vom Grade 2 —k
ist, so ist offenbar der groBte Exponent von « in F(e) gleich n-—u=A.
Wenn man diese Ergebnisse iiber das Polynom F'(«) mit den ent-
sprechenden Ergebnissen iiber F(0) (s. oben, Punkt 3) zusammenstellt,
so erhilt man als SchluBfolgerung dieses Paragraphen:
Der Ausdruck AF(0) + BF(a)
ist ein Polynom vom a und o mit ganzen Koeffizienten, dessen Grad in

bezug auf o eimerseits und o andererseits gleich —(——1) bzw. i ist. Die

Ezponenten von a in den verschiedenen Gliedern dieses Polynoms sind posi-
tive ganee Zahlen, > e, = u(d—1).

§ 4.
Ich kehre nun zu Formel (9) zuriick, die auch folgendermaBen um-
geformt werden kann:

(9) '(;al’(zl;i)' {AF(0)+ BF ()} =— ;IL(TB—T) (o0t +¢,0,)0(|e}, |a)).

Die linke Seite von (9') ist nach der SchluBfolgerung des vorigen Para-
graphen ein Polynom von «a und o mit ganzen Koeffizienten und sein
n(n

Grad in bezug auf a ist v = n=1) _ (A—1). Ich setze ferner a = —,

o= —:-, wo s, 7, d, ¢ ganze (von Null verschiedene) Zahlen bedeuten tmd
r und s als teilerfremd vorausgesetzt werden konnen. Dann folgt aus (9),
wenn man beldersmts mit r"o* multxphzlert die Gleichung

(10) prr (2 Yy (AF(O)+BF(“))’=_ Bre (¢0,0"+ - - - + ¢,6,) d(| |, |a])

at@=1)
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in der die linke Seite eine ganze Zahl ist. Das Ziel der folgenden Be-
trachtungen ist es, zu zeigen, daB diese Gleichung zu einem Widerspruch
filhrt. Der Beweis dafiir bestebt aus zwei Teilen: 1. es wird bewiesen,
daB der Betrag der rechten Seite von (10) fiir passend gewihlte Werte
von A und g beliebig klein (also auch kleiner als 1) gemacht werden

8 . .
kann, wenn a = - - den Voraussetzungen des Satzes L. geniigt; 2. es wird

gezeigt, daB unter denselben Bedingungen die linke Seite von (10) eine von
Null verschiedene ganze Zahl ist, also dem Betrage nach nicht kleiner als
1 sein kann.

Um eine obere Grenze der rechten Seite von (10) zu bestimmen,
betrachte ich zunichst die Summe

b, 0"+ 0, _a"" 1+ -+ ¢,6,,
deren Betrag offenbar kleiner als '
eof [ee]* + ey [l =t - -« 4 e,

ist. Da die Koeffizienten ¢}, |c,}, - - -, |¢,| nicht grofler als die entsprechen-
den Koeffizienten des majoranten Polynoms

xlﬁ(x-}—[aHaL’“l) sind, so ist
-1
ZICHal“"‘<Ial"H(1+lal” < Japr- 2 [af -

k=0

Folglich muB der Betrag der rechten Seite von (10) kleiner als
=1
() B M\B) UL 2eaoal
sein, wobei zur Abkiirzung ®(|e|, |a|) = M gesetzt ist. Es bedeute ferner
g eine feste Zahl, groBer als 1 und es sei 4 =[fu] gesetzt. Fiir ge-
niigend groBe (ganze positive) Werte von u sind die Ungleichungen
A—1>p>1 erfillt, da
lim &+ =f>1.

u-—rew

Die obere Grenze R fiir den Betrag der rechten Seite von (1 0) kann beliebig
klein gemacht werden, falls lim B = 0, oder, was dasselbe bedeutet, falls

pre

log R =log |B| + log M + p log 2 + (1 + u) log |e| + 4 log |g|

L (G A p—1)
+ (( +u)(2+4v )__u(u )log|r1+(“(" y(l—-—l)) log s|
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nach — oo strebt bei y — o0o. Das ist sicher der Fall fir |r|=1 (d h.
also, wenn a ganz ist) da in diesem Falle lim - logR (—;—— ﬁ) log |s|

prol

negativ 1st wegen $>1 und |s} > 1. Ist dagegen |r|{>1, so kann man
|s| =Ir]* oder == %‘lg_{.'s‘_
og|ri

setzen. In diesem Falle ist

m :, log R = {(»;—bﬁ’v-{-ﬂ) +7 (-; — )} log |r.

negativ, falls 7: Bi+p+r (% — ﬂ) <0 ist, d. h,, wenn
(12) > ﬁ,ﬁi*’, 28

Geniigt also 7= g{s'! der Ungleichung (12) fiir irgend ein > 1, so

strebt der Ausdruck R (in dem 1 =[fu] gesetzt ist) nach Null fiir
g —> 0o. Der giinstigste Wert von g >> 1 ist offenbar derjenige, fiir den
die rechte Seite von (12) moglichst klein ausfillt. Dieser Wert ist

1+ V5
p=14¥

, wobei die Ungleichung (12) in

(13) e>3EV0 96180

iibergeht. Die letzte Ungleichung ist gleichbedeutend mit

(14) s>t
Umgekehrt, wenn s und » zwei von Null verschiedene ganze Zahlen be-

deuten, die der Bedingung (14) geniigen, so ergibt sich aus den obigen
Betrachtungen, daB bei 4= [-1:{:2[2 y.] der Ausdruck R sowohl fiir |r|=1,

wie auch fiir |#{ > 1 den Limes O hat, wenn die ganze positive Zahl p
iiber alle Grenzen wichst. Dasselbe gilt a fortiori von der rechten Seite
der Formel (10).

Um zu einem Widerspruch zu gelangen, bleibt es moch tibrig zu

zeigen, daB unter denselben Voraussetzungen tiber die Zahl a = -:— und

bei 4= [—+ Vs y:l die linke Seite von (10), d. h. die ganze Zahl

(15) ,,(1_ 1y (AF(O) + BF(“))
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fir geniigend groBe ganze Werte von u von Null verschieden ist. Es wird
offenbar das Nichtverschwinden  von (15) bewiesen, wenn dasselbe von
der Summe
ntn—1) afa-1)
(16) r * Q(AFQ)+BF@)=B(f@ + - +f@)r * ¢
n(n—1)
+ B(fip @+ -+ fole)r * o
) n{n—1)
+A4HO + o+ LO)r 2 e
festgestellt werden kann; denn diese Summe geht durch Multiplikation
mit der -ganzen Zahl s#¢~Y aus (15) hervor. Ich betrachte zuniichst den
ersten Bestandteil der Summe (16):

n{n—1)

17) B(f @ + -+ fi@)r * o

Es bedeute p eine in s aufgehende Primzahl (eine solche existiert, da
sl > 1 ist). Es sei ferner

¢t #er Exporent von p in s, (t=1)
U 5 ”» » P In g, (“20)
Von ” » P In g, (v=0)
w ” »w D in B. (ng)
Das allgemeine Glied von (17) ist die ganze Zahl
n(n—1)
(18) - Br * oif,(e) - -
nn- k{k—1 u ,u
_Br 2 Qlan —Jc(ak___ 1). .. (ak—‘u+1 1) +hk(A—-k)+"
‘ k(k—1) (u—1)
=Brwpk—,u6h—k<sk__ rk) .. (s"‘“*l——fr" ;«+1) ——+k(i. B+ M *)

Da s und r teilerfremd sind, so geht die Primzahl p in die Zahl (18) genau
@9) (V4 ra-n+ ) ARy + B—p) + o

mal auf. % bedeutet hierbei eine Zahl der Reihe g, u+1, -, . Wenn u
groB genug vorausgesetzt wird, so ist der kleinste Wert des Exponenten
(19) derjenige, der dem Werte % = u entspricht. Dieser kleinste Exponent
ist alse p(A—1)t+Au+w. In der Tat ist fiir p <k <1 die Ungleichung

*) Der Exponent von r ist o = !L_(-/’ié':-D _— k(k; 1)

tive ganze Zahl fir p <E<LA.

—k(n—Fk), also eine posi-
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a 4

tdquivalent mit der Ungleichung
(b—) (3 A—wt+5A—k=1t—u+v) >0,

welche sicher erfiillt ist fiir alle geniigend groBen Werte von y, da £ >p
und lim (A—p) = co. Alle Glieder der Summe (17) sind also ganze durch
p teilbare Zahlen und das erste Glied enthilt p in der niedrigsten Potenz,
deren Exponent gleich p(1—1)¢ 4+ iu + w ist.

Ferner sind nach Punkt 3. und 5. des § 3 die Polynome

fred@ + -+ f(e)  und £ (0) + - - + £,(0)

A4 | ple=1)
algebtaisch durch a 2 2
Teilsummen von (16), d. h.

teilbar. [olglich stellen die letzten zwel

‘ w1
B(fi 1@+ -+ fa)r = o
Lt
und A - 0D 2 oh
1a=1) , w(=1) (B et
ganze Zahlen dar, die durchs 2 =~ * | also auch durchp \ ? 2
teilbar sind. Fiir gentigend groBe Werte von p ist der Exponent

(1 * -2_71) + My;— Q)t groBer als w(i—1)¢+ Au+ w; denn die Ungleichung

(ES 2ty sy (1)t 4+ A+ w

ist #Aquivalent mit

G—Q%;ﬂ:2t>xu+w,

deren Richtigkeit (natiirlich fiir geniigend groBe u) leicht bestitigt wer-
den kann.

Aus den letzten Betrachtungen geht hervor, daB fiir gentigend groBe
Werte von g (16) eine endliche Summe ganzer Zahlen darstellt, die alle
durch die Primzahlpotenz p#@®-Dt+2u+w teilbar sind; das erste Glied dieser
Summe kann nicht eine hohere Potenz von p enthalten, wihrend alle
‘tibrigen Glieder durch hohere Potenzen von p teilbar sind. Infolgedessen
muB die Summe (16) einen von Null verschiedenen (ganzen) Wert haben.
Dasselbe gilt natfirlich auch von der Summe (15), d. h., von der linken
Seite von (10). Damit ist bewiesen, daB die Gleichung (10) unméglich ist,
da die rechte Seite dieser Gleichung, wie am Anfang dieses Paragraphen
festgestellt war, fiir u— 00 beliebig klein gemacht werden kann. Daraus
folgt die Unzuliissigkeit der Annahme, daB ®(«, a) rational ist, d. k., die
Richtigkeit von Saiz I
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Alle Ergebnisse dieser Arbeit und die Beweisfithrung selbst bleiben
mutatis mutandis in Kraft, wenn man den Betrachtungen einen bestimm
ten imaginiren quadratischen Zahlkérper zugrunde legt und unter ,ganze“
oder ,rationale” Zahlen ganze bzw. rationale Zahlen des Kdrpers versteht,
vorausgesetst, daf in diesem Korper der Satz von der eindeutigen Zerlegbar-
keit in Primzahlfaktoren gilt. Hierbei ist es notwendig anzunehmen, daf der
Korper imaginiir ist, da nur in diesem Falle eine von Null verschiedene
ganze Zabl des Korpers absolut stets >1 ist, worauf sich der Beweis von
der Unmaoglichkeit der Formel (10) wesentlich stiitat.

Der Satz I. und seine Folgerungen bleiben also bestehen, wenn man
unter a = ;s—, « =-° z. B. rationale lomplexe Zahlen oder rationale Zahlen

des Korpers der dritten (thheitswurzeln versteht. Natiirlich ist dabei im
Wortlaute des Satzes unter ,jirrationale” Zahl eine Zahl zu verstehen, die
dem Kérper nicht angehirt.

Sofia, den 2. Mai 1918.



