
l~ber wiederholbare Funktionen. 
Von 

Rudolf Schauffler in Berlin-Wilmorsdorf. 

Die Funktion f(x) sei 

(L) 
und es sei 
(Ve) a ~ f(x) ~ b 

Ferner werde gesetzt" 

stetig fiir a ~ x ~ b (wobei a ~ b) 

fiir a~_x~_b. 

fo(x)~-x,  f~(x)~-f(f,_~(x)) flit n = 1 , 2 , 3 ,  .... 

D~rch die Vorausse~ung (V..) ist die Exis~nz aer ~tionen f;~(x) 
(n ~ 2, 3, 4, . . . )  fiir a ~ x ~ b gew~hrleistet. Wir bezr eine 
Funktion dann und nut dann als /i~r a ~ x ~ b wiederholbar, wenn sie 
(V~) erfiillt. 

Wit bezeichnen als Fixstellen yon f(x) die Wurzeln der Gleichung 
f(x) = x; f(x,) hat unter den Voraussetzun~en (V1) und (V..) flit a ~ x ~ b 
mindestens eine Fixstelle. Wit nehmen an, 

(Vs) f(x) babe fiir a ~ x <: b nut eine Fixstelle, und zwax die Stelle x~-c, 

es sei also 
f(c)~-c,  f(x)=~x fiir x + c ,  a ~ x ~ b .  

Unter diesen Voraussetzungen habe ich in einer friiheren/krbeit 1) eine 
einfache hinreichende JBedingung /iir die Existenz der Grenz/unktion 
lira f~ (x) mitgeteilt 9). 

n ~). av 

Diesmal mSchte ich die notwendige und hinreicheade Konvexgenz- 
bedingung aufstellen und eL~ Marl ~ die Konvergenz angeben. Auch 
diese erschSpfende Konvergenzbedingtmg ist sehr eL~facher Act. 

~) t~ber wiederholte Funktionen, Ma~h. Ann. 78 (1917), S. 52--62. 
dieser Abhandlung wird hier nicht vorausgesetzt. 

s) A. a. O., S. 53 unter ,Satz I[".  

Kennt, nis 
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Zun/ichst seien noch einige Bezeichnungen vorausgeschickt. 
s sei eine beliebige positive Zahl; dann gibt es wegen (V~) und (Va) 

eine positive Zahl 5 derart, da]~ 

(1) ] f ( x ) - - c ~ s  fiir 0 ~  x - - c i ~ s ,  a s  

Wit wollen annehmen, dal~ 5 nich~ grSl~er sei als die grSi~ere der 
beiden Zahlen c -  a und b -  c bzw. deren gemeinsamer Wert. Alsdann 
bezeichnen wit das Minimum yon i f ( x )  -- x i Iiir Ix -- c ! >= ~, a G x <= b 
mit ~ ,  das Minimum von i5 (x) --  x i fiir !x -- c i --> 5, a s x s b mit r/~. 
und die kleinere der beiden Zahlen ~ und ~: bzw. deren gemeinsamen 
Wert mit ~; so wird: 

' ~>5 ,  a < x < b  (2) t f ( x )  - x  >_~l fiir ~ x - - c , _ ~  ~__ _~_ 
und 
(3) l f e ( x ) - - x  ~ fftr i x - - c l ~ 5 ,  a ~ x ~ b .  

Nun lautet unser Konvergenztheorem wie folgt: 

Leh r sa t z .  Ist  f ( x )  /iir a ~ x ~ b 
( v l  ) staig, 
(V~.) wiederholl)ar und 
(Vz) nut  mit der e i n e n  Fixstelle x = c beha/tet, 

so ist da/ar, daft die C~enz/unlction lira f,, ( x) /is a _~ x ~ b existiere, 
n ---)* ~ 

die /olgende Bedingung hinreichend und notwendig" 

(V~) Auch f~(x) habe /a t  a ~ x  ~ b nur die e ine  Fixstelle x = c .  

Unter den Voraussetzungen (V1) bis (V~) konvergiert die Folge 

(~)  to(X), f l (x ) ,  5 ( x ) , . . .  
]iir a ~ X .~  b gleichmdflig gegen den Weft c, und es ist 

(4) t f ~ ( x ) - c l < e  /iir a < x < b ,  n ~  b - a - 5  ' 1. 

Beweis .  I. (V4) ist hinreichende Bedingung. 

Die Voraussetzungen (V~) bis (V4) seien erfiillt. 
Ist a < c, so ist nach (V.,) und (Va): f ( a ) >  a; hieraus fotgt wegen 

(v,) und 
(5) f ( x ) > x  fdr a ~ x < c ;  

analog wird 

(6) f ( x ) < x  ifir c < x G b .  

Aus (V1), (V:) und (V,) Iolgen entsprechende Ungteichungen ffir die 
Fun l~tion f,_(x), n~imlieh: 

(7) 
(s) 
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(9) 

(v~) und (V~) geben ~ > 0, (V,) u~d (V,) geben ~.~ >.9, also ist 

~ > 0 .  

Wit greifen nun einen beliebigen Argumentwert x heraus (wo 

(1I) enthalte alle Glieder yon (~),  die < c sind, (~ )  alle Glieder, die 
> c sind, und ( ~ )  alle GIieder, die = c sind, und zwar jeweils in der- 
se]ben Reihenfolge wie in (~).  

Ist x ~-c,  so sind die Folgen (1I) und (~)  beide leer, alle Glieder 
yon (~)  haben den Wert c und Ungleichung (4) ist gesieher~. 

Wit nehmen jetzt an, es sei x # c, so sind (1;t) und (~ )  nich~ beide 
leer. Wir wollen iiberdies annehmen, (1I) besitze zum mindesten die beiden . 
Glieder u o und u:. Dann ist f ( % ) #  c. 

Es sei zun/iehst f ( u o ) <  c, so wird u : =  f (%),  also gem/~t] (5): 
u : > % .  Ist tiberdies u o ~ c - ~ ,  so ist nach (2): u : - - s  o ~ .  Ist 
u: < c -  ~, so gilt die Ungleichung % - - %  > ~ um so mehr. 

Nun sei andererseits f ( % )  > c. In diesem Falle geh6rt f (uo) zu (~) .  
Es sei etwa f ( % ) - ~  v~, so mull es, da wir Existenz yon u: voraussetzen, 
einen Index j > i  geben, fiir welchen 

(:o) 

ist. 

also 

Ist j > "i, so wird naeh (6) 

v , , - - v ~ _ : = f ( v , , _ ~ ) - - v , _ : < O  ffi.r i + l ~ v < j ,  

,'=i+l 

nimmt man den Fall j = i hinzu, so erh~ilt man: 

(II) c <  vj <_~ v,. 

Nun ist f(Uo) -~ vi, f (c )  = c, also gibt es wegen (V:) und (1:)  eine Zahl 2, 
fiir welche 

( :2)  

ist. 

(18) 

% <  ~.< c, f ( ~ ) = v  5 
( 

(7), (10) und (12) ergeben: 

a ~ x ~ b) und" zerlegen die Zahlfolge 

(~) fo(x), 5(~) ,  f , ( x ) , . . .  
in die drei Folgen: 

(11) uo, ~ ,  u~, . . . ,  

(93) vo, v,, v~, . . . ,  

( ~ )  Wo, w : ,  w..,, . . . .  



140 R. Schauffter. 

oder u~ > u o, wie in dem zuerst betrachteten Fatle f(uo) < c. Ist fiber- 
dies u~ ~ c -- ~, so ist nach ( 13): ~ < c -- 6, also wegen (a): f~ (~) ~ ~ -4- ~1, 
und es wird wieder wie im Falle f (Uo)<  c: u a - - u  o ~ ~. 

Dieselbe Betrachtung wie far u o und u~ kann man far zwei beliebige 
aufeinanderfolgende Glieder der Folge (1I) anstellen, und finder so: 

(14) 

und 

(15) 

Aus (I4)  folgt: 

( 1 6 )  u z 

aus (15) folgt: 

u, , - -u~_~O fiir ~ = 1 ,  2, 3, . . .  

u,~--u~_a>'~] far u , '<c- -6 ,  ~'~1. 

l 

-u~=~(u , -u ,_~)>o  far 0 < k < l ;  
~'=kd-I 

uz-uo>=l~ far u~<=c-5, l~o .  
Die Ungleiehung (17), die unter der Voraussetzung bewiesen wurde, dal~ 
u~ existiere, gilt far 1 = 0 auch ohne diese Voraussetzung. 

Ganz analog erh/ilt man: 

(18) v,_l--v~>O fiir ~ = 1 , 2 , 3 , . ' . ,  

( 1 9 )  v ~ _ l - v ~  far v~>~+a ,  ~ > l ;  

(20) vo-v,~=mv far v,~>c+a, m>=O. 
Wir nehmen nun an, es sei far einen gewissen Indexwert n: 

(21) f~,(x)<c--e. 

In der Teilfolge von (~):  

(g'.) fo(Z),  f~(~,), . . . ,  f , ( x )  

mSgen sich q-4-1 Glieder der Folge (1I) und r d-1 Glieder der Folge (93) 
befinden; Glieder yon ( ~ )  kSnnen wegen (21) in ( ~ )  nicht vorkommen. 
Alsdann wird: 

und 

oder 

q d - l : >  0, r + l ~ O ,  

( q + l ) + ( r - ~ - l ) = n + l ,  

(22) q + r -+- 1 = n; 

ferner wird wegen (21)- 

(2~) % = r.(~). 

Nun sei zuniichst r + 1 >  0. In diesem Fail enth~t  (~ , )  mindestens 
ein Glied yon (~ ) ,  und v. ist das letzte Glied von (!8), das in (~. )  vor- 
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kommt, f(v,.) ist 

(24) 
wo O s 1 6 3  

(25) 
also wegen (24): 

Naeh (17), 

demnach eine der Zahlen u o, u~, . . . ,  u, ;  

so ist nach (1),  (16) , . (21)  und (23): 

t f(v~) -- c > e; aus (1) folgt hiermit : 

v , . ~ c + ~ .  

(20), (25) und (26) wird: 

uq - u o q 

V o -  

Andererseits ist abet wegen (25) und (26): 

Uq-- Uo < C - - b - - a ,  

v o - - v , . < b - - c - - ~ ;  

somit wird, wenn man die Ungleichung (9) beriicksichtigt: 

c - - ( ~ - - a  b - - c - - 3  
q ~ . .  , r <  , 

also wegen (22): 
b - - a - - 2 6  

n <  
.1 

Jetzt  sei r + 1 ~ 0. 
(~ )  vor und man erh It: 

b - - a - - ~ 5  
? 1 <  + 1 .  

.1 

also um so mehr 

es sei etwa 

In diesem Falle kommt in ( ~ . )  kein Ohed yon 

n~ ~ u , - -  u o ~ c -- ~ - -  a, 
c - ~ - - a  

n ~  
.1 

b - - a - - 5  
n <  ~1 

.1 
wie fiir r + l > 0 .  

Dieselbe Ungleichung erhglt man durch ~hnliche Betrachtungen auch 
fiir fn (x) > c + e. Es ist somit: 

t (4) I f , ( x ) - - c ~ e  ffir a s  n_~ b - a - ~  ~1,  
.1 

was zu beweisen war. 

II. (V~) ist notwendige Bedingung. 

Die Voraussetzungen (V~), (V~), (Vs) seien erfiillt. Nimmt man an, 
f~, (x) habe auger x ----- c noch die Fixs~elle x = a, wo a ~_~ a ~ b, so wird 
f~ (~) = a,  and naeh (Vs): f ( a )  # a, und es wird: 

t.o, (a) ~ a,  f..,~+, (a) = f (u)  + a fiir n ~- 0, 1 , 2 , . . . ; "  
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demnach divergiert die Folge 

fo(e), t l (a) ,  /~(a), . . . .  

Hiermit ist bewiesen, daI~ (V4).fiir Konvergenz der Folge (9)  im ab- 
geschlossenen Intervall a ~_ x _~ b notwendig ist. -- 

Jetzt werde unsere Konvergenzbedingung der Anschaulichkeit halber 
noch auf eine mehr geometrische Form gebracht- 

Unter Beibehaltung der Voraussetzungen (V 1), (V~) und (V s) ist die 
/olgende Bedingung mit (V4) gleichbedeutend" 

(Vs) Die Kurve y -~  f (x )  und ihre Spiegelkurve 8) x ~ - f ( y )  haben 
in dem Quadrat a ~ x ~ b, a ~ y ~ b nut  den Punkt  x ~- y -~ c gemein. 

Beweis. Ist f~(ec)-~a, wo a ~ a ~ b ,  so ist der Punier x ~ - a ,  
y -~ f(e) ein gemeinsamer Punkt der Kurven y -~ f (x )  und x = f ( y ) ,  wie 
man durch Einsetzen erkennt. Also ist (V4) erfiillt, sobald (Vs) erfiillt ist. 

Ist andererseits x =-- fl, y =-- 7 (a ~_~ fl ~_~ b) ein gemeinsamer Punkt 
der beiden Kurven, so wird 7 =--- f(fl) und f l =  f(7), woraus folgt: f l :  f~ (fl), 
d. h. (Vs) ist erfiillt, sobald (V~) erfiillt ist. Damit ist die 3~quivalenz yon 
(V~) und (Vs) bewiesen4). 

Zum Schlusse sei noch auf die Anwendung des Lehrsatzes auf die 
namerische LSsung tier Oleichung f ( x ) ~ - x  hingewiesen. Erfiillt f (x )  die 
Voraussetzungen des Lehrsatzes und ist a <~ x~ ~ b, so konvergiert die FoIge 

xl,  f(x~), / ; (x , ) ,  s  

gegen die Wurzel c der Gleichung f ( x ) -~ -x .  Da die Konvergenz, wie be- 
wiesen, gleichm~i~ig ist, so ist es unwesentlich, welcher Wert des Intervalles 
a ~ x ~ b zum ersten N~herungswert gemacht wircl. 

~) x = f ( y )  ist offenbar das Spiegelbild yon y = f ( x )  beziiglich der ersten 
Mediane y = x. 

~) Versteht man unter  G das Maximum yon f ( w )  fiir a ~ x ~ c ,  so l~iI~t sich 
ferner beweisen, dab unter  den Voraussetzungen des Lehrsatzes die ]~urve y = f ( x )  
fi~r c ~ x ~ G oberhalb der St~iegelkurve x =  f (y) verlaufen mul3, wenn man sich die 
positive y-HMba~hse nach oben geriehr denkt.  

(Eingegangen am 26. 1. 1921.) 


