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Bemerkung tiber die harmonische Reihe. 
Von L. Theisinger in Stockerau. 

In dieser kleinen Untersuehung tiber die Reihe 

1 1 1 
1 -~ ~-  -~- .-~ -{-. �9 �9 -~- ~-  

wlrd zuerst gezeigt.~ dal~ ihre Summe, welche mit ~,~ bezelchnet 
werden soll, niemals eine ganze Zahl sein kann~ wie auch d a s n  
gewahlt werden mag. Dabei slnd die beiden Fiille za unterscheiden~ 
ob n elne Primzahl oder eine zusammengesetzte Zahl ist. Im ersten 
Falle folgt dutch Multiplikation mit ( n -  1)! 

( ,2--1) ' .  z , = ( n - - 1 )  T. -4- (n --21) ! -4- (n --3 1)! ~_. . ._~ (n--n1)! 

Das letzte Glied auf der reehten Sdte dieser Oleiehung kann 
zufolge der gemaehten Annahme keine ganze Zahl sein~ w~thrend- 
dem alle anderen Glieder ganze Zahlen sind. Hieraus ist also zu 
ersehen~ dal~ wenn ne ine  Primzahl ist~ das Produkt ( n -  1)! a,, und 
daher aueh z,~ selbst keine ganze Zahl sein kann. 

Ist aber n e i n e  zusammengesetzte Zahl, so sei p die gr61~te 
in der Relhe 1~ 2~ 3~ . . .  n vorkommende Frlmzahl. Denkt man 
sieh diese Zahlenreihe in die beiden Gruppen 

1 ~ 2 ~ 3 , . . . p  und p - ~ - l ~ 2 - ~ - 2 ~ . . . n  
zerlegt~ so kann es in der zweiten Gruppe keine Zahl geben, welche 
dutch 2 teilbar ist. Denn im Falle des Bestehens der Gleiehung 

1) 2r-k=l.p~ l>=2~ k<=n--p 
mUl~te einem Theorem yon T s e h e b y s c h e f f  zufolge (welches be- 
sagt, da[~ zwisehen p und 2 p -  2 ftir p ~ 3 mindestens eine Prim- 
zahl liegt) zwisehen p und 2)-~-1r und daher auch zwisehen p und 
n wenigstens eine Primzahl enthalten sein, was aber gegen die ge- 
machte Voraussetzung w~tr% da[3 p die letzte Primzahl in der Reihe 
1~ 2~ 3~ . . .  n i s t .  Hieraus fo]gt~ dal~ in der Gleichung 

1 . 2 . 3 . . . @  1)(p-~-l). . .n~,~-~l.2.3.. .(p--1)(pq-1). . .n-{- 

_{ 1 . 2 . 3 . . . ( p - - 1 ) ( p q - l ) . . . n 2  _[_ 1.2.3...(2--1)(pq-1)...n3 ~-'" 

_~ 1.2.3...(p--1)(pq-1)...n@..._~ 1.2.3...(p--1)(pq-1)...n 
p n 
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das Glied 1 . 2 . 3 . . .  (p - -  1) (p -~- 1 ) . . .  n :2 keine ganze Zahl ist. 
Da aber alle anderen Glieder ganze Zahlen sind~ so mug also das 
Produkt 

1 .2 .3 .  . .(p - - 1 )  (p ~- l)  . . nz~ 

und somit aueh z,~ selbst eine gebroehene Zahl sein. Mithin ist also 
nachgewiesen, dag man dureh Addition einer beliebigen Anzahl yon 
Gliedern der divergenten Reihe 

1 + 1 + . . .  

niemals zu einer ganzen Zahl gelangen kann. 
Weiterhin soil nun eine eigenttimliehe Darstellung der mit z,, 

bezeiehneten Summe abgeleitet werden. Zu diesem Zweeke werde 
gesetzt : 

(.~ 1, ( x - -  1 ) ( x  1 ) . . .  ( x - -  1 ) - :  

- -  x,~ .+- A~ x , -  ~-~- A2 x ~ - 2  + . . . + A,~ . (1) 

Daraus ergibt sich~ wenn ftir x der Reihe nach die Werte 

1,-~-..-1 ~-1 gesetzt werden, das System von Gleiehungen: 

& +  4 +  & + . . . +  
1 

3 A ~ - ~ 3 ~ A ~ - ~ - 2 a A a - ] - . . . - ~ - 3 ~ A , ~  - 1 
: �9 : �9 

n A ,  + n 2 A ~ + n ~ A n - { - . . .  + n ~ A  ' ~ -  1.  

Dureh AufRisung dieser Gleiehnngen naeh A~ folgt: 

1~1~ 1~ . . . 1  1~2~  

A = - -  

1~ 22~ 3~ . . .  n ~ 

1~ 2a~ 33~ . . .  n 8 

1~ 22~ 

: 1~ 2 a, 

1~ 2"~ 3"~ . . .  n"  1,  2 n, 

Der Divisor kann umgeformt werden in 

1~ 2, 

/ ) = n !  1~2 ~, 

3~ . . �9 ~ 

3 2 ~ . . .  I~ 2 

3 a : . . .  n 3 

3 n  . . .  ~ n  

3~ . . .  ~ 

3 2, . . .  n ~ 
: 

(2) 

(3) 
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Die hier stehende Determinante ist eine C a u e h y s c h e  De- 
terminante und daher wie in der Theorie der Determinanten ge- 
zeigt wird : 

n(n--0 
D - -  n!  (--1)  2 [ ( I - -3)  (1 - -3 ) . , .  ( l - -n ) ]  [ (2"3 )  (2 - -4 ) . . .  ( 2 - -n ) ] . . .  

n(n--O 

. . . [ ( n - - 1 ) - - n ] ~ - = n ! ( - - 1 )  2 [(__i),,-1(n 1 ) ! ] . [_ l )~-=(n__2) ! ] . . .  

. . . [ ( - - I ) .  1 ! ] = 1 !  2! 3 ! . . . , ~ !  

Somit geht (3) tiber in:  

1 
- - A  

1! 2! 3 ! . . . n !  

Anderseits ist aber auch 

1~1, 1, . . . 1  

1~ 2 ~, 3 ' ~ . . .  n ~ 

1, 28 , 3 3 , . . .  n 8 

1 ,  2 ,9 , 3 n, . . .  n '~ 

1 1 1 A ~ - - I + - ~ + ~ + . . . +  ,~.  

Durch Vergleichung dieser beiden ftir A~ erhaltenen Werte  
gelangt man zu der angektindigten Summenformel 

1, 1~ 1~ . . . .  1 

1~ 2 ~, 3 ~ , . . .  n 2 
1 1 1 1 

1 + ~ - - - / ~ + . . .  + 7 - - 1 !  2! 3! . . .  n ! 1, 23, 3'~,.. .  n 8 

1, 3", 3 ~, . . .  ~r 


