
"U'ber affine C-eometrie XXVIII: 

Bestimmung aller Fl~hen,  die von den umsehriebenen 
Zylindern l~h~gs ebener Kulwen beriihrt werderL 

Von 

Wilhelm BIaschke m ttamb~rg. 

Vou einer Frame d~r V a d a ~ m ~ h n a n g  aas ~) kommt ~ ~ der 
im Titel' gestellten Aufgabe, ~ ~ auch. so ausdriicken k ~ :  A ~  
Fldchen zu ermitteln, die b~ ]eder P a r a l t ~ ~ n g  ebene E i g e ~ -  
grenzen haben. Ich will hiex zeigen: D/e einzSgen ~ic]~ a b ~ r e ~  
Fldchen mit dieser Eigenscha~/~ aind die P ~  van ~ Ordn~,~ 
Dabei werde ich yon den Fl~ichen nut vorausaet~e~, d ~  ~ Kooniinatea 
eines FVachenpunktes f'finfmal stetig ableitbare Fanktionen der ~ e n -  
parameter sind. ~ Fr'fiher~),ha~te ich das Ergebnis unter der erhebtich 
engeren Annahme bcwiesen, cla~ die Auswahl nut untex den geschlos~aea 
konvexen Fl~hen (Eifl~chen) zu ~ f f e n  sei. Zum SvhtaB gebe ich noch 
als Anwendung eine Kennzeichnung dex ~bes t4mmungea  RiemannS 
unter den altgemeineren, zu beliebigen Van'ationsprebtemen gehSrige~ Ma~ 
bestimmungem 

w 
H y p e r b o ~ h  ~kr~ummte 1~r 

Besonders eirff~ch ~ sich der Nach~eis ~ den FsI~ h y l ~  
g ~ m t e x  Flii~e~ erbringen, was schon ~err G. Herg lo tz  bemer~ hat, 
wie mir clutch miindliche Mitteilung bekann~ is~ ~ ~ ~olge~er- 
~ .  An einer 8f~dle hype~-bol~er ~ m ~  k ~ a  ~ ~ c h  ge- 

~} W. Blasc~ke~ 1 ~  ~ , ~ ~ l e ~ e  ~ ~ r i s c h e r  Tr~s - 
wrs~l i i f i l s lmd~.  ~ t e  de~ ~.-pb~vm Kta~e $ ~ s .  ~ves. & Wias. Leip~g, 
65 (I9t6), S. 50r-~5. VgL a~h ~ f o I ~ e n  ~ .  
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eignete Wahl des (ira allgemeinen schiefwinkligen) Achsenkreuzes die 
Flgohengleichung in der Form ansetzen: 

(1) z = = x y + ~ ( A z a + 3 B : ~ y + 3 C x y ~ ' + D Y S ) + ( 4 ) .  

Fiir die Beriikrangsp~k+~e der Fl~ehe mit dem Zylinder, dessen Erzeugen4e 
paraUd zur x-Adase laufen, 'mal~ z~ ~-az/~x ~---0 sein oder 

(2) 0 ---- U-k--~[Ax~ + 2 B x y  + Oy") + . . . .  

Da die Tangent~ an die Bexiihrungslinie dieses Zylinders mit der Fls 
im Ursprung mit der x-Achse zusammenf~llt, so kann man diese ,,Eigen. 
schatteag~i._~" in dex Form y =  y(x ) ,  z = z ( x )  dargestetl~ denken, und 
man fmdet dutch Ableitung der beiden Gleichungen (2) und (1) nach x 

0 = y'  + A x q - B y +  .... , 

0 = y " - - i - A + . . . ;  
(3) z' = y + x y '  + � 8 9  

z" == 2y' + xy"  + A x  q- B y  -~. .  ., 

z '"= 3 y"--}- A + . . .  

8etzt man hierin x = y = 0, so folgt fiir die • im Ursprung 

y'----- 0, y : ' = - - A ;  
(4) a'=0,  z"=0, z ' = - - 2 A .  

8olt die Eigense~engrenze eben sein, so mul~ 

(5) y " z " - -  z~y'~--= - 2 A ~ =  0 

odex 

(6) A = 0  

sein. 
FRr die hsymp~otenlinie auf unserer F ~ e ,  die im Ursprung die 

x-Achse benShr~, gilt die Differentialgleichnng 
f p2 (7) z~,~+ 2z,~,y + z ~ , y  = 0 .  

Dutch Ableihmg nach x folgr da~as 

2: * (s) ~ +  3 z ~ y  + a z.~,y *~ + ,~ ,y" 
+ 2%~y",--~ 2%~,y'y" = O. 

Ffir den Ursprung o ergib~ sie~h aus (7) y ' = 0  mad wegen A = 0 aus~ 
ya = 0. Da flit die Asymptotenlinie iibex~es z ' =  0, z"-~-0 ist, so ha~ 
sie Met einen Wendepunkt. Vertauscht; man in der  ganzen Bet~ada~ung 
die x- und y-hehse, so folgt, clal~ auch die zwdte Asymptotenlinie im 
Ursprang o einen Wendepunk~ besitzt. 
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Da o keine ausgezeichnete Rolle auf unserer FiChe spielt, so be- 
stehen die Asymptotenlinien nut aus Wendepunk~n, sind also geradl~g, 
und somit ist unsere Fl~che notwendig eine algebraische Fls ~weiter 
Ordmmg. Diese Fl~chen haben abet in der Tat die gewiinschte 
schaft, und demnach ist fftr hyperbolisch gek~mmte Fliichen der N ~ i s  
za Ende. Beschr~nkt man sein Augenmerk auf a n a l y t ~ e  Flfi~]=,en, so 
ist damit dex Nachweis auch fiir elliptische Fl~hen erledigt, sonst bedarf 
es fiiz diesen Fall einer besonderen Uberlegnn__g. 

w 

Elliptiseh gekriimmte Fl~ehen. 

An einer Stelle elliptischer Kriimmung kann man dutch geeJgneCe 
Achsenwahl die Fl~ehengleichun~, wie man teioht einaieht~), suf die 
,,kanonische" Form bringen 

1 6 ~ 

+ ~ (az' + 4 b ~ v  + 6~'-y ~ + ~ a ~ +  ,y,)  + (5). 

Fiir alle Flachenpunkte, deren Tangerr~enebenen ~ einer fest~n R~ht~ng 
ia z-----0 parMlel laufen, gilt 

(to) z~+~z~=o 
festes 2. Die Kurve der Beriilmlngspm)kte mSge in der Ebene 

(11) ~x'-~ f ly  + Tz----O 

liegen. ])ann miissen die beiden Oteichungen 

0 

und (10) ocler 

x --i- z y T  T (x-  -- 2 2 x y  -- y:)  

(13) + ~ { ( a - - k 2 b ) x ~ q - 3 ( b q - 2 c ~ ) x e y - ~ 3 ( c ~ 2 a ) x y ~ ' + ( : d - - k 2 a } Y  *} 

+ . . . .  0 

dieselbe Knrve der x ,y-Ebene  ~ I l e a ~  Nehmem wit F~ir den Aagez~- 
b~ck 2 + 0 ,  so kSnnen wit die Kurve in'der Form y ~ - y ( z ) d a r s t e l l e n  
und finden dutch Ab~eitung yon (12) u~d (13) ~ Ursp~aug 

~) (L P~r ~ber aftine G ~  IV; tier Fl~hen 
gege~fiber ~ e n  ~ o t m ~ $ i o ~ .  Lei~iger ~ ,  ~ (1917), S. t07--136, 
Ires. S. t24--126. 
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14) y ' = -  ~ 1 

(15) y , , =  r ( l + 2 )  _.-- _ C~Z"- 1 

Dara~s folg~ ~ 

Die Bc~vmlegebener~ a~ die Eigenschattencjrenzen dutch einer~ Punkt  einer 
belieb'k]en ellipfisch gekri~mrnten Flgche umh41len also einen rationalen 
Kegel (15), der /~,r C =~ 0 yon dritter Kiasse ist und aich /i~r C : () 
au] eir~ Bbenenb~schel redm~iert. 

Du_reh nochmalige Ableitung yon (13) und (12) folgt under Benutzung 
de~ bereits fiix yt uud y "  geiundenen Werte eine2seits 

26 
~ct  and6rerseits 

fi8) y,,, = _ O._, ( .~2- 1)(2+ 6 2 - 3 )  
(l+ff')2 '~ 

Der letzte Ausdrue~k w~re flit C ~= 0 ein irredtmibler Quotient eines Poly- 
noms 6. unct eines Polynoms 7. Grades in 2, kSnnte also mi~ dem vorher~ 
~ n d g n  Aus6ruc~ in dem die Gradz~ea  ]e um eine Einheit niedriger 
sincL ni6a% ~ e a ~  in 2 iibereinstimmen. Somit mttB notwendig 

(19) v = ~) 

sein. 
Um nu~ welter zu s ~ e ~ n ,  kann man ve~sehiedene Wege einscMagem 

km schnellsten kommt man zum Ziele~ Wenn man einen Satz aus der 
zwSlft~ dieser Mitteitungen iiber Affmgeometrie heranziehtS). Dotr babe 
ich n~mlida gezeigt: Wean be5 einer elliptSsch gekriimmten Fl~che duxeh- 
weg C-----0 is~, "d. IX wenn es zu jeder Stelle Fl~eiaen zweiter Ordnung 
gibt, die ~ e  Fl~he in (mindestens) dritter Ordnur~g beriibxen, so ist die 
FI~ehe selbst yon zwei~er Ordnung. Aber man kann aueh ohne diesen 

% 

H i l ~ t z  auskommen, unct zwa~ e%-~a folgenderma~en~). 
l ~ r  ~ = 0 wira ~ ( t 6 )  

(20) ~ : ~  : z =  1 :~:  0.  

Die .Oleichtmgea 

{~i) ~ + ~v =~ o 

W~ BIasehke, Ube~ affi~ Geamebri~ X~: Von d~u ~i_fl~heal. I , a i ~  
B~4~h~ :~o (~9~8), S.~8--~7, ~ .  w S, aO. 

~) Di~ folgende S~hluaweise ist ~mli~h ~e  in ~meTm~r m~ter ~) g ~ m  S~hr~, 
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und 

(10i z ~ + ~ z y =  0 

geben also dieselbe Bedingung zwischen x, y, $omit geaiigt ~ r  ~ h e  
der partielten Differentialgldchuag 

deren allgemeine LSsung die Form 

(23) z = f ( ~  + y-') 

hat. Da unsexe Koordinatenachse~ im a llgemeinen schiefwinklig sind, 
linden wit: Unsere l~l~che ist affm zu einer Drehfl~iche, rind je4e Rbeae 
z = konst, sehneidet sie in einer Ellipse, 

Unsexe AuSgabe ist affinmvaxiant, wit kSnnen also clm~cl~ ~ e  ,azffmit~ 
err~ichen, da/~ unsex Achsenkreu~ rechtiwinklig n~d die F~ ~ wirk- 
hehe Drehfl~che wircl. Sclmeiden ~ r  nun die transformier~ g'~che dm~h 
eine Ebene a x @ z ~ O ,  we a geniigaud klein ~ so mull die $r 
kurve, da der Urspr~ng v a ~  der l~l~che keine ausge~dme~ 
spielt, wieder eine E~pse sein, die wegen (23) ~ar Ebeae y ~  0 sym- 
metrisch hegt. D ~  Umdretmng dieser E I H ~  um die z - ~  aa~- 
steht aber ein S~iick einer FI~che zweiCer Ordn/nng, n~ d ~  S ~  
en~hiil~ eine Umgebung des Ursprumgs o auf ~Ier Yt~ehe. Somit tiegt ~ e  
Umgebung von o ganz auf einer Fl~w~he zweit~r Ordnung, ~ .daher mull, 
da o auf der Fl~ohe nioht ausgezeie]n~et ist, unsere ganze'Fi~he derselben 
Fl~che zweiter Ordnung angehSren, w.z .b .w.  

w  

Variafionsprobteme mit symmetdscher Transversatit~t. 

Es se~ 

(24) f F(x~,  ~ . . . .  , x~; x;,x~, . . . ,  x4)dt  

das Grundintegral eines Variatio~problems in der P~et~z~o~m 
Wei ers~raI~, so dag a]s~ die ~ntr~ion F die H ~ J ~  !mr: 

~ > O. ~ sieh~ ~e sogenannte ~ i ~ ~  bekannt- 
lioh~) s o  ~ 

s) Vgl. e~wa O. Bolzm~ Voriesunge~ ~ x  V a ~ ~  Le_2pz~ and Berlin 
i9o9, S. ao~ (~). 
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wo 

~eu t e~ .  In dies~ Bedingung treten zwei Richtnngen: die ,,ExCremalen- 
r ieJa~g" "" " x ~ . ~  : . . .  : ~ ~ die ,,T~nsvev~I~m'iohm~g" 8z~ : ~ : . . .  : Oz,, 
im ~lgemeinen ~ m e ~ s c - h  auf, da 4ie Beziehung in den 8xu linear, 
in den x~. ~ allgemeinen nicht linear ist. 

~s ~ nun die Variationsprobleme mit symmetrischer Trans- 
v e r s a l ~ d i n g u n g  aufge~ucht werden. 

Das Ergebnis ist Iolgeades: Unter ge~3~eten VoraussePzungen i~ber 
die F u ~ i o n  F unter dem Grundinte~al sind fi~r n ~ 3 die ein~igen 
Vari~ionsprobleme mit symmetrischer Transversa~i~t die yon der Fo~'m 

wo ~ e  g~ Fnnl~iunen der x mit yon Null vers~iedener Determinante sin& 
Die l~d~ion  F gemiigt wegen (25) dex Formel yon Eu le r  flit 

homogene Faak~ionen 

(28) F~x; + ~..~; + . . . .  

und ~ ergib~ sits du~oh pa~ielle Ableii~xg ~c~ den z '  w~iter 

o, 

w e ~  die ~ ~ par~ietlen h b l e i ~  zweiVex Orc)nung von ~ nach den 
x' b e d e ~  Dara~s ~6tgt: F~ gib~ elne Fm~k%ion ~ der x und w', so 

~ e ~  den ~lgebraisehe~ Komplemeaten ~5~ in der Matrix der F ~  
die B~ehung  

besteht. 
Ms V o t i n g  ~ber die ~ u n ~  F werde ich im folgenden be- 

nutzen, dat~ ~ mit den Ableitung~n bis ~zr zweiten Ordnuag stetig ist 
and da~ ~ n[cht iden~isch verschwindet, so d ~  in der wegen (29) ver- 
schwinclenden D e ~ a n ~  der F ~  ~ h ~  auch alle (n--1)-reihigen 
Minoren Null sind~). 

Ffir den Fall n ~ 3 I~t. s~oh ~ S~ a~ die Uberlegungen yon 
w I ~ w 2 z u ~ . i c ~ ,  wean man die TransversaIit/~Csbedingung an der 
. E ~ e "  geometrisch deute~, die im ~ der x '  dutch-die Gleiehung 

F ( x .  xo,.. ' 

Die Vm'~ussetzuug �9 =~ 0 en t spr i~ t  dem, d~t] wir in de~ vorh~gehe~den 
Absehnitte~ aieht abwiekelbare Fl~chen betracht~ hatten, 
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e r k l ~  istl). Hier soll abet ein anderer Nazhweis exbmahi~ werden, yon 
dem sofort einleuchte~, claB er fiir jede Dimensionenzahl n :> 3 gilk 

I)a in (26) die Riehtungen (~x~ und --~x~ gleiehwertig siad, so~ 
m ~  im Frill der Symme~rie auch die Richttmgen ~ und - - ~ ' ~ -  
wertig auftceten. Wir kSrmen dahar die x~ als homoge~e K o o ~  i~ 
einem (n -- 1)-dimensionalen Raum ~ '  deuten oder, wen~ wit ~ 1 

' als unhomogene Koordinaten. Wit setzen bei 
festgehaltenen x~ 

' ' 1 ) ~  

und kSnnen die x' so w/iJalen, da~ eines der y,, z.B. y,  =~ 0 wird. Danr, 
kSnnen wir die Yl : Y,, Ys : Y , , . . - ,  y,-1 : Yn als u n k o m ~ e  Koord~naten 
in' einem Raum R w~hlen. Fiir die Fun~tionaldetermlnante der Abbiktung 

ergibt sich I F~t F~  . F . - u  Yl I 

(33) y" y, P . _ , ,  i 

Multipliziert man die erste Zeile mit ~ ,  die zweite ~ ~ . . .  rand addie~ 
zur letz~en, nachdem man d i ~  mit x,~---1 multiplizie~r ~ t ,  so folg~ 
wegen (29), da~ die n -  1 ersten Glieder dex iebzten Z~Ale Nall werdea 
und wegen (28) flit das Ietzte der Wen F. Somi~ is~ nach (30) 

= 

Man kann also nach unser~n Voraussetzungen das Stellenpaar x '  in R t 

uncl y in R so wahlen, ~ ~e  Fank~ionaldeterminante der kbbildung 
z~= 0 ausf/i31$, und deahalb zwei Umgebungen (x') und (y) dieser Stelle~ 
abgrez~zen, die dutch die kbbildung (32) eineindeutig und ste~ig ~ 
zugeordnet wettish. 

SolI die Transvers~Ait~sbedingung (26) symmatrisch sein, so ma~ aaeh 
fes~gehaltenen 6x, dne lineare Beziehang z ~ c h e n  den x~ eat~predaen. 
d.h.  einer .Ebeae" 

in R mu$ e'me ,Ebene" in R '  entspre~en. Da ~ den ]~bene~ in (y} 
~ e  Ebenen in (x') z-ageordne~ sind and die Abb'fldung ~kak rba r  ein- 
~te~g trod stetig is~, folgt 7), da~ die Be~ehung ~'~ ~ 3 k o ~  sein mu/~: 

~} Man sehe atw~ d ~  L~krbach~ vcm ~. Darb:oux,  Prineipes de g6om~trie 
analy~ique, P a ~  I9t7. $. 2 8 - - ~ .  O d ~ . E n ~ o ~ d i e  I I I  AB 5 (A. S e h o e n f l i e s ) .  
S. 449 ~ e ~  
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Daraus ergibt sich abet flit F 

(37) ~ = ~  ' ' ' 

wo~ der Fak~or ~ van den x und x '  abh~ng~n kann. Dutch Ableitung 
yon (37) ~aeh ~' ~ I ~  

Dutch Vergleichung mit (36) ergib~ sich 

o ~ e , r  ': 

~ln~ ~ 1 
(40) ~ - -  ' . ~  V ' .  z,_, 

D~r~ ~olgt 
o(~ . . . . .  ~ )  ( ~ )  .o = /_ ~ .,-, 

odex ~ E,  wenn man noch den Faktor  o in die g~ hi~einnimmt: 

; - . [ - -  f /' 

w. z. b .w.  Fiir die D e t e m ~ a a ~  dez g~ ergibr sich dureh 4ne kleine 
R ~  d~r Wer~ ~ + ~ - ~ .  Nach ~ n  VomusseC~ungen daft  also 
cliese De~evminan~ nieh~ idem~isch v e ~ c h ~ e n ,  Die Transversalit~ts- 

(26) wird ~e~t; t ~ e h  symme~ri_seh: 

Wenn n = 2 i ~ ,  gib~ es noe~ ander~ Vsria~ionsprobleme mit sym- 
metrischer Transvezsalit~ *). 

H a m b u r g ,  ~ W e ~ h t e n  1919. 

~J J. Radon,  l~ber eme besondere Ar~ ebener~konvexer Kurven, Leipziger 
Berichte, 68 (1916), S. 123--128, 

Zusa t z  bei cler Korrek~ur.  W~m ich a~s dram ~ e n e ~ u e n  Hefte der 
Rendico~i des ~ m ~ e m ~ c o  ~ Paterm~o ~ (1919), Fonclamenti di geome~ri~ 
pro~et~ivo~differenziale, S. 1--46~ ~ ~ ~ G~ Fubin i  w~hrend des Krieges 

ReShe yon A ~  fiber p r o ~ e  Di f f e r e~met~ r /~ ,  (let Fl~ohen hera~us- 
[vgl. ~ Zusammenst~l~mg elbe~_s S. ~). Dido Sehr~n Fubinis habem 

~J~lX~eiclm Barfihrungspunkte mit den der vo~h',e~deaa Arbe~ vor~usgega~gen~x Ab- 
h~db~-,e~ fiber ahfme G~ome~r~e in den I_~il~igev Beriehten {18 (1916).--71 (I919). 

(E~ngeg~ngen am ~0. ])ezember 191'9.) 


