Uber affine Geometrie XXVIII:

Bestimmung aller Flichen, die von den umschriebenen
Zylindern lings ebener Kurven beriihrt werden.

V?n
Wilhelm Blaschke in Hamburg.

Von einer Frage der Variationsrechnung aus') kommt man zu der
im Titel gestellten Aufgabe, die man auch so ausdriicken kamn: Alfe
Flichen zu ermitteln, die bes jeder Parallelbeleuchiung ebene Eigenschatien-
grenzen haben. Ich will hier zeigen: Die einzigen nicht abwickelbaren
Flachen mit dieser Eigenschaft sind die Flichen wvowm zweiter Ordnimg.
Dabei werde ich von den Flichen nur voraussetzem, daf d&ie Koordinaten
cines PFlichenpunktes fiinfmal stetig ableitbare Funktionen der Flichen-
parameter sind. " Friiher?), hatte ich das FErgebnis unter der erheblich
engeren Annahme bewiesen, daB die Auswahl nur unter den geschlossenen
konvexen Flichen (Eiflachen) zu treffen sei. Zum SchluB gebe ich noch
als Anwendung eine Kennzeichnung der MaBbestimmungen Riemanns
unter den allgemeineren, zu beliebigen Variationspreblemen gehérigen MaB-
bestimmungen.

§1.
Hyperboliseh gekriimmte Flichen.
Besonders einfach Ia8t sich der Nachweis fiir den Fall hyperbolisch
gekmmm‘ber Flachen erbringen, was schon Herr G. Herglotz bemerkt hat,

wie mir durch mindliche Mitteilung bekannt ist, nimlich etwa folgender-
maBen. An einer Stelle hyperbolischer Kriimmung kamn man durch ge-

!) w. Biawhke, Raumliche Variationsprobleme mit symmsetrischer Trans-
versalititsbedingung. Berichte der math.-phys. Klasse d. sichy. Ges. d. Wiss. Leipzig,
68 (1916}, S5.50~55. Vgl aueh im folgenden § 3.
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eignete Wahl des (im allgemeinen schiefwinkligen) Achsenkreuzes die
Flichengleichung in der Form ansetzen:
(1) z=2y+3i(A2x*+3 Bzy +8Cxy*+ Dy®)+(4).
Fir die Beriihmngsp&nkﬁe der Flache mit dem Zylinder, dessen Erzeugende
parallel zur x-Achse laufen, mul z, = d2/0x = 0 sein oder
@) 0=y+3(da®+2Boy+0y")+....
Da die Tangente an die Berithrungslinie dieses Zylinders mit der Fliche
im Ursprung mit der z-Achse zusammenfillt, so kann man diese ,, Eigen-
schattengrerize in der Form y = y(x), 2 = z(2) dargestellt denken, und
man findet durch Ableitung der beiden Gleichungen (2) und (1) nach z
0 = y'+4Az+By+...,
0 = y"+4+..;
(3) z = y +aoy +i(Ad2z*+2Bxy+Cy®)+...,
2" =2y +zy”+Adx+By+...,
"=3y"+4+...
Setzt man hierin =y =0, so folgt fiir die Ableitungen im Ursprung
L Y'=0, y'=—4;
(4) zl=0’ Z”=O, z”l:__z‘A-

Boll die Eigenschattengrenze eben sein, so muf

(5) Y72 — 2y =24"= 0"
oder

(6} A=0

sein.

Fir die Asymptotenlinie auf unserer Fliche, die im Ursprung die
x-Achse berithrt, gilt die Differentialgleichung
(7 Zoet 22,9 + 2,9 = 0.
Durch Ableitung nach x folgt daraus

(8) zm-z';"33@33;3',7%“3zwwy’%+zwyy’3

+22,,9"+ 22,5 y" =0.
Fiir den Ursprung o ergibt sich aus (7} y' =10 und wegen 4 =0 a,us«(S)
y"=0. Da fiir die Asymptotenlinie iiberdies 2’ =0, z” = 0 ist, so hat
sie hier einen Wendepunkt. Vertauscht man in.der ganzen Betrachtung
die z- und y-Achse, so folgt, daB auch die zweite Asymptotenlinie im
Ursprung o einen Wendepunkt besitat.
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Da p keine ausgezeichnete Rolle auf unserer Fliche spielt, so be-
stehen die Asymptotenlinien nur aus Wendepunkten, sind also geradlinig,
und somit ist unsere Fliche notwendig eine algebraische Flache zweiter
Ordnung. Diese Flachen haben aber in der Tat die gewiinschte
schaft, und demnach ist fiir hyperbolisch gekriimmte Flichen der Nachweis
zu Ende. Beschrinkt man sein Augenmerk auf analyissche Flichen, so
ist damit der Nachweis auch fiir elliptische Flachen erledigt, sonst bedarf
eg fiir diesen Fall einer besonderen Uberlegung.

§ 2.
Elliptisch gekriimmte Flidchen.

An einer Stelle elliptischer Kriimmung kann man dorch geeigmete
Achsenwahl die Fliehengleichung, wie man leicht eingieht®), auf die
,,kanonische® Form bringen

) 1 L3 o ¥ Cr o
9y z=35("+9° )+ (2® — Bzy®)+
+“2}‘i(:ax*+4bx8y—§-66m‘3y9 +4dxy3+eyﬁ)_§~€5}‘

Fiir alle Flichenpunkte, deren Tangentenebenen zu einer festen Richtung
i z=0 parallel laufen, gilb

(10) 2,4+ iz, =0

fiir festes 2. Die Kurve der Beriihrungspunkte mége in der Ebene
{11) ex+By+yz=0

liegen. Dann miissen die beiden Gleichungen

1o o y C : v

(12) ax+ﬁy+%(x'+y‘)—%——g(xa*-amy?}—}—...=0

und (10) oder
x+2y+—§- (2® — 222y — y7)
(13)  +i{(a+ib)a*+3(b+2c)2ty+3(cHid)my’ +id+ie}y’}

A =0

dieselbe Kurve der z,y-Ebene darstellen. Nehmen wir fiir den Augen-
blick <0, so konnen wir die Kurve in der Form y =y{z) darstellen
und finden dureh Ableitung von (12) und (18} im Ursprang

% @. Pick, Uber affine (leometrie 1V; Differentialinvarianten der Flichen
gegeniiber affinen Transformationen. Leipziger Berichte, 69 (1917}, 8. 107136,
bes. 5. 124 —126.
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1

3 ,—-d- m——-&.,____,,
(14) Y=—g=-7
(15> g TEEEEY 4881
{15} Y Y c paat

Daraus folgt zundichst

(16} By =(14+ ) 2(14+1):0(32° —1).

Die Schmiegebenen an die Eigenschatiengrenzen durch einen Punkt einer
beliebigen elliptisch gekriimmien Fldche wmbhiillen also einen rationalen

Kegel (15}, der fir O <+ 0 won dritter Kiasse ist und sich fir C =0
auf ein Ebenenbiischel reduziert.

Durch nochmalige Ableitung von (13) und (12) folgt unter Benutzung
der bereits fiir y’ und y” gefundenen Werte einerseits

(D E =3 (0420 243 41— (4100 (R (37 )

and andererseits

1 " -3(3;.2———1)(].4-{—6/:3._3>
18 = G ) ) .
(18) Y ey

Der letzte Ausdruck wire fiir ¢ <= 0 ein irreduzibler Quotient eines Poly-
noms 6. und eines Polynoms 7. Grades in 1, konnte also mit dem vorher-
gehenden Ausdruck, in dem die Gradzahlen je um eine Einheit niedriger
sind, nicht identisch in 1 iibereinstimmen. Somif muf notwendig
{19) C=0

Um nun weiter zu schlieBen, kann man verschiedene Wege einschlagen.
Am sehnellsten kommt man zum Ziele, wenn man einen Satz aus der
zwolften dieser Mitteilungen iiber Affingeometrie heranzieht®). Dort habe
ich namlich gezeigt: Wenn bei einer elliptisch gekriimmten Fléche durch-
weg O =0 ist, d h. wenn es zu jeder Stelle Flichen zweiter Ordnung
gibt, die die Fliche in (mindestens) dritter Ordnung beriihren, so ist die
Flache selbst von zweiter Ordnung. Aber man kann auch ohne diesen
Hilfssatz auskommen, und zwar etwa folgendermaBen ).

Far ¢ =0 wird aus (16)

(20} g:8:y=1:4:0.
Die Gleichungen

% W. Blaschke, Uber affine Geometrie XII: Von den Eiflachen. Leipziger
Berichte, 70 (1918), 8. 18—87, bes. § 7, S. 80.
% Die folgende SchluBweise ist dhnlich wie in meiner unter ¥) genannten Schrift.
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und

(10} 2, +4z,=0

geben also dieselbe Bedingung zwischen z, y. Somit geniigt die Fliehe
der partiellen Differentialgleichung

(22} zz,— yz,= 0,
deren allgemeine Losung die Form
(23} z=7(z*+y°)

hat. Da unsere Koordinatenachsen im allgemeinen schiefwinklig sind,
finden wir: Unsere Fliche ist affin zu einer Drehfliche, und jede Ebene
z = konst. schneidet sie in einer Ellipse. .

Unsere Aufgabe ist affininvariant, wir konnen also durch eine Affinitit
erreichen, dal unser Achsenkreuz rechtwinklig und die Fliche eine wirk-
liche Drehfliche wird. Schneiden wir nun die transformierte Fliche dureh
eine Ebene axz -+ 2=0, wo « genigend klein ist, so muB die Schmitt-
kurve, da der Ursprung o auf der Fliche keine ausgezeichnete Rolle
spielt, wieder eine Ellipse sein, die wegen (23) zur Ebene y = 0 sym-
metrisch liegt. Durch Umdrehung dieser Ellipse um die z-Achse ent-
steht aber ein Stick einer Fliche zweiter Ordnung, und dieses Stiiek
enthilt eine Umgebung des Ursprungs o auf der Flache. Somit liegt diese
Umgebung von o ganz auf einer Flache zweiter Ordnung, und -daher mufl,
da o auf der Fliche nicht ausgezeichnet ist, unsere ganze Fliche derselben
Flache zweiter Ordnung angehéren, w. z. b. w.

§ 3.
Variationsprobleme mit symmetrischer Transversalitit,
Bs set
(24) JF(a,, %y, 2,5 %L, 2L, ..., Ta)dE

das Grundintegral eines Variationsproblems in der Pamme’wrfmm von
WeierstraB, so daB also die Funktion ¥ die Homogeneithtseigenschaft hat:

{25} F(;z:l Lys » v ry &y A.xl,lazs,.-.r,la;“)r;lF(a:l,x%,.-.,mm; EMAE S 4
fir 1> 0. Dann sieht die sogenannte Transversalitatsbedingung bekannt-
lich®) so aus
(‘?’6} F éx,+ F,om+...+F dx,=0,

[PPSR

8y Vgl etwa 0. Bolza, Vorlesungen ber Variationsreehnung, Leipzig und Berlin
1909, S. 303 (5).
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wOo

‘ &F

Fo=ia
bedeutet. In dieser Bedingung treten zwei Richtungen: die ,,Extremalen-
richtung® af:a;:...: %, und die , Transversalenrichtung® dx, : 6,:...: 0z,

im allgemeinen unsymmetrisch auf, da die Beziehung in den Jz, linear,
in den x; im allgemeinen nicht linear ist.

Es sollen nun die Variationsprobleme mit symmetrischer Trans-
versolitdtsbedingung aufgesucht werden.

Das Ergebnis ist folgendes: Unier geeigneten Voraussetzungen wber
die Punktion F unter dem Grundintegral sind fidr n > 3 die einzigen
Variationsprobleme mit symmelrischer Transversalitdt die von der Form

(27) F*= D guolal,

wo' die g, Funktionen der 2 mit von Null verschiedener Determinante sind.
Die Funkiion F geniigt wegen (25} der Formel von Euler fir
homogene Funktionen

(28) Fox+ Fa,+...=F
und darans ergibt sich durch partielle Ableitung nach den xz’ weiter
(29) ‘ZF&#:O,

wenn die F, die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von F nach den
x" bedeuten. Daraus folgt: Es gibt eine Funktion @ der x und z’, so
da8 zwischen den algebraischen Komplementen &, in der Matrix der F,,
die Begiehung

(30) P = Piz;

besteht.

Als Voraussetzung diber die Funkiion F werde ich im folgenden be-
nutzen, daB F mit den Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig ist
und daf @ nicht identisch verschwindet, so daf in der wegen (29) ver-
schwindenden Determmante der F;, nicht auch alle (n — 1)-reihigen
Minoren Null sind®).

Fiir den Fall n— 3 4Bt sich unser Satz auf die Uberlegungen von
§1 und § 2 zurfickfithren, wenn man die Transversalititsbedingung an der
. Bichfliche® geometrisch deutet, die im Baum der 2z’ durch-die Gleichung

{31) Flz, 2, ..., %, 24, ..., %a) =1
% Die Voraussetzung & =+ 0 entspricht dem, daB wir in den verhergehenden
Abschpitten nicht abwickelbare Flichen betrachtet hatten.
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erkldrt ist). Hier soll aber ein anderer Nachweis erbracht werden, von
dem sofort einleuchtet, daB8 er fiir jede Dimensionenzahl n > 3 gilt.

Da in (26) die Richtungen dz, und — éz, gleichwertig sind, se
miissen im Fall der Symmetrie auch die Richtungen z{ und — = gleich-
wertig auftreten. Wir kdnnen daher die z{ als homogene Koordimaten im
einem (n — 1)-dimensionalen Raum R’ deuten oder, wenn wir =z} ==1
setzen, die aj,..., %x_; als unhomogene Koordinaten. Wir setzen bei
festgehaltenen x,

(32) Fr,(xll’ x;= ”"x{%-ls 1)=yz‘:

und konnen die z" so wahlen, daf eines der y,, z. B. y, = 0 wird. Dann
konnen wir die ¥, :¥,, Ys:¥Yp>---» Yn—1:Ys als unhomogene Koordinaten
in' einem Raum R wahlen. Fiir die Funktionaldeterminante der Abbildung

ergibt sich ‘
g VP Foy oo From 9, |
o(%, B Yami) ! |
ey >kyn’yn’-.‘, "yn/ 1 !’FmFm”-Fn——tz y&£
(33) . , A | L
- G, @y, ey By 1) 3 }

Multipliziert man die erste Zeile mit ], die zweite mit @ ... und addiert
zur letzten, nachdem man diese mit z, =1 multipliziert hat, so folgt
wegen (29), daf die n — 1 ersten Glieder der letzten Zeile Null werden
und wegen (28) fiir das letzte der Wert . Somit ist nach (30}

a(:a Yo ym)
534) yn, ym, ? Yn =F'@n,n= .F"¢-
‘~ A R R

Man kamn also nach unseren Voraussetzungen das Stellenpaar &’ in R’
und y in R so wihlen, daf die Funktionaldeterminante der Abbildung
== 0 ausfillt, und deshalb zwei Umgebungen (2’) und (y) dieser Stellen
abgrenzen, die durch die Abbildung (32) eineindeutig und stetig einander
zugeordnet werden.

Soll die Transversalitétsbedingung (26) symmetrisch sein, so muB amch
festgehaltenen &z, eine lineare- Beziehung zwischen den z; entsprechen,
d. h. einer ,,Ebene«

(85) ¥+ CYpF o0y, =0

in R muB eine ,Ebene* in R’ entsprechen. Da also den Ebenen in {y}
die Ebenen in {z'}) sugeordnet sind und die Abbildung wmkehrbar ein-
deutig und stetig ist, folgt”), da8 die Beziehung fiir » > 8 kollinear sein muf:

% Man sehe etws das Lehrbuch von G. Parboux, Prineipes de géométrie
analytique, Paris 1917. 8. 28—32. -Oder Enzyklopsdie 11T AB 5 (A. Schoenflies),
5. 449 unten.

(36) vi=e > guusi-
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Daraus ergibt sich aber fir F

(37) F=2siy;= 0 X gusict,
wo, der Faktor ¢ von den 2 und »’ abbingen kann. Durch Ableitung
von (37} nach a7 folgt

(88) ‘ myt 2/ gzkxfr x’& 'l— ?‘Ozgzkxk

Durch Vergleichung mit (36) ergibt sich

539) :EQ vgakx' Zp==—0 yg;kxb
oder
flng g 1
{4—(}) W=ggg L) e .
+ D gl

Daraus folgt
(11) g (Bram)
413 ¢ e

\’izgkaéwk

oder fir F, wenn man noch den Faktor ¢ in die g;, hineinnimmt:

(27} F=y -E-Zgux‘ i,

w.z. b. w. Fiir die De:termmanﬁe der g;, ergibt sich durch eine kleine
Rechnung der Wert F**'.®. Nach unseren Voraussetzungen darf also
diese Determinante nicht idemtisch verschwinden. Die Transversalitits-
{26) wird jetst tatsichlich symmetrisch:

(42) D Fop i 6w =0.

Wenn 7 =2 ist, gibt es noch andere Variationsprobleme mit sym-
metrischer Transversalitit®).

Hamburg, zu Weihnachten 1919.

# J. Radon, TUber eine besondere Art ebener konvexer Kurven, Leipziger
Berichte, 68 (1916}, S.123—128,

Zusatz bei der Korrektur. Wie ich ans dem letatersehienenen Hefte der
Rendiconti des circolo matematico di Palermo {48 (1919), Fondamenti di geometria
projettivo-differenziale, 8. 1 —46] ersebe, hat Herr G. Fubini wihrend des Krieges
eine Reihe von Arbeiten iiber projektive Differestialgeometrie der Flichen heraus-
gegeben [vgl die Zusammenstellang ebenda S. 3. Diese Schriften Fubinis haben
zahlreiche Berithrungspunkte mit den der vorliegemden Arbeit voramsgegangenen Ab-
handlungen fiber affine Geometrie in den Leipziger Berichten 68 (1916)—71 (1919).

(Eingegangen am 30. Dezember 1919.}



