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SOLUTION OF SPACE TRUSSES
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Resumo. A tendéncia atual de utilizar estruturas mais esbeltas e com maior resisténcia torna a andlise de
estabilidade um assunto de fundamental importancia. Pontos criticos de for¢a e de deslocamento podem surgir na
trajetéria de equilibrio da estrutura, especialmente em problemas com ndo linearidade geométrica severa. As
trelicas podem experimentar condi¢des de carregamento que causam grandes deslocamentos, alterando
significativamente sua geometria. Um algoritmo fundamentado no método iterativo de Potra-Ptak com ordem de
convergéncia cubica, associado a técnica de continuagdo de Comprimento de Arco Linear, ¢ apresentado neste
artigo para a analise estatica de trelicas espaciais considerando a ndo linearidade geométrica. A formulagdo de
Elementos Finitos Posicional ¢ utilizada para a discretiza¢do da estrutura, que ¢ uma abordagem alternativa que
considera as coordenadas nodais como variaveis do sistema de equacgdes ndo lineares ao invés dos deslocamentos.
Supde-se que o material que constitui as barras da treliga tenha comportamento constitutivo elastico linear.
Simulagdes computacionais de problemas de treligas espaciais com o programa desenvolvido em ambiente Matlab
sdo efetuadas, evidenciando o melhor desempenho numérico do algoritmo proposto com o método de Potra-Ptak,
em comparagdo com as analises feitas com o esquema iterativo de Newton-Raphson Padrao.
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Comprimento de Arco Linear.

Abstract. The current tendency of using more slender structures with higher strength makes the stability analysis
a subject of fundamental importance. Critical points of force and displacement may arise in the equilibrium path
of the structure, especially in problems with severe geometric nonlinearity. Trusses may experience loading
conditions that cause large displacements, altering significantly the geometry of the structure. An algorithm based
on the Potra-Ptak method with order of cubic convergence, associated with the Linear Arc-Length path-following
technique, is presented in this paper for the static analysis of space trusses considering the geometric nonlinearity.
The Positional Finite Element formulation is used for the discretization of the structure, which is an alternative
approach that considers the nodal coordinates as variables of the nonlinear system instead of displacements. It is
assumed that the material constituting the bars of the trusses has linear elastic constitutive behavior. Computational
simulations of space trusses problems with the program developed in Matlab environment are performed,
evidencing the best numerical performance of the proposed algorithm with the Potra-Ptak method, compared to
the analyzes done with the Standard Newton-Raphson iterative scheme.
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INTRODUCAO

Trelica ¢ um sistema estrutural eficiente que pode sustentar carregamentos
consideraveis usando uma quantidade menor de materiais. Desde o inicio do seu uso comercial,
esse sistema tem sido cada vez mais popular, especialmente em grandes areas abertas com
poucos ou nenhum apoio intermediario. Aplicacdes bem sucedidas de sistemas estruturais
trelicados abrangem estadios, edificios publicos, centros de exposi¢des, hangares de avido,
pontes suspensas, entre outras (Seger, 2009).

As trelicas espaciais combinam eficiéncia estrutural e uma significante reducdo no
custo. No Brasil, o desenvolvimento e a utilizacdo de trelicas espaciais teve grande impulso
com a construcdo, na cidade de Sao Paulo, do Centro de Exposi¢cdes do Anhembi no final da
década de 60. A trelica espacial, projetada pelo engenheiro canadense Cedric Marsh, ¢
composta por cerca de 48000 barras tubulares de aluminio para uma area coberta de 62500 m?.
Nas décadas seguintes, as estruturas espaciais se multiplicaram no Brasil, com obras de
relevante importancia e repercussdo internacional, como por exemplo: a estrutura da cobertura
da Cervejaria Brahma, no Rio de Janeiro, com 132000 m? de 4rea coberta (vdos livres de 30 m
e 60 m); ¢ o Pavilhdo de Feiras e Exposi¢des de Brasilia com 57000 m? de area coberta, montada
em apenas 100 dias (Souza e Gongalves, 2006).

Quando submetidas a cargas de grande magnitude, as trelicas exibem comportamento
ndo linear e problemas de instabilidade podem surgir, como snap-through, snap-back e
bifurcacdo. Na andlise estrutural ndo linear, a trajetoria de equilibrio ¢ amplamente utilizada
para identificar pontos de equilibrio relacionados a problemas de instabilidade e para explicar
o comportamento nao linear. Usualmente, essa trajetéria € representada por uma curva
deslocamento versus for¢a em que cada ponto na mesma é uma configuragdo de equilibrio da
estrutura (Lacerda et al., 2014).

A estabilidade estrutural € um topico importante na andlise nao linear. A tendéncia atual
de usar estruturas mais esbeltas e com maior resisténcia torna a analise de estabilidade um
assunto de fundamental relevancia (Greco e Venturini, 2006). O comportamento ndo linear da
estrutura pode surgir da ndo linearidade material ou geométrica. Na primeira, a relagdo
constitutiva que descreve o material ¢ ela propria ndo linear, e a resposta estrutural associada a
fenomenos fisicos, como a plasticidade ou o amolecimento, deve ser capturada; na segunda, a
ndo linearidade ¢ devida a mudancas na geometria, decorrentes de grandes deformagdes e/ou
rotagdes, que entram na formulacdo da relagdo deformagdo-deslocamento nao linear, e podem
ocorrer mesmo que a relagdo constitutiva seja linear (Reddy, 2004; Leon et al., 2011).

Problemas ndo lineares decorrentes da ndo linearidade geométrica ou material
apresentam pontos limites ou criticos ao longo da trajetoria de equilibrio. Esses pontos,
mostrados na Figura 1, s8o pontos no caminho da solugdo em que a estrutura perde a
estabilidade (por exemplo, com a ocorréncia da flambagem) ou ocorre a bifurcagdo (a solucio
muda para dois ou mais caminhos). Os pontos limites de forg¢a (pontos de snap-through)
ocorrem quando uma for¢a maxima ou minima local é alcancada na curva forg¢a versus
deslocamento, representados pelos pontos A e¢ D na Figura 1. Uma tangente horizontal esta
presente nesses pontos. Os pontos limites de deslocamento (pontos de snap-back), indicados
pelos pontos B e C na curva, ocorrem em tangentes verticais. Nesse contexto, a estabilidade
estd diretamente relacionada a pontos limites de forga, visto que a regido entre esses pontos €
instavel. Usando a Teoria da Estabilidade em um sistema conservativo, um ponto critico ocorre
quando a matriz de rigidez K ¢ singular (Riks, 1979).

Para se realizar a analise ndo linear de estruturas, com maior precisdo, ¢ de extrema
importancia que sejam empregados métodos ou técnicas que possam tragar a trajetoria de
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equilibrio completa da estrutura. As técnicas de controle de forga e iteracdo, também chamadas
de técnicas de continuagdo, devem identificar e ultrapassar pontos limites de snap-through, de
snap-back e de bifurcagdo em todos os estados de equilibrio (Geers, 1999). Técnicas de
continuagdo associadas ao método de Newton-Raphson foram desenvolvidas, podendo-se
destacar: Controle de Deslocamento (Batoz e Dhat, 1979), Controle de Deslocamento
Generalizado (Yang e Kuo, 1994; Yang e Shieh, 1990) e Controle de Comprimento de Arco
(Wempner, 1971; Riks, 1972; Riks, 1979; Ramm, 1981; Crisfield, 1981; Crisfield, 1983). Na
técnica de controle de For¢a Constante, o parametro de for¢a ¢ mantido invariavel durante o
ciclo iterativo. A ideia dos métodos de continuagdo ¢ tratar esse pardmetro como uma variavel,
adicionando uma condi¢do de restricdo ao sistema de equacdes que descreve o equilibrio
estrutural para a determinacdo do mesmo.

A2
Ponto de Falha

OA, DE - carga

Ponto Limite
AD - descarga o

de Forga

Pontos Limites
de Deslocamento

Ponto Limite
de Forga

O
estavel instavel estiavel
] > - | -

Figura 1. Pontos limites em trajetoria de equilibrio ndo linear. Fonte: adaptado de Leon et al.
(2011).

Um procedimento para a solugdo do sistema de equagdes ndo lineares ¢ eficiente
quando, para uma dada precisdo, a resposta ¢ obtida de forma confidvel com um minimo de
esfor¢co do analista € com baixo custo computacional. O método de Newton-Raphson é um dos
mais utilizados para resolver problemas ndo lineares na Engenharia Estrutural (Bathe e
Dvorkin, 1983). Modificagdes nesse método podem ser feitas: resolver o sistema de equacdes
ndo lineares de forma inexata, ou seja, resolvé-lo por algum método iterativo impondo uma
precisdo, como no método de Newton Inexato; aproximar a matriz Jacobiana utilizando
diferencas finitas; e substituir a Jacobiana por outra matriz com alguma propriedade, como nos
métodos Quase - Newton (Eustaquio, 2013). No método de Newton-Raphson Padrdo ¢
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resolvido um sistema linear a cada iteracdo, cuja matriz de rigidez ¢ a Jacobiana avaliada no
iterado corrente. Uma das vantagens desse método ¢ a taxa de convergéncia quadratica sob
condi¢des adequadas.

Até a década de 1980, os métodos iterativos que possuiam ordem de convergéncia maior
que a do método de Newton-Raphson exigiam o calculo de derivadas de ordens superiores.
Sendo assim, quanto maior era a ordem de convergéncia maior era também o custo
computacional desses métodos, tornando o uso pratico restrito a alguns casos. Ha métodos que
possuem taxa de convergéncia clibica, como o método de Potra-Ptak (Potra e Ptak, 1984).

Para a concepgdo de treligas mais leves e eficientes dentro dos padrdes de seguranca e
qualidade, ¢ fundamental o estudo dessas estruturas proximas ao colapso devido a grandes
modifica¢des que ocorrem na geometria e a perda de linearidade na relagdo deformacao-tensao.
Neste artigo ¢ apresentado um algoritmo baseado no método iterativo de Potra-Ptak associado
a técnica de continuagdo Comprimento de Arco Linear. Simulacdes com o software Matlab de
problemas de trelicas espaciais com comportamento ndo linear geométrico (grandes
deslocamentos e rotacdes, ¢ pequenas deformagdes) sdo efetuadas por meio do Método dos
Elementos Finitos Posicional, cuja formulagcdo ¢ uma abordagem alternativa para problemas
ndo lineares, que considera as posi¢des nodais como variaveis do sistema ndo linear em vez dos
deslocamentos. Assume-se que o material que constitui as barras da trelica tenha
comportamento constitutivo eldstico linear. Os resultados numéricos evidenciam o melhor
desempenho do método de Potra-Ptak nos problemas estudados, em comparacdo com as
analises feitas com o esquema iterativo de Newton-Raphson Padrio, quanto aos parametros
tempo de processamento e nimeros totais de passos de for¢a e iteragdes acumuladas até a
convergéncia para a solugao.

1. ELEMENTO FINITO DE TRELICA ESPACIAL

Esta secdo descreve o elemento de trelica usando a formulacdo de Elementos Finitos
Posicional (Coda, 2003; Coda ¢ Greco, 2004). Esse elemento transmite somente forgas axiais e
tem area da secdo transversal A constante. As coordenadas (Xi, Y1, Zi1) ¢ (X2, Y2, Z2)
representam a configuragao inicial do elemento de barra (também conhecida como coordenadas
de referéncia). Apds uma mudanga de configuracdo devido a deslocamentos da trelica, a barra
passa a ter novas coordenadas (X1, y1, Z1) € (X2, Y2, 22).

O comprimento inicial (ou referencial) Lo e o comprimento atual da barra L sdo
calculados, respectivamente, por:

Ly = \/(Xz —X)2+ (Y2 = Y1)? + (2, — Z,)?, ey
L= \/(Xz —x1)% + (y2 —y1)? + (22 — 71)% @)

A matriz de rigidez tangente Ke € o vetor de forga interna Fea elementares sdo dados,
respectivamente, por:

K¢ = EA B + EA C 3
el = L03 Lo &L (3)
EA
Fo = ¢, 4)
0

em que EA ¢ a rigidez axial e &g é a deformacgdo de Green dada por:
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G 2L02 ( )
Nas Egs. (3) e (4), as matrizes B e C sao definidas, respectivamente, por:
B=[5 %] ©)
I3 I3
C=4dd", (7)

em que Is é a matriz Identidade de ordem 3 e d = [X1-X2, Vi1-Y2, Z1-Z2, X2-X1, Y2-Yi, Z2-

z1]".

2. PROBLEMA ESTRUTURAL

A equagdo que governa o equilibrio estatico de um sistema estrutural com
comportamento ndo linear geométrico pode ser descrita por (Maximiano et al., 2014):

g = AF. — Fint(d) =0, (8)

na qual g ¢ o vetor de forgas residuais ou desbalanceadas, Fint € 0 vetor de forcas internas
(avaliado em fung¢do do vetor de coordenadas nos pontos nodais da estrutura d), e A € o
parametro de forca responsavel pelo escalonamento do vetor Fr, sendo este um vetor de
referéncia e de magnitude arbitraria. O vetor de coordenadas residuais na itera¢do k do passo
de forga t+At (8d™) é determinado em funcdo da soma de duas parcelas (Crisfield, 1991):

§d® = 8d," + 51 3d, 1, 9)

na qual 3A® ¢é o subincremento de for¢a que deve ser avaliado ao longo do ciclo iterativo, 8dg™
¢ a parcela referente as forgas residuais g e 8dr" ¢ a parcela referente as foras de referéncia
Fr. Os vetores 8dg® e 8d:+® sdo obtidos, respectivamente, por:

8d," = [K(d®D)] " gD, (10)
8d. 00 = [K(d(k‘l))]_lFr, (11)

em que g& D = A& DF — F (d*V) e K ¢ a matriz de rigidez representativa do sistema
estrutural. Os parametros incrementais de for¢a (AL) e de coordenadas nodais (Ad) no passo de
forca t+At e iteracdo k sdo calculados por, respectivamente, :

A = ApAK-D 4 538, (12)
Ad® = AdED + 5§40, (13)

Os parametros totais de for¢a (L) e de coordenadas nodais (d) sdo atualizados por,
respectivamente:

A0 = A=) 4 A0, (14)

d® = gk-1) 4 Aq®), (15)

A solugdo do problema estrutural dado na Eq. (8) ¢ obtida usando um esquema
incremental e iterativo. Como tal, para uma sequéncia incremental do pardmetro de forca AA,
os respectivos incrementos de coordenadas nodais Ad sdo calculados. A determinagdo do
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subincremento de forca S\ € funcdo da estratégia de iteragdo ou da equagao de restri¢do imposta
adicionalmente ao problema nao linear. O vetor de deslocamentos nodais na iteragdo corrente
(u®) ¢ determinado por:

u® =q® — °gq (16)
na qual °d é o vetor de coordenadas nodais no passo de forga 0 (estrutura indeformada).

3. METODO DE COMPRIMENTO DE ARCO LINEAR

A metodologia para a solucdo de problemas estruturais ndo lineares deve ser capaz de
tracar a trajetoria de equilibrio completa, identificando e passando por todos os pontos criticos
existentes. Para tal, utiliza-se um processo incremental-iterativo que consiste de duas etapas
(Leon et al., 2011):

1. a partir da ultima configuragdo de equilibrio da estrutura, seleciona-se um
subincremento de for¢a (definido como incremento de for¢a inicial - AA?), procurando
satisfazer alguma equagdo de restricdo imposta ao problema. Apoés a selecdo desse parametro,
determina-se o incremento inicial de coordenadas nodais Ad©); e

2. na segunda etapa de solugdo, procura-se por meio de uma estratégia de continuagdo
corrigir a solucdo incremental inicialmente proposta na etapa anterior, com o objetivo de
restaurar o equilibrio da estrutura. Se as iteragdes envolverem as coordenadas nodais (d) e o
parametro de forca (1), entdo uma equacdo adicional de restri¢do € requerida. O formato dessa
equagdo ¢ o que distingue as varias estratégias de iteracdo.

No método de Comprimento de Arco Linear proposto por Riks (1972, 1979), a trajetdria
de itera¢do ¢ mantida sempre ortogonal a tangente inicial em cada passo. A expressdo para o
incremento inicial do parametro de forga (solugdo predita) é dada por:

Al

A\ = :
ll3d. |l

(17)

na qual Al representa o incremento de comprimento de arco. Como proposto por
Crisfield (1991), o incremento Al pode ser utilizado como parametro de controle no passo de
forca corrente da seguinte forma:

0,5
Nd\"”
Al = tAl(—) ) (18)

na qual 'Al representa o incremento de comprimento de arco no passo de forga anterior,
Nd ¢é o numero de itera¢des desejadas para a convergéncia do processo iterativo corrente, e 'k é
o numero de iteracdes que foram necessarias para convergir no passo de forca anterior.

No processo iterativo subsequente, a equacdo de restrigio ¢®) usada para calcular SA%
¢ obtida fazendo com que a solugdo iterativa (8d®, SLMFy) seja ortogonal a solugdo incremental
predita (Ad®, ALOFy), ou seja:

T
¢ = §d® Ad©® + SAPANOE,TF, = 0. (19)
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Substituindo a Eq. (9) na Eq. (19), obtém-se uma expressao para a determinagdo da
correc¢do do subincremento de forca (k> 1):

Ad© " 8d%

: (20)
Ad©"3d% + AAOF,TF,

A = —

Desprezando-se o segundo termo no denominador da Eq. (20), isto é, A\QF,."F, = 0,
o parAmetro SA® fica:

Ad© 5ul

A0 = - — 5
Ad©® gl

e2y)

O sinal do incremento inicial de for¢a (AL?) pode ser positivo ou negativo. A escolha
correta do sinal é de suma importancia na definicdo das sequéncias de solugdes (d, A) que
permitam o avango continuo na resposta for¢ca-deslocamento. O procedimento utilizado neste
trabalho consiste na andlise do produto interno entre o vetor de coordenadas nodais
incrementais obtido no passo de forga anterior 'Ad e o vetor de coordenadas nodais corrente
3dr, ou seja: se 'Ad” 8dr > 0, entdo o preditor Ad® tem o mesmo sentido de 8dr; caso contrario,
o preditor tem sentido oposto (AL® «— -AL®),

Com o objetivo de limitar o processo iterativo, ¢ utilizado um critério de convergéncia
que deve obedecer a seguinte desigualdade:

llgll < tol:||F,]|, (22)

em que ||g|| € a norma do vetor forgas residuais, |[Fr|| ¢ a norma do vetor de referéncia e
tol € a tolerancia definida pelo usuario.

4. METODOS DE SOLUCAO

Os autores Potra e Ptak (1984) desenvolveram um método de dois passos baseado no
método de Newton-Raphson. Consistindo de duas avaliagcdes da fung@o dada e necessitando
apenas do célculo de derivadas de primeira ordem, foi possivel obter uma convergéncia cubica
e um indice de eficiéncia maior que o do método de Newton-Raphson (Soleymani et al., 2012).
O esquema iterativo para o método de Potra-Ptak, adaptado ao problema estrutural ndo linear,
¢ dado pelas equagoes:

K(d®)8d® = F{ + £}, (23)
d® = gD 4 §qo, (24)
FP = sA9F, + g(a®D), (25)
k
FO = 9109F, + g(y®), (26)
y® =t + [K(a® D) R, &)

O algoritmo referente ao Método de Potra-Ptak associado a técnica de Comprimento de
Arco Linear ¢ apresentado em seguida.
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Algoritmo.: Método de Potra-Ptak associado a técnica de Comprimento de Arco Linear
1. d<-0,Ad<0,L <0
2. Paran < 1,... Nmax

3 od; « K! F:

4. AL=AV|dd]

5. SeAd'ddr<0
6
7
8

AN < -AA
Fim-Se
. AdO « AL 8dr

9. Ad <« Ad©®
10. g <« (A+AR) Fr - Fine(d+Ad)
11. Parak « 1,...,imax
12. 8dg«K'lg
13. 31 < -(AdOT8d,)/( AAOT &dy)
14.  3di < ddg + OA1 od:
15.  Ad <« Ad +od:
16. Al < AN+ 0A1
17. g« (A+AL) Fr - Finl(d+Ad)
18. dy«K'lg
19. 82 < -(AdOT 8y)/( AdOT 8d,)
20.  8d:z < 8y + O\2 &d:
21. Ad < Ad + dd:
22, AN« AL+ 0\
23. g < (A+AL) Fr - Fine(d+Ad)
24.  Se|lg|| < tol - |[Fx|]
25. Terminar a execu¢do do Para
26. Fim-Se
27.  Calcular K(d+Ad)
28. od; < K! Fr
29. Fim-Para
30, d«d+Ad
31. A< A+AA
32. Al < AI(Nd/k)%3
33. Fim-Para

O esquema iterativo do Método de Newton-Raphson ¢ dado por:

K(d®D)sd® = F, (28)
d® = d& D + §a®. (29)

Para a analise com esse método, no algoritmo apresentado anteriormente as linhas 18 a
23 ndo sdo executadas, visto que o subincremento de deslocamento 8d2 = 0.
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5. RESULTADOS E ANALISE

Nesta se¢do sdo apresentados os resultados numéricos de problemas de treligas espaciais
com comportamento nao linear geométrico, com o intuito de aplicar o algoritmo proposto com
o método de Potra-Ptak e compara-lo com o método classico de Newton-Raphson Padrao. O
peso proprio das estruturas ¢ desprezado nas andlises. Ressalta-se, ainda, que ndo estdo
contabilizadas no tempo de processamento a geracao da malha e a visualizag@o dos resultados.

O algoritmo desenvolvido para a solugdo do problema nao linear descrito na Equacdo
(8) foi implementado usando o software Matlab, versdao 8.6 R2015b (MATLAB, 2015). Os
testes computacionais foram realizados em um computador Core i7 - 3537U com 8GB de
memoria.

5.1. CUPULA COM 25 NOS

Na Figura 2 ¢ mostrada uma ctpula com 25 nos e 60 elementos de barra com rigidez
axial adimensional EA = 1,0 x 10%, e submetida a seis forgas verticais de igual magnitude P
aplicadas nos noés 13 ao 18. Este problema de trelica foi estudado por Matias (2002). Os
parametros considerados nas simulagdes sdo: comprimento de arco inicial Al = 3,0; numero
maximo de iteragdes em cada ciclo imax = 100; numero de iteragdes desejadas Nd = 2;
incremento de forga AP = 10,0; e tolerancia tol = 1,0 x 10°.

Carregamento
No Forga
13 P

14
15
16
17
18

o g

v

Figura 2. Modelo estrutural da ctipula com 25 nds. Fonte: adaptada de Matias (2002).
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Na Figura 3 sdo exibidas as trajetorias de equilibrio (deslocamento vertical no topo da
estrutura versus forga P) obtidas com os métodos de Newton-Raphson (NR) e Potra-Ptak,
verificando-se boa concordancia com a resposta obtida por Matias (2002), com varios pontos
limites de forca (snap-throughs) e de deslocamento (snap-backs). O ponto limite de forga é um
ponto extremo (ponto de maximo ou minimo) no caminho de equilibrio, em que a tangente ¢
horizontal; e o ponto de deslocamento ¢ um ponto cuja tangente ¢ vertical no caminho de
equilibrio. Quando a estrutura atinge os pontos criticos a mesma pode tornar-se instavel e, por
isso, a identificagdo desses pontos ¢ de grande importancia para um projeto estrutural de
engenharia. Na Tabela 1 s3o apresentados os resultados numéricos das simulagdes efetuadas,
quanto aos numeros totais de incrementos de for¢a (NP) e iteragdes acumuladas (k) até a
convergéncia para a solug¢do e o tempo de processamento t (em segundos).

Na Figura 4 ¢ mostrada a cupula na configuracao deformada para os passos de for¢a NP
=3, 50, 100 e 174, identificando as barras tracionadas (cor preta) e comprimidas (cor vermelha),
a partir da simulagdo com o método de solucdo de Potra-Ptak. Vé-se, nessa figura, que com o
avanco dos incrementos de forca ha barras que invertem o sinal da for¢a normal, alterando a
tensdo de tracdo para tensdo de compressdo e vice-versa.

60 |
T S L S R
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Figura 3. Trajetorias de equilibrio da cupula com 25 n6s.

Tabela 1. Resultados numéricos das simulag¢des da cupula com 25 nds.

Método NP k¢ t(s)
NR 575 1163 6,605297
Potra-Ptak 174 356 2,550688
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Figura 4. Cupula com 25 nés na configuragao deformada para os passos de forga NP = 3, 50,
100 e 174.

5.2. CUPULA COM 73 NOS

A Figura 5 ilustra uma cupula construida de aco com moddulo de elasticidade
longitudinal E = 206,0 GPa. A secdo transversal de todas as barras ¢ A = 2,16 x 10 m?. Na
base da treliga ha apoios do tipo pino, ¢ uma forga vertical P ¢ aplicada no apice da mesma.
Essa estrutura possui 73 nds, 168 elementos de barra e 147 graus de liberdade. A Tabela 2
apresenta os valores para os parametros NP, k¢ e t (em segundos), obtidos das simula¢des com
os métodos de NR e Potra-Ptak. Nas analises foram considerados Al = 0,01, Nd = 3, imax = 100,
AP =375kN, e tol = 1,0 x 10°.

73

|

940,83
1569,47
1790,22

1109,80 |

2033,00
2900,00

Figura 5. Modelo estrutural da ciipula com 73 nos. Fonte: adaptada de Rezaiee-Pajand et al.
(2012).
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As curvas deslocamento vertical no topo da cipula versus forca P obtidas com o
algoritmo implementado sdo mostradas na Figura 6 com dois pontos limites de forga,
comparando-as com os resultados numéricos de Rezaiee-Pajand et al. (2012). As simulagdes
efetuadas com os codigos desenvolvidos neste trabalho foram conduzidas para além dos pontos
de equilibrio obtidos por esses autores. O ponto (a), na Figura 6, ¢ um ponto critico que
representa a for¢a maxima em que a estrutura pode suportar antes do snap-through. Nas
posicdes intermediarias, a forca P decresce e reverte de sinal duas vezes enquanto o
deslocamento vertical continua a crescer. Entretanto, ¢ impossivel permanecer em uma das
posicdes intermediarias porque elas sdo posi¢des de equilibrio instavel. Quando o efeito snap-
through termina no ponto (b), a estrutura comega a suportar valores adicionais de forga. A
cupula indeformada (posi¢ao inicial) e deformada (posi¢ao final) sdo apresentadas na Figura 7,
identificando as barras tracionadas e comprimidas.

Tabela 2. Resultados numéricos das simulag¢des da cupula com 73 nos.

Método NP ke t(s)
NR 105 284 4,644256
Potra-Ptak 36 70 1,685369

5.3. TRELICA ESPACIAL COM 46 NOS

Na Figura 8 ¢ apresentado o modelo estrutural de uma treligca espacial do tipo quadrado
sobre quadrado, com modulos piramidais de 2,5 m x 2,5 m e altura de 1,5 m, sendo trés modulos
na direcdo do menor vao e seis modulos na dire¢ao do maior vao, submetida a forgas verticais
nos nos indicados. Esta estrutura foi adaptada do trabalho de Souza e Gongalves (2006). A
estrutura ¢ apoiada em dois vértices (nds 1 e 22) e em dois pontos laterais (noés 5 e 26),
apresentando um balan¢o com 5,0 metros de comprimento. Os banzos inferiores da treliga sao
constituidos por barras de secdo tubular vazada ®76x2 e as demais barras por ®60x2, com
modulo de elasticidade longitudinal E = 200,0 GPa. Nas simulagdes sdo considerados os
seguintes parametros: Al = 0,1; Nd = 2; imax = 100; AP = 10,0 N; e tol = 1,0 x 10°°.

NP=72(P= 2.951586194234692 x10%)
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Figura 6. Curvas deslocamento vertical versus for¢a P no topo da ctupula com 73 nos.
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Figura 8. Modelo estrutural da treli¢a espacial com 46 nos.

Na Figura 9 sdo mostradas as configuragdes indeformada e¢ deformada da treliga,
indicando as barras que estdo tracionadas e comprimidas. As deformag¢des maximas de tragdo
e compressdo ocorrem nas barras 23-24 (banzo inferior) e 42-43 (banzo superior),
respectivamente. Na Tabela 3 s@o apresentados os resultados numéricos (NP, k¢ e t) obtidos
com os métodos de NR e Potra-Ptak.

Os caminhos de equilibrio (deslocamento vertical versus for¢ca P) em pontos especificos
da estrutura (nds 2, 15 e 28) aparecem na Figura 10. Na regido em balanco, vé-se que ha pontos
com deflexdes positivas, como obervado na curva deslocamento vertical no né 28 versus forga
P (Figura 10c), ocorrendo o levantamento de parte da estrutura.
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Figura 9. Configuracdes indeformada e deformada da treliga espacial com 46 nos.

Tabela 3. Resultados numéricos das simulagdes da trelica espacial com 46 nos.

Método NP ke t(s)
NR 78 161 2,053653
Potra-Ptak 30 60 1,195119

5.4. ANALISE DOS RESULTADOS

Os resultados numéricos com o método de Potra-Ptak mostraram que a convergéncia
para as respostas dos problemas ¢ alcangada com uma quantidade inferior de incrementos de
forca e iteragdes acumuladas necessarias para a convergéncia em comparagdo com o método
classico de Newton-Raphson Padrdo (NR). Isso implica na diminui¢do da quantidade de vezes
em que os sistemas de equacdes lineares (gerados da discretizagdo por Elementos Finitos) sdo
solucionados no processo incremental e, ainda, diminuem-se as atualizacdes da matriz de
rigidez K e do vetor de for¢a interna Fint durante o ciclo iterativo. O custo maior da iteragdo do
método de Potra-Ptak, em contraste com a iteracdo do método de NR, ¢ compensado com a
reducdo do ntimero passos de forca e iteracdes. Observa-se que no método de dois passos de
Potra-Ptak, resolve-se um sistema de equagdes lineares a mais do que NR na iteragao.
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Figura 10. Trajetorias de equilibrio para a treliga espacial com 46 nds: a) deslocamento
vertical no né 2 x forga P; b) deslocamento vertical no n6 15 x forca P; ¢) deslocamento
vertical no n6 28 x forca P.

Nas simulagdes ndo lineares de problemas de estruturas num processo incremental e
iterativo, resolver o sistema de equagdes lineares gerado a cada iteragdo €, em geral, o passo
mais caro ¢ que demanda maior tempo e esfor¢co computacional durante o processamento.
Mesmo com o impacto que o setor da microeletronica tem causado no desenvolvimento de
componentes computacionais, com destaque a sistemas mais compactos de memoria e
processadores cada vez mais rapidos, ainda assim, essas poderosas maquinas por si s6 nem
sempre conseguem tratar adequadamente os diversos modelos estruturais, quer por falta de
memoria, quer por excessivo tempo de resposta.

Nota-se que na iteracdo do método Potra-Ptak ¢ utilizada a mesma matriz de rigidez
para a resolugcdo dos sistemas de equagdes lineares; assim, estes sistemas podem ser
solucionados via decomposicdo (por exemplo, decomposi¢do LU), visto que uma Unica
fatoracdo no inicio da iteragdo ¢ necessaria. Deve-se ressaltar, no entanto, que os problemas
numéricos resolvidos sdo de pequena escala no contexto computacional atual, pois possuem
menos de 220 graus de liberdade. Para sistemas dessa ordem de grandeza, métodos diretos
costumam ser mais eficientes. Os métodos iterativos de solucdo sdo vantajosos quando os
problemas tiverem um nimero maior de graus de liberdade e recursos de aloca¢do de memoria.
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A matriz de rigidez K do sistema estrutural ¢ caracterizada por um elevado indice de
esparsidade. Pode-se obter uma melhor eficiéncia numérica do codigo computacional
apresentado por meio de algoritmos que armazenam os coeficientes ndo nulos presentes na
matriz ¢ efetuam operagdes entre matrizes ¢ vetores com estes coeficientes, evitando, dessa
maneira, os calculos redundantes envolvendo elementos nulos.

CONCLUSAO

A crescente simulacdo de modelos estruturais complexos - por meio do Método dos
Elementos Finitos - tem exigido a manipulag@o de grande quantidade de dados, que ¢ intrinseco
ao método, bem como a procura da diminui¢do do tempo de resposta para a resolucdo do
problema estrutural. O codigo computacional desenvolvido com o método de solucao de Potra-
Ptak, associado a técnica de Comprimento de Arco Linear, conseguiu tracar a trajetoria de
equilibrio das trelicas espaciais estudadas, identificando e ultrapassando pontos limites
existentes de for¢ca e de deslocamento. As analises ndo lineares com a metodologia proposta
mostraram-se bastante promissoras, visto que para os problemas testados ndo ocorreram
instabilidades numéricas durante as simulagdes, obtendo-se as respostas com menor tempo de
processamento, em comparacao com as obtidas com o método de Newton-Raphson Padrio.
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