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Resumen

En este trabajo se realiza un breve repaso a la metodologia de reducciéon de mo-
delos a priori, basada en representaciones separadas, conocida como Descomposicion
Propia Generalizada (o PGD, por sus siglas en inglés). A continuacién, se desarrolla una
aproximacion para la resolucion de problemas de alto orden que utiliza polinomios de
Hermite en el marco de una formulacion de Galerkin. Dicha aproximacién se analiza en
detalle con la ayuda de dos problemas clasicos de validacién: la flexion de una placa

rectangular apoyada y la cavidad con pared movil.
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Capitulo 1

Introduccion

Los ingenieros han acudido tradicionalmente a la reduccion de los modelos como la
unica metodologia disponible para solucionar problemas complejos en épocas en las
que la capacidad de célculo disponible no era mucha. Asi, por ejemplo, el modelo de vi-
ga de Euler, Bernoulli y Navier, desarrolla unas ecuaciones monodimensionales para la
resolucién practica del campo de desplazamientos, deformaciones y tensiones en pie-
zas que realmente son tridimensionales. De la misma manera, el método de los modos
normales para resolver problemas elastodinamicos lineales supone que la solucién del
problema se puede escribir como una combinacion lineal de unos pocos modos, esto
es, las frecuencias propias de vibracién de la estructura analizada.

Mas recientemente (ya en el s. XX, de hecho), esta metodologia de reduccién de la
complejidad de los modelos ha sido sistematizada y aplicada con éxito en multitud de
campos de las ciencias aplicadas y la ingenieria, tanto para problemas lineales (Karhu-
nen, 1946), (Lorenz, 1956), (Loeve, 1963), (Ryckelynck et al., 2006) como no lineales (Te-
nenbaum et al,, 2000), (Chaturantabut and Sorensen, 2010). En general, estas técnicas,
que reciben distintos nombres en distintos campos de la ciencia y que han sido redes-
cubiertas en multitud de ocasiones, como Principal Component Analysis (PCA), Proper
Orthogonal Decomposition (POD), empirical eigenvectors o muchos otros nombres simi-
lares, tienen como objetivo encontrar una buena aproximacién de la solucion buscando
un numero minimo de funciones. Para ello, generalmente se han de resolver problemas
similares al propuesto. Mediante un proceso de minimizacion estadistica, se extraen las
funciones que contienen mas informacién (o energia) de la solucién. Esto se hace con
la esperanza de que las funciones encontradas constituyan una buena solucién para el
problema dado y que difieran muy poco de la solucién exacta.

En problemas definidos en coordenadas espacio-temporales, se trataria, en suma,

17
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de encontrar aproximaciones del tipo:

N

u(z, t) =~ ng)z(m) “Ai(t), (1.1)

i=1

donde \;() representa una coleccién de coeficientes temporales y ¢;(x) una serie de
funciones dependientes Unicamente de variables espaciales y que son las que mejor
representan, desde un punto de vista estadistico, la solucién del problema. Si consi-
deramos los resultados de una simulacién de elementos finitos, de la que dispondria-
mos de los valores nodales para cada incremento de tiempo, y los agruparamos todos
en una matriz A cuyas columnas fueran los valores nodales u(x;,t;), j = 1,..., M,
k =1,...,T, entonces los N vectores ¢;(x) se corresponderian con los autovectores
asociados a los N mayores valores singulares de la matriz A.

En general, este tipo de técnicas ha gozado de un amplio predicamento en muchas
ramas de la ciencia, pero posee severas limitaciones. La primera, el hecho de que sean
necesarias las soluciones de ciertos problemas completos similares para determinar la
base ¢; con la que resolver el problema dado, con la esperanza de que ésta también
sea Optima para él. La segunda, que su complejidad aumenta exponencialmente si el
problema propuesto es paramétrico, es decir, del tipo:

u:U“(w?t?plvaa"')pP)a (12)

donde los distintos p,,,, m = 1,..., P, representan parametros del problema. Intentar
obtener soluciones completas mallando el hiperdominio que resultaria es simplemen-
te imposible, por el crecimiento exponencial del numero de grados de libertad de la
malla resultante con el nimero de dimensiones del espacio de fase. Es lo que se ha
dado en llamar como la maldicién de la dimensionalidad (Laughlin and Pines, 2000).

Para intentar solucionar la primera de las dificultades antes mencionadas, P. Lade-
veze desarrollé6 un método a priori, es decir, que no necesitaba de la solucién de pro-
blemas similares a posteriori, obteniendo asi una aproximacién espacio-temporal que
denomind Radial Loading Approximation, incluido en su método LArge Time INcrements
(LATIN) (Ladeveze, 1999), (Ladeveze et al., 2010).

Mas recientemente, F. Chinesta generalizé de manera independiente esta aproxima-
cion, orientandola hacia el problema multidimensional, dando asi lugar a la Descompo-
sicion Propia Generalizada (PGD), por oposiciéon a la Descomposicion Propia Ortogonal
(POD) (Ammar et al., 2006), (Ammar et al., 2007), (Gonzalez et al., 2010), (Chinesta et al.,
2010), (Chinesta et al., 2011), (Chinesta et al., 2013). Desde entonces, la PGD ha teni-
do un tremendo desarrollo en multitud de aplicaciones, como lo prueba la larga lista

Universidad Zaragoza
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de referencias posibles que, sin animo de ser exhaustivos, se incluyen: Ammar et al.
(2012), Boucinha et al. (2013), Ghnatios et al. (2012), Gonzalez et al. (2012), Ladeveze
and Chamoin (2011), Ladeveze et al. (2010), Nouy (2010), Pruliere et al. (2010), Ammar
et al. (2010). Los métodos reduced bases (Maday et al., 2002) han tratado de obtener la
base reducida haciendo un muestreo éptimo del espacio paramétrico. Sin embargo,
este muestreo requiere conocer estimadores de error a priori cuya obtencién resulta
en muchas circunstancias delicada. Por ello, en lo que sigue, este trabajo se centra en
la PGD, que resulta ser una técnica mas sistematica.

En la Seccion 1.1 se realiza un breve resumen de las caracteristicas mas importantes
de la técnica PGD en su versién mas estandar, aquélla basada en la aproximacion por

polinomios a trozos lineales en un método de Galerkin.

1.1. Unrepaso ala Descomposicidon Propia Ge-

neralizada

La Descomposicion Propia Generalizada (en inglés Proper Generalized Decomposi-
tion o PGD) es una metodologia de reduccion de modelos a priori basada en el uso de
representaciones separadas. Como se ha comentado anteriormente, inicialmente se
desarroll6 para la resolucién de problemas estructurales no lineales en espacio-tiempo
(Ladeveze, 1999). Pronto evoluciond hacia su aplicacién en modelos definidos en es-
pacios con un alto nimero de dimensiones y, posteriormente, se extendié a modelos

generales en mecanica computacional.

La caracteristica principal de la PGD es que aproxima la solucién exacta del problema
imponiendo separacion de variables. Asi, si u(x), € R¢, es la solucién del problema,
ésta se aproxima en la PGD como

N
u(@) & Y Fi(r1) - Fi(x) - ... - Fij(xa), (1.3)

=1
donde d es el nUmero de dimensiones del problema. A diferencia de otras metodolo-
gias (como la Descomposicion Propia Ortogonal, POD), las funciones F?(x,,) son fun-
ciones desconocidas a priori. Notese que no es estrictamente necesario realizar una
descomposicién completa del espacio de fase, pudiéndose agrupar ciertas dimensio-
nes y otras no. Por ejemplo, en Bognet et al. (2012) se utiliza de manera especialmente
eficiente la PGD para obtener soluciones tridimensionales en geometrias degeneradas,

MecanicaAplicada
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como placas y ldaminas, mediante una descomposicion del tipo:
%

donde la complejidad resultante del método es esencialmente la de la determinacion
de las funciones F}(z,y), y por tanto, aproximadamente la de un problema bidimen-
sional, siendo la determinacion de las funciones F;(z) de coste despreciable, al ser pro-

blemas unidimensionales.

La estrategia de determinacion de las funciones incognita F; sigue un algoritmo vo-
raz (greedy algorithm). Esto significa que en la determinacién de cada sumando se selec-
ciona un 6ptimo local con la esperanza de llegar al 6ptimo global. Pero cada sumando
estd compuesto por un producto de funciones desconocidas, que suelen aproximarse
mediante elementos finitos, cuyos valores nodales deben determinarse. Esto da lugar
a un problema no lineal. El método con el que se calculan los nuevos términos de la
suma puede ser cualquiera de los muchos existentes (Newton, cuasi-Newton, ...), pero
se prefiere siempre que se pueda, por su sencillez conceptual y de programacion, el
método de punto fijo. En cada paso de este algoritmo se obtiene una de las funciones

separadas, que se van actualizando sucesivamente para minimizar el residuo.

En este trabajo se desarrolla la aplicacion de la PGD a la resolucion de problemas
de alto orden. Se presenta una estrategia para resolver el problema biarménico (cuarto
orden), mediante la combinacion del método de Galerkin con polinomios de Hermite
para las funciones de forma. Por supuesto, no es la Unica estrategia posible. Otras, como
el uso de funciones de aproximacion suaves como MLS (Belytschko et al., 1994), maxima
entropia local (Gonzalez et al., 2010), etc., serian igualmente posibles.

Universidad Zaragoza



Capitulo 2

Descomposicion Propia
Generalizada

En esta seccidn se desarrollan los detalles de la implementacion de la PGD, y para
ello se comienza con un caso sencillo e ilustrativo (Chinesta et al., 2014).

Se considera la solucién de la ecuaciéon de Poisson
Au(r,y) = f(z,y) en Q,

en un dominio rectangular bidimensional 2 = Q, x Q, = (0, L) x (0, H).

Se especifican condiciones de contorno de Dirichlet para el campo desconocido
u(z,y), es decir, que u(zx, y) debe ser nulo en el contorno del dominio T".

Para todas las funciones test u* adecuadas, el residuo ponderado tiene la siguiente
forma:

/ u* - (Au— f)dz - dy =0,
Qe xQy

o, de forma mas explicita,

Pu 0%u
* (22 2% . =0. 2.1
/Qxey u ((9:1:2 + 352 ) dr-dy =0 (2.1)

El objetivo de la PGD es obtener una solucién aproximada para la Ec. (2.1) con la

forma separada
N

u(w,y) = Xi(x) - Yi(y). (2.2)

i=1

La construccién de esta solucion implica calcular cada término de la aproximacién
uno por uno, enriqueciendo asi la aproximacién PGD hasta satisfacer un criterio de con-
vergencia determinado.

21



22 Carlos Quesada Granja

2.1. Enriquecimiento de la aproximacion

La construccién progresiva de la representacion separada se conoce como etapa de
enriquecimiento. En cada paso n del enriquecimieno (paran > 1), los primerosn — 1
términos de la aproximacion PGD descrita en la Ec. (2.2) ya se suponen calculados:

W ) = Y Xila) Vi)

A continuacién, se desea calcular el siguiente término de la aproximacion, que se
denotard como R(z) - S(y):

n—1

u"(w,y) = u" M@ y) + R(x) - S(y) = Y Xi(w) - Yi(y) + R(x) - S(y).  (23)

=1

Tanto R(x) como S(y) son funciones desconocidas en el paso actual n del enrique-
cimiento. Puesto que aparecen en forma de producto, el problema resultante es no
lineal y requiere de un esquema de linealizacion adecuado.

El esquema iterativo mas sencillo es una estrategia de direcciones alternadas cono-
cida como método del punto fijo. Este método permite obtener la R(x) de la iteracién
actual p a partir de la S(y) de la iteracion anterior p — 1 para, a continuacién, obte-
ner la S(y) de la iteracion actual p a partir de R(x) que se acaba de calcular. Para que
comience el proceso iterativo, se debe espicificar un valor inicial arbitrario Sy(y). Las
iteraciones se sucederan hasta alcanzar un punto fijo (de ahi el nombre del método),
delimitado por una tolerancia e previamente especificada, es decir

[ Rp() - Sp(y) — Rp-1(x) - Sp-1(y)
Rpfl(l’) ) Sp71<y)
donde ||-|| es una norma adecuada.

I

Una vez halladas las funciones, el paso n del enriquecimiento termina identificando
R(x) con X, () y S(y) con Y, (y).

El proceso de enriquecimiento se detiene cuando se obtiene una determinada me-
dida del error e(n) lo bastante pequefia, esto es e(n) < €.

En el siguiente epigrafe se describe con mas detalle una iteracion del método del
punto fijo para un paso cualquiera del enriquecimiento.

2.2. Método del punto fijo

Como ya se ha comentado anteriormente, cada iteracion del esquema del método
del punto fijo consta de los dos siguientes pasos:

Universidad Zaragoza
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= Célculo de la funcién R(z) de la iteracién actual, siendo conocida la funciéon S(y)
de la iteracion anterior.

= Calculo de la funcion S(z) a partir de la funcién R(x).

2.2.1. Calculode R(x) a partir de S(y)

Recordando la Ec. (2.3), la aproximacion se puede escribir como

n—1

u(z,y) = Y Xi(x) - Yi(y) + R(x) - S(y), (2.4)

i=1
donde todas las funciones son conocidas excepto R(z).

La eleccion mas sencilla para la funcién de ponderacion u* en la formulacion de

residuos de ponderacion de la Ec. (2.1) es
u(z,y) = R'(x) - S(y) + R(z) - S*(y), (2.5)

que es equivalente a seleccionar la forma residual ponderada de Galerkin de la ecua-
cion de Poisson. En este caso, la funcion S(y) es conociday, por lo tanto, S*(y) = 0. La
Ec. (2.5) queda entonces como

u*(z,y) = R*(x) - S(y). (2.6)

Sustituyendo las Ecs. (2.4) y (2.9) en la Ec. (2.1), se obtiene

[ r@-sw (d B2) st) + Ria) - fyﬁw)dx-dy:

dz?

n—1
d*X; d?Y;

=— R*(z)-S(y) - ( Z-YmLXZ--—Z)dac-dij
/ @) 50) 3 (G 0

—|—/ R*(z)-S(y) - f(z,y)dx - dy. (2.7)
Qe Xy

El término fuente f(x,y) también se debe escribir como una representacion sepa-
rada de la forma
M
flay) =D Fr(z)- F(y), (2.8)
j=1
que se puede obtener mediante descomposicién en valores singulares (SVD) para el
caso bidimensional o mediante descomposicion en valores singulares de alto orden
(HOSVD) cuando el numero de dimensiones es mayor.

MecanicaAplicada



24 Carlos Quesada Granja

Puesto que todas las funciones de i son conocidas en la Ec. (2.7), se pueden calcular

las siguientes integrales unidimensionales en el dominio €2,

)
ot = [, (S())? dy.

B = fQ S(y) ) %(Qy)dy’

W= Jo,SW) - Yily)dy,

) ’ d2Yi§y)dy7

)

dy
- (y)dy.

La Ec. (2.7) queda entonces como

/ R (oﬂ ER@) | g R(w)) dr =

dx?
n—1
. . X
:_/QIR (x)-izl (% =+ X> da+
M
+/Q R(x)- (ng-g@(@) dz.

De esta manera, se ha obtenido la forma del residuo ponderado de un problema
unidimensional definido en el dominio €2,, que se puede resolver (por ejemplo, me-
diante el método de los elementos finitos) para obtener la funcién R(z) que se estd

buscando.
Una vez obtenido R(x), se puede proceder con el segundo paso de la iteracion p.

2.2.2. Calculode S(y) apartirde R(x)

El procedimiento es idéntico al que se ha seguido en el apartado anterior. De hecho,
simplemente se intercambian los papeles de las funciones relevantes de x e .

La aproximacién PGD actual sigue teniendo la expresién de la Ec. (2.4), con la di-
ferencia de que, en esta ocasion, todas las funciones son conocidas excepto S(y). La
formulacion de Galerkin de la Ec. (2.1) se obtiene nuevamente con la Ec. (2.5). En este

caso, la funcién R(z) es conocida y, por lo tanto, R*(z) = 0:

u*(z,y) = R(x) - S*(y). (2.9)

De esta manera, al sustituir en 2.1 se obtiene

x d*R(x) 2S(y)
/szgy Bla) 5°)- ( Tz SWy) + R(z) i )dx.dy:
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X; d2Y
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+/ R(zx)-S*(y) - f(z,y)dz - dy. (2.10)
Qe Xy

Puesto que todas las funciones de x son conocidas, las integrales en el dominio 2.,

se puede calcular para obtener

(v = [, (R(2))*dz,

B = f, R(x) - PP,
= fﬂx R(z) - X;(x)dz,
= Jo, R(x) - S5 da,
= sz R(z) - Ff(z)d.

La Ec. (2.10) se puede escribir ahora como

/Qy S*(y) - (ay dQZ( v)
/ S*(y j;ll ( % ) dy+
i /Q 5(y)- (jZM@’ ' Ff’@)) dy. (2.11)

Igual que antes, se ha obtenido la forma residual ponderada de un problema eliptico
definido en el dominio de €2, cuya solucién es la funcién S(y). La formulacién fuerte

correspondiente a este problema unidimensional tiene la forma
d2S n—1
- dy<)+ﬂy ()=—Z(v§’ )+£y
=1

De nuevo, se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden, ya que
la ecuacion de Poisson original implica derivadas de segundo orden del campo desco-
nocido con respecto a y. A partir del residuo ponderado y de las formulaciones fuertes,
se siguen de forma inmediata las condiciones de contorno homogéneas de Dirichlet
S(y=0)=S(y=1L)=0.

En este punto, la iteracion p del paso n de la etapa de enriquecimiento esta comple-
tada.

Es importante observar que la ecuacién de Poisson bidimensional original, definida
en el dominio Q2 = Q, x €, se ha transformado, siguiendo la metodologia PGD, en

L <>)dy:

&Y,
R

MecanicaAplicada



26 Carlos Quesada Granja

una serie de problemas unidimensionales desacoplados formulados en €2, y Q,. Si se
hubiera considerado la ecuacién de Poisson definida sobre un dominio de dimension
D, estoes {21 x 9 x --- X Qp, su solucion PGD habria supuesto de manera similar
una serie de problemas unidimensionales desacoplados formulados en cada ;. Esto
permite explicar la viabilidad de la obtencion de soluciones PGD a problemas con un
numero elevado de dimensiones.

2.3. Ejemplo numérico

En esta seccidn se ilustra el desarrollo de las secciones previas. Se comparan las so-
luciones PGD y analitica de un problema de transferencia de calor bidimensional:

Au(z,y) = f(z,y),

definido en un dominio cuadrado bidimensional 2 = Q, x Q, = (-1,1) x (-1,1)y
con condiciones de contorno homogéneas. Se considera las siguiente representacion
separada para el término fuente f(x,y):

f(z,y) = 2sin(2my) + 47*(1 — 2?) sin(27y)
La solucién exacta del problema se conoce de antemano:
ue(x,y) = (1 — %) sin(2my).

Desde un punto de vista practico, las funciones se deben definir de forma discreta.
De esta forma, las funciones desconocidas X;(z), Y;(y), R(z)y S(y) se definen usando
una interpolacion en elementos finitos unidimensional que se asumira lineal por tra-
mos. Para este problema, se ha considerado una malla uniforme unidimensional con el
mismo numero de nodos en las dos dimensiones espaciales (M = 41), y se ha asumido
un criterio de parada de e < 1074,

La solucién se alcanza en una sola iteracion (/N = 1). Las dos funciones que compo-
nen este Unico modo se representan en laFig. 2.1;y su producto, X (x)-Y1(y) = u(z,y),
en laFig. 2.2.

Puesto que la solucién analitica u.(z, y) es conocida, es posible obtener la norma
del error relativo L? de la aproximacion u(z, y) mediante la expresion:

\/fQ ue(,y) (:v y))2 s

fQ Ue (T 7
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Figura 2.1. Modos para el problema propuesto.

i \‘}}\\‘\.\\\\““-“

“‘Q“\ s \ \\\\\\\\\ N

05, l""’ftgg&}\‘\e‘\\“\‘/\;ﬂ‘:“ \‘\\‘\“&%\“ \‘“\‘%‘\\\‘
.,‘,‘.‘ﬂm i

y 14

Figura 2.2. Solucién para el problema propuesto.

donde la integracién numérica se realiza, en este caso, usando la cuadratura de Gauss.
EnlaFig. 2.3 seilustrala convergencia de la solucién PGD para este ejemplo, mostrando
E(u) como funcién de M. Se observa cdmo el error disminuye a medida que se refina
la malla (Chinesta et al., 2014).
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10
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Figura 2.3. Error E/(u) como funcién del nimero de nodos M que componen la malla

en el problema propuesto.
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Capitulo 3

PGD para operadores de alto
orden

El problema biarmonico, ademas de ser un problema de referencia para métodos
numeéricos y analiticos, aparece en muchas aplicaciones practicas. Por ejemplo, modela
la flexion de placas delgadas o el flujo de un fluido viscoso en 2D cuando se utiliza la
llamada funcién de corriente, por ejemplo. Por ello se ha tomado como problema de
referencia sobre el que estudiar el comportamiento de las soluciones desarrolladas en
este trabajo: la flexion de placas delgadas y el problema del flujo en una cavidad con
pared movil (lid-driven cavity).

El problema biarménico bidimensional se describe mediante la siguiente ecuacion:
Ny = f(z,y) en £, (3.1)

donde
ot ot ot
2 _
A= Ox? + 26x28y2 * oy’

y se suponen las siguientes condiciones de contorno homogéneas:

u:Oy%:O en 0f). (3.2)
on
En el caso de la PGD, a diferencia de las técnicas de elementos finitos tradicionales,
la imposicion de condiciones de contorno no homogéneas juega un papel preponde-
rante en el desarrollo del método (Gonzalez et al., 2010). En el siguiente epigrafe se
desarrollan estos aspectos en detalle.
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3.1. Método de Galerkin con polinomios de Her-
mite

En esta seccion se define una estrategia para hallar una solucién aproximada al pro-
blema biarmonico. Se empleara el método de Galerkin para la discretizacion del pro-
blema y se usaran los polinomios de Hermite como funciones de forma (Fig. 3.1). Los
polinomios de Hermite permiten obtener de manera sencilla una solucién con con-
tinuidad C!. A cambio, introducen los giros nodales (primera derivada de la variable
esencial) como incognitas del problema.

Slope =0
Nui P Ny,
1 Slope =0 /\Slope -0
2 1, /Slope = 1 2
> >
§=-1 £=1 ¢=-1 £=1
Slope =0 =
Nz P 1 Slope =
Slope =0 \/
! I 2 7" Slope =1
g=-1 &=

Figura 3.1. Polinomios de Hermite.

El procedimiento parte nuevamente de la forma débil del problema descrito en la
Ec. (3.1),

/Q /Q A (z,y) - Aulz,y) — u*(z,y) - f(z,y) dz dy = 0.

La funcion de ponderacion w*(z, y) tiene la misma expresion que la Ec. (2.5), de tal
forma que, al introducirla junto a la funcién de aproximacion en la formulacion débil,
se obtiene

Z/ CD D e [ vt sty +

Yy

dx? dx?

Z/ ddxzx ddx(g)dfﬂ-/ﬂylé(y)ﬂ*(y)dw
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+/ﬂz (dQCZ(Qx))Q dr /Qy S(y) - S*(y) dy +

+Z/ Xi(x)-R*(x)dx-/Q dNily) E5W) 4y

— Ja, dy? dy?
L R(z) - R*(z) dx /Q (dez(Qy))z dy +
" 2 2 g
—l—iZl/Qin(x)-R(x)dm -/Qy d;zgy) 4 gyiy) dy +
+/m(R(x))2dg; /Q d?ygy) | dgg;gy) dy +
oS [ ) A, [ ) ),

o A [ (S0 0

~ [ dXi(z) dR(x) / dYi(y) dS*(y)
92 . . .
+ ; / . dx dx dr o, dy dy +

o[ () [ S0 50,

- / R'(x) - f(a) da - / S() - fly) dy +

_/Q R(z) - f(z) d /Q S*(y)- fly)dy =0. (3.3)

Para hallar las funciones X;(z) e Y;(y) se seguira el procedimiento descrito en el ca-
pitulo anterior: en la etapa de enriquecimiento de la PGD, se utilizara el método iterati-
vo del punto fijo para despejar S(y), suponiendo que R(z) es conocida (y por lo tanto,
R*(z) = 0); y una vez obtenido S(y), se calculara la funcién R(z) (con S*(y) = 0).
Estos dos pasos se repetiran hasta que el error en la iteracién actual sea menor que un
determinado valor de tolerancia. Por su parte, la etapa de enriquecimiento continuara
hasta que se alcance la convergencia.

Desde este punto de vista, la formulacion PGD del problema biarménico emplean-
do polinomios de Hermite pareceria no introducir ninguna dificultad adicional sobre
la formulacion estandar con operadores de orden dos. Sin embargo, la imposicién de
condiciones de contorno esenciales no homogéneas, definidas ahora tanto en la varia-

ble esencial como en su primera derivada, merece un comentario especial.
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3.2. Imposicidon de condiciones de contorno

esenciales no homogéneas

Como es facil comprobar, el método PGD proporciona siempre soluciones al pro-
blema homogéneo. Para la resolucién, como es el caso, de problemas con condiciones
de contorno de Dirichlet no homogéneas, habitualmente se acude a una técnica de
cambio de variable. Asi, se supone que es posible encontrar una funciéon v, continua
en el dominio €2, que satisface las condiciones de contorno no homogéneas. Entonces,
la solucion al problema se puede obtener como

u=1v+z,
de forma que el problema se traslada a uno homogéneo en la variable z:

ANz=f—A*%  en(
0z

z on en €

Se puede encontrar informacién mas detallada sobre como cambiar de la condicién
de contornoinhomogénea ala homogénea en el contexto de la PGD en (Gonzalez et al.,
2010).

En lo que sigue, se proponen dos alternativas para hallar la funcién v:
= Empleo de R-funciones.

= Formulacién penalizada.

3.2.1. Empleo de R-funciones

Es fundamental determinar de manera eficiente la funcién . En algunos trabajos
previos (Gonzalez et al., 2010), la funcién ¢ se determina mediante el uso de R-funcio-
nes (Rvachev et al., 2001) (Rvachev et al., 2000). En el caso de problemas de alto orden,
las condiciones de contorno estan impuestas tanto en la variable del problema como
en sus derivadas. Por tanto, es importante obtener una funcién v que verifique todas
las condiciones de contorno con eficiencia. La técnica de las R-funciones permite una
solucion especialmente eficiente para este problema. Asi, en Rvachev et al. (2000) se
propone la construccion de la funcién ¢ como se sigue a continuacion.

En primer lugar, se supondra que el contorno se define como un Planar Straight Line
Graph (PSLG), es decir, un conjunto de lineas rectas 052; que discretizan dicho contorno.
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Sea entonces w una funcién normalizada, es decir, que se comporta como una pseudo-

distancia:
Ow 0Fw
wlaa = 0, anl = L, Ikl T 0,
AP LLARPYS
conk = 2,...,mynlanormal al contorno esencial. Entonces, se denomina normali-

zador de una funcion f(x) a la funcién

f (@) = fla - wVw).
En este caso, por construccion, f* verifica que

8kf*

[ (®)|oa = f(x)]on; ant |, 0,

es decir, f* se comporta esencialmente como una constante en la direccién normal al

contorno.

Supdngase entonces que cada segmento 0S2; del PSLG se define mediante una ecua-
cién implicita w; = 0. De esta forma, si las condiciones de contorno definidas sobre 052

son del tipo
oFu
u(z)|oq = fo(x), Ik o = fr(x),
con k = 1,2,...,m, entonces, si se han definido en el contorno condiciones de or-

den m; — 1, se puede construir la funcién buscada ) de la forma

_ Zf:l Puw; ™
B 25:1 w; 7

donde cada P, se corresponde con los polinomios de Taylor generalizados

¥

* . 1 *
P=fy+ Z Efkwk
k=1 """

Notese que hay un polinomio P; para cada uno de los s segmentos del contorno
sobre los que se define una condicién esencial no homogénea. Para una explicacién
mas detallada sobre la técnica de las R-funciones, se recomienda la referencia Rvachev
et al. (2000).

En la Fig. 3.2 se muestra un ejemplo de construccion de una R-funcién para un con-
torno esencial arbitrario con condiciones esenciales no homogéneas de primer orden.
En la Seccién 3.3 se incluyen ejemplos de R-funciones con condiciones en la primera
derivada de la variable esencial.
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Figura 3.2. Ejemplo de aplicacién del método de las R-funciones a la imposicién de
condiciones de contorno esenciales no homogéneas. Arriba, PSLG que define el con-
torno esencial. Abajo, R-funcién resultante que, como se puede observar, se anula en
el contorno esencial.

3.2.2. Formulaciéon penalizada

Otra posibilidad, si no se quiere que la funcién v verifique las condiciones sobre la
variable esencial y su primera derivada, es hacer que sélo verifique la condiciéon u(x €
I') = fi eintroducirla en la primera derivada de la formulacién diferencial con un coe-
ficiente de penalizacion, esto es

/z /Qy u*(z, y) (APu(z, y) — f(2,y)) da:+)\/ru* (g—z - f2) dz = 0.

En lo que sigue se aplicard la formulacién penalizada combinada con la colocacién
espectral y el uso de las R-funciones junto con una discretizacién Hermite.
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3.3. Resultados numeéricos

En esta seccidn se muestran los resultados obtenidos con la estrategia anteriormen-
te presentada para dos problemas que se pueden modelar con la ecuacién biarménica:
la flexién de una placa rectangular apoyada y la cavidad con pared mévil.

3.3.1. Flexion de una placa de Kirchhoff rectangular

El problema propuesto en las Ecs. (3.1) y (3.2) es equivalente al calculo de la defor-
macién en una placa apoyada mediante el modelo de Kirchhoff, a la que se le aplica una
carga distribuida definida por la funcién f(z, y) (Fig. 3.3). En este caso, sin embargo, se
considera una placa simplemente apoyada, de forma que las condiciones de contorno
esenciales en la primera derivada del desplazamiento no estan fijadas, pasando a es-
tarlo las segundas derivadas (condiciones de Neumann, proporcionales al momento
flector en el borde que, al considerarse ahora libre el giro, seran nulas).

[ Vi vd £
/A A A A A A A A A A A A
L a

O >

Figura 3.3. Definicion del problema de una placa apoyada en flexion, solicitada por una

carga distribuida f(x,y).
Se ha tomado para este caso,
f(z,y) = —8r* (cos(2mz) sin®(ry) + sin®(mz) cos(2my) — cos(2mx) cos(2my)) ,
de forma que la solucién analitica del problema es
u(z,y) = sin?(rx) sin?(my).

EnlaFig. 3.4 serepresentan los modos de la solucién (un sélo producto X (z)-Yi(y)).
La solucién asi construida se muestra en la Fig. 3.5.
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Figura 3.4. Modos obtenidos en desplazamientos para la placa rectangular apoyada.
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Figura 3.5. Solucién en desplazamientos (izda.) y giros (dcha.) para el problema de la

placa rectangular apoyada.

3.3.2.

vidad con pared movil

Problema con condiciones de contorno no homogéneas: la ca-

Se considera ahora el problema clasico de la cavidad con pared mévil o lid-driven

cavity problem. En este problema, un fluido se encuentra contenido en un depésito ge-

neralmente cuadrado, con una velocidad conocida en todo el contorno (velocidad nula

en tres de sus lados y forzada en el cuarto). Este ultimo es precisamente el que fuerza el

movimiento del fluido en el seno del depdsito. En este caso, la solucién de la ecuacion
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biarmdnica representa la funcién de la corriente, a partir de la cual puede calcularse la

velocidad del fluido como:

La geometria y las condiciones de contorno del problema de la cavidad con pared

movil se muestran en la Fig. 3.6.

>
u=0, ou/dy=1-x?
y
u=0, ou/ox=0 X u=0, ou/ox=0
u=0, ou/0y=0

Figura 3.6. Geometriay condiciones de contorno del problema de la cavidad con pared
movil.

El problema se considera como biarmonico bidimensional, en el dominio Q = (—1,1)?
y sujeto a las condiciones de contorno:

0
u:fla_ZZfQ

donde f; y f5 son funciones dadas.

Utilizando la estrategia comentada anteriormente, la solucion del problema biar-
monico se redefine mediante un simple cambio de variable para la imposicién de las
condiciones de contorno, como u = z + .

Una vez obtenida la funcion ¢» mediante la aplicacion de la técnica de las R-funcio-
nes, laforma débil para el nuevo problema en z cambia con respecto alaEc.(3.3). Ahora,
para la p-ésima iteracién del n-ésimo paso de la etapa de enriquecimiento, cuando la
funcién R(z) es conocida (R*(z) = 0), se obtiene:

& d?X;(z) d*R(x)
. dr - Yi(y) - S*(v) d
S e S / )+ (y) dy +
dew d*R(x)

+Z/ T du /Q Y/ (y) - S*(y) dy +

Y
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+/ﬂz (d2£3<2x))2 dr /Qy S(y) - S*(y) dy +
+i/ﬂ Xi(x) - R(x) do /Q d2;/;gy) _ deS;y) dy

3 2yY 2 o
+;/g}zxy<x).3<x>dz,/g Vi) )

0 0 dy +

d’S(y) d*S*(y)
2 . .
—l—/xR (x) dx /Qy e 07 dy +

" dXi(x) dR(z) dY;(y) dS*(y)
—i—QZ/ S dx-/Q dyy . a0y dy +

Y

dXd’ T ay(y) ds*
+22/ <>dx-/Qy dyy- d;y)dw

o (dgy) - dfp G, ,

/R x)dzx - /S* =0. (34)

Y cuando la funcién S(y) es conocida (S*(y) = 0), se obtiene:

PXi(x) PR ()
Z/ dxz dr? dx /Qy Yi(?J)'S(y) dy +
dew ) d*R*(z)

+Z [ e e [ W sw
dQR(a:) d*R*(z) )
+/QI T g dx-/QyS(y)der

o3 [ wa - [ O P,

- Y 2
—i—Z/ X;p(x)-R*(x)dx /Q djyz(y) ~d§y(2y) dy +

Lo s | (52) o

+22/ dX;(z dR*( )dx / dYi(y) dS(y) dy+

Y+

dy dy
Xm* dR'(z) dY'(y) dS(y)
. . d
+2Z / - de /Q 7 i Y+

Yy
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dR(z) dR'(z) dS(y)\>
Q, dr dx Q, dy

— [ R@)-f@)de - [ S@)-fly)dy =0, (35)

Q Q,

+2 dy +

donde ) =3 7", X;f’(x) : Yjw(y).

EnlaFig. 3.7 se muestra la solucién obtenida para la variable homogénea z, mientras
que en la Fig. 3.8 se muestra la funcién i) que permite la imposicién de las condiciones
esenciales, es decir, la R-funcién obtenida. La solucion u se representa en la Fig. 3.9.
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Figura 3.7. Solucién en la variable z para el problema de la cavidad con pared mévil.

7
TLIKIRKXXAKKSS
/ 0 oSN
NS
V// S
ity KBRS
it e
SN
SN
il 0 ARSI

il (KA BRI
Sh

7
il %
W, 'l"ONO
i KK :‘0'0
/"l”””’/l, Yl

O
RIS
XK 00’:‘: “:“\

Figura 3.8. R-funcién v para el problema de la cavidad con pared movil.
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Figura 3.9. Soluciéon u para el problema de la cavidad con pared movil.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se ha presentado una aplicacién del método de la Descomposicién
Propia Generalizada a problemas de alto orden, con un énfasis especial en problemas
de tipo bilaplaciano. Se demuestra que la PGD proporciona, para este tipo de proble-
mas, soluciones de una calidad comparable a las que ya son bien conocidas para pro-
blemas de orden uno.
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Apéndice A
Articulo

Se adjunta en este anexo el articulo Un metodo de descomposicion propia generaliza-
da para operadores diferenciales de alto orden, recientemente enviado (mayo de 2014)
a la Revista Internacional de Métodos Numéricos para Cdlculo y Disefo en Ingenieria. Una
parte del articulo se ha incluido en este Trabajo Fin de Master, pues el autor de este
trabajo es también coautor del articulo.

En el articulo se presenta, ademas de la estrategia basada en el uso de polinomios
de Hérmite y la formulacién de Galerkin, otro enfoque para la resolucién de problemas
de alto orden mediante métodos PGD, en el que se emplean técnicas de colocaciény
polinomios de Chebysheuv.
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1. Introduccién

Los ingenieros han acudido tradicionalmente a la reduc-
cién de los modelos como la tnica metodologia disponible
para solucionar problemas complejos en €pocas en las que
la capacidad de célculo disponible no era mucha. Asi, por
ejemplo, el modelo de viga de Euler, Bernoulli y Navier,
desarrolla unas ecuaciones monodimensionales para la re-
solucidn préctica del campo de desplazamientos, deforma-
ciones y tensiones en piezas que son realmente tridimensio-
nales. De la misma manera, el método de los modos norma-
les para resolver problemas elastodindmicos lineales supo-
ne que la solucién del problema puede escribirse como una
combinacién lineal de unos pocos modos que son realmente
las frecuencias propias de vibracién de la estructura a anali-
zZar.

Mis recientemente (ya en el s. XX, de hecho), esta me-
todologia de reduccion de la complejidad de los modelos
ha sido sistematizada y aplicada con éxito en multitud de
campos de las ciencias aplicadas y la ingenieria, tanto pa-
ra problemas lineales [16] [22] [21] [28] como no lineales
[29] [8]. En general, estas técnicas, que reciben nombres
distintos en distintos campos de la ciencia, y que han sido
re-descubiertas en multitud de ocasiones, como Principal
Component Analysis (PCA), Proper Orthogonal Decompo-
sition (POD), empirical eigenvectors, o muchos otros nom-
bres similares, buscan funciones que permitan una buena
aproximacién de la solucién empleeando un nimero mini-
mo de ellas, es decir, de grados de libertad. Para ello, ge-
neralmente se han de resolver ciertos problemas similares
al dado, de los cuales se extraen, mediante un proceso de
minimizacién estadistica, las funciones que contienen mas
informacién (energia) de la solucién, en la esperanza de que
constituyan, de la misma manera, una buena eleccién para
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roblema dado, que solo difiere ligeramente de aquellos
os cuales se conoce la solucién completa.

muestreo optimo del espacio paramétrico. Sin embargo, es-
te muestreo requiere conocer estimadores de error a priori

En problemas definidos en coordenadas espacio-temporales, cuya obtencién resulta en muchas circunstancias delicada.

rataria, en suma, de encontrar aproximaciones del tipo:

5 t) A Z@(m) - \i(1),

de \;(t) representa una coleccién de coeficientes tem-
ales y ¢;(x) una serie de funciones dependientes tnica-
1te de variables espaciales y que son las que mejor repre-
tan, desde un punto de vista estadistico, la solucién del
blema. Si consideramos los resultados de una simulacién
:lementos finitos, de la que dispondriamos de los valores
ales para cada incremento de tiempo, y los agruparamos
s en una matriz A cuyas columnas fueran los valores
ales u(xzj,tx), j = 1,...,M, k = 1,...,T, entonces
N vectores ¢;(x) se corresponderian con los autovec-
's asociados a los N mayores valores singulares de la
riz A.

En general, este tipo de técnicas ha gozado de un amplio
licamento en muchas ramas de la ciencia, pero posee se-
1s limitaciones. La primera, el hecho de que sean necesa-
las soluciones de ciertos problemas completos similares
1 determinar la base ¢; con la que resolver el problema
0, en la esperanza de que ésta sea también Optima para
La segunda, que su complejidad aumenta exponencial-
1te si el problema a considerar es paramétrico, es decir,
tipo:

:u(x’t7p17p27 s apP)7

de los distintos p,,, m = 1, ..., P, representan parime-
del problema. Intentar obtener soluciones completas ma-
do el hiper-dominio que resultaria es simplemente impo-
e, por el crecimiento exponencial del nimero de grados
ibertad de la malla resultante con el nimero de dimen-
1es del espacio de fase. Es lo que se ha dado en llamar la
dicion de la dimensionalidad [20].

Para intentar solucionar la primera de las dificultades an-
mencionadas, P. Ladeveze desarrollé un método a priori,
ecir, que no necesitaba de la solucién de problemas simi-
s a posteriori, obteniendo asi una aproximacion espacio-
1po que denomind radial loading approximation dentro
u método de LArge Time INcrements (LATIN) [17] [18].
Mas recientemente, F. Chinesta generalizé de manera in-
endiente esta aproximacion, orientdndola hacia el pro-
na multidimensional, dando asi lugar a la PGD, por opo-
6nalaPOD [4] [3] [13][9] [11] [10]. Desde entonces la
D ha tenido un tremendo desarrollo en multitud de apli-
iones, como lo prueba la larga lista de referencias po-
es que, sin dnimo de ser exhaustivos, se incluyen: [2]
[12] [14] [19] [18] [24] [25] [1]. Las “reduced bases”
| han tratado de obtener la base reducida haciendo un

Por ello, en lo que sigue el trabajo se centra en la PGD que
resulta ser una técnica mas sistematica.

En la Seccidn 2 se realiza un breve resumen de las carac-
teristicas mds importantes de la técnica PGD en su versién
mads estdndar, aquella basada en la aproximacion por polino-
mios a trozos lineales en un método de Galerkin.

2. Un repaso a la Descomposicién Propia
Generalizada (PGD)

La descomposicion propia generalizada (PGD, siglas en
inglés de Proper Generalized Decomposition) es una meto-
dologia de reduccién de modelos a priori basada en el uso
de representaciones separadas. Como se ha comentado an-
teriormente, inicialmente se desarroll6 para la resolucion de
problemas estructurales no lineales en espacio-tiempo [17],
pero pronto evoluciond hacia su aplicacién en modelos de-
finidos en espacios con un alto nimero de dimensiones Yy,
posteriormente, se extendié a modelos generales en mecani-
ca computacional.

La caracteristica principal de la PGD es que aproxima la
solucidén exacta del problema imponiendo separacién de va-
riables. Asi, si u(z), = € R? es la solucién del problema,
ésta se aproxima en la PGD como

N
u(@)~ Yy Fi(w:)- Fy(x2) - ... Fi(xa), M
i=1

donde d es el niimero de dimensiones del problema. A dife-
rencia de otras metodologias (como la descomposicién pro-
pia ortogonal, POD), las funciones F;(x,) son funciones
desconocidas a priori. Nétese que no es estrictamente nece-
sario realizar una descomposiciéon completa del espacio de
fase, pudiéndose agrupar ciertas dimensiones y otras no. Por
ejemplo, en [6] se utiliza de manera especialmente eficien-
te la PGD para obtener soluciones tridimensionales en geo-
metrias degeneradas como placas y ldminas mediante una
descomposicidn del tipo:

U($7y,2) ~ ZFIZ(337y) : Fé(z)7

donde la complejidad resultante del método es esencialmen-
te la de la determinacién de las funciones Fi(x,y), y por
tanto, aproximadamente la de un problema bidimensional,
siendo la determinacién de las funciones F%(z) de coste des-
preciable, al ser problemas unidimensionales.

La estrategia de determinacién de las funciones incégni-
ta FJZ sigue un algoritmo voraz (greedy), por lo que en cada
determinacién de cada sumando se selecciona un ptimo lo-
cal con la perspectiva de encontrar el ptimo global. Pero
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a sumando estd compuesto por un producto de funciones
conocidas, que se aproximan en general mediante ele-
1tos finitos, cuyos valores nodales deben determinarse.
> da lugar, como puede comprenderse facilmente, a un
blema no lineal. El método con el que se calculan los
vos términos de la suma puede ser cualquiera de los mu-
s existentes (Newton, cuasi-Newton, ...), pero los autores
ieren, siempre que se pueda, por su sencillez conceptual
e programacion, el de punto fijo. En cada paso del al-
itmo se obtiene una de las funciones separadas, que se
1alizan sucesivamente para minimizar el residuo.

En este articulo se desarrolla la aplicacién de la PGD a la
rlucion de problemas de alto orden, n > 2. Se presentan
ymparan dos estrategias alternativas para resolver el pro-
na biarménico (n = 4): la primera hace uso del método
actral de colocacién mediante polinomios de Chebyshev,
ntras que la segunda combina el método de Galerkin con
nomios de Hermite para las funciones de forma. Por su-
sto, no son las dnicas posibles. Otras, como el uso de
ciones de aproximacion suaves como MLS [5], mdxima
‘opia local [15], etc., serian igualmente posibles.

PGD para problemas de alto orden

El problema biarménico, ademds de ser un problema de
rrencia para métodos numéricos y analiticos, aparece en
chas aplicaciones practicas. Por ejemplo, modela la fle-
1 de placas delgadas o el flujo de un fluido viscoso en
cuando se utiliza la llamada funcién de corriente, por
nplo. Por ello se ha tomado como problema de referencia
re el que estudiar el comportamiento de las soluciones
arrolladas en este trabajo: la flexion de placas delgadas y
roblema del flujo en una cavidad forzado “por la tapa”
-driven cavity flow).

El problema biarménico bidimensional se describe me-
1te la siguiente ecuacidn:

u:f(x,y)

: suponen las siguientes condiciones de contorno:

en (2, 2)

:Oy%:o en 00, 3)

1 el problema con condiciones de contorno homogéneas,
de

84 84 04
= 49~ L=

ozt + 0x20y? + oy*
En el caso de 1a PGD, a diferencia de las técnicas de ele-
1tos finitos tradicionales, la imposicién de condiciones
contorno no homogéneas juega un papel preponderante
:1 desarrollo del método [13]. En el siguiente epigrafe se
arrollan estos aspectos en detalle.
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3.1. Un método PGD basado en la colocacién de
polinomios de Chebyshev

El método de colocacién espectral mediante polinomios
de Chebyshev se puede describir de la siguiente manera. Por
un lado se aproxima cada una de las funciones F; de la Ec.
(1) mediante el uso de polinomios de Chebyshev. Por otro,
se fuerza la anulacién del residuo de las ecuaciones que las
gobiernan en los nodos de la discretizacién. Las condicio-
nes de contorno, en este caso asociadas a u 'y %, se deben
satisfacer también en los puntos de colocacién del contorno.

En este contexto, el objetivo del método consiste en ha-
llar N parejas de funciones {X;(z),Y;(y)},i = 1,...,N
tales que la solucién bidimensional para el problema dado
por la Ec. (2) tendré la forma:

A pesar de que posteriormente se trabajard en forma
fuerte, como corresponde a un método de colocacion, el
desarrollo de la PGD parte de la forma débil del problema
dado por la Ec. (2), que se obtiene a partir de

[ ] v @ty - f) de-dy =0,
24 Qy

ecuacion que, como es sabido, debe cumplirse para todas las
funciones test u*(z, y) seleccionadas en un espacio funcio-
nal adecuado.

A continuacién se calculan las funciones que forman
parte de la representacién separada. Se supone conocido,
porque se ha calculado previamente, el conjunto de parejas
funcionales {X;(z),Y;(y)}, i=1,...,ncon1 <n < N.
En la iteracion actual se busca la pareja de enriquecimien-
to {R(z), S(y)} mediante la aplicacién de un algoritmo de
punto fijo en direcciones alternadas que, tras la convergen-
cia, constituird la siguiente pareja funcional {X,,+1, Y41}
Por lo tanto, en la iteracién n 4+ 1 suponemos la representa-
cién separada como

u(z,y) = Y Xi(z) Yi(y) + R(x) - S(y).
i=1

La funcién test u*(z, y) se supone entonces como

u*(z,y) = R*(2) - S(y) + R(x) - S™(y). “
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Introduciendo las funciones de prueba y ponderacién en
ormulacién débil se obtiene

[R"(2)S(y) + R(x)S"(y)]

‘R(z 0?R(x) 0%S 9*s
81’&) (y)+2 81‘(2) 8y(2y) + R(z) 8;@} dxd
: [R*(2)S(y) + R(x)S™ ()]
n 4 (2
(2.9) = Y i)+
82X 0%Y; 0*Y;
T 8y§y) Xi(a) W(f’))} dudy. (5)

Primero, se supone que R(x) es conocida, lo que implica
R*(x) = 0. De esta forma, la ecuacion (5) resulta

*S(y)
oyt

2
5 () [araS(y) + 26r. 2 a‘z(zy) +VRa

/ S* an )
2Y(y) i

4
Z(aRzY( )+2ﬂRz 8 2 +FYRz 8y4 )}d?ﬁ

i=1

IRz—'/R

oo

/

]

3, = /R );)d
e = | R X

() :/Q R(z) f(z,y)d.

ldy

4
8R )d

Puesto que la formulacién débil se satisface para todo
y), es posible regresar a su forma fuerte asociada:

2 4
n 2Y 64}/L
"Ra (y)fz(aRx ( )+25Rz ( ) +7Rl ayé(ly) )

i=1

esta ecuacidn diferencial de cuarto orden la que resol-
i usando el método de colocacién de Chebyshev.

Una vez obtenida la funcién S(y), se busca R(z). En
este caso, la funcién conocida es S(y) (y por lo tanto, S*(y)
es nula), por lo que la Ec. (5) se expresard como:

(g, L)
/R o

:/ R*(z)ns, (x de—/ R*(x (lgani)
2, oz

32()

2/351/ +’YSyR(x)]dz

+ 25, 25008 )wy X))l
donde
gy :fny S%(y)dy
By = [, Sy)25 P dy
:fn S(y) as* (y)dy

= [, SWYi(y)dy
oY
ﬁSy = fny U) éygy) dy
= [o, S L"iy)dy
ns, (@) = [, SW)f(x,y)dy,

cuya forma fuerte se expresa como

O*R(x 62R T
gy O EL ) +2/BSy ( )

Z. a4X a2X
=1, (@ Z Ay )+ 55;, ( )+ st( r)),
i=1

+ vsyR(x)

que, de nuevo, se calculard mediante el método de coloca-
cién de Chebyshev.

Estos dos pasos se repetirdn hasta alcanzar el punto fi-
jo. Si se denota la funcién R(x) en las iteraciones actual y
previa como RP(x) y RP~!(z) respectivamente y, de la mis-
ma forma para la funcién S(y), SP(y) y SP~1(y), se puede
definir el error en la iteracién actual como:

e= / (RP(2)87(y) — RP=(x) 57~ (y))?dady < e,
2, %82,

donde ¢ es un valor suficientemente pequefio. Tras la conver-
gencia, se puede dar por calculada la siguiente pareja funcio-
nal, haciendo la identificacion X,,11 = Ry Y411 = S.

El procedimiento de enriquecimiento debe continuar has-
ta que se alcance la convergencia, que se puede evaluar a
partir del error E:

2, —
o 18— fE@ )l _, ©

Ifyll —

siendo € otro pardmetro lo suficientemente pequefio.
Para la resolucién de los problemas unidimensionales
de cuarto orden que aparecen en la formulacién anterior se
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one en primer lugar una ecuacion diferencial ordinaria
JE) de cuarto orden de tipo general:

‘u d*u

g—4+bw+cu:g(1‘). @)
La funcién incdgnita u(x) se aproxima en el dominio
= (—1, 1) mediante la expresién:

-y
)= Z a; - Ty(x),

de M denota el nimero de nodos considerados en {2.
coordenadas de estos nodos vienen determinadas por

:C08<m>7 i=1,..., M.

M-1
Los interpolantes T;(x) basados sobre los polinomios de
:byhev verifican la propiedad de la delta de Kroenecker,
lecir, T;(zr) = d;. Paracadanodo k,con3 < k < M —
os cuatro nodos restantes se utilizardn para la imposicion
as condiciones de contorno), la ecuacién discreta (7) se
de reescribir como:
i=M 2

z o - |z%+b Z o -
i=1

Las funciones R(z) y S(y) estdn sujetas a las condicio-
de contorno de Dirichlet y Neumdnn Se debe cumplir
»nees que u(z) = u(zy) =0y 2 Sey = %\IM =0.
imposicién de las condiciones da como resultado:

72 lo T ar = flan).

v =0
i— M .
22—1 Qg - de—,(szl =0
= T
tapr =0
~i=M dTi(z)| -0
vi=1 13 dx Ty TV

Método de Galerkin con polinomios de Hermite

En esta seccién se utilizard otra estrategia para hallar
solucién aproximada al problema biarmonico. Se em-
ird el método de Galerkin para la discretizacion del pro-
na y se usaran los polinomios de Hermite como funcio-
de forma (Fig. 1). Los polinomios de Hermite permiten
sner de manera sencilla una solucién con continuidad C?,
recio de tener que introducir los giros nodales (primera
vada de la variable esencial) como incégnitas del pro-
na.
El procedimiento parte nuevamente de la forma débil del
blema, Ec. (2), resultante de la aplicacién de integracion
partes y de aplicar las condiciones de contorno:

/ (A (z,4) - Aulz,y)
. J 0

Yy

- u*($7y) : f(myy))dz* dy = 0.
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La funcién de ponderacién u*(x,y) tiene la misma ex-
presion que la Ec. (4), de tal forma que, al introducirla junto
a la funcién de aproximacién en la formulacién débil, se ob-
tiene

- P X;(x) d*R*(z)
il el A A |
;/m dz? 2
/ d?R(x) dQR*
+ SR
Qm dx

d2X;(x) dZR(ZL‘

Yi(y) - S(y) dy +
2y

/ S5*(y) dy +

dz / Yi(y) - S*(y) dy +

/ S(y) - 8" (y) dy +
2 2
R (x)d%/ d7Yi(y) dS(y) dy+
o, 4*

Z / T dz? da?
dy?

of, ()
dx /Q (dzdz(zy)>2 dy +

+i/ﬂx Xi(z)

+/g R(z)- R*(z)
(2) di /Q Yily) d*S*(y)

+§;/g X;(z) R(z

dy? ‘ dy?
' d*S(y) d*S*(y)
2 d / . d
+/ R*(x) dz - 02 Y+

+22/ dXi( dR;( )dz./% d};i;y)‘&(y)dy_k
oy [ K M), [ ) 350
w2, <ﬁ> 1. L“
f/QmR*( ) f(z) dz - / S(y

- / R(x) - f(z) do - / S*) - fy) dy = 0.
2 2,

dy +

y) dy +

Slope =0
\ Nur ,/' Noy
1 Slope =0 / Slope =0
/ 2 | 1 2
> 7
g=-1 g=1 g=-1 =1
N, Slope =0 _ Nop g=1
- 1 {Slope =0 I
NI 0
O ‘ é:—l\//z
I 2 /," Slope =1
e=-1 E=1 ’

Figura 1. Polinomios de Hermite.
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En la etapa de enriquecimiento de la PGD, se utilizard el
odo iterativo del punto fijo para despejar S(y), suponien-
jue R(z) es conocida (y por lo tanto, R*(z) = 0). Una
obtenido S(y), se seguird el mismo procedimiento para
:ner R(z). Estos dos pasos se repetirdn hasta que el error
\a iteracién actual sea menor que un determinado valor
olerancia.

La etapa de enriquecimiento continuard hasta que se al-
ce la convergencia, evaluada a partir del error £/, como
a Ec. (6).

Desde este punto de vista, la formulacién PGD del pro-
na biarménico empleando polinomios de Hermite pare-
a no introducir ninguna dificultad adicional sobre la for-
.acion estdndar con operadores de orden dos. Sin embar-
la imposicién de condiciones de contorno esenciales no
10géneas, definidas ahora tanto en la variable esencial
10 en su primera derivada, merece un comentario espe-

Imposicién de condiciones de contorno esenciales no
10géneas

Como es facil comprobar, el método PGD proporciona
npre soluciones al problema homogéneo. Para la reso-
6n, como es el caso, de problemas con condiciones de
torno Dirichlet no homogéneas, habitualmente se acude
1a técnica de cambio de variable. Asi, se supone que es
ible encontrar una funcién 1, continua en {2, que satis-
> las condiciones de contorno no homogéneas. Entonces,
olucién al problema se puede obtener como

2P+ 2,

‘orma que el problema se traslada a uno homogéneo en
ariable z:

2= f— A%pen 2, ®)

0z
on

Se puede encontrar informacién mds detallada sobre como
ibiar la condicién de contorno inhomogénea a la homogénea
:] contexto de la PGD en [13].

En lo que sigue se proponen dos alternativas:

=0enl, €02 )

Empleo de R-funciones

La determinacion eficiente de esta funcién 1) se vuel-
ve entonces un ingrediente fundamental de la técnica
desarrollada. En algunos trabajos previos de los autores
[13], la funcidén v se determina mediante el uso de R-
funciones [27] [26]. Es importante hacer notar que, en el
caso de problemas de alto orden, las condiciones de con-
torno estin impuestas tanto en la variable del problema

como en sus derivadas. Por tanto, obtener una funcién 1
que las verifique todas y hacerlo de manera eficiente se
vuelve un problema de primera magnitud. Sin embargo,
la técnica de R-funciones permite una solucién especial-
mente eficiente para este problema.

En efecto, en [26] se propone una construccién de la fun-
cién ¢ como sigue. Supdngase en primer lugar que el
contorno se define como un Planar Straight Line Graph
(PSLG), es decir, un conjunto de lineas rectas 92; que
discretizan el mismo. Sea entonces w una funcién nor-
malizada, es decir, que se comporta como una peudo-
distancia:

Ow OFw
wlaon =0, on =4 onk =0,
Nlon LA FTP)
k =2,...,m, conn lanormal al contorno esencial. En-

tonces, se denomina normalizador de una funcién f(x)
a la funcién

[ (z) = f(z —wVw).
Entonces, por construccién, f* verifica que
ak f*

ok |50

[ (®)]oa = f(x)]on, =0,

es decir, f* se comporta esencialmente como una cons-
tante en la direccién normal al contorno.

Supdngase entonces que cada segmento 042;,7 = 1,..., s,
del PSLG se define mediante una ecuacién implicita w; =
0. De esta forma, si las condiciones de contorno defini-
das sobre 042 son del tipo

OFu
w®)log = folx), | = (@),
onk |y,
k=1,2,...,m, entonces, si se han definido en el con-

torno condiciones de orden m; — 1, se puede construir la
funcién buscada 1) de la forma

_ Zf:1 Pw; ™
a Zf:lwi_mi 7

donde cada P; se corresponde con los polinomios de
Taylor generalizados

¥

* “ 1 *
P=f5+ E kawk~
k=1

Noétese que hay un polinomio P; para cada uno de los s
segmentos del contorno sobre los que se define una con-
dicién esencial no homogénea. Se recomienda al lector
interesado en la técnica de R-funciones acudir a la refe-
rencia [26] para una explicacion més detallada.

En la Fig. 2 se muestra un ejemplo de construccién de
una R-funcién para un contorno esencial arbitrario con
condiciones esenciales no homogéneas de primer orden.
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ura 2. Ejemplo de aplicacién del método de las R-
ciones a la imposicién de condiciones de contorno esen-
es no homogéneas. Arriba, PSLG que define el contorno
1cial. Abajo, R-funcién resultante que, como se puede
ervar, se anula en el contorno esencial.

En la Seccién 4 se incluyen ejemplos de R-funciones
con condiciones en la primera derivada de la variable
esencial.

Formulacion penalizada

Otra posibilidad si no se quiere obtener la funcién i ve-
rificando las dos condiciones sobre la variable esencial
y su primera derivada, es obtener una que solo verifique
las condicién u(x € I') = fy e introducir la condicién
en la primera derivada en la formulacién diferencial con
un coeficiente de penalizacidn,i.e.

/gz /g u* (2, y)(A%u(z,y) = f(o,y)) dx

0
+/\/u* (—u—fl)dx:o.
r on
En lo que sigue se aplicard la formulacién penalizada

1binada con la colocacion espectral y el uso de las R-
ciones junto con una discretizacion Hermite.

Resultados numéricos
En esta seccion se comparan los resultados obtenidos

las dos estrategias anteriormente presentadas para dos
blemas que se pueden modelar con la ecuacién biarméni-
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ca: la flexion de una placa de Kirchhoff rectangular y la ca-
vidad forzada (lid-driven cavity, en inglés).

4.1. Flexién de una placa de Kirchhoff rectangular

El problema propuesto en las Ecs. (2) y (3) es equivalen-
te al calculo de la deformacidén en una placa de Kirchhoff a
la que se le aplica una carga distribuida definida por la fun-
cién f(x,y) (véase la Fig. 3). En este caso, sin embargo, se
considera una placa simplemente apoyada, de forma que las
condiciones de contorno esenciales en la primera derivada
del desplazamiento no estdn fijadas, pasando a estarlo las
segundas derivadas (condiciones de Neumann, proporciona-
les al momento flector en el borde que, al considerarse ahora
libre el giro, serdn nulas).

.

/ A A A A A A A A A Aaana
‘ a
\ \

Figura 3. Definicién del problema de una placa de Kirch-
hoff en flexién, solicitada por una carga distribuida f(z, y).

Se ha tomado para este caso,

f(z,y) = —8rt[cos(2mz) sin?(my)
+ sin?(7x) cos(2my) — cos(27z) cos(2my)],

de forma que la solucién analitica del problema es
w(z,y) = sin?(rz) sin®(my). (10)

En la Fig. 4 se representan los modos de la solucién
(un solo producto X1 (z) - Y1 (y)) en el enfoque colocacién-
Chebyshev. Como corresponde a la solucién analitica del
problema, Ec. (10), 1a solucién numérica debe obtenerse con
un tnico producto funcional. Lo mismo sucede con el enfo-
que Galerkin-Hermite, que proporciona un tnico modo. La
solucién asi construida se muestra en la Fig. 5.

4.2. Problema con condiciones de contorno no
homogéneas: la cavidad forzada

Se considera ahora el problema clasico de la cavidad for-
zada o lid-driven cavity flow. En este problema, un fluido se
encuentra contenido en un depdsito generalmente cuadrado,
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0 0.5 1

y

ura 4. Modos obtenidos con el enfoque colocacion-
:bysheyv para la placa de Kirchhoff rectangular.

condiciones de contorno de velocidad conocida en todo

ontorno (velocidad nula en tres de sus lados y forzada en
uarto). Este dltimo es precisamente el que fuerza el mo-
iento del fluido en el seno del depdsito. En este caso, la
1¢ién de la ecuacion biarmonica representa la funcion de
orriente, a partir de la cual puede calcularse la velocidad
fluido como:

— Ou

T 9
Zou

¥y Oz

La geometria y las condiciones de contorno del proble-
de la cavidad forzada se muestra en la Fig. 6.

R
v o

u=0, ouw/oy=1-x*
Y
), Ou/Oy=0 X u=0, ou/oy=0
u=0, ou/0y=0

ura 6. Condiciones de contorno en el problema de la ca-
ad forzada.

El problema se considera como biarménico bidimensio-
en el dominio 2 = (—1,1)? y sujeto a las condiciones
>ontorno:

“fo=0
=h

(11a)

(11b)

de foy f1 son funciones dadas. La forma de f; para este
blema se muestra en la Fig. 6 anterior.

4.2.1. Enfoque colocacion-Chebyshev

Se ha obtenido la funcién ¢(x, y) que verifica en u(x €
I') = fo, ala que se le ha aplicado la técnica de descompo-
sicidn en valores singulares (SVD) para obtener los modos
previos para el método PGD. En este caso, esta operacion es
trivial, al ser fo = 0. A continuacién se aplica el método de
Chebyshev combinado con la PGD anteriormente expuesto,
sobre la formulacidn penalizada, para resolver el problema
con condiciones de contorno homogéneas.

Yy o X
Figura 7. Solucién del problema de la cavidad forzada ob-
tenida mediante colocacién-Chebyshev.

La solucién numérica que se obtiene aplicando el méto-
do de Chebyshev se muestra en la Fig. 7. Las lineas de co-
rriente se muestran en la Fig. 8 y los modos necesarios en la
Fig. 9. La evolucidn del error se muestra en la Fig. 10.

0.15
0.5
- 0 0.1
-05 0.05
-1

-1 -0.5 0 0.5 1
b

Figura 8. Solucién del problema de la cavidad forzada ob-
tenida mediante colocacién-Chebyshev. Lineas de corriente

4.2.2.  Enfoque Galerkin-Hermite

En este enfoque, como se ha comentado anteriormente,
la solucién del problema biarménico se redefine, mediante
un simple cambio de variable para la imposicién de con-
diciones de contorno, como u = z + 1, donde 1) es una
funcién cuya traza es igual a las condiciones de contorno
esenciales (definidas para el operador bilaplaciano sobre la
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) de alto orden 9
0. : R(R*=0):
-~ 0
02 ! : !
A -0.5 0 0.5 1
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0
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%

ura 9. Solucién del problema de la cavidad forzada ob-
da mediante colocacién-Chebyshev. Modos obtenidos

L“ Error

. > X;(x
107 5 10 15 Z/ de ’ / Y dy+

Mode number

ura 10. Solucién del problema de la cavidad forzada dQX’P d®R(z) " .
>nida mediante colocacién-Chebyshev. Convergencia del +Z / ) dw - / Y; (y)-S*(y) dy +
r con el nimero de funciones empleadas en la aproxima- ’ 2y

| , <dz;)> L sorsom

d*Yi(y) d*S*(y)
Xi( ) dx - . d
* Z / /gy dy? ap YT
Y (y) d>5*(y)
X/(z)-R(x) d 7. d
- Z / ! /ny dy? ar VT
d*S(y) d*S*(y)
+ / R%(z) dz - / - dy +
2, ( ) 2, dU dU2
cién y su primera derivada) no homogéneas impuestas al 49 i dX Z( dR d ) ( ) dy +
blema.
dX*” dR(x) dy;’ (y) dS*(y)
+2 . g M
Z / . dx /Q Ty &y dy +
dR(z) dS(y) dS*(y)
Una vez obtenida la funcién ¢ mediante la aplicacién + 2/ ( d > dzr - / v du dy +
L. . . . 2, €z n Y Y
a técnica de R-funciones mencionada anteriormente, la Y
na débil para el nuevo problema en z pasa a ser, para la — R(z) - f(z) dz - / S*(y) =0.
ima iteracion de la etapa de enriquecimiento y conocido 2
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Por su parte, cuando la variable conocida es S (S* = 0):

. dei(ac) d’R*(z
/Q dz? dx2 / Yily) - Sly) dy +
m d2Xw ) dzR*
> / s / Y¥(y)-S(y) dy +
R(x) d*R* (x 9

/ de?z  da? / S(y) dy +

?Yi(y) d*S(y)
_J/X ()dac/Q e e dy +
=[xV R =Y W) LD

y

/Qm R(z)- R*(z) dx /Q ((]2(2(2(‘/))2 dy +

" dXi(z) dR*(x) " dYi(y) dS(y)
Z/ 7de o dy

X”’ IR* (2 ay;(y) ds(;
dx ) dy dy

dy +

Y

dR(zx) dR*(z) / ds(y)\?
) -~ . 7 . N
2 /! o Ir dz o dy dy +

- / R*(x) - f(z) d - / S(y) - f(y) dy = 0.
2 2,

detp = 7L, X} (@) - V' (y).

La funcién bidimensional representada por la matriz que
»btiene al multiplicar Yjw(y) . ij(a:) debe cumplir las
diciones de contorno. Para obtenerla, se ha recurrido al
odo de R-funciones detallado anteriormente. Una vez
>nida la superficie, se le ha aplicado descomposicién en
res singulares (SVD) para la obtencién de las funciones
() y X! ().

En la Fig. 11 se muestra la solucién obtenida para la va-
le homogénea z. Por el contrario, en la Fig. 12 se mues-
la funcién v que permite la imposicién de las condicio-
esenciales, es decir, la R-funcion obtenida. La forma de
olucién obtenida se muestran en la Fig. 13.

Conclusiones

En este trabajo se ha presentado una discusion referente
aplicacion del método de la descomposicioén propia ge-
alizada a problemas de alto orden, con un énfasis espe-
en problema de tipo bi-laplaciano. Se han estudiado, de
‘e la pléyade de posibles formulaciones, dos que se han
siderado como representativas. La primera, basada en el
de polinomios de Chebyshev y métodos de colocacién.
segunda, basada en un método de Galerkin y polinomios
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Figura 11. Solucién en la variable z para el problema de la
cavidad forzada de la Sec. 4.2.
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Figura 12. R-funcién 1 para el problema de la cavidad for-
zada de la Sec. 4.2.
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Figura 13. Solucién para el problema de la cavidad forzada
de la Sec. 4.2.

de Hermite. No se trata, pues, de comparar la eficiencia de
cada una, sino de demostrar que la PGD proporciona, para
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11

: tipo de problemas, soluciones de calidad comparable a
que ya son bien conocidas para problemas de order uno.
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