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OPERATOR USULI YORDAMIDA OʻZGARMAS KOEFFITSIENTLI CHIZIQLI 

DIFFERENSIAL TENGLAMALAR SISTEMASINI INTEGRALLASH 
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Annotatsiya. Operator (simvolik) usuldan foydalanish oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli va 

bir jinsli boʻlmagan differensial tenglamalar yechimlari xossalari boʻyicha bir qator teoremalarni 

isbotlashni soddalashtirish imkonini beradi. Maqolada teskari operatorning xossalaridan foydalangan 

holda oʻzgarmas  koeffitsientli chiziqli bir jinsli va bir jinsli boʻlmagan differentsial tenglamalar 

sistemasini yechish usuli koʻrsatilgan. 

 

Kalit so‘zlar: Operator, simvolik, chiziqli, bir jinsli, bir jinsli boʻlmagan, differentsial tenglamalar 

sistemasi, integrallash, umumiy yechim 

 

Kirish. Ma’lumki oddiy differensial 

tenglamalar fanida oʻzgarmas  koeffitsientli chiziqli 

tenglamalarni yechimini topisda Eyler usuli 

qoʻllaniladi. Koʻp hollarda, ayniqsa xarakteristik 

tenglamaning ildizlari karrali va  bir jinsli boʻlmagan 

tenglamalarning umumiy yechimini topishda bu usul 

qiyinchiliklar tugʻdiradi. [1,2] maqolalarda qaralgan 

operator (simvolik) usuli va uni takomillashtirish shu 

qiyinchiliklarni artaraf etish imkonini beradi. Operator 

usuli bu algebraik tenglamalar sistemasi uchun Gauss 

usulini umumlashmasi boʻlib, bu usul yordamida 

operator koʻrinishida yozilgan differensial tenglamalar 

sistemasi asosiy yoki kengaytirilgan matritsasini 

elementar almashtirishlar bajarib uni diagonal shaklga 

kletirishdan iborat. Maqolada oʻzgarmas koeffitsientli 

chiziqli bir jinsli va bir jinsli boʻlmagan differentsial 

tenglamalar sistemasini teskari operatorning 

xossalaridan foydalanib yechish usuli koʻrsatilgan. 

Adabiyotlar tahlili va metodologiya. [1,2,3] 

maqolalarda oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli 

va bir jinsli boʻlmagan differensial tenglamalarni 

yechish boʻyicha bir qator teoremalarni isbotlashni 

soddalashtirish va tenglamalarni integrallashning 

samarali usullarini koʻrsatish. [4] maqolada teskari 

operatorning xossalaridan foydalangan holda 

oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli va bir jinsli 

boʻlmagan differentsial tenglamani yechish usuli 

koʻrsatilgan. 

t  boʻyicha differenasiallash D operatori 
n m n m m nD D D D D+= =  xossaga ega. 

( ) 1 0

1 1 0... ,   ,  0,n n

n n iL D a D a D a D a D a R i n−

−= + + + +  =
 

chiziqli operator aynan nolga teng boʻlishi 

uchun 
( )0,  0,ia i n= =

 boʻlishi zarur va yetrali. 

Elementlari 
( )ijL D

boʻlgan 
( )A D

 matritsa 

D −matritsa deyiladi. Sistemaining 
( )A D

matritsasini determinanti D − determinant deyiladi. 

Elementar almashtirishlar bu: 

1. Satrlar oʻrnini almashtirish; 

2. Biror satr elementlarini noldan farqli a songa 

koʻpaytirish;  

3. Biror satr elementlaridan boshqa satr 

elementlaridan olingan k –tartibli hosilalarini 

mos ravishda qoʻshish;  

Bu almashtirishlarni mos ravishda i jS S
 (

iS
 va jS

 satrlarning oʻrinlarini almashtirish), iS 
 (
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iS
 satr elementlarini   songa koʻpaytirish), 

k

i jS D S+
 ( jS

 satr elementlariga
kD - k-tartibli 

differensial operator bilan ta’sir etib uningmos 

elementlarini iS
 satrning mos elementlariga qoʻshish) 

lar bilan  belgilaymiz. 

Natijalar. Oʻzgarmas koeffitsientli 

koeffitsientli chiziqli bir jinsli differentsial tenglamalar 

sistemasini koʻramiz  

1
11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

... ,

n n

n n

n
n n nn n

dy
a y a y a y

dx

dy
a y a y a y

dx

dy
a y a y a y

dx

= + + +

= + + +

= + + +
       (1) 

ma’lumki, sistemalarni integratsiyalashning 

usularidan biri - bartaraf etish usuli boʻlib unda 

sistemadan 2 ,..., ny y
 funksiyalarni yuqotib 1y

 

funktsiya uchun tartibi n  boʻlgan oʻzgarmas 

koeffitsientli chiziqli differentsial tenglama olinadi. 

Demak, (1) chiziqli sistemada undagi har qanday 

nomalum funktsiya uchun yuqotish usulidan 

foydalanib, tartibi sistema tartibidan kichik yoki teng 

boʻlgan oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli tenglamani 

olish mumkin. 

Yoʻq qilish usuli - bu umumiy va normal 

koʻrinishdagi oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli 

boʻlmagan tenglamalar sistemasini yechishning asosiy 

usuli, chunki oʻzgarmaslarni variatsiyalash usuli 

yordamida normal bir jinsli boʻlmagan sistemaning 

xususiy yechimini topish koʻpincha operator usulidan 

foydalanadigan nomalumlarni yuqitish usuliga koʻra 

koʻproq hisoblarni talab qiladi. 

Ixtiyoriy tartibi, n  ta noma'lum funktsiyaga 

qatnashgan n  ta tenglamalar sistemasini koʻrib 

chiqaylik. D  operatoridan foydalanib, uni 

quyidagicha yozish mumkin: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

... ,

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .

... .

n n

n n nn n n

M D y M D y M D y f x

M D y M D y M D y f x

+ + + =

+ + + =
   

(2) 

Bunda 
( )skM D

 ixtiyoriy darajadagi operator 

koʻphadlari va 
( )1f x

, 
( )2f x

,..., 
( )nf x

 funksiyalar 

etarli marta differensiallanadi deb taxmin qilinadi. 

Elementlari 
( )skM D

 operator polinomlari 

bilan bir xil koeffitsientlarga ega boʻlgan oddiy 

koʻphadlar 
( )skM 

 boʻlgan matritsani koʻrib 

chiqamiz 

( )

( ) ( )

( ) ( )

11 1

1

...

... ... ...

...

n

n nn

M M

M

M M

 



 

 
 

=  
 
       (3) 

va uni determinantini  

( )

( ) ( )

( ) ( )

11 1

1

...

... ... ...

...

n

n nn

M M

M M

 



 

 =

         (4) 

deb belgilaymiz. 

( )
 koʻphadning darajasini m  bilan 

belgilaymiz. (2) sistemaning yechimi m ixtiyoriy 

oʻzgarmaslarni oʻz ichiga oladi, shuning uchun m soni 

matrisasi (3) boʻlgan sistemaning tartibi deb ataladi. (4) 

determinantning 
( )skM 

elementining algebraik 

toʻldiruvchisini 
( )skN 

 bilan belgilaymiz. (2) 

sistemadagi barcha 2 ,..., ny y
 funksiyalarni bartaraf 

qilish va 1y
 uchun tenglamani olish uchun algebrada 

qoʻllaniladigan usulga oʻxshash usuldan foydalanamiz. 

Birinchi tenglamaga 
( )11N D

, ikkinchisga 
( )21N D

 

..., oxirgisiga 
( )1nN D

operatorlar bilan ta’sir qilamiz 

va natijani qoʻshamiz 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1 1

;   0,   2, .
n n

s s s sk

s s

N D M D D N D M D k n
= =

 =   = = 
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Natijada 1y
 uchun oʻzgarmas koeffitsientli 

chiziqli bir jinsli boʻlmagan tenglamani olamiz: 

( ) ( ) ( )1 11 1 1... .n nD y N D f N D f  = + +
   

(51) 

Keyingi ustunlarning algebraik toʻldiruvchilari 

yordamida, quyidagi tenglamalarni olamiz: 

( ) ( ) ( )2 12 1 2... ,n nD y N D f N D f  = + +
     (52) 

………………………………………. 

( ) ( ) ( )1 1 ... .n n nn nD y N D f N D f  = + +
       (5n) 

Agar 
( )D

 aynan nolga teng boʻlmasa, u 

holda 1,..., ny y
 larni aniqlash uchun chap tomoni bir 

xil boʻlgan tenglamalarga ega boʻlamiz va shu sababli 

noma'lum funktsiyalarning har biri uchun bir jinsli 

tenglamalarning umumiy yechimining tuzilishi bir xil 

boʻladi.  

( ) 0D y =
 

bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlar 

sistemasi 
( ) ( )1 ,..., mx x 

 boʻlsin va 

( ) ( )1 ,..., nx x 
 funksiyalar mos ravishda (51),…, 

(5n) tenglamalarning xususiy yechimlari boʻlsin. Bu 

holda tenglamalarning har birining umumiy yechimi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1... ,m my c x c x x  = + + +
        (61) 

...................................................................... 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ...
n n

n m m ny c x c x x  = + + +
       (6n) 

koʻrinishda boʻladi. 

Biroq (51),…, (5n) tenglamalar birta (2) 

sistemadan olingan va ularning (61),…, (6n) 

yechimlarini bir-biridan ajratilgan holda koʻrib chiqish 

mumkin emas. Bu n m −  ta ixtiyoriy oʻzgarmaslar 

oʻrtasida bogʻliqlik mavjudligi kelib chiqadi. Ular 

oʻrtasida bogʻlanishni oʻrnatish uchun sistemaga (6) 

funktsiyalarni qoʻyish va ayniyat hosil boʻlishini talab 

qilish kerak. Hosil boʻlgan 
( )k

ic −
 larga nisbatdan 

n m − ta noma’lumli algebraik tenglamalar 

sistemada m − tasi ixtiyoriy oʻzgarmaslar boʻlib qoladi 

va qolganlarini ular orqali ifodalash mumkin. Bu 

ifodalarni (6) formulaga qoʻyib, m − ta oʻzgarmaslarga 

bogʻliq boʻlgan (2) sistemaning umumiy yechimini 

topamiz.  

Agar 
( ) 0D =

 boʻlsa, u holda sistema 

birgalikda boʻlmaydi, yoki uning yechimi bir yoki bir 

nechta ixtiyoriy funksiyalarga bogʻliq. Ikkinchi hol (2) 

sistemaning bir yoki bir nechta tenglamalari 

boshqalaridan songa koʻpaytirish, qoʻshish va 

differentsiallash amallari bilan olingan holda hosil 

boʻlishi mumkin. 

Izoh. Normal sistemani yoʻq qilish usuli bilan 

yechimini topishda, koʻpincha (5) koʻrinishdagi 

tenglamalardan birini integrallashgandan soʻng, yangi 

ixtiyoriy oʻzgarmaslar kiritmasdan, sistemadan qolgan 

noma'lum funktsiyalarni topish mumkin. 

Misollar qarymiz. 

1-misol. 

3 2 18 ,   2  tdx dy
x y te x y

dt dt
= + + = +

 
sistemaning umumiy yechimini topamiz. 

Yechilishi. Sistemani operator koʻrinishda 

yozamiz 

( ) ( )3 2 18 ,   2 0. tD x y te x D y− − = − + − =
 

Sistemaning kengaytirilgan masritsasida 

elementar almashtirishlar bajaramiz 

( ) 2 1

2
33 2 18 0 5 4 18

1 2 0 1 2 0

t t
D S SD te D D te

D D

−  +
 − −  − +

⎯⎯⎯⎯→  − − − −    
natijada  

( ) ( )2 5 4 18 ,   2 0tD D y te x D y− + = − + − =
 

operatorli sistema hosil qilamiz. Sistemaning 

birinchi tenglamasining yechimini topamiz, buning 

uchun 
2 5 4D D− +  operatorni koʻpaytuvchilarga 

ajratib teskari operatorli tenglama hosil qilamiz va 

teskari operatorning xossalaridan foydalanamiz [1,4]: 

( )( ) ( )
1 1

18 18
1 4 3

t ty te e t
D D D D

= = =
− − −

 
                                                    

( )26
2 3 2 .t te t e t t

D

 
= − + = − + 

   
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Bundan tenglamaning umumiy yechimini 

topamiz:  

( )4 2

1 2 3 2 .t t ty c e c e e t t= + − +
 

Sistemaning ikkinchi tenglamasidan 𝑥 ni 

anilaymiz. Natijada sistemaning umumiy yechimini 

topamiz 

( ) ( )4 2 4 2

1 2 1 22 3 4 2 ,    3 2 .t t t t t tx c e c e e t t y c e c e e t t= − + − − = + − +
 

2- misol.  
2 2

2 2
5 2 6 ,   3 5 3 18  t td x dx dy d x dy

y e x y e
dt dt dt dt dt

+ + + = + + + =
 

sistemaning umumiy yechimini topamiz. 

Yechilishi. Sistemani operator koʻrinishda 

yozamiz 

( ) ( ) ( ) ( )2 25 2 1 6 ,    3 5 3 18 .t tD D x D y e D x D y e+ + + = + + + =
 

Sistemaning kengaytirilgan masritsasida 

2

2

5 2 1 6

3 5 3 18

t

t

D D D e

D D e

 + +
  + +   
1-misol kabi elementar almashtirishlar 

bajaramiz 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 22

3 6 2 1 185 1 1 0

5 18 3 5 60 5 1 1

t t

t t

D e D eD D

D D e D eD D

 + − +− − +
 

 + − +− − +   

Natijada, x va 
y

 larni topish uchun 

tenglamalar 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1 6 ,    1 1 12    t tD D x e D D y e− + = − + = −
 

koʻrinishda va 
( ) ( ) ( )

2
1 1D D D = − +

 

berilgan tenglamalar sistemasining xarakteristik 

koʻpxadi boʻladi. Teskari operatorning xossalaridan 

foydalanib [3] 

( ) ( ) ( )
2

2 2

1 1 1
6 6 ,

2 21 1

t t tx e e t e
D DD D

= = =
+− +

 

( ) ( ) ( )
2

2 2

1 1
12 12

21 1

t t ty e e t e
D DD D

= − = − = −
+− +

 
bir jinsli boʻlmagan tenglamalarning xususiy 

yechimini topamiz. 

Demak, sistemaning yechimi 

( ) ( )2 2

1 2 3 4 5 6

1
,    

2

t t t t t tx c c t e c e t e y c c t e c e t e− −= + + + = + + −
 

boʻladi. 

Oltita 1 6,...,c c
 oʻzgarmaslar orasida oʻzaro 

bogʻlanganlar soni 
( )D

 koʻphadning darajasiga 

teng, ya’ni uchga teng. Bular orasida boglanishni 

topish uchun, topilgan yechimni sistemaning birinchi 

tenglamasiga qoʻyamiz va ayniyat hosil boʻlishligi 

shartini qoʻyamiz 

( ) ( )

( )

( )

2

1 2 2 3 1 2 2

2 2

3 4 5 5 6

2

4 5 6

1
2 2 5

2

5
5 5 2 2 4 2

2

                                               6 .

t t t t t t

t t t t t t t

t t t t

c c t c e c e e te t e c c t c e

c e te t e c c t c e c e te t e

c c t e c e t e e

−

− −

−

+ + + + + + + + + −

− + + + + + − − − +

+ + + − =
 

Barcha 
2 tt e  qatnashgan hadlar yeyishadi, bu 

hisoblashlarni toʻgʻriligini koʻrsatadi. 
te , 

tte  va 
te−

 

funksiyalar chiziqli bogʻlanmaganligi sababli, ularni 

koeffisiyentlarini tenglashtirib uchta tenglama hosil 

qilamiz va tenglamalardan 4 5 6, ,c c c
 o/zgarmaslarni 

1 2 3, ,c c c
 orqali ifodasini topamiz: 

4 1 2 5 2 6 3

2
2 ,     2 1,     4 .

3
c c c c c c c= − − + = − − = −

 
Natijada berilgan tenglamalar sistemasining 

umumiy yechimi quyidagicha boʻladi  

( )

( )

2

1 2 3

2

1 2 2 3

1
,  

2

2
2 2 1 4 .  

3

t t t

t t t

x c c t e c e t e

y c c c t e c e t e

−

−

= + + +

 
= − − + − + − − 
   

Oʻgarmaslar orasidagi bogʻlanishlar chiziqli 

bogʻlanmagan boʻlganligi sababli 𝑥 va 𝑦 larni ikkinchi 

tenglamaga qoʻshish shart emas, chunki oʻzgarmaslar 

soni 
( )D

 koʻphadning darajasiga teng boʻlishi 

kerak. Shu sababli 𝑥 va 𝑦 larni ikkinchi tenglamaga 

qoʻyish natijasida 𝑐 lar uchun olingan bogʻlanishlar 

birinchi tenglamaga qoʻyish natijasida olingan 

bogʻlanishlarning natijasi boʻladi. 

 

Xulosa. Oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli bir 

jinsli boʻlmagan differensial tenglamaning umumiy 

yechimini oʻzgarmaslarni variatsyiyalash usuli bilan 

topish mumkin. Biroq, amalda bu usul katta 

hisoblashlar bilan bogʻliq. Operator polinomiga teskari 
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operatorning kiritilishi tenglamaning oʻng tomoni 

ixtiyoriy, xususan, kvazipolinom boʻlganda ham 

hisoblashlarni sezilarli darajada osonlashtiradi. 
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