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Tartiblangan statistikalarda baholarni topish usullari
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|| Annotatsiya: Ushbu maqolada matematik statistika bo‘limining tartiblangan statistikalar va ularda

baxolarga oid ma’lumotlar yoritilgan.

|| Kalit so‘zlar: Matematik statistika, tagsimot, zichlik funksiya, eksponensial tagsimot, Puasson

tagsimoti, tanlanmaning hajmi.

Kirish. Tartiblangan statistikalar matematik
statistikaning ko‘pgina masalalarida muhim rol
o‘ynaydi. Shuni ta’kidlash zarurki, N.B.Smirnov va
A.N.Kolmogorovlarning noparametrik kriteriyalariga
asoslangan fundamental tadgiqotlarida tartiblangan
statistikalardan foydalanganlar. Bir gator sabablarga
ko‘ra, tartiblangan statistikalarni mustaqil matematik
ob’ekt sifatida o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Bu masalani
o‘rganishda  qiziqish  ko‘pligini,  tartiblangan
statistikalar xossalarini o‘rganishga bag‘ishlangan
ilmiy magolalar va bir nechta monografiyalarni
yozilganini aytib o‘tish joizdir.

Masalan: [3], [14], [17], [21] nomli
adabiyotlar ro‘yxatini keltirishimiz mumkin.

Aytaylik,

X153 Xoy ey X, 1)

bog‘lanmagan va bir xil F(X) tagsimotga ega
bo‘lgan N -hajmli tanlanma bo‘lib,
Xip S X3 S 2 Xy )

tanlanma elementlari qiymatlarini o‘sib borish
tartibida joylashtirishdan hosil bo‘lgan unga mos

in_ni 1 tartibli statistika

variatsion gator bo‘lsin.
deb ataladi. Ravshanki, ~ " fagatgina kuzatilayotgan
miqdorning qiymatigagina bog‘liq bo‘lib qolmasdan, u
boshqa kuzatilayotgan miqdorlarning joylashish
tartibiga ham bog‘ligligi bilan xarakterlidir.

statistika bo‘la oladi, biroq juda ko‘p amaliyotda
go‘llaniladigan tanlanmaning o‘rtacha arifmetigi,
giymatlarining qanday joylanish tartibiga bog‘liq
emasligi tufayli tartiblangan statistika bo‘la olmaydi.
Ushbu misollarda ko‘rsatilgan tartib munosabati
nugtai-nazaridan (qaralsa tartiblangan statistikalar
spetsifik xususiyatli tabiatga ega ekanligini tasdiqlaydi.
Shuni ham ta’kidlash o‘rinliki, qaralayotgan
tanlanmaga kiruvchi elementlar (1) bog‘lanmagan va
ham tartiblangan

bir xil tagsimlangan bo‘lsa

statistikalar (Xi'“) ular  orasidagi tengsizlik
munosabatlariga asosan bog‘langan hamda turli
tagsimlangan tasodifiy miqdorlarni tashkil etadi.

Tartiblangan statistikalarga quyidagi ekstremial
giymatlar

Xin = mMin(x;,x,,x5,...,X,)

X = Max (x;,x,,X5,..., X, )
va tanlanma ko‘lami
R, = max (x,,x,,X;,...,x,) —Min (x;, X,, X5,..., X, )

eng sodda misollar bo‘la oladi. Oxirgi sanab
o‘tilgan  tartiblangan  statistikalar =~ matematik
statistikaning tatbigiy masalalarida tez-tez uchrab
turadi.

To‘g‘risini  aytganda hn I tartibli
statistikalarning  anig  tagsimot  funksiyalarini
tanlanmada qaralayotgan tasodifiy miqdorlarning

F(x)

tagsimot funksiyasi orqali ifodalash mumkin.

Masalan: Tanlanma medianasi variatsion _ L
qatorda o‘rta holatni egallagani uchun tartiblangan _ Masalan: _ 'I_'anlfflnmanln_g ko'lami,  ikkita
tartiblangan  statistikaning  birgalikda  tagsimot
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funksiyalarini  [14] ilmiy tadgiqotlaridan topish

X.
mumkin. Xususiy holda, " 1
statistikaning tagsimot funksiyasi

-tartiblangan

F.(0)=P(X,, <x)= Zn:c:[F(x)]k L-FOI™, i=123..n,

bo‘ladi. Oxirgi formulani ko‘rinishiga nazar
tashlasak, tanlanma hajmi etarlicha katta bo‘lganda
tagsimot funksiyani aniq formula orqali hisoblash
amaliy jihatdan juda ham qiyinchilik tug‘diradi.

Adabiyotlar  tahlili.  Bugungi  kunda
tartiblangan statistikalar ustida baxo va siljimagan
baxolar asosiy o‘rganilayotgan yo‘nalishlardan biridir.
Bu sohadagi nazariyalarning rivojlanishi N.V.Smirnov
va A.N.kolmogorovlarning ishidan boshlangan.
So‘ngra bu sohada S.X.Sirojiddinov, O.V.Vidilina va
ko‘plab izlanuvchilarning ¢’lon qilingan fundamental
ishlarida ko‘rish mumkin.

Tartiblangan statistikada natijalar olish.

Shu sababli tartiblangan statistikalar tagsimoti
va ularning chiziqli uchun asimptotik
formulalar topish (asimptotik masalalar) aktual
masalalardan bo‘lib, bu masalalar ko‘pgina horijiy va

Endi
bizni qiziqtirayotgan masalalar bo‘yicha olingan
natijalar tafsilotini bayon qilamiz.

Ekstremial giymatlarning asimptotik
xususiyatlari akademik B.V.Gnedenko [1] tomonidan
to‘laligicha o‘rganilgan.

ifodasi

vatandosh matematik olimlarni qiziqtirgan.

. - X[l n] n . . .
Tanlanma kvantillari ' ning asimptotik

haqidagi masalalar [4] va [5]
monografiyalarida keltirilgan. F.Mosteller [4] da "K"
o‘lchovli tanlanma  kvantillarining  birgalikdagi

k

tagsimoti uchun ma’lum shartlar o‘rinli bo‘lganda ™ -
o‘lchovi normal tagsimotga mansub ekanligini
isbotlagan.

normalligi

N.V.Smirnovning [10] nomli monografiyasida
variatsion qator elementlarining barcha asimptotik
m

xususiyatlari to‘laligicha tahlil gilingan. Xususan N -
nisbatning  turli  munosabatlarida  ekstremum

qiymatlarning, ya’ni X va Xo-miin tartiblangan

statistikalarning  asimptotik  (limitik)  xossalari

o‘rganilgan. Bosh to‘plamning tagsimoti simmetrik

bo‘lgan holda E.Gumbel [21] da tanlanma ko‘lami R,

ning asimptotik tagsimotini  o‘rgangan. Buni
umumlashtirib, tanlanma statistikalaridan
(Xi+1,n - Xi,n 1 I ::Ln _1)

ning asimptotik xususiyatlarini R.Payk [17]
o‘rgangan. V.Feller tomonidan [2] da

P[rna)((x1 +x, +o. X)) —min G +x, ..+ x,) <X

1<k<x 1<k<x

©)
tagsimot uchun limit teorema isbotlangan. [2]
da noma’lum parametrlardan (# -siljish, ©

-masshtabli o‘zgartirish) @ ni eng kichik kvadratlar
usuli bilan baholashda tartiblangan statistikalarning
chizigli ifodasi hamda funksiyasi muhim o‘rin tutishi
ko‘rsatib berilgan.

Masalan: O  noma’lum parametrlarni
baholashda Daunton statistikasi

G = Jn D @i-n-1X,,
n(n-1) = (&)
ko‘pgina boshga statistikalardan  yaxshi

xususiyatlarga ega ekanligi isbotlangan va uning
effektivlik koeffitsiyenti 97% dan ortiq ekan. Shunday
qgilib, bunday statistikalarning xususiyatlarini o‘rganish
umumiyroq bo‘lgan

Tn = Zcixi,n
)
ko‘rinishidagi tartiblangan statistikalarning
chizigli ifodasini asimptotik xossalarini o‘rganishga

olib keladi. D.S.Moore [6] va S.M.Stigler [7] lar T
statistikani ma’lum bir shartlarda asimptotik normal

ekanligini o‘rgandilar. T statistikani  asimptotik
normal bo‘lishi uchun, albatta ci koeffitsiyentlarga va

tanlanma tagsimot funksiyasi F(x) ga ma’lum bir
chegaralanishlar qo‘yishga to‘g‘ri keladi. Umuman

T, statistika asimptotik normal bo‘lishi
topilgan

aytganda,
uchun ko‘pgina shart-sharoitlar majmui

bo‘lib, ulardan ba’zilari € koeffitsiyentlarga kuchli
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F(x) ga kuchsiz

C

chegaralanishlar, ba’zilarida esa

shartlar qo‘yilgan va aksincha ba’zilarida
koeffitsiyentlarga kuchsiz chegaralanishlar qo‘yib,

F(x) tagsimot funksiyaga kuchli shartlar qo‘yilgan.

Agar T statistika noma’lum parametrlar siljish # va
O -masshtabni  o‘zgartirish uchun baho sifatida
garalsa, Dj.YUng va K.Bennetlar ko‘pgina sabablarga

ko‘ra optimal koeffitsiyent C1 sifatida

Ci :1‘_][;)
n n+1 (6)

olish ma’qul ekanligini tasdigladilar. Bu yerda

() gandaydir (% 1 da differenuiallanuvehi funksiya.
Bizningcha,

-?n = %i‘](;jxln

n+1

™)

statistika uchun markaziy limit teoremadagi
goldig hadning bahosi masalasi birinchi marta
W.Rosenkzants, N.M.Reilly [8] tomonidan

o‘rganilgan. Tartiblangan statistikalar chizigli ifodasi
uchun markaziy limit teoremadagi qoldiq hadning
bahosi to‘g‘risida muhim natijalar [16], [17], [18] va
[19] monografiyalarida keltirilgan. SHuni ham qat’iy
ta’kidlash zarurki, quyidagi tekis va eksponensial
tagsimotlar orasidagi munosabatni aniglovchi quyidagi
tasdiglar tartiblangan statistikalar  xususiyatlarini
o‘rganayotganda muhim xizmat giladi. Aniqrog‘i (1)

bog‘lanmagan va bir xil uzluksiz F(x) tagsimotga ega
bo‘lgan tasodifiy migdorlar bo‘lsa,
u=F(x)

Ly Ly oL, (11)

eksponensial tagsimlangan tasodifiy
miqdorlarni o‘rganishga olib keladi. Ushbu yugorida
bayon etilgan tasdiglardan, agar

Uy <Upp <...<Up,

[0.1]

(12)

kesmada tekis tagsimlangan

u,u,,..,u . .
=202 0 tanlanmaga mos Keluvehi variatsion

gator bo‘lib,

2, <Z,,<..<Z,, (13)
eksponensial tagsimotdan tashkil etilgan
variatsion qator bo‘lsa, u holda
ui,n = I:(Xi,n)! Zi,n :_In(l_ui,n)’
u,=1-e™", i=1n (14)

bo‘ladi. Bu keltirilgan almashtirishlar ixtiyoriy
tagsimotga ega bo‘lgan tanlanmadan tashkil topgan
variatsion qator elementlarini, ya’ni tartiblangan
statistikalarni tekis tagsimlangan yoki eksponensial
tagsimotdan tashkil topgan tartiblangan
statistikalarning xususiyatlarinigina o‘rganishga olib
kelishi mumkinligini tasdiglaydi.

Tartiblangan statistikada natijalar olishni
statistikalarda olingan natijalar bilan taqqoslash.

Aytaylik

2,<2,<2,<..<512

" (15)
N - hajmli tanlanma uchun eksponensial
tagsimotdan olingan
f(z)=e’, (0<2,<2,<2,<..<1,) (16)

zichlik tagsimotiga ega bo‘lgan tartiblangan

Kolmogorov-Smi(r?]lv almashtirishi St-at;itﬂ-(a bo‘lsin. Bu holatda birgalikdagi tagsimot

Uy, Uy, ooy U, ) ZIchign )

tekis tagsimlangan tasodifiy ~migdorlarni n!exp(—;zrj, 0<z<7,<2,<..57, <)
o‘rganishga olib keladi va aksincha, agar F(x)_ ko‘rinishida bo*ladi. (17) ifodani ()
eksponensial tagsimotga ega bo‘lsa n

u=1-e* (19 n!exp{—;(n—r+1)(zr —zrl)} s

Kolmogorov-Smirnov almashtirishiga teskari
bo‘lgan almashtirish

18
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ko‘rinishida ham yozish mumkin. Bu yerda

Zo = 0. Yugoridagilarni  1937-yilda  Suxatme
isbotlagan.
Agar
Ye =(M+r+1)(z,)—24,4), r=3423...,n (19)
deb olinsa va har bir Yr miqgdor (0, )

oraliqda tagsimlanganligini e’tiborga olsak, ko‘rsatish

mumkinki, Y -statistikalar umumiy zichlik funksiyasi
(16) ko‘rinishida bo‘lgan bog‘ligsiz miqdorlardir.

Bu natija umr davomiyligini tekshirish
masalalarida muhim ahamiyatga ega. Masshtab

anigligida garalsa 2 ni N ta bir vagtda sinovga
qo‘yilayotgan predmetlarni ifodalaydi. Bu yerda har
bir predmetni umr vaqti

X=I (A>0)

eksponensial tagsimotga ega va matematik
kutilmasi 4 ga teng. U holda 2 ta o‘lim vaqti orasidagi
farq orliglari

AZ

n-r+1 (20)

x(r) N X(rfl)’

kabi tagsimlangan. (19) ifoda 20 ni
r r yi

Ly = Z(Z(i) - Z(i—l)):Z -
i=1 i=1 n_|+1 (21)

ko‘rinishida ifodalash imkonini beradi. Bundan

kelib chigadiki, 20 ni har bir 4 < r lar uchun
2y = L)
hodisaning ehtimolligi

Zy = Zgey (22)

hodisaning ro‘y berish ehtimolligi bilangina
aniglanishi kelib chigadi.

Boshgacha aytganda,

Zays Loy L L (23)

ketma-ketlik Markov zanjirini tashkil etadi.
(Ren’i, 1953y.).

Endi uzluksiz tagsimotga tegishli tagsimot
funksiyasi qat’iy o‘suvchi bo‘lgan

X = Xo <Xy =S Xn oy

tartiblangan statistikani garaymiz. U holda

. X .
Kolmogorov-Smirnov almashtirishi " ni

Uy, (r=1n)

va almashtirilgan statistika R(O:D) da tekis
tagsimotga ega.
z=-logu

tartiblangan statistikaga almashtiradi

funksiya U ga nisbatan kamayuvchi va
—logu

qiymat (16) ko‘rinishdagi eksponensial
tagsimotga ega bo‘lgani uchun
Ziy==logU, ry, r=1n (26)
kabi  aniglangan  miqdor tartiblangan

statistikadir va u (15) variatsion gator bilan ustma-ust

ni (21) ifodani

tushadi. SHuning uchun X(n-rs1

e’tiborga olgan holda
X(n—r+1) = P_l(U (n—r+1)): P_l(e_zm ):

:P{exp[Y—l+ Yo T ﬂ
n n-1 n—r+1)] on

ko‘rinishida yozish mumkin. U holda

- Yr+
X =P l{exp{log P(X(n_m))— ” _1 }}

1
(28)
ifoda o‘rinli va unda Xin-ret va Ve
bog‘ligsizligi va (27) ifodaning bog‘ligsizligini

e’tiborga olgan holda

Xms Xnogyr Kinozyr s Xy

(29)

miqgdorlar Markov zanjirini tashkil etadi.
Yugoridagi natijalardan quyidagi muhim tasdiq kelib
chigadi:

1-teorema. M - hajmli uzluksiz tagsimotdan

olingan tasodifiy tanlanmadan tashkil topgan X
tartiblangan statistikaning shartli tagsimoti
Xy =X

(n-r) — hajmli o‘sha tagsimotdan tuzilgan
X=X (s—r)

nugtadagi chapdan girgilgan
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tartiblangan statistikaning tagsimoti bilan ustma-ust
tushadi.

Bu teoremadan ba’zi natijalarni olishda
foydalanamiz.
Bu bo‘limda tanlanmaning tartiblangan

statistika tagsimoti va uning Puasson jarayonlari bilan
bog‘ligligi hamda qo‘llanilishi ko‘riladi.

Y, 5Y,

Aytaylik, Y n N ta o‘zaro bog‘ligsiz,

bir xil tagsimlangan va qat’iy uzluksiz o‘suvchi F(y)
tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy miqdorlar ketma-

Y. Y Y

ketligi bo‘lsin. 'tn*'2n*== Yo tasodifiy migdorlarni

quyidagicha aniglaymiz. YiYoi-3Yy tasodifiy

migdorlarning o‘sish tartibida quyidagicha aniglaymiz.
Qisman

Y o=minlY, Y, Y

Ynn}

Korinib turibdiki, T+ =Yz ==Y, Yi i

tartibli, tartiblangan statistika deb ataladi. Quyldagl
tanlanmani

(Yl;Yz;...;Yn)1 YiniYoriiYon)
(Y;;Y,5..5Y,)

va
Y =max{Y1n;Y2n;...;

n,n

N hajmli
statistikalar to‘plami deb ataladi.

Umumiylikni yo‘qotmagan holda quyidagi
soddalashtirishlarni kiritamiz. Aytaylik

X, =F(;), 1=123;...;n

ning tartiblangan

va X tasodifiy miqdorlarning tagsimotini
topamiz:
P{X, <x}=P{F(Y,) <x} =P, < F(x)}=
=F(F*(x))=x, 0<x<1 i=12...;n
(30)
-1
Bu yerda F funksiya yagona ravishda

aniglangan F  funksiyaga teskari funksiya. Endi
0<F(y)<1

bo‘lgani uchun
0, aeap x<0
P{X, < x}=

1, aeap x>1 1=1,2;...;n

(31)

ga ega bo‘lamiz. Shunday qilib (30) va (31)

larga asosan X tasodifiy miqdor [O’l]oraliqda i
ning har ganday giymatlari uchun F tagsimotni gat’iy
o‘suvchanligiga bog‘ligmas tekis
tagsimlangan bo‘lar ekan. Shuni e’tiborga olish

ravishda

kerakki {Yi'”} orasida tartiblar

X; =F(Y})
almashtirishda o‘zgarmaydi. Shuning uchun
kelgusida
X, < XZn <...< XM

(32)
0,1]

tartiblangan statistikani o‘rganamiz va u [
oraligda tekis tagsimlangan

X Xya X,

tasodifiy miqdorlardan tuzilgan.

Xln; in; s Xnn

orasida (32) munosabatni bajarilganligi

ularning bog‘ligsiz ekanligini ko‘rsatadi. Oldin
bularning birgalikdagi tagsimot funksiyasini yoki
aniqrog‘i taqsimotini topamiz. Bu tagsimotni
(X, X0 X,)
ko‘rinishida
ketma-ketligini

belgilaymiz. Quyidagi sonlar

O<x <X, <...<X, <1

va kichik orttirmalar
h;h,;...;h,
ni shunday tanlaymizki, ularning
(Xi5 % +h) (X0 X, +hy)see s (XX, +hy)
intervallari kesishmasin. U holda bularning
birgalikdagi tagsimoti

Xn+hn Xn—1+hn—lxl+h1

If(xl;xz;...;xn)dxl dx,...dx, =

<x+h, i=12; ...;n}:

o <X +h,1=12,...;n5=

Il

™M T
i o >
T

x

IA

X

——

P{x, <X, <x +h} ZHh =nlhh, ...

i=1 o =l

(33)

20
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Xulosa. Mazkur maqolada tartiblangan
statistikalarni masalalarga tadbiqglari o‘rganilgan.
Tartiblangan statistikada baxolar va siljimagan baxolar
haqidagi masalalar ko‘rib  chiqilgan. Bunda
tartiblangan statistikalar uchun baholar va siljimagan
baholar yordamida masalalarning yechimini topishda
foydalanib, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi
topilgan. Topilgan umumiy yechim tartiblangan
statistikalarga bo‘ysundirilib, masalalarning formal
yechimlari topilgan. Yechimni xos sonlari, unga mos
xos funksiyalari ham topilgan.
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