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Аннотация. В данной статье рассматривается разработка алгоритма, основанного на 

применении оптимальных квадратурных формул для решения интегральных уравнений 

Абеля. Интегральное уравнение Абеля находит огромное применение в прикладных задачах, 

включая микроскопию, сейсмологию, радиоастрономию, атомное рассеяние, радиолокацию, 

диагностику плазмы, рентгеновскую радиографию, механику жидкости, биомеханику и 

теорию электромагнитного поля. Приведенные в данной работе квадратурные формулы 

являются оптимальными в пространстве Соболева. Разработанная схема эффективна, точна и 

может быть распространена на другие особые задачи. 

 

Ключевые слова: Сингулярные интегральные уравнения, квадратурная формула, 

пространсво Соболева, обобщенное интегральное уравнение Абеля. 

 

Введение  

Сингулярные интегральные уравнения 

Абеля — это класс математических уравнений, 

возникающих в задачах теоретической и 

прикладной математики. Такие уравнения 

получили свое название в честь норвежского 

математика Нильса Абеля и играют важную роль в 

теории интегральных уравнений. Сингулярные 

интегральные уравнения Абеля имеют широкое 

применение в физике, теории потенциала, 

механике и других областях, где необходим анализ 

задач с определенными граничными условиями. 

Обобщенное сингулярное интегральное 

уравнение Абеля имеет вид: 

( )
= ( ), ( , ),

( )

x

a

t
dt f x x a b

x t 




−
 

где 
( )t

 — неизвестная функция, 
( )f x

 — 

известная функция, а параметр   определяет 

степень сингулярности ядра 

1

( )x t − . Наиболее 

часто встречающиеся уравнения Абеля имеют 

сингулярность с 

1
=

2


. 

Эти уравнения называются "сингулярными" 

потому, что при t x→  выражение 

1

( )x t −
 

стремится к бесконечности, что приводит к 

особенностям (сингулярностям) в интеграле. 

Сингулярность такого вида требует особых 

методов для анализа и решения уравнения. 

Литературный анализ и методы. Абель 

впервые ввел и изучил подобные уравнения в 

контексте решения задач теории интегралов и 

дифференциальных уравнений в первой половине 

XIX века. Уравнения Абеля возникли в его работе 

над задачей о разности квадратур — проблеме, 

которая связана с восстановлением функции по ее 

интегралу, в котором присутствует особое ядро. 

Абель продемонстрировал, что сингулярные 

интегральные уравнения могут быть решены при 

помощи особого преобразования, которое 

впоследствии получило название преобразования 

Абеля. Решение сингулярного интегрального 

уравнения Абеля для случая 

1
=

2


 имеет 

аналитический вид и может быть выражено через 

обратное преобразование Абеля. Для уравнения 
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( )
= ( )

x

a

t
dt f x

x t



−


 

решение для 
( )x

 имеет вид: 

1 ( )
( ) = .

x

a

d f t
x dt

dx x t


 −


 
Этот метод применим благодаря свойствам 

интеграла с ядром 

1

x t− . Введенная Абелем 

методика позволяет эффективно решать такие 

уравнения, если 
( )f x

 имеет определенные 

свойства гладкости. 

Сингулярные интегральные уравнения 

Абеля находят применение в решении прикладных 

задач в следующих областях: 

- Теория потенциала: Уравнения Абеля 

используются для описания граничных задач в 

теории потенциала, включая задачи об 

определении распределения заряда на поверхности 

проводника. 

- Астрофизика: При анализе вращательных 

симметрий звезд и других астрономических 

объектов интегральные уравнения Абеля помогают 

определять распределение плотности по данным о 

светимости. 

- Оптика и теория рассеяния: Задачи 

распространения света и анализа рассеяния также 

могут быть решены через уравнения Абеля, 

особенно в задачах, связанных с преломлением и 

рассеянием волн в неоднородных средах. 

- Механика деформируемых сред: В теории 

пластичности и механике сплошных сред такие 

уравнения помогают моделировать напряжения и 

деформации. 

 

Результаты 

Для уравнений Абеля, в которых 

аналитическое решение получить трудно или 

невозможно, разработаны численные методы. 

Один из подходов основан на оптимальных 

квадратурных формулах [1]. 

Рассмотрим квадратурную формулу вида 

10
0

( )
[ ] ( )

( )

Nt x dx
C h

t x 



  

−
=


−


  (1) 

c функционалом погрешностью 

1

[0, ]

0

( ) ( )( ) [ ] ) (
N

tx x t x C x h



   −

=

= − − −
 (2) 

в пространстве Соболева 
( )

2 (0, )mL t
. 

Здесь 
( )

2( ) (0, ), 0mx L t t  
 

произвольное конечное число, 

,
t

h N m
N

= 
-

натуральное число, 
( )x

-дельта функция Дирака, 

т.е. тоже является функционалом и его влияние на 

гладкую функцию, определяется следующим 

образом: 
( )( ), ( ) (0)x x  =

, 

( )( ), ( ) ( )x a x a  − =
, 

( )( ) ( ), ( ) ( 1) ( )x a x a   − = −
. [0, ]t

 - 

характеристическая функция отрезка [0, ],t [ ]C  -

коэффициенты квадратурных формул и 

[ ] 0, [0, ]C h t = 
, 0 1  . 

Пространство Соболева 
( )

2 (0, )mL t
-

гильбертово пространство классов вещественных 

функций 
( )x

, отличающихся друг от друга на 

полином степени 1m −  с производными (в смысле 

обобщенных функций) порядка m , квадратично 

интегрируемыми в интервале 
(0, )t

 и скалярным 

произведением 

0
 

( ) ( )
, .

m m
t

m m

d x d g x
g dx

dx dx




  
 =   

  


 (3) 

Погрешностью квадратурной формулы вида 

(1) называется разность 

1

0
0

( , ) ( )( ) [ ] ( ).
Nt

x t x dx C h



    −

=

= − −
 

Здесь значение функционала  на функции 

  определяется следующим образом 
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( , ) ( ) ( ) .x x dx 


−

= 
 

Действительно  

=0

1

[0, ]( , ) ( ) ( ) ( ( ) [ ] ( ) ( )( )
N

tx tx dx x C x h xx dx



      
 

− −

−



 
= = − − = 

 
−  

 

0

1

[0, ]

=

( ) ( ) [ ] ( ) (( ) )
N

t x x dx C x h x dt xx 



     
 

− −

−



= − −− = 
 

0

=00

1 ( ) [ ] ( .( ) )

t N

x dx C ht x


    −= − −
 

Известно, что пространство Соболева 
( )

2 (0, )mL t
 вложено в пространство непрерывных 

функций заданных на отрезке [0, ].t  Отсюда 

следует, что функционал погрешности  будет 

некоторым функционалом из сопряженного 

пространства 
( )

2 (0, )mL t

, и этот функционал 

аддитивный, однородный, ограниченный, то его 

норма определяется равенством 

( )
2

( )*

2
| 1

 | sup | ( , ) | .
m

m

L

L



=

=

  (4) 

Следовательно, оценка погрешности 

квадратурных формул вида (1) на функциях 

пространства 
( )

2 (0, )mL t
, сводятся к нахождению 

нормы функционала погрешности (2) в 

сопряженном пространстве 
( )*

2 (0, )mL t
. Очевидно, 

что норма функционала погрешности  зависит от 

коэффициентов [ ]C  . 

Если 

( )* ( )*

2 2
[ ]

 || infm m

C
L L


=

   (5) 

то говорят, что функционал  соответствует 

оптимальной квадратурной формуле в смысле 

Сарда в пространстве Соболева 
( )

2 (0, )mL t
[2]. 

Итак, если построена квадратурная формула 

и требуется найти максимально возможную 

погрешность этой формулы над пространством 

( )

2 (0, )mL t
, то достаточно решить следующую 

задачу. 

Задача 1. Найти норму функционала 

погрешности  рассматриваемой квадратурной 

формулы в сопряжённом пространстве Соболева 
( )*

2 (0, )mL t
. 

Эта задача будет решена, если существует, 

так называемая экстремальная функция 

квадратурной формулы, т.е. такая функция 
( )U x

 

для которой 

( ) ( )

2 2  ( , ) | | .m mU L U L=
  (6) 

Но если требуется, варьируя коэффициенты 

[ ]C  , найти оптимальную квадратурную формулу 

в пространстве 
( )

2 (0, )mL t
, то необходимо решить 

следующую задачу. 

Задача 2. Найти такие значения 

[ ], 0,C N  = , чтобы выполнялось равенство (5). 

Современные методы численного анализа 

также включают использование быстрых 

преобразований Фурье и специальных методов 

регуляризации, которые помогают справляться с 

трудностями, возникающими из-за сингулярности 

ядра [3,4]. 

 

Заключение  

Сингулярные интегральные уравнения 

Абеля представляют собой важный класс 

уравнений с особыми свойствами, связанными с их 

сингулярностью. Эти уравнения имеют как 

теоретическое, так и практическое значение, 

находя применение в задачах физики, механики, 

астрономии и других областях. 
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