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HISTOGRAM



Prikaz rezultata ponovljenih merenja

| ' Radili ste na vezbama!
Em=33 n - broj ponovljenih merenja

m - broj intervala histograma

preporucljivo je:

m=~Aan-+1

n.je brojishoda u intervalu
opsega i, pa vazi:

broj ponovljenih merenja

merene vrednosti X



broj ponovljenih merenja

Histogram i fgv
Histogram i procenjena funkcua gustlne verovatnoce
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* Na histogramu je predstavljena (crvenom linijom) procenjena Gausova funkcija gustine verovatnoce
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* Sam je oznaCen broj intervala za prikaz histograma.
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*  Koji od histograma najbolje opisuje predstavljeno merenje koje je ponovljeno 1000 puta?

«  Stase de3ava sa histogramom kada je m relativno malo, a $ta kada je m relativno veliko?



Histogram

Normalizovan histogram i funkcija gustine verovatno¢e za Gausovu raspodelu
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p, je relativan broj ishoda u intervalu opsega i: pr =1 ;= E!
i=1

Broj ishoda u intervalu n, se naziva i u€estanost intervala.
Relativna uCestanost intervala (p,) se moze tumaciti i kao verovatnoda intervala.

Gustina verovatnocde intervala se dobija kada se relativna ucestanost podeli sa Sirinom
intervala - normalizovan histogram (kao na slici gore).



Parametri raspodele rezultata merenja

Ukoliko su rezultati prikazani u formi histograma, srednja vrednost moze
da se proceni i kao:

m
X = 'xfpf
i=1

gde je x; sredina intervala /.



FUNKCIJA RASPODELE VEROVATNOCE |
FUNKCIJA GUSTINE VEROVATNOCE



Verovatnoca

Verovatnoc’aie u opstem slucaju, neki realan broj p u

intervalu [0, 1], koji je pridruzen nekom slucajnom

dogadaju.

* Kada je p =0, onda se taj dogadaj nece dogoditi, a kada je
p =1 onda Ce se sigurno dogoditi.

* Nekada se p izrazava i u procentima.

#251350200
Kockice, Javno vlasnistvo,
https://as1.ftcdn.net/jpg/02/51/39/02/500 F 251390200 HpnWE9F08alVK7rjflyQKKP8RYt1VIpd.jpg
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Funkcija gustine verovatnoce

Normalizovan histogram i funkcija gustine verovatnoc¢e za Gausovu raspodelu
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* Funkcija gustine verovatnode fgv (eng. Probability Density Function, pdf,
https://en.wikipedia.org/wiki/Probability density function) slu¢ajne promenljive

(merene vrednosti) se predstavlja u oznaci f(x).

* Verovatnoca da ¢e se merena vrednost nadi u bilo kom intervalu (kolike su
granice tog intervala?) je jednaka f(x) = 1 (100%).

* Vrednost fgv koja se, u opStem slucaju, moZe izraziti u procentima ili
normalizovano u opsegu.

* Normalizovani histogram u ovom slucaju predstavlja diskretan prikaz merenja, a
fgv odgovara procenjenom kontinualnom prikazu.



https://en.wikipedia.org/wiki/Probability_density_function

fgv

« Zafgvvazi:

f(x) =0
f flx)dx =1

* Prema definiciji, fgv pokazuje kako su merene vrednosti
rasporedene oko srednje vrednosti merenja.

* Pored fgv, definiSe se i funkcija raspodele verovatnoce u
oznaci F(x).



Funkcija raspodele verovatnoce

e Za merenje x,, funkcija raspodele verovatnoce u oznaci F(x,) je
jednaka verovatnoci nalazenja rezultata merenja x, u
intervalu [-, x,].

* Odnos funkcije raspodele verovatnoce i funkcije gustine
verovatnoce je:

Fixp) = | fG)dx

e Funkcija raspodele verovatnoce F(x,) je monotono
neopadajuca funkcija.
* Kontinualni domen: Funkciji raspodele verovatnoce -

diskretni domen: kumulativni histogram (njime se ne
bavimo).



F(x) i f(x)

* Jednostavno se moze zakljuciti da se verovatnoda P da merena
veliCina X uzima vrednosti u opseqgu [x,, x,] u oznaci P(x, < X < x,)
moze izraCunati na dva nacina: 1) preko fgv i 2) preko funkcije
raspodele verovatnoce:

Plx; <X <x,)= J.xzf(x)d:t:

X4

P(xy < X <x3) = F(x3) — F(xy1)

* Ove dve funkcije su jednoznacno povezane, odnosno ako je poznata
funkcija raspodele verovatnoce F(), onda se jednostavno moze
odrediti f() i obrnuto.

* Kako se fgv jednostavno procenjuje pomocu histograma, to se ona
Cesce koristi u teoriji elektricnih merenja.



F(x) i f(x)
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Cumulative distribution function, By Inductiveload - self-made, Mathematica, Inkscape,
Javno vlasnistvo, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3817960
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F(x) i f(x)
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(Gausovo zvono?

* Na dosadasnjim primerima je pokazano da fgv ima takav oblik da se
rezultati "gomilaju” u neposrednoj okolini srednje vrednosti. Takode,
pokazano je na primerima i eksperimentalno je utvrdeno da je verovatnoca
da se rezultat nade u blizini srednje vrednosti ve¢a - Gausovo zvono.

» U statistici i teoriji verovatnoce se vrednost oko koje se gomilaju rezultati
merenja naziva matematicko ocekivanje E (eng. Expected value,
https://en.wikipedia.org/wiki/Expected value):

oD
E(X) = J xf(x)dx
— o0
* Fizicki znacaj matematickog ocCekivanja je vrednost kojoj tezi neko merenije.

« Za Gausovo zvono, matematicko ocekivanje je bilo jednako srednjoj
vrednosti merenja za ponovljena merenja. Medutim, to vazi samo za
Gausovu raspodelu.


https://en.wikipedia.org/wiki/Expected_value

Na primer?

* Bacanje kockice.

* Postoji podjednaka verovatnoca da Ce rezultat bacanja kockice biti
brojevi u opsequ [1, 6], u opStem slucaju [1, n].
* Logicno je da nece biti "gomilanja" rezultata merenija.

* Kako je ovo diskretno merenje, integral sa prethodnog slajda

postaje suma:
n

EQO) = ) xaf (i)
i=1
1 1 1 1 1 1
E(X}:1§+EE+EE+4E+SE+ E'E:E'S
1
f(Iﬂ.}za

Kockice, Javno vlasnistvo,
https://as1.ftcdn.net/jpg/02/51/39/02/500 F 251390200 HpnWE9F08alVK7rjflyQKKP8RYt1VIpd.jpg
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Varijansa slucajne promenljive

Kako bi se odredilo “rasipanje” ponovljenih merenja oko srednje vrednosti, koris¢ena
je standardna devijacija.

e Za odredivanje rasipanja merenja oko matematickog ocekivanja, koristi se varijansa
D(X) od eng. Dispersion.

D) =E((x - E)")

* Varijansa je jednaka matematickom ocekivanju razlike pojedinacnog merenja i
matematickog ocekivanja merenja. OK?

* Kolika je varijansa u slucaju bacanja kockice?

1 1 1 1 1 /1 1 1 1 1 14
+2=E+3=—+4*—+5=—+5‘——(1—+2—+3—+4—+SE+5E)

.1
DIX)=1=
) =172

6 6 6 6 6 6 6 6

* Rezultat merenja, odnosno bacanja kockice je 3.5 £ 2.92.

Kockice, Javno vlasnistvo, 251390200
https://as1.ftcdn.net/jpg/02/51/39/02/500 F 251390200 HpnWE9F08alVK7rjflyQKKP8RYt1VIpd.jpg
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Varijansa i standardna devijacija

* U opStem slucaju, varijansa predstavlja moment drugog reda.

* Svaka fgv je u potpunosti opisana matematickim ocekivanjem,
varijansom (centralni moment drugog reda), ali i momentima viseg
reda. Cesto se centralni momenti viseg reda se ili mogu zanemariti ili su
jednaki 0 (na primer, u metodi nezavisnih komponenti za obradu
signala, ICA, eng. Independent Component Analysis). Momenat reda p se

racuna kao

M) =E((x —ED)")

* Uobicajeno se za definisanje merne nesigurnosti, umesto varijanse,
koristi standardna devijacija o:

a =+ D(X)



(Gausovo zvono?

* Daliprilikom nekog merenja pretpostaviti Gausovo zvono ili se Ei D moraju
racunati uvek kao u slucaju bacanja kockice?

* Uobicajeno, prilikom merenja neke elektricne veli¢ine postoji "nagomilavanje"
merenih vrednosti oko neke vrednosti (oko srednje vrednosti?).

* Ako je to "nagomilavanje" rezultata simetricno (u obliku zvona) onda se
raspodela merenih vrednosti naziva normalna ili Gausova raspodela,
https.//en.wikipedia.org/wiki/Normal distribution

* Fgv za Gausovu raspodelu je:

Z

1 _lz—wF
f(_-x_'} — —p 2%
oy 21T
* Sapiosuoznaceni oznaceni srednja vrednost i varijansa. Njihove procene u
diskretnom slucaju (kada postoji neki konacan broj ponovljenih merenja)
odredene su slededim formulama:

*  ZAKLJUCAK: Na prethodnom ¢asu je pokazano kako se racuna merna
nesigurnost tipa A u slucaju Gausove raspodele.


https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution

Normalna raspodela
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Normalna raspodela
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Neka svojstva Gausove raspodele

Ako je srednja vrednost#ednaka 0 i ako je oCekivanje jednako 1, tada se Gausova
raspodela mozZe opisati funkcijom:
1 =
f(ﬂ-’} = II:I'E:‘ 2

W 2T

Zagenerisanje pseudoslucajnih brojeva na racunaru, ovo su dve najcesce
podrazumevane vrednosti. Vrlo Cesto se Gausova funkcija gustine verovatnoce
normalizuje kako bi srednja vrednost bila jednaka 0 i varijansa bila jednaka 1,
kao u prethodnom primeru.

Normalizacija se vrSi uvodenjem smene po Z.
A—p
o
U literaturi se vrlo Ceste srece i slededi oblik ove funkcije:

1 (Y &

P(y)=—=| € Zdx ®(y) = %E‘J"f (j_i)

V21 Jo

£ =

Ede je sa @(y) oznacena funkcija greske (eng. error function), a sa erf je oznacena
omplementarna funkcija greske:

2 ¥ _..
rf@) == | eTax erp(y) = 1—erfey)

0



Tacnost # preciznost merenja
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PRECIZNOST vrednost preciznost

Preciznost i tachost merenja u slucaju pikada (levi panel)iu
odnosu na Gausovu funkciju gustine verovatnoce (desni panel).

Oznaka pdf (eng. probability density function) oznacCava funkciju
gustine verovatnoce.



MERNA NESIGURNOST TIPAA
GAUSOVA RASPODELA VEROVATNOCE



Merna nesigurnost tipa A

- 34.1% 34.1%
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By M. W. Toews - Own work, based (in concept) on figure by Jeremy Kemp, on 2005-02-09, CC
BY 2.5, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1903871

Standardna devijacija srednje vrednosti merenja je procena merne
nesigurnosti tipa A. Teorijski, deli se sa jos jednim sqrt(n).


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1903871

Kako zavisi MN tipa A od broja merenja?

* Populacija (eng. mean) # uzorak (eng. average)

* Standardno odstupanje s ima svoju mernu nesigurnost, koja je opisana sa:

5
S’ -
o 2h—-1)

*  Zavisnost standardnog odstupanja od broja merenja je prikazano na slici.

Zavisnost standardnog odstupanja MN od broja merenja
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Sta znace procenti na grafiku?

- 34.1% 34.1%

0.0 0.1 0.2 03 04

By M. W. Toews - Own work, based (in concept) on figure by Jeremy Kemp, on 2005-02-09, CC
BY 2.5, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1903871

Kada se rezultat merenja predstavi kao na slici, ovakvom rezultatu se
pridruzuje odgovarajuca verovatnoca, odnosno nivo poverenja.

Ukoliko se zahteva veca tacnost, potrebno je uvesti faktor proSirenja. Kako?


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1903871

Vazno! Faktor prosirenjal

U praksi se ne sme k proizvoljno povecavati, kako bi interval
obuhvatio sistematske greske, jer se pojmovi merne
nesigurnosti i sistematskog efekta / greske znacajno

razlikuju.

Za odgovarajuci odabir k, potrebno je prethodno poznavanje
funkcija gustine verovatnoce rezultata merenja.



MERNA NESIGURNOST TIPAA
UNIFORMNA GUSTINA RASPODELE VEROVATNOCE
| DRUGE RASPODELE



U, Za negausovske raspodele

* Pri odredivanju merne nesigurnosti, najcesce se, pored
Gausove, odnosno normalne, koriste sledece raspodele:

— ravnomerna (uniformna),
— trougaonai
— trapezoidna.

* Svaka funkcija gustine verovatnoce, mora da ispunjava
uslov normiranosti:

ff{x}nix =1



Sve raspodele teze jednoj!

Za bilo koje merenje, koje je
izvrSeno dovoljno veliki broj puta,
™ T e I e I T e I e prema centralnoj grani¢noj

: . . . . - teoremi (eng. Central Limit
Theorem), vazi da takvo merenje
ima Gausovu raspodelu,

Y V VN PV V- Voo oV v e - ——ndbbe - - .
" 2 " " " " https://en.wikipedia.org/wiki/Centr

. al limit theorem

R P R " _a— _—_— el * Otud najveci znacaj Gausove

T i i i . i raspodele i u teoriji verovatnoce i
statistici, ali i u teoriji elektri¢nih
N . e, - - i i merenja.

I T T T 1 T * U praksi se ne moZe izmeriti
beskona¢no mnogo puta neka
N N _ - & A V" veli¢ina, pa je potrebno koristiti i
i i i . - fgv koje nisu Gausova fgv.

mean

By Daniel Resende - [github](https://github.com/resendedaniel/math/tree/master/17-central-limit-
theorem), CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=40231947.
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Uniformna fgv

Uniformna funkcija gustine verovatnoce p(x)

(}—1 < x <
PI—EﬂJ X4 X X3

plx) =0, x=x;Nx>=x,
a a
v a 5=—
. A A L 3
—5 v
28.85% 28.85%
T1=p—a 4 Ti=p+a
srednja vrednost
* Primena:

za generisanje slucajnih brojeva,

kada se procenjuje merna nesigurnost prilikom ocitavanja merene veli¢ine na
skali digitalnog indikatora (tada je merna nesigurnost jednaka polovini digit-a) i

kada su dati tabli¢ni podaci o osobinama nekog materijala sa opsegom u kome
se nalaze odredeni parametri tog materijala (na primer specificna otpornost).



Uniformna fgv, nesimetricna

Uniformna funkcija gustine verovatnoce p(x) p(:!ﬁ:} — 1
b—a
b+ a

E(X) =
2
b—a
ﬂl_é i -@'ﬁ
a x b

* Uniformna fgv za nesimentrican interval.

« Zak=1.5,interval je jednak 86.6%. Treba imati na umu da faktor
proSirenja ne moze da bude vedi od sqgrt(3) u slu¢aju uniformne
raspodele, jer je u tom slucaju obuhvacen ceo merni opseg (100%).

* Vrlo Cesto proizvodaci elektronskih komponenti u specifikaciji proizvoda
daju informaciju o opsegu elektri¢ne velicine, pa se za raCunanje merne
nesigurnosti koristi uniformna raspodela.



Simetricna trougaona fgv

Trougaona funkcija gustine verovatnoce p(x X —x
Xa— X
p(x}—(‘: ) U=x=x
plx) = X< X NX > xg

a
NG a a

>« > 5=—

— 3 _,vn'
32.5%| 32.5%
x1 oo X2 T

srednja vrednost

Osnovna odlika ove fgv je skoncentrisanost rezultata
merenja.

Koristi se kada je poznato da postoji grupisanje rezultata
merenja oko neke vrednosti, a raspodela nije Gausova.



Studentova raspodela

Studentova funkcija gustine verovatnoce
0.4 T T T T T T

0.35
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N

0.15

0.1

0.05

* Kada broj stepeni slobode v teZi beskonacnosti, tada Studentova funkcija gustine

verovatnode postaje Gausova funkcija gustine verovatnode sa srednjom vrednoscu O i
varijansom 1.

Studentova raspodela se koristi u posebnim sluc¢ajevima, kada se zahteva velika preciznost u
definisanju intervala poverenja prilikom predstavljanja rezultata merenja.



Kako znate koju raspodelu da koristite?

* Generalno i uprosc¢eno gledano, postoje dva koraka:

prvo se merene vrednosti predstavljaju u vidu histograma i

potom se pretpostavljena funkcija gustina verovatnoce testira /
proverava. U tu svrhu se moze koristiti hi kvadrat (x?) test.

* Korisno o odabiru raspodela i poredenju fgv:

Uniformna fgv ima najmaniju statisticku sigurnost u intervalu pyto i
najmaniji koeficijent prosirenja.

Kod Gausove fgv postoji veda razlika izmedu vrednosti koeficijenta
proSirenja u odnosu na uniformnu funkciju za razliCite statisticke
sigurnosti: na primer, za k= 3 i k = 2.58 odgovarajuce statisticke
sigurnosti su 99.7% i 99%.

Trougaona i Gausova fgv imaju bliske vrednosti koeficijenata prosirenja,

odnosno standardnog odstupanja pri istoj ekvivalentnoj polusirini
intervala.

Studentova fgv ima znacajno proSirenje intervala za relativno mali broj
izmerenih uzoraka (relativno mali broj ponovljenih merenja) i relativno
visoku verovatnocu koja se prikljuuje mernoj nesigurnosti.



Xx? test (Pearson-ov test)

Kada nije poznata raspodela rezultata merenja, potrebno ju je odrediti,
kako bi se na osnovu odredene raspodele izraCunala merna nesigurnost.
Predstavlja statisticki test, kojim se proverava hipoteza o “poklapanju”
gustine raspodele rezultata merenja sa nekom unapred pretpostavljenom
gustinom raspodele,

https://en.wikipedia.org/wiki/Pearson's chi-squared test.

Pretpostavka je da parametri gustine raspodele mogu da se odrede na
osnovu rezultata merenja.

Testira se i prihvata / odbacuje hipoteza:
H, - “gustina raspodele odgovara ..."

Slaganje empirijske sa teorijskom raspodelom se obavlja prema formuli:

-

N o — fe)?
**":kz:l fre



https://en.wikipedia.org/wiki/Pearson's_chi-squared_test
https://en.wikipedia.org/wiki/Pearson's_chi-squared_test

MERNA NESIGURNOST TIPAA
PRIMER



Merenje otpornosti

Digitalnim multimetrom visoke taénosti (smatratida se uticaj ovoginstrumenta na taénost merenja moZe
zanemariti) izvrieno je po 10 uzastopnih merenja otpornosti dva otpornika R, i R,. Rezultati ova dva
merenja dati su u tabeli 2 (pretpostaviti da oba merenja imaju Gausovu funkciju gustine verovatnoce).

Poznato je da je prilikom merenja jednog od ova dva otpornika koriscen prikljutak sa Kelvinovim
kontaktima, a u drugom merenju nije. Na osnovu Color Code Seme proizvodaca, poznato je da su

nominalne vrednosti ova dva otpornikaod R, =82001 R, . = 540 (). Potrebno je:

a) lzratunati mernu nesigurnost tipa A za oba merenja i prikazati rezultat merenja za faktor
proSirenja k = 2.

b} Koje merenje je preciznije, a koje merenje je tacnije?

c} Koje merenje je izvrieno primenom Kelvinovih kontakta, a koje nije?

d} lzradunati otpornost kablova u slu€aju merenja bez Kelvinovih kontakta?

Srednje vrednosti rezultata merenja za 10 ponovljenih merenja (n = 10) otpornosti su:

R, =i n Ry =820.330

= 1
Rz = ;E?::LREE =3547.40 O

rednibr. merenja 1 2 3 4 5 f 7 B Q 10

R, | 8205 | 8200 | 8201 | 8206 | 8204 | 8203 | 8202 | 820.1 | 8204 | 8207
otpornost []

Ry | 5470 | 5469 | 5471 | 5476 | 5473 | 547.0 | 5471 | 5478 | 5476 | 547.7




4.5

35

0.5

ReSenje

T I

820.2 820.4

R I

819.6 819.8 820

820.6

T
histogram

procenjena Gausova fgv -
—© nominalna vrednost

820.8

821

821.2

T T T T T T
@ histogram
procenjena Gausova fgv
—©0 nominalna vrednost

0
538 539 540 541 542 543 544 545

R, 2]

546 547

548

Ovaj zadatak nema
prakti¢nog znacaja.

Ponovljena merenja ovde
nemaju nikakvog smisla, jer
se tacnost merenja svodi na
tacnost koris¢enog
instrumenta, odnosno,
merna nesigurnost tipa A
se moze zanemariti.

Ponovljena merenja imaju
smisla, samo ako se radi o
otpornicima visoke
preciznosti, kao Sto su (bili)
etaloni.

Ovaj primer ima samo i
isklju€ivo obrazovni znacaj.



Box plot

Prikaz rezultata merenja napona A / D konvertorom
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Primer predstavljanja rezultata merenja primenom box plot-a,
https://en.wikipedia.org/wiki/Box plot

Ovaj grafik se, za razliku od error bar-a, https://en.wikipedia.org/wiki/Error bar, koji se crta
samo za Gausovu raspodelu, koristi kada nije poznata raspodela merenih podataka.



https://en.wikipedia.org/wiki/Box_plot
https://en.wikipedia.org/wiki/Error_bar

