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Beweis, dass jede Covariante und Invariante einer
bin#iren Form eine ganze Function mit numerischen
Coefficienten einer endlichen Anzahl solcher
Formen ist.

(Von Herrn Gordan in Giessen.)

Im 146%ter Bande der Philosophical Transactions pag. 101 hat Herr
Cayley sich mit der Frage beschiftigt, ob alle aus einer biniren Form eni-
stehenden Covarianten und Invarianten als ganze Functionen einer begrenzten
Anzahl von Formen mit numerischen Coefficienten darstellbar seien; er hat
gezeigt, dass bei Formen zweiten, drilten und vierten Grades sich alles in
der verlanglen Weise ausdriicken ldsst. Im Folgenden gebe ich fir bindre
Formen nte Grades ein endliches Sysiem von Covarianten und Invarianten an,
von denen ich zeige, dass und wie alle aus der Form abgeleitete Formen sich
als ganze rationale Functionen derselben mit numerischen Coefficienten dar-
stellen lassen. Dieses fir den allgemeinen Fall gegebene System ist immer
zu gross und lasst sich in jedem besonderen Falle reduciren; fir Formen
finften und sechsten Grades habe ich auch diese Reduction ausgefiihrt und ein
moglichst kleines System von Grundformen geliefert. Bezeichnet man durch
f eine gegebene bindre Form nten Grades, dann werde ich im Folgenden ein
System von Formen & aufstellen, welche die folgenden beiden Eigenschaften
besitzen:

I. Die Anzahl der 9 ist endlich.

II. Jede Covariante und Invariante J von f, oder wie ich mich kurz
ausdricken will, jede Form J von f ist eine ganze Function der
Formen & mit numerischen Coefficienten.

Ich werde eine ganze Function mit numerischen Coefficienten durch F be-
zeichnen, so dass ich zu zeigen habe, wie jede Form in der Gestalt J=F(3)
darstellbar ist. Dabei setze ich immer voraus, dass fiir Formen der niederen
Ordnungen solche Systeme aufgestellt seien.
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§. 1.
Entstehung symbolischer Formen.
Bezeichnet man die gegebene Form f symbolisch durch
(@@, + @, @) = (byx,+ byxy) . .. = @, = b,
so hat Herr Clebsch im 59sten Bande dieses Journals bewiesen, dass jede aus
[ entstehende Form eine lineare Function mit numerischen Coefficienten von
»symbolischen Producten*:
P = a2bf...(ab)*(ac)? ...
ist, in denen das Symbol (ab) die Determinante

(ab) = albg— bla)
bedeutet.

Die Summe der Exponenten von a., b., ... nenne ich den Grad von
P, ibren Grad in den Coefficienten oder, was dasselbe ist, die Anzahl der
Buchstaben @, b, ¢, ..., die in P vorkommen, die -Ordnung von P.

Ich stelle mir vorerst die Frage, in welcher Weise man die Formen P
aus Formen niederer Ordnung 9 entstehen lassen kann. Zu dem Ende lasse
ich in P den (symbolischen) Factor a? weg und erselze dann den Buchstaben
a der Art durch x, dass @, in x,, @, in —x, ibergeht, mithin (ba), (ca), . ..
in b, ¢., .... Die Form, die ich in dieser Weise erhalte, will ich durch
9 bezeichnen. Umgekehrt erzeuge ich P aus 9 dadurch, dass ich eine Anzahl
Male etwa k Male die Symbole b,, c.,... durch (ba), (ca), ... ersetze und das
Resultat mit a¢%* multiplicire. Ich werde dieses Verfahren so bezeichnen: ,,Die
Form P entsteht aus der Form & durch Anwendung der kte» Combination mit f.

Durch Anwendung der Ote Combination von & mit f entsteht das Pro-
duct f9. Alle symbolischen Producte P von der m'™ Ordnung entstehen aus
symbolischen Producten von der (m—1)t» Ordnung durch Combination mit f.

Es sei ¢ irgend eine Covariante von f, welcher ich, wenn ihr Grad w«
ist, stets die Form geben will:

¢ = (pix+p,m)" = .

Ersetze ich in einem symbolischen Producte  dann x Male z in der
oben beschriebenen Weise durch das Symbol ¢ und multiplicire ich danach
mit ¢4~ *, so erhalte ich eine Form &, von der ich sage: ,,Die Form ® ent-
steht aus O mittelst der x‘" Combination mit ¢. In diesem symbolischen
Producte @ kommt ausser den in 9 vorkommenden Symbolen noch das Symbol
¢ vor, sie ist eine lineare homogene Function der Coefficienten von ¢, oder
wie ich sagen will: ,,Die Form & enthdilt das Symbol ¢ linear.*
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Enthélt eine Form & ein Symbol ¢, so enthalten es alle aus 9 ent-
stehenden Formen (symbolische Producte). —

Im Folgenden werde ich inshesondere das bekannte Verfahren benutzen,
welches dazu dient, aus zwei bekannten Covarianten von f, etwa ¢ und vy,
die ich symbolisch durch ¢% und vy, bezeichne, die einfachsten neuen Cova-
rianten und Invarianten zu bilden, ndmlich die Formen:

((P'#)U =¢.y,
(o) = o'W (gy),
(py)* = @t W 72 (gy)?,

Yon diesen Formen will ich sagen, ,,sie seien durch die Ote, 1te, te, . .
Uebereinanderschiebung von ¢ und vy entstanden. Ich werde in den folgenden
Paragraphen nachweisen, dass alle Formen von f lineare Functionen mit nu-
merischen Coefficientern von Formen sind, die mittelst wiederholter Ueberein—
anderschiebung aus f entstehen.

s. 2.

Beweis, dass alle Covarianten und Invarianten durch wiederholte Uebereinander-
schiebungen entstehen.

Es sei & irgend ein symbolisches Product:
(L) 9 =94=a%bfryss...(ab)(ar)(cs)...,

das irgend welche Symbole enthilt, sei es die- Symbole @, b, ¢, aus denen
sich die Coefficienten von f zusammensetzen, sei es die Symbole r, s..., aus
denen sich die Coefficienten der entsprechenden Covarianten r, s... zusammen-
setzen lassen. Dann kann ich aus & eine Form # dadurch bilden, dass ich
im symbolischen Ausdrucke (I.) irgend » der Factoren a,, b, ..., r, $.... durch
a,, b, ...r,, s erselze; diese Form 6 enthilt dann zwei Reihen von Ver-
anderlichen x,, x, und y,, y.. Die Differenz: 6—94 >3] verschwindet zu-
gleich mit der Determinante: y,a,—x,y,, die ich durch (yx) bezeichnen will,
hat also diese Determinante als Factor. Nennt man den andern Factor 6,,
so erhdlt man die Indentitat:

Ie) 0 = 94954 (yx)0,.
Die Form 6, ist eine Form vom (x—1)t» Grade in den Verander-

lichen y, vom (u—x—1)tn Grade in den Veranderlichen x; setzt man in 6,:
Journal fir Mathematik Bd. LXIX. Heft 4. 42
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Y1 =&y, Y=y, S0 erhdlt man eine Form &, = 9“* vom (u—2)t» Grade,

welche dieselben symbolischen Buchstaben wie & “enthilt. Die Differens:

6,— I3 verschwindet zugleich mit der Determinante (yx), enthalt sie
x Y

daher als Factor, so dass man setzen kann:
(I) 6, = 919"+ (yx)6,,
x y
wo 0, vom (xz—2)tr Grade in den y, vom (u—x—2)te» Grade in den x ist.
Fir y =« gehe nun 6, in die Form 9, =9“"" iiber, u. s. w. Man kann

sich dann eine Reihe von Gleichungen wie die Formeln (I1°.) und (II°.) bilden,
sie seien:

0,
0,

‘9/;—”—2 '9x_2 +(yx)0;,
3“"“3 19"“3 + (yx) 0,,
0 = 99T (),

Die darin auftretenden Formen 9, &,, &, ... haben die Grade w, u—2,
w—4, u—6.... Durch Combination unserer Formeln erhélt man die Gleichung:

(L) 6= 92770 4 9395 (ya) + 92297 (yay'+ 94—+395 =y
X y . x Yy x y

die darin auftretenden Formen &,, 9,, 9, enthalten dieselben Symbole, wie J.

Ersetzt man in 6 die Verinderlichen y der Art durch das Symbol ¢
einer Covariante ¢ =%, dass’'y, in ¢,, g, in — ¢, iibergeht, mithin a,, b, ..
in (ap), (by) ..., und multiplicirt man dann mit ¢%*, so erhdlt man eine
Form <, die aus & durch die xt¢ Combination mit ¢ entsteht. Wendet man
dasselbe Verfahren auch auf die ibrigen Glieder der Formel (III.) an, so
ergiebt sich die Indentitét:

D = 9 G (I I G (g TG (Sag)
oder in anderer Schreibweise:

V) @ = G+ (o) "+ ey ...
Die verschiedenen Glieder dieser Formel enthalten simmtlich dieselben Buch-
staben.
Hieran kniipfen sich folgende spater zu verwerthende Bemerkungen.
Enthilt eine Form & das Symbol ¢ und den Factor ¢.™", so kann

x 3
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man sie in die Form bringen:

P = Z(Sp),
worin die & Formen bedeuten, welche alle symbolischen Buchstaben von &
ausser ¢ enthalten. —

Bezeichne ich eine Form, die eines der Symbole: ¢,, ¢,, ... enthilt,
oder eine Summe solcher Formen durch: P, = p%, so ist jede das Symbol
p enthaltende Form ebenfalls eine Form P,. — Ist 9 ein Product von Co-

varianten: 9=m,m,m;..., und ist der Grad s von m, gleich oder grosser als x,
so existirt eine Identitit der Form:

(VL) (9) = (mip)momy--+(F190) 7 + (S 9) ...
Ist dieser Grad s jedoch kleiner als = (das selbstverstandlich kleiner oder
gleich » ist), so giebt es eine Relation der Form:

(VIL)  (9)" = ((mu@)', myms... Y~ + (S @)~ 4o
Hat 9 die Form:
& = ()" = T YT gy,
und ist y =y irgend eine Covariante von f, dann existirt eine Relation der Form:

e )y i ) () = (G (S )T (Ga )
Die in derselben auftretenden Formen & enthalten nur die Symbole ¢ und vy
und haben die Grade: w+v—2x, u+v—2x—2, u+v—2x—4,-...; sie sind
daher:

& = c(py)t,
so dass man hat:

),u-—x-—l V—A—l, 9—].,-—,15 h Ao

= ((py)s )"+ eu((gw) ™, 2)" +15_1+ e((p)*% )+,
worin die ¢ numerische Constanten bedeuten. —

Ersetzt man in Gleichung (IV.) die Form ¢ durch f, so erhilt man die
Gleichung:

(IX) & = O+ + S,

worin & eine Form bedeutet, die aus der Form 9 durch die xt® Combination
mit / entseht. Ist 9 ein symbolisches Product (m—1)ter Ordnung, so ist &
ein symbolisches Product der mte Ordnung. Man sieht aus dieser Formel,
dass alle symbolischen Producte m'" Ordnung und daher auch alle Formen
dieser Ordnung lineare Functionen mit numerischen Coefficienten von Formen
sind, die mittelst Uebereinanderschiebung ovon Formen (m—1)" Ordnung mit [
gebildet sind.
42 *
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Die Formen zweiter Ordnung sind daher lineare Combinationen von
Formen 8,, die durch Uebereinanderschiebung von f mit sich selbst gebildet
sind. Die Formen dritter Ordnung sind lineare Combinationen von Formen S;,
die mittelst Uebereinanderschiebung von den Formen S, mit f gebildet sind u.s. w.,
so dass die Richtigkeit des am Ende des §.1 behaupteten Satzes erhellt:
Jede Form von f ist eine lineare Function mit numerischen Coefficienten von
Formen, die durch wiederholte Uebereinanderschiebung aus f entstanden sind.

§- 3.

Bildung der Formen durch Uebereinanderschiebung.

Ich gehe nun dazu iber, die durch Uebereinanderschiebung entstehenden
Formen zu bilden, und beginne mit den Formen zweiter Ordnung; dieselben
ordne ich folgendermassen: (ff), (ff)s (ff)’s ... (ff)" und bezeichne sie in
dieser Reihenfolge durch: Ik, ky, ky, ..

Die Formen dritter Ordnung ordne ich in dhnlicher Weise:

(b)Y (kaf)’  (haf)  (kauf)’
(Buf) (knf) (ksf) (kuf)'
(haf) (kaf)  (kaf)  (kauf)’
(Buf?  (kaf)?  (huf)?  (Raf)Y - . .
und bezeichne sie in dieser Reihenfolge durch k;,, ks, ks, .. .; in derselben
Ordnung bilde ich Formen vierter, fiinfter, sechster, ... Ordnung. Die in
dieser Anordnung vor einer Form k, stehenden Formen will ich ihre friheren
Formenr nennen und alle diejenigen Formen k weglassen, welche lineare Com-
binationen mit numerischen Coefficienten friiherer Formen % sind. Die iibrig
bleibenden Formen bezeichne ich in der obigen Reihenfolge durch T, sie haben
folgende Eigenschaften:
I. Es existirt zwischen ihnen keine lineare Relation mit numerischen
Coefficienten.
II. Jede Covariante und Invariante J von f kann (aber nur auf eine
Weise) in die Form gebracht werden:
X)) J=eTi+elh+eTs...,
worin die ¢ numerisch sind. In dieser Formel werde ich die Glieder so
ordnen, dass T, eine frihere Form als T,, T eine frihere Form als T,, ... ist.

Es seien (Tf)* und (T'f)* zwei Formen T von derselben Ordnung; ist
dann x >/, so ist (Tf)” eine frihere Form als (Tf)*; das Namliche findet
statt, wenn x' = » ist und T eine friihere Form als T ist. ‘
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Ist eine Form P keine Form T, so ist die Form (Pf)* ebenfalls keine
Form T, und umgekehrt: ist eine Form (Pf)* eine Form T, so ist es auch
die Form P.

Nach §.2. kann jede Form &, welche das Symbol ¢ und den Factor
¢~ enthélt, in der folgenden Weise dargestellt werden:

P = 3,9, 90"

Ersetzt man hierin nach Formel (X.) die Formen 9 durch ihre Ausdriicke
in den T, so erhilt man fir @ einen Ausdruck der Form: & =Z=,¢,(Ty, )",
worin die ¢ numerisch sind.

Hat & den Factor o™, so ist es eine lineare Function der Form
D =Z¢(T, f)*, wobei die ¢ numerisch sind und s =0 ist. —

Die Formen T zweiter Ordnung von f sind, da (ff)* fir ein ungrades
x verschwindet, die Formen:

(FFYs (s (FR'
oder in symbolischer Form:
abt, a7 (ab),  artbit(ab)t,

Ist die Zahl » durch 4 theilbar, dann ist die Form a¥"b¥(ab)** vom Grade n, sonst
giebt es keine Form zweiter Ordnung vom Grade ». — Diejenigen Formen
zweiter Ordnung, deren Grad kleiner oder gleich » ist, will ich nun durch: x,,
X2y X3 Xas - - - bezeichnen und diese Formen so anordnen, dass der Grad von
21 grosser ist als der Grad von x,, dass der Grad von y, grosser ist als der
Grad von y,;, und so fort. Im Falle, wo = durch 4 theilbar ist, hat dann y,
den Grad =, x, den Grad n—4 ..., endlich x;,, den Grad O; in dem Falle,
wo z nicht durch 4 theilbar ist, ist der Grad einer jeden Form x kleiner als n.

Jede eines der Symbole x enthaltende Form sowie jede Summe solcher
Formen werde ich von jetzt an durch P, bezeichnen. —

Ist ¢ irgend eine Form und x = n, so ist die Form:

P — ar:c——r—x bv;—-s—x (P;;—r—s (ab)x (a(p)r (b(p)s
eine lineare Function mit numerischen Coefficienten von den Formen:

(X @)™ (2 )™
Denn da die Form P aus der Form (ff)*=a%*b""*(ab)* mittelst der (r-s)te» Com—

bination mit ¢ entsteht, so existirt eine Gleichung der Form (s. §.2, F. (VIIL)):

(XL) P = (/) el +ed(fH o P el o),
wo die ¢ numerisch sind; da nun die Formen (ff)***(da » = }n) eniweder
den Werth Null haben oder Formen y sind, so ist die Behauptung erwiesen.
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S 4.
Eigenschaften der Formen T.
Jedes symbolische Product P, dessen Grad grosser als » ist, und welches
die Factoren hat:
erstens: Das symbolische Product b.c.d.e,...,
zweitens: b, wobei r > in ist,
sowie jedes Aggregat solcher Formen nenne ich eine Form W:
(XIL) W= W:=0b.code...(be)(bd)(cd)...= bLcud%e...8S.
Die Formen T der zweiten Ordnung sind dann entweder Formen W

oder Formen y. — —
Setzt man (§.3. Formel (X.)):

(XIII.) W=61T1+CQT2+C3T3-..,

so ist die Form (T,f)* entweder keine Form T oder eine lineare Function
(mit numerischen Coefficienten) von friheren Formen T und Formen W.
Beweis.

Bezeichne ich eine solche lineare Function friherer Formen als (7\f)
durch Q,, 0>, Qs, ..., allgemein @, so will ich nachweisen, dass (T,f)* unter
der Voraussetzung, dass es eine Form T ist, auch eine Form Q-+ W ist. Aus
der Formel (XIIL.) ergiebt sich die Identitét:

(WF)y = e(Tify+e.(Tf )+ e (Tf ). ..,
welche, da die Formen (T,f)*, (T;f)*, (T,f)* frihere Formen als (T,f)” sind,
mithin ihre Summe eine Form Q ist, in der folgenden Weise geschriehen wer-
den kann:
(XIV.) (WF)y = el(T.f)+ Q..

Ich unterscheide nun drei Faille, je nachdem:

erstens: # > pu—r,

zweitens: u—r _=x>n—r,

drittens: z<mn—r,
und will in den ersten beiden Fillen zeigen, dass (T,f)” keine Form T ist,
im letzten, dass (T,f)* eine Form Q-+ W ist.

Erster Fall:
2> u—r.
Die Form
R = a7 b (ba) =" (ca)" (da)™...S

entsteht aus W durch die xt¢ Combination mit f, mithin existirt eine Identitat
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der Form (§.3):
(Wfy—R = b(T'f)"'+b.(T"fy*...,
in welcher die Glieder der rechten Seite simmtlich fribere Formen als (7\f)
sind. Man kann daher setzen:
(W/‘)Z_R = 02

und hat dann nach Formel (XIV.):

R+Q, = cl(Tlf)x-i_Ql'
Die Form R hat nun den Factor b“~* = b"~C+*=#  jst also nach §.3 ein
Aggregat von Formen (Tf)"**~#=%; da hier n+x—u—s <z ist, so sind alle
diese Formen friihere Formen als (T,f)”, ihre Summe R ist daher eine Form
0, etwa Q;, so dass

0+ 0. = cl(Tlf)x—'l_Ql
ist, und mithin (7,f)” keine Form T ist.

Zweiter Fall:
p—r=x>>n—r.
Hier untersuche ich die Form:
R = a;77b (ca)* (da)". .. S;

sie entsteht aus W durch die xt® Combination mit f. Die Differenz (Wf)*—R
ist (nach §.3) daher eine Form Q, etwa Q,, so dass nach Formel (XIV.)

cl(Tlf)x_i'Q!'_R = (O,
ist. Die Form R hat nun aber den Factor b,, sie ist daher ein Aggregat
von Formen (Tf)"~—°, also, da n. V. n—r < x ist, eine Form Q, etwa Q;,
so dass wieder (T,f)” eine Summe von Formen Q, also keine Form T ist.

Dritter Fall:
z=mn—r, also (da r>>in), z<r
Die Form
R = a7*b 7" (ba)crd:...S

entsteht aus W durch die xt¢ Combination mit f; die Differenz (Wf)"—R ist
eine Form Q, etwa Q,, so dass (Formel (XIV.))

¢, (Tify = BR+0,+ 0.
ist. Die Form R ist nun aber eine Form W, etwa W', da ihr Grad

n—xtr—xtu—r=ntu—2x=n+pu—2n—r)=u+2r—n>u>n
ist, und sie die Factoren besitzi:
a.b.c.d.... und ar™* (wobei n—x_=r=> in).

Man sieht daher, dass (T,f)* in die Form W4 Q gebracht werden kann, und
hat also den Satz:
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Ist eine Form T durch Formen W und frihere Formen darstellbar, so
hat jede Form (Tf)*, welche eine Form T ist, ebenfalls diese Eigenschaft.

Hieran kniipft sich weiter der Satz:

Jede Form T, welche keins der Symbole y enthdlt, ist durch eine Form
W und frihere Formen ausdriickbar.

Ferner:
Jede Form T ist eine lineare Function mit numerischen Coefficienten von
Formen W und Formen, die eines der Symbole x,, x., ... enthalten; es ist:

T — W+P,,

oder was dasselbe ist (vgl. Formel (X.)):
Jede Form J von f kann in die Form gebracht werden:

(XV.) J = W+P,.

§. 5.

System der Formen 3.

Ich werde jetzt dazu ibergehen, ein vollstindig bestimmies endliches
System von Covarianten und Invarianten der Form f aufzustellen, durch wel-
ches sich alle zu f gehorigen Formen T ausdriicken lassen. Und zwar soll
zuerst die Bildung des Systems angegeben werden; sodann soll bewiesen wer-
den, dass das erhallene System aus einer endlichen Anzahl von Formen be-
steht und endlich, dass alle Formen von f sich durch die Formen des Systems
darstellen lassen. Das aufzustellende System ist ibrigens nicht das kleinste,
welches denkbar ist, vielmehr sind viele Formen des Systems noch als ganze
Functionen anderer darstellbar, aber fir die vorliegende Betrachtung geniigt es
nachzuweisen, dass iberhaupt ein endliches System solcher Formen existirt. —

Es sei die Form:

fl=a =b"

eine beliebige Form des (n—1)"» Grades; man kann dann aus jedem symbo-
lischen Producte, das die Symbole o', b', ... enthilt, ein analoges Product
fir die Form f dadurch.herleiten, dass man erst die oberen Indices weglasst
und dann mit dem Producte a,b,c,.... multiplicirt. Umgekebrt kann man aus
jedem den Factor a,b,c,... enthaltenden, symbolischen Producte von f ein
symbolisches Product fir die Form f’ dadurch ableiten, dass man erstens diesen
Factor weglisst und dann den Buchstaben @, b, ¢ obere Indices anfiigt.
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Nenne ich nun die Formen V des zu f' gehorigen als bekannt voraus-
gesetzien Systems:
Ay, Ay, A,
so entsprechen diesen Formen in obiger Weise Covarianten von f, welche
ich durch

v i e

Al') A?ﬁ A39

bezeichnen und specielle Formen von f nennen will. Da nach Annahme die
Anzahl der A' endlich ist, so ist es auch die Anzahl der A; da ferner jede
Covariante und Invariante der Form f’ eine ganze Function mit numerischen
Coefficienten der Formen A’ ist, so ist auch jede den Factor a.b.c,.... ent-
haltende Form von f eine ganze Function mit numerischen Coefficienten der A.
Hieraus folgt unmittelbar:

Die Formen W sind Functionen F(A), und jede Covariante und In-
variante J von f kann (nach §.4 Formel (XV.)) in die Form gebracht werden:
(XV1) J = F(A)+P,.

Ich theile die Formen V, welche ich zu bilden im Begriff bin, ein in
specielle Formen A und in Formen, welche den Formen y,, x., x5, ... ad-
jungirt sind. Hierbei nenne ich diejenigen Formen V der Form y, adjungirt,
welche das Symbol y; enthalten, aber keines der Symbole ., xiy2, .- .
Die Formen V will ich so anordnen, dass:

erstens: f und die speciellen Formen,

zweitens: yx, und die x, adjungirten Formen,

drittens: x, und die yx, adjungirten Formen
und so fort kommen. Die bei dieser Anrordnurg vor der Form y, stehenden
Formen nenne ich die vorstehenden Formen von yx; und bezeichne sie durch
¢. — Die y, adjungirten Formen theile ich in folgende Classen:

I. eigentlich adjungirte Formen erster Art,

II.  eigentlich adjungirte Formen zweiter Art,

II. Formen der ersten Gruppe von y,,

IV. uneigentlich adjungirte Formen;
doch der Art, dass, wie oben bemerkt wurde, ein und dieselbe Form in meh-
reren Classen erscheinen darf. — Jetzt will ich jede dieser Formengattungen
fir sich erklaren.

I. Eigentlich adjungirte Formen erster Art.
Hierbei sind zwei Fille zu unterscheiden:
Journal fiir Mathematik Bd. LXIX, Heft 4, 43



334 Gordan, Beweis eines Satzes aus der Invariantentheorie.

Erster Fall. Der Grad von y; ist #.

Dieser Fall tritt nur bei der Form y, ein, und bei dieser Form auch
nur dann, wenn die Zahl » durch 4 theilbar ist; ich nenne dann alle speciellen
Formen und alle Formen zweiter Ordnung im System der Form p,, als
Formen von f angesehen, yx, eigentlich adjungirte Formen erster Art; ihre
Anzahl ist endlich.

Zweiter Fall. Der Grad von y; ist kleiner als n.

In diesem Falle nenne ich alle Formen V des Systems der Form g,
als Formen von f angesehen, yx, eigentlich adjungirte Formen erster Art. lhre
Anzahl ist endlich, man kann durch sie alle Covarianten und Invarianten von
z: darstellen als ganze Functionen mit numerischen Coefficienten.

II. Eigentlich adjungirte Formen zweiter Art.

Um zu denselben zu gelangen, gehe ich von den Formen erster Art
und ibren Producten aus, ich will sie durch ¢ bezeichnen. Ist dann ¢ eine
x: vorstehende Form. so bilde ich die Formen (gpo)” Diejenigen unter den-
selben, fir welche ¢ ein Product ist, das einen Factor (resp. ein Product
mehrerer Factoren) von hoherem Grade als y; enthilt, lasse ich hierbei weg;
die dbrigbleibenden nenne ich y; eigentlich adjungirte Formen zmweiter Art.

IlI. Formen der ersten Gruppe von g,.
Diejenigen yx; eigentlich adjungirten Formen, deren Grad kleiner ist als
der Grad von y;, bezeichne ich durch y;,, yn, ..., allgemein y, und nenne
sie Formen der ersten Gruppe von g,.

IV. Uneigentlich adjungirte Formen.

Die x; adjungirten Formen V, welche eines der Symbole x;, xa, ...
enthalten, nenne ich y; uneigentlich adjungirt. — Diejenigen unter ihnen, welche
das Symbol x, enthalten, aber keines der Symbole ;..\, % ..., . .. nenne
ich y;, adjungirt. Es kann vorkommen, dass dieselbe Form V zu gleicher
Zeit yz; eigentlich und uneigentlich adjungirt ist, dann rechne ich sie doppelt. —

Was nun die Anordnung der zu x, adjungirten Formen betrifft, so
mache ich dariber folgende Festsetzung:

erstens: die y, eigentlich adjungirten Formen, deren Grad grosser
oder gleich dem Grad von y; ist; ich nenne sie F(y,),

zweitens: x, und die x, adjungirten Formen,

drittens: ., und die y;, adjungirten Formen,
und so fort.
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Die y;, vorstehenden Formen sind dann:
erstens: die y;, vorstehenden Formen,
zweitens: y, und die F(yx,),
drittens: ., Xi»... X, und die denselben adjungirten Formen.
Alle z,, adjungirten Formen enthalten das Symbol yx;,, aber keines der Sym-

bole ., 1y Xivtos -+ Ziy1s Jizas --. . Ich theile sie in derselben Weise ein,
wie die y; adjungirten Formen; ihre Formen der ersten Gruppe bezeichne ich
durch 4, ., %i,2, - . ., allgemein x,,;, und nenne sie Formen der zweiten

Gruppe von y,. In dieser Weise fahre ich fort und bilde mir von diesen
Formen der zweiten Gruppe ihre Formen der ersten Gruppe, die ich durch
Xixias Xieros - - - bezeichne und Formen der dritten Gruppe von yx; nenne.
Ebenso fortfahrend gelange ich nach und nach zu Formen der vierten, fiinf-
ten, . .. Gruppe von Formen von stets niederen Graden. Alle diese Co-
varianten x,,, bezeichne ich nun durch w,, v,, w,, ..., so dass man also
jetzt die Formen V in folgende Classen theilen kann:

erstens: f und die Formen A,

zweitens: 1, und die y, eigentlich adjungirten Formen,

drittens: 1, und die v, eigentlich adjungirten Formen,
und so weiter. Hierbei sind alle diejenigen Formen V zu v, eigentlich ad-
jungirt, welche das Symbol v, enthalten, aber keines der Symbole w,,,,

Wisns .. .5 und die v; vorstehenden Formen die folgenden:
erstens: f und die Formen A,
zweitens: die Formen v,, ¥,, ... ¥, mit den ihnen eigentlich

adjungirten Formen.

Sammtliche Formen V lassen sich in Bezug auf vy, folgendermassen eintheilen :
erstens: die v, vorstehenden Formen, die ich durch ¢ bezeichne;
zweitens: die y, eigentlich adjungirten Formen F(v;), deren Grad

grosser oder gleich dem von vy, ist;
drittens: die Formen der ersten Gruppe von w,; sie gehdren

unter die Formen v, ., ¥\, ...}
viertens: die eines der Symbole .., V.., ... enthaltenden
Formen.

43*
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§. 6.
Endlichkeit des Systems der V.

Nachdem auf diese Weise die Bildung der Formen V wund ihre An-
ordnung festgestellt ist, werde ich beweisen, dass die Zahl derselben eine
endliche ist. —

Dass die Zahl der speciellen Formen und der einer Form v, eigentlich -
adjungirten Formen erster Art endlich ist, folgt von selbst aus dem Umstande,
dass alle Formen ¥ mit Ausnahme von v, in dem Falle, wo die Zahl » durch
4 theilbar ist, von niederem als dem n'" Grade sind. Diese vy, eigentlich
adjungirten Formen erster Art seien C,, C,, C;, ...; es ist dann auch die
Zahl derjenigen ihrer Producte R, deren Grad kleiner ist als eine gegebene
Zahl p, eine endliche. — Bezeichnet man némlich die Grade der Formen C,,
C,,C;, ... durch g,, g2, g5,..., 50 hat der Grad ¢ des Productes R die Form:

w=0,g,+ ¢g,+-, falls R=CpC:Cs....

Um nun die Producle R zu erhalten, deren Grad kleiner als p ist,
muss man fir die o alle ganzzahligen Werthsysteme setzen, die der Un-
gleichheit geniigen: o, g, 4+, ¢,+--+<p. Die Anzahl dieser Werthsysteme

ist kleiner als:
P
(Er)(F+)(E+1)-,
also endlich. —

Hieraus folgt zugleich, dass die Anzahl derjenigen Producte R der C,
deren simmiliche Faktoren einen Grad haben, welcher kleiner ist, als eine
gegehene Zahl u, endlich bleibt, denn ihr Grad ist kleiner als 2. —

Ist ferner o eine Form C oder ein (eben beschriebenes) Product der
C, dessen Faktoren kleiner sind als der Grad einer Form ¢, so ist die An-
zahl der Formen (¢o)* endlich.

Ist also die Anzahl der w; vorstehenden Formen ¢ endlich, so ist es
auch die Anzahl der vy, eigentlich adjungirten Formen zweiter Art (¢o)*, mit—
hin die Anzahl aller vy, eigentlich adjungirten Formen sowie die Zahl der
unter ihnen vorkommenden Formen der ersten Gruppe von ;5 ich nenne die-
selbe v, , ¥,, .... Nun sieht man leicht folgenden Satz ein:

Ist die Anzahl der einer Form v, vorstehenden Formen ¢ endlich, so
ist auch die Anzahl aller y; adjungirten Formen (sowohl der eigentlich wie
der uneigentlich adjungirten) eine endliche.
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In der That, ist der Grad von w; gleich 0, so besitzt 1, keine ad-
jungirten Formen; der Salz ist also richtig. Somit kann ich die Annahme
machen, der Satz sei fir alle Formen erwiesen, deren Grad kleiner ist als
der von w,. Die vy, adjungirten Formen sind nun entweder Formen F(v,)
(vel. Ende des §.5), oder v, oder einer dieser Formen v, vwn, ¥ . . .
adjungirt. Die Anzahl der Formen F(y,) und v, ist aber, wie wir oben
gesehen haben, endlich; ferner ist, da die Grade der Formen v, v,, . .
kleiner als der Grad von 1w, sind, die Anzahl der einer Form v,, adjungirten
Formen nach Annahme endlich, folglich ist auch die Anzahl der w; adjun-
girten Formen endlich.

Dieser Salz gilt auch fir die Formen y,, da dieselben unter den
Formen v, vorkommen. Hieraus folgt nun weiter:

Die Anzahl der einer Form y; vorstehenden Formen ist endlich.

Die Form f namlich und die Formen A sind die x, vorstehenden
Formen, ihre Anzahl ist endlich. Ich nehme also den Satz fir die Formen
A1s Xas X3» -+ Zi—1 als erwiesen an; da alsdann die Anzahl der y,_, vorstehen-
den Formen endlich ist, so ist es auch die der y._, adjungirten Formen,
mithin sammtlicher y; vorstehenden Formen.

Zugleich sieht man, dass die Anzahl der einer Form jy; adjungirten
Formen endlich ist. )

Die Formen V sind nun entweder specielle Formen A, oder einer

der Formen 2,, x,, ... adjungirt, ihre Anzahl ist also endlich. Unter ihnen
kommen die Formen wv,, v,, ... vor; ihre Anzahl ist daher ebenfalls end-
lich; ich bezeichne sie durch v, so dass die Formen v,, v,, ... v, simmi-

liche Formen vy sind.

Bemerken wir dabei Folgendes:

Ist erstens ¢ eine der Form w; vorstehende Form ¥V, und ist der
Grad der Form (¢y,)* kleiner als der Grad von v,, dann ist (gy,)* eine der
Formen v,y ¥, ... . Ist hingegen zweitens ¢ eine v, vorstehende
Form, und ist der Grad der Form (gy,)* kleiner als der Grad von vy,, dann
ist (ey,) =0.

§. 7.
Reduction einer gewissen Classe von Formen.

Ehe ich nun zum Beweise iibergehe, dass alle Formen von f ganze
Functionen mit numerischen Coefficienten der Formen V sind, will ich einige
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hierbei nothwendige Hiilfssatze ableiten; vorziglich werde ich von einer ge-
wissen Classe von Formen zeigen, dass sie die verlangte Eigenschaft be-
sitzen. Ich wende mich zunéchst zu dem Falle, wo die Zahl » durch 4 theil-
bar ist, wo es also eine Form: y, =y, = a¥ b}"(ab)}" = y giebt, deren Grad
n ist. (In allen dbrigen Fillen sind die Grade der Formen v kleiner als x.)
Nenne ich nun jede eines der Symbole v,, w;, y,, ... enthaliende
Form sowie jedes Aggregat solcher Formen eine Form R, so behaupte ich.
dass die Form K= (yf)" = oy (ay)'" eine Form R sei.
Beweis.
Die Formen:
0, = "', ¢¥ (ac) (be)* (ab)r,
0, = a2 bt (ac)’(be)** (ab)t"
entstehen aus der Form v mittelst der jmter Combination mit f; es existiren
daher zwei Relationen der Form (§.3 Formel (11.))

4 o
K=0i = Seilz M

4 ‘
K-—QQ = zi"idi(.Xi;f)%n—?‘.
Die rechten Seiten dieser Identititen sind Formen R, ich nenne sie R, und
R,, es ist dann:
(1) K = Ql—*_Rl?
’ K = 02+ R,.

Um mir eine weitere Relation zu bilden, gehe ich von der Identitit aus:

20, = at'b v (ac) (be)* (ab)"*{c. (ab) +a, (be)}
' = a7 b "' (ac)* (be)" ! (ab)
mithin ist:
40, = a’ b.ct "' (ac)’ (be)’ (ab) ' {ak = (be)t"— b= (ac)t"—*)
= —a%blct " (ac)’ (be) (ab)'{|a.(be)+ ¢ (ab)|"*—at'=* (be )"~}
_ _'}"%—f(%n—z— 3>air._i—-l b2 c§:~l+s(bc)§n-i—l (ca)’ (ab)%n—-l—}-i.
Das erste Glied der rechten Seite hat den Werth (}»—3)Q,; die ibrigen
Glieder enthalten den Factor (bc)*' und sind also nach §. 3 Formel (XI.)
Formen R. Wir wollen ihre Summe durch R, bezeichnen; es ist dann:
40, = (3n—3) Q.+ R,
und nach den Formeln (1.):

4(K—R,) = (3n—3)(K—R,)+ R,
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und daher:
in—3 4 R,
1 17

K =
eine Form R.
Die Form D = by¥(ab)(ay)* enisteht nun aus den beiden Formen:
K = a?"b% (ab)* und v = @b (ab}* durch die 1n*® Combination mit den
Formen f und v, sie geniigt also den Relalionen:

D—(K, f)F* = e ((fy**' P+ eo((fy) %, ... (8.2 Formel (VIIL)),
D—(y, )b = dy (g2, )" 7o (s, ) (ra, )0 (§. 3 Formel (X1)),

worin die ¢ und ¢ numerisch sind. Da die Formen (f, w)"*' von niederem
Grade als y sind, so sind es Formen der ersten Gruppe von ,, gehoren
also zu den Formen w,, vy, .... Hieraus fotgt, dass die Glieder der rechten
Seite in beiden Relationen Formen R sind; da das Néamliche fir die Form
(K[ gilty so ist auch (v, ), das wir symbolisch durch r. bezeichnen, eine
Form R (sowie jede das Symbol r, enthaltende Form) (vgl. §.2).

Hieran knipfen sich folgende Schliisse:

Die Formen zweiter Ordnung im System der Form v, deren Grad »
nicht iibersteigt, bezeichne ich durch: r,, r,, r,, ...; sie sind nach §. 5
eigentlich adjungirt. Da der Grad der Formen r,, r;, ry,... kleiner als der
von 1 ist, so gehoren sie der ersten Gruppe von vy, an, gehoren also zu den
Formen v,, ¥5, ¥4, .... Man sieht hieraus, dass jede Form, die eines der
Symbole r,, 75, ... enthilt, eine Form R ist; das Némliche gilt fur die das
Symbol r, enthaltenden Formen, wie oben gezeigt wurde, so dass jede Form,
die eines der Symbole r enthdlt, eine Form R ist.

Dem Satze. dass jede Form J von f (nach §.5 Formel (XVI.)) in die
Form J=F(A)+ P, gebracht werden kann, enispricht nun im System der
Formm i der Satz:

Jede Covariante und Invariante 9 von v kann die Form annehmen :
Y =F(K)+P,, wobei die K die speciellen Formen von v, also v eigentlich
adjungirte Formen erster Art bedeuten.

P, ist hier ein Aggregat von Formen, die die Symbole r enthalten,
also eine Form R. Bezeichnet man endlich die y, =y, eigentlich adjungirten
Formen und ihre Producte durch H,, H,, ..., so erhalt man die Relation:

(XVIL) & = S.e,H+R,

in der die ¢ numerisch sind. — —
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Ist 9 irgend eine Covariante oder Invariante vor w,, ¢ eine v, vor-

stehende Form V, so ist die Form (99)* gleich einem Ausdrucke:

(XVIIL)  (%¢)* = F(V)+R,
worin F(V) wieder eine ganze Function der V mit numerischen Coefficienten
bedeutet.

Um dies zu beweisen, gehe ich von dem Ausdrucke aus ($,0)=9. 0.
Nach vorigem Satze ist &.9 ==c¢,H,0+oR, was die verlangte Form hat.
Ich darf daher die Annahme machen, dass der Satz fir alle Formen: (9¢)’
(90)'y (o), ... (99)! bewiesen sei, und will ihn vorerst fir eine Form
(Hg)” erweisen, worin H eine v, eigentlich adjungirte Form erster Art oder
ein Product solcher Formen bedeutet.

Im ersteren Falle, sowie in dem Falle, wo H ein Product ist, dessen
Factoren von niederem Grade als ¢ sind, ist (Hp)* eine 1, eigenilich adjun-
girte Form zweiter Art, also eine Form V. Ist hingegen H = ¢, ¢, ;... gleich
einem Producte von Formen, dessen einer Kactor, etwa ¢,, einen Grad hat,
der nicht kleiner ist als der Grad von ¢, dann findet eine Identilidt statt
(§. 2 Formel (VL)):

(Hoy' — (@) 2 ps-++ = (F10) 7"+ (a0) " -

Die Form (q,0)” ist, wie oben gezeigt wurde, falls ¢, eine Form ¥V oder
ein Product o ist, eine Form V; ist hingegen ¢, = ¢, ¢, ,¢y5... ein Product
von Formen, dessen einer Factor, etwa ¢,,, einen Grad hat, der nicht kleiner
als der Grad von g ist, dann ersetze ich in unserer Relation ¢, durch ¢,
und mache dann dieselben Betrachtungen. Die Glieder auf der rechten Seite
haben nach Annahme die behauptete Form, mithin kann auch (Hg)* in die Form
gebracht werden: F(V)+ R.

Um nun (9¢)” zu untersuchen, gehe ich von der Formel (XVIL) aus,

welche lautet: 3 = ZcH+R. Aus ibr geht die Relation hervor:

(Do) = Ze(Hp) + (Ro/,
in welcher die Glieder (Hp)* die Form F(V)+ R annehmen konnen und (Ro)*
eine Form R ist. Somit ist unsere Behauptung bewiesen. Hat also ein sym-
bolisches Product & die Eigenschaft, ausser den Symbolen , nur ein Symbol
¢ zu besitzen, so ist es nach §. 2 Formel (IV.) ein Aggregat von Formen
(9¢)* und kann daher die Form annehmen:

(XIX.) & = F(V)+R. ,
Viel einfacher gestaltet sich die Untersuchung fiir die Formen 1,, deren Grad
kleiner als » ist. In dem Falle, wo die Zahl » durch 4 theilbar ist, sind
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dies die Formen v,, v,, ...; sonst alle Formen v,, y,, ... . Die Formen
V im System einer solchen Form v, sind, als Formen von [ aufgefasst, die
zu ; eigentlich adjungirten Formen erster Art; ich bezeichne wieder diese
Formen und ihre Producte durch H, so dass jede Covariante und Invariante
von y; in die Form XcH gebracht werden kann, wo die ¢ numerisch sind.
Bezeichne ich nun wieder jede Form, die eines der Symbole vy, ,,
Y12, ... enthdlt, sowie jedes Aggregat solcher Formen durch R und die vy,
vorstehenden Formen durch ¢, so kann jede Form (9¢)* in die Form F(V)+R
gebracht werden. Der Beweis kann in derselben Weise wie oben gefiihrt
werden. Hat also ein symbolisches Product <& die Eigenschaft, ausser den
Symbolen w; nur ein Symbol ¢ zu besitzen, so kann es die Form annehmen:
(XX*) & = F(V)+R.
Fir v, hat jede Form R den Werth Null; es ist dann also:
(XXt) @& = F(V).
Man sieht nun leicht den Satz ein:
Jede Covariante und Invariante der Form (Vy,)” kann die Form annehmen :
| (XXI) (V) = F(V)+R.
Zum Beweise unterscheide ich drei Fille (vgl. Ende des §.5):
erstens: V enthalt nur die Symbole ;.
Hier hat (Vy,)* ebenfalls nur die Symbole %, ist also eine Covariante oder
Invariante von w;, hat also, wie oben gezeigt wurde, die Form F(V)+4R.
zweitens: V ist eine Form ¢ oder v, eigentlich adjungirt der
zweiten Art. ‘
Es enthdlt dann (Vy,)” ausser den Symbolen 1w, nur ein Symbol o,
hat also nach den Formeln (XIX.) und (XX.) die gesuchte Form.
drittens: V enthilt eines der Symbole v,,,, ¥;,,....
In diesem Falle enthalt (Vy,)* dieses Symbol ebenfalls, ist also eine
Form R.
Fir vy, geht unser Satz in die Form iber:
(XXI°)  (Vy,)* = F(V).

s. 8.

Beweis, dass jede Covariante und Invariante von f eine ganze Function F(V) der
Formen ¥ mit numerischen Coefficienten sei.

Der zu beweisende Satz gilt fir die Formen erster und zweiter Ord-
nung; ich kann mithin die Annahme machen, dass er fir Formen dritter,
Journal fiir Mathematik Bd. LXIX. Heft 4, 44
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vierter, finfter, ... (m—1)%*r Ordnung gelte, und will ihn dann fiir die Form
& der mte® Ordnung erweisen. -Zu dem Ende will ich einige Hiilfssiitze auf-
stellen, aus denen leicht das gesuchte Resultat folgen wird. Ist die Form
H=¢,¢,... ein Product von Formen V, und (Hy,)* eine Form mt Ordnung,
so existirt eine Gleichung der Form:

(XXIL)  (Hy)" = F(V)+R,

wo R eine Form, die eines der Symbole v,,,, v¥,,,, ... enthilt, oder ein
Aggregat solcher Formen bedeutet.

Beweis.

Die Form (Hy,)’= Hy, ist eine Function F(V), mithin kann ich die
Annahme machen, der Satz gelte fir die Formen: (Hy,)', (Hy,?, ... (Hy)*™";
er gilt dann auch fir alle Formen (9., (9. ... (9y,”~' von der mten
Ordnung, da in denselben die Formen ¢ von niederer als der mt» Ordnung
sind und daher nach unserer friherenAnnalhme ganze Functionen F(V)= =cH
sind. — Ich unterscheide nun vier Fille (vgl. Ende des §.5):

erstens: Der Grad von ¢, ist grosser oder gleich z.
Nach §.2 Formel (VL) gilt hier die Identitat:
(HyY — (Y aps. .. = Z(F,, 9"
Die Glieder der rechten Seite haben nach Annahme die Form F(V)+ R;
die Form (¢,v,” jedoch nach den Formeln (XXI.).
zweitens: ¢, ist eine Form ¢, deren Grad w kleiner als x, also
auch kleiner ist als der Grad von ;.
Nach §.2 Formel (VIL) ist dann:
(H'P)x_ (((Pl Yl Paps. . -)‘_# = Z(9,, W
Die Glieder der rechten Seite haben nach Annahme die Form F(V)-+R; die
Form (¢, y,)* = (oy,* ist von niederem Grade als v;, also eine der Formen
Wir1s Wigas ... der ersten Gruppe von v, daher ist ((¢,v.)% @.¢;...) eine
Form R und der Satz giltig. .
drittens: ¢, ist eine Form der ersten Gruppe von ;.
Es ist dann ¢, eine der Formen vy,,,, ¥,,,, ..., also (Hy,)” eine Form R.
viertens: ¢, enthilt eines der Symbole v, ,, ¥ 10, .. ..
Es ist dann (Hy,)* eine Form R. —

Man erkennt sofort, dass jede Form smter Ordnung (Jv,)”, da sie ein
Aggregat von Formen (Hy,)* ist, in die Form gebracht werden kann:

‘ (9y.) = F(V)+R,
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und also auch jede Form &, die das Symbol v, enthilt, der Gleichung genﬁgt
(XXIIl.) & = F(V)+R,
da sie nach §.2 Formel (IV.) eine Summe von Formen (9y,)* ist. —

Da fir v, kein R existirt, so sieht man, dass jede das Symbol v,
enthaltende Form eine Function F (V) ist; dasselbe gilt nach Formel (XXIIL)
fir die Formen, welche die Symbole v,_,, ¥, ,, ¥, 5, ... enthalten. Hier-
hin gehoren auch die Formen P,. Somit ist iberhaupt nachgewiesen, dass
jede Covariante und Invariante J von f von der mt® Ordnung, da sie nach
§. 5 Formel (XVI.) der Identitat: d=F (A4)+P, geniigt, eine Function F(V) ist.

§. 9.

Formen fiinften Grades.

Indem ich nun zu der Bildung eines Systems von Grundformen fiir
die Formen finfter und sechster Ordnung ibergehe, werde ich nicht den in
der allgemeinen Betrachtung verfolgten Weg durchmachen, sondern ein System
von Grundformen U aufstellen und zeigen, dass alle Formen T als ganze
Functionen derselben mit numerischen Coefficienten ausdriickbar seien. Fiir
n=>5 besteht das System der Fundamentalformen U aus folgenden 23 Formen:
f=ds o=([[ i=(ff)s j=(fif; e=(i" p=(9i); T=(pi);
y={(ra); (fo)y (fp)s (fr)s (jus (fi)s (@i); (ji); (pi); (7i);

(foys (iy); (@75 [ie]’s (i7)'; (fe)(iy).
Aus den bekannten Fundamentalformen einer Form vierter Ordnung f' =a'
enistehen dadurch, dass man nach Weglassung der Indices mit dem Producte
a.b.c.... mulliplicirt, die folgenden Covarianten von f:
f; @5 (fe); 4 a.b.elab) (ac)(be).
Die vier ersten dieser Formen sind Formen U, die letzte kann leicht in die
Form j transformirt werden, ist also auch eine Form U; demnach ist jede
den Factor a,b.c.... habende Covariante von f eine Function F U), mithin
auch jede Form W. Man kann daher jede Form J von f in der Gestalt
schreiben (§.4 Formel (XV.)):
J = FU)+P,,
oder da hier ¢ die einzige Form yx ist,
(XXIV.) J = FU)+P,.
Ich will nun beweisen, dass jede Form mter Ordnung J von f eine Function

F(U) ist, und mache dabei die Annahme, dass dieser Satz fir die Formen
44 *
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erster, zweiter, dritter, ... (m—1)ter Ordnung erwiesen sei. Zuerst werde
ich ihn fir einige specielle Formen J beweisen und dann erst den allgemeinen
Beweis antreten. —

Betrachten wir zuerst diejenigen Formen mter Ordnung, welche durch
Uebereinanderschiebung von ¢ mit Formen (m—2)tr Ordnung entstanden sind.
Ich beginne mit: -

J = ((fo), i)'
Man hat dann, da die Form i, alg¢’(ai)(ap) aus (f¢) durch die erste Combi-

nation mit ¢ entsteht (§. 2 Formel (VIIL)):
J = i.a.¢l(ai)(ap)+-cilfo ).
Wendet man auf diese Formel die Identitat:
Ri. . (ai)(ap) = iiap)+ ¢ (ai)f — (i)
an, so erhilt man die Gleichung:
J =y (gj—fp)+Ci(fo),

also ist J eine Function F(U) nach Annahme. — In derselben Weise lassen
sich die Formen ((fp>9i)9 ((ff)v'é)a ((jt)a@')? ((ﬁ\ﬂ')a (((Pi)ni)a ((]Z)a@)a ((pi)ai)a
((zé), ¢) als ganze Functionen niederer Ordnung, also als Functionen F(U)
darstellen.

Die Formen ((ix), ) und ((iy), ) haben die Werthe }e(ii)* und 4y(if)?
sind also Functionen F(U), so dass wir den Saiz haben:

Jede Form der m'" Ordnung, welche die Gestalt (Ui) hat, ist eine
Function F(U).

Ist ferner H=¢q,¢,... ein Product von Formen U, so ist (§.2 F.(VL))

(Hi) = (@14)patps+--+id

eine Function F(U) (da & von der (m— 20 Ordnung, also nach Annahme
eine Function F(U) ist). Wenn also J eine erste Uebereinanderschiebung von
i mit einer Form (m—2)"" Ordnung ist, so ist es durch die U ausdriickbar.

Jetzt wende ich mich zu den Formen, die durch die zweite Ueberein-
anderschiebung von ¢ mit einer Form (m—2)tr Ordnung entstehen, und be-
ginne mit der Form:

((fp)si)t = .

Nach §.2 Formel (VIIL) ist:

J = a;¢(ap)(@i)+ 2, (I, i)
= (fp)'l"%‘c(aa, z-)?—s.
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Da sowohl (fp) eine Form U ist, als auch, wie eben gezeigt wurde, jede
Form (¥, i) eine ganze Function der U ist, so ist auch ((f¢), i)’ eine Function
F(U). Ebenso fihrt man den Beweis fir die Formen: ((fp),i)’, ((fr),)’,
(G0 O ((f)y3)s ((gidy i) ((G0)s 8% ((pi)y i)’ — Die Form ((vi), i) hat den
Werth Null. Jede Form also, welche durch die zweite Uebereinanderschiebung
von i mit einer Form U entsteht, ist durch Formen niederer Ordnung, also
auch durch Formen U ausdriickbar.

Ich gehe nun zu der Betrachtung der Formen iber, welche durch die
zweite Uebereinanderschiebung von ¢ mit einem Producte H von Formen U
entstehen, und beginne mit denjenigen Formen, in denen H das Product zweier
linearen Formen U ist.

Die Form: J= ((ia)e, i)’, welche ich zuerst betrachten will, hat den
Werth (ii')(ie)(i'e) = 0; ebenso die Form ((iy)y,i)>. In ahnlicher Weise
erhalt man unmittelbar fir die Formen ( Hi)’, wenn H gleich &, oy, (i) y, (iet)(ict),
(gy)e, (ie)(iy’, (iy)(iy) ist, die Werthe: [ia]’, [da][iy], (&) (ey), & (i *[ie]’,
1(@8) (ya), $(a)7[ia][iy], 3(id')?[iy]*, so dass in diesen Fallen (H:i)® eine
Function von Formen U und niederer Ordnung ist, also nach Annahme eine
Function F(U). Um [iy]* zu betrachten, gehe ich von der Gleichung aus:

7= (ra)(te) =177, (re)(7'e)
und benutze die Identitat:
27,7, (10)(T'a) = T(T'a) + T2 (ro) — k(17
ich erhalte dann die Formel:
Y=1(ra)— (7', also [iy]' = (ir) (ra)— } (ia)¥zT')’,
also ist [iy]* ebenfalls eine Function F(V), so dass die Form (Hi} stels dann
eine Function F(V) ist, wenn H das Product zweier linearen Formen V ist. —

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Fall iber, die Form (Hi’ zu unter-
suchen, wenn H = ¢, ¢, ¢;... irgend ein Product von Formen U ist. Hierbei
unterscheide ich zwei Falle, jenachdem ein Factor von H, etwa ¢,, eine nicht
lineare Form U ist, oder alle Factoren von H linear sind. In dem letzteren
Falle sei ¢, das Product zweier linearen Formen U.

In beiden Féllen existirt nach §. 2 Formel (VI.) die Identitit:

2
(Hi = (91 g2 pye o+ Z.(9, 1

woraus wir den Schluss ziehen, dass, wenn H ein Product von Formen U ist,
die Form (Hi)* eine Function F(U) ist.
Ferner: Jede Form, welche durch die zweite Uebereinanderschiebung
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von i mit einer Form (m—2)' Ordnung entsteht, ist durch Formen U und
Formen niederer Ordnung ausdriickbar, also nach Voraussetzung durch Formen
U. Nach §.2 Formel (IV.) ist aber jede Form P,, welche das Symbol
enthilt, in der Form

i (i9) + (i9,)°
ausdriickbar; jede Form P; ist daher durch Formern U ausdriickbar, also nach
dem Friheren (Formel (XXIV.)) aberhaupt jedes J; was zu beweisen war.

§. 10.
Formen sechsten Grades.

Die Fundamentalformen U fir f= a sind folgende 26 Formen:
f: (P=(ff)2o kz(ff)4v A=(ff)69 ';(f(P)a (flf>9 (fk)ga l=(f’f)4,
((P/f), (fl)7 JZU"I‘:)?» i:(kk)47 (fd)a (kl)s m:(kl>2v (fm)-
(kd), j= (k4),  (km), n=(km)}, o= (lm), (kn), (mm)}, @,= (In),

| 03 = (mn), (Im)(In)(mn).
Kniipfen wir zuerst an die Form k= #% = a’b}(ab;* einige vorbereitende Be-
trachtungen. Differentiirt man %, und ersetzt man die Incremente der Reihe
nach durch die Variabeln gy, z, r, so erhalt man folgende Identitaten:
%, =ab, b (ab),
wn %, =%a.b(ab*{2a.b.+b.a.}=a.b (ab)*|2(ab) zx)+3b.a,}
— (ab)* @%b, b, — §A(yz) (s2),
2 2.z, = (ab) a.a,b b, —FA{(yr)(zx)+ (zr) (yx)}.

Jede Covariante und Invariante von [ also, die den Factor (ab,* hat, kann
in die Form P,+ AR gebracht werden, wo P, einen das Symbol x enthalten—
den Ausdruck bedeutet (vgl. §.2).

Die Formen W (vgl. §.4) kionnen die Form F U)+P,+AR annehmen.

Beweis. :

Die Formen W sind ganze Functionen derjenigen Covarianten 4 von
f, welche den Fundamentalformen einer Form fiinften Grades entsprechen.
Alle diese Formen A ausser f, ¢, ¢ entsprechen nun Formen, die das Symbol
i enthalten, und haben daher den Factor (ab)*, konnen also die Form P,+ AR
annehmen.

Da nun nach §. 4 Formel (XV.) jede Form J von f in die Form
W 4P, gebracht werden kann, und die einzigen x hier & und A sind, so
‘kann J die Form annehmen:

(XXV.) J = FU)+P,+AR.
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Um nun nachzuweisen, dass jede Form J durch Formen U ausdriickbar sei,
werde ich wieder zundchst annehmen, dieser Saiz sei fiir alle Formen erster,
zweiter, dritter, . .. (m—1)% Ordnung richtig, und ihn dann fir Formen
mter Ordnung nachweisen; zundchst aber insbesondere fir einige specielle
Formen J.

Zuerst betrachte ich diejenigen Formen, die durch die erste Ueber-
einanderschiebung einer Form U mit & entstehen, und beginne mit:

J = (‘/ fo)y k).
Es ist dann nach §. 2 Formel (VIIL.), da die Form & ¢’ (a¢)(ax)x. durch
die erste Combination von (fp) mit k entsteht,
J = a2 g (ap) (ax) + ck(fe)
und wenn man die Identitat:
Ry, #. (ag) (ax) = ¢’ (ax)' —a,(px) + 5 (ap)®
anwendet:
J = Y (5} — L[+ ck( fp).

Die in diesem Ausdrucke von J vorkommenden Formen sind von niederer
als der m'e® Ordnung; mithin lassen sie sich sowohl als auch J (nach An-
nahme) durch die Formen U ausdriicken.

In derselben Weise zeigt man, dass die Formen: ((¢k), k), ((fk), k),
(f ) )y (L By (KD, B), (CFrds )y (P35 ), (Chmy ), (Chmdy B), (k) ),
(014 k)y (024 k)5 (03, k) sich als Functionen der U darstellen lassen. —

Fir die Form

J = (( fk)2a k)

erhilt man (§.2 Formel (VIIL)):
J=abx (ax) (x2 )+ ck{ fk) =—3aSx, 2.} (ax) (xd' '+ ck( fk) = % (If )J+ck(fk),
wodurch diese Form ebenfalls dargestellt ist. Aus diesen Betrachtungen er-
giebt sich nun sofort, dass jede Form (Uk) eine Function F(U) ist.

Ist ferner H ein Product der U, so ist (Hk) eine Function F(U)
(vgl. 2 Formel (VL)). Jede Form mtr Ordnung, welche die Gestalt (9k) hat, ist
eine Function F(U) (da 9 eine Form (m—2)ter Ordnung, also nach Annahme
eine Function F(U) = ZcH ist).

Ehe ich zu hoheren Uebereinanderschiebungen mit & ibergehe, will ich
einige Folgerungen aus der (Annali di Matemat. pura ed applicata Ser. IL
T. 1. p.53) gegebenen Relation:

(fK = 0

ziehen. Man erhélt daraus die folgenden weiteren Formeln (§.2 Formel (VL.)):
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O=(ab)a§xxb§(az)3+clf |
= }(ab)a} b} %, {b(ax)*— a’. (b=} + clf,
clf 3 (ab) @’ b2 b (ax) +a, b, (ax)(bx) + a (bx)?}

= ‘(ab) 03230 (@) — 3 (ab) ) = 3 al Lo (ax) (ab)? — } I
Da die Form a}b%:}(ax) ab)® aus der Form ¢ = (ff)* durch die zweite
Combination mit % entsteht, so ist nach §. 3 Formel (XI.)

@’ b (ax ) ab)? = (gk)+e K,
und mithin hat die Form (¢k)* den Werth
(pk) = Cif+ C, F,
ist also durch Formen U darstellbar.

Um die Form ((fk7?, k)* zu untersuchen, gehe ich ebenfalls von der
Identitat (k) = 0 aus; da die Form al(xx')(ax)*x aus (fk)* durch die erste
Combination mit % entsteht, so ist nach §.2 Formel (VL):

0 = &z (ax)’ (xx')+ chl,
also:
—ckl =y a’ (xx') {2 (ax)'— 2% (ax')*}
= — 40 (e P {} (@) + 2, 2, (ax) (ax' )+ 2 (ax' )},
ckl = Yab (zd {3 (ax )} — (xx' P al) = 3al 2 (ax ) (z )) — Lif.
Die Form alzx. (ax)(xx';* entsteht aus (fk)* durch die zweite Combination
mit k, folglich ist nach §.2 Formel (VI.):
atxlcax) (z2' )} = ((fh)?, k4 C (=), k) + Cok (f)*,

und ((fk, k)" hat den Werth: Ckl4-C,if, ist also eine ganze Function von den U.

Nachdem nunmehr gezeigt worden ist, dass die Formen (¢k)* und
((fk), k)* ganze Functionen F .U) seien, gehe ich dazu iiber nachzuweisen.
dass auch die iibrigen Covarianten der Form (Uk diese Eigenschaft besitzen,
und wende mich zuerst zu der Form J= (' f¢), k)

Dieselbe lasst sich nach §. 2 Formel (VIII ) folgendermassen schreiben:

((f(P), k) =da’{ayp) (px((pk/ +2 c, ((f(P\H'l )2_,¢.

Die Form a(ap)¢’ 2. (k) enisteht nun aus der Form (¢k)* durch die erste
Combination mit f, hat also nach §.2 Formel (VIII.) den Werth

@k 9% (ap) (Pk)? = (k) f)+ cf (ks
mithin ist:
2
(th) = ((9h)s [)+ef (ph) + Z.e((for*!, k)=
da, wie oben gezeigt wurde, (¢k)’ = CIf+ C,k’, so erhalten wir nach
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§.2 Formel (VL) die Gleichung: )

(tk)* = Co(l, )+ Cs k(kf )+ cf (pk)Y + X e, (fp) ™, B
aus der wir folgern, dass (#k)* sich aus Formen niederer Ordnung und aus
Formen, die aus der ersten Uebereinanderschiebung mit 4 entstehen, zusammen-
setzen lasst. —

Um zu zeigen, dass auch die Form ((¢k), k)* eine ganze Function
der U ist, benutze ich den Umstand, dass die Form ¢ (¢x')’ 2. (@), aus
den Formen (¢k) und (¢k)* durch die zweite und die erste Uebereinander-
schiebung mit & hervorgeht und daher die Werthe besitzt (§.2 Formel (VIIL)):
= ((@k), k)4 e, ((pk)’, k)+ e,k k)’

= ((pk)’y k)+ c; k{@k)’.
Durch Gleichsetzung dieser beiden Werthe erhalten wir die Gleichung:
((9h), B = C((kY, )+ C, k(oh),
aus der, wie oben gezeigt wurde, folgt, dass sich ((¢k),k)’ durch Formen U
ausdricken ldsst. Mittelst desselben Verfahrens kann man beweisen, dass eben—
falls die Formen ((fk), k), ((lk), k)*, ((mk), k)*, ((nk), k)*, ((4k), k)* ganze
Functionen F(U) seien. —

Da die Form k eine Form vierten Grades ist, so hat die Covariante
(4k? von k, wie bekannt, den Werth: (4k)* = cik; ich will diese Formel
benutzen, um auch die Form ((4f), k)’ zu untersuchen. Zu dem Ende be-
trachte ich die Form a4 % (da)(4k):, welche aus den Formen (4f) und
(4k)* durch die zweite Combination mit % und durch die erste Combination
mit [ entsteht und daher die Werthe hat:

= ((df)s Ky +c((If Vs K)+ e, k()
L= ((4k)}, )+ ef (4k) = esi(kf).
Aus dieser Identitdt folgt unmittelbar, dass ((4f), k)* sich durch die U aus-
driicken lésst.

Die Form ((fl), k)* hat, da die Form a}x}(ax)(al)(lk) aus (fl) durch
die zweite Combination mit k entsteht, den Werth (Formel (VIIL)):

(), Bf = @bt (ax) (al) (B)+e((F)% ),
oder wenn man die Identitat: ‘ }
2a,%,(al)(lx) = U}(ax)—x%(al)—a}(xl)

2,,/2

P (@' il 2 ()

a’d E.(da)(k4)

benutzt:
(1), k) = $U(fRP+C((f1) k)—4(f, (K))
= (R} +C((f1)’, k)—£(f, m),

Journal fiir Mathematik Bd. LXIX. Heft 4, 45
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ist also durch U’ darstellbar. Etwas verwickelter ist der Nachweis, dass auch
die Form ((fm), k)’ eine Function F(U) sei. Diese Form hat, da die Form
a’ %% (ax)(am)(mx) aus (fn) durch die zweite Combination mit f entsteht, den
Werth (Formel (VIIL)):
((fm), k) = &% (ax)(am) (m:x) +c((fm)’, k),
oder da m = . (xl)* ist:
((fm)y k) = @& % (ax) (ax') (') (2 1) + e ((fm)*, K)
= —ax .l (ax)(ax') (22 ) (£ 1)+ c((fm)’, k).
Die erste Form der rechten Seite entsteht nun durch die erste Combination
mit / aus der Form alx x (ax)(ax')(x%')’, welche letztere Form wieder durch
die zweite Combination mit f aus « entsteht, also den Werth hat (Formel (VIIL)):
(4f )+ cif,
oder da, wie oben gezeigt wurde, (4f)* = Cif+ C,kl ist, den Werlh hat:
Caif+ Cykl.
Aus diesen Betrachtungen kann man auf die Identitdt schliessen:
((fm), k) = e((fm)’s k)+e,i(fl)+ e, l(kL),
welche zeigt, dass ((fm), k)* eine Function F{U) ist. — Die Form (kn)’, die
ich durch p bezeichnen will, hat den Werth:
p = im—+2jl,
(Ann. di Mat. pag.58) ist also durch Formen U ausdrickbar; ebenso die drei
Formen (g,, k)’, welche die folgenden Werthe besitzen:
(91/‘:)2 = —Q2,
(0:k) = —os+coi,
(0sk)' = cjou,
so dass jede in der Form (Uk)' enthallene Covariante eine ganze Function
der U ist.

Ferner ist die Form (Hk), in der H ein Product von Formen U be-
deutet, mittelst der Formel (V1.) durch die U darstellbar, sowie endlich jede
Form , welche aus einer Form (m—2)*" Ordnung durch die zweite Ueberein-
anderschiebung mit U entsteht.

Ich wende mich nun zu der Untersuchung derjenigen Formen, welche
durch die dritte Uebereinanderschiebung mit % entstehen, und beginne mit der
Betrachtung der Form (¢k)’. — Da die Form (ax)’a, b (ab)’ =, aus den Formen
¢ und (fk)’=0 durch die dritte Combination mit & und durch die zweite Com-
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bination mit f entsteht, hat sie die beiden Werlthe (Formel (VIIL)):

= (e +Zoe (17 B
= <(f1),

durch deren Gleichsetzung gezeigt werden kann, wie die Form (¢k)* durch
die U ausdriickbar ist. — Ein dhnliches Verfahren lehrt uns die Formen: (#k)°,
((f), k), ((f1), k), ((fm), k)’ durch die U ausdricken.

Um die Form ((¢x), k)’ zu untersuchen, bemerke ich, dass die Form
gs2l 7 (px)(@x' ) aus den Formen (¢k) und (¢k)* durch die dritte und erste
Combination mit % entsteht, mithin die Werthe hat (Formel (VIIL)):

3
= (gl K)o, ()™, By~

= ((pk}, k)+ ck @k?,
durch deren Gleichsetzung man sieht, dass die Form ((¢k), k)’ eine Function
F(U) ist. — In derselben Weise kann man zeigen, dass die Formen ((fk),k)’,
((fk? k), ((k4), k)* durch die U dargestellt werden konnen.
Da endlich die Formen ((ki}, k), ((km), k), ((kn), k)’ die Werthe haben:
((kl), k) = cil+em,
((km), k) = cim+e,jl,
((kn), k) = cin+c,jm,
also ganze Functionen der U sind, so kann jede Function, welche aus einer
Form U durch die dritte Uebereinanderschiebung mit k entsteht, durch die
Formen U dargestellt werden.

Ich will nun dazu ibergehen, auch diejenigen Formen (HE) zu unter-
suchen, in denen H ein Product von Formen U ist, und beginne mit dem Falle,
wo H das Product zweier quadratischer Covarianten U ist. —

Sind ¢ und 7 irgend zwei quadratische Formen, so ist (Formel (VIIL)):

(01, k) = (x20) = 7, (27)+ c((07), k)*

= {zi(za)’, T}+ C({(I‘E), k)23
ersetzt man in dieser Formel ¢ und 7 durch irgend zwei der Formen: I, m, n,
015 025 03, SO sieht man unmittelbar, dass der Ausdruck {} (z0), 7} sich als
Aggregat der Functionaldeterminanten dieser sechs quadratischen Formen, mit-
hin auch als Aggregat dieser Formen selbst darstellen liasst. Da dann auch
((o7), k)*, wie oben gezeigt wurde, eine Function F(U) ist, so ist (o, k)’
stets durch die Formen U ausdriickbar, wenn ¢ und v zwei quadratische Co-
varianten U bedeuten.

a, bz (ab) (ax)’

g A () (7 )

45 *



352 Gordan, Beweis eines Satzes aus der Invariantentheorie.

Aus der Formel (VL) geht nun unmittelbar der Satz hervor:

Jede Form, die aus einem Product von Formen U durch die dritte
Uebereinanderschiebung mit k entsteht, ist durch die Formen U ausdriickbar.

Ferner: Jede Form, die aus einer Form (m—2)tr Ordnung durch
die dritte Uebereinanderschiebung mit k entsteht, ist eine ganze Function der
Formen U.

Es bleibt uns nun noch die Untersuchung der Formen iibrig, welche
sich durch die vierte Uebereinanderschiebung mit % ableiten lassen. Ich be-
ginne mit der Form (¢k)* und benutze den Umstand, dass die Form b} (ab)’(ax)*
aus den Formen ¢ und ! durch die vierte Combination mit 4 und durch die
zweile Combination mit f entsteht, also die beiden Werthe hat (Formel (VIIL.)):

4
b*. (ab)? (ax)* = ((ﬂt)4+21305 ()2 k),
= (f)".
Da die Form (fl)’, wie in der oben erwihnten Abhandlung (Ann. di. Mat.
Ser. II. T. I pag. 60) gezeigt wurde, den Werth (44 Ak) hat, so ist nach
obiger Identitit (¢k)* eine ganze Function der Formen U. —
Um die Form (tk)* zu untersuchen, gehe ich von der Form
(¢k)* (agp) &g = ((9k)', f)
aus, welche aus ¢ durch die vierte Combination mit % entsteht, also nach
Formel (1V.) den Werth hat:
(k) (ag)agt = (th)+Z, (9.,
Nun haben wir eben gesehen, dass (qk)*= CA+ CiAk ist, also ist auch:
((pk)", f) = C(4f)+CA(Kf) und: 4
C(Af)+ CAUKF) = (th)'+Z.(9,, b=
Hieraus folgt, dass die Form (tk)* eine ganze Function der U ist. —
Ist die Form 1 =y’ eine beliebige Covariante von f, so findet, da

die Form %% (ywx) (wx')(2x')* =0 aus der Form (k) durch die vierte Com-
bination mit f entsteht, die Relation statt (Formel (IV.)):

4
((wk)o k>4 = 21:"(3'” k)"—s'
Ersetzt man in dieser Identitat vy der Reihe nach durch die Formen: ¢, f,
l, m, n, 4, so sieht man, dass diejenigen Formen, welche durch die vierte
Uebereinanderschiebung mit % aus den Formen: (¢k), (fk), (Ik), (mk), (nk),
(4k) entstehen, durch die Formen U ausgedrickt werden konnen.
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Den Werth der Form ((fk)’, k)* finde ich durch die Bemerkung, dass
die Form (ax)*(ax')*#,! = (kl)’ =m aus der Form (fk)* durch die vierte Com-
bination mit % entsteht, also der Gleichung geniigt:

w = (P B!+ 2.0, B

In éhnlicher Weise finde ich fiir die Covarianten ((fl), k)* und ((fm), k)* die
Ausdriicke:

(P8 = 2.9, 0,

4
((fm), k) = 91+21:s('9s, kr

Aus diesen 3 Formeln folgere ich, dass diejenigen Formen, welche aus den
Formen (fk)*, (fm), (fl) durch die vierte Uebereinanderschiehung mit % ent-
stehen, ganze Functionen der U sind.

Um die Form ((f4),k)* zu untersuchen, benutze ich den Umstand,
dass die Form ot (ad)(ak){4k)’, welche aus (f4) durch die vierte Combination
mit % entsteht, zugleich aus der Form (4k)’ =0 durch die zweite Ueberein-

anderschiebung mit f entsteht, also verschwindet. Es ist daher die Form
(Formel (IV.))

(12, B = 2.9, B

eine ganze Function der U und somit allgemein jede Form, die aus einer
Form U durch die vierte Uebereinanderschiebung mit k entsteht, durch die
Formen U ausdriickbar.

Indem ich nun zu den Formen iibergehe, welche aus Producten H
der Formen U durch die vierte Uebereinanderschiebung mit % entstehen, be-
ginne ich mit dem Falle, wo H das Product irgend zweier quadratischer
Formen U ist, die ich ¢ und = nennen will. Die Form:

(o7, k)* = ((ok)’, =)
ist, da, wie oben gezeigt wurde, die Form (ok)’ stets aus den quadratischen
Formen U linear zusammengesetzt werden kann, ein Aggregat von Invarianten
(¢7)*, welche aus zwei quadratischen Formen U durch die zweite Uebereinander-
schiebung entstehen. Hieraus folgt, dass die Invarianten (o7, k)*, in denen
o und 7 irgend zwei Formen U zweiten Grades bedeuten, durch simultane
Invarianten der Formen [, m, » ausdriickbar sind. Diese simultanen Invarianten
sind nun aber, wie bekannt, ganze Functionen der sieben Invarianten:
@y, (Y, @y, (mmy, (mn), (), (m)(n)(mn),

welche, wie (Ann. di. mat. ser. II. t I pag. 54 —64) nachgewiesen wurde,
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ganze Functionen der Invarianten U sind, mithin sind auch alle -Formen
(o7, k)* ganze Functionen dieser Invarianten.

Ich bin jetzt im Stande nachzuweisen, dass jede Form die durch die
vierte Uebereinanderschiebung mit k aus einem Producte H von Formen U
entsteht, durch die Formen U ausgedrickt werder kann.

Ein jedes solches Product H= ¢,¢,¢;. .. namlich hat einen Factor,
etwa ¢,, der entweder eine Covariante U ist, deren Grad grosser oder gleich
vier ist, oder der ein Product zweier quadratischer Covarianten U ist; es ist
dann nach Formel (VI.) die Form .

(HE)' = (@ B) prps---+ 2, (9, k),
also eine ganze Function der U.

Aus diesen Betrachtungen kann ich folgende Folgerungen ableiten:

Jede Form, die durch die vierte Uebereinanderschiebung mit k aus einer
Form (m—2)"" Ordnung entsteht, ist eine ganze Function der U.

Da das Némliche, wie oben bewiesen, fiir die Formen gilt, die durch
die Ote, 1ste, te ynd 3t Uebereinanderschiebung mit % aus Formen (n—2)ter
Ordnung entstehen, so ist nach §.2 Formel (IV.) jede Form P,, die das
Symbol k enthdilt, eine ganze Function der U; sowie nach §.10 Formel (XXV.)
jede Form m'®" Ordnung vor [ dberhaupt.

Giessen, den 8. Juni 1868.




