Ueber die Integration der hydrodynamischen
Gleichungen.
(Von A. Clebsch zu Carlsruhe.)

§- 1.

In einem frabern Aufsatze (dieses Journal, Bd. 54, p. 254) habe ich
ein Theorem entwickelt, welches die Integration der hydrodynamischen Glei-
chungen fir die slationire Bewegung zurickfibrt auf ein System von zwei
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung; oder auf die Aufgabe, ein
gewisses Integral zu einem Minimum zu machen, bei welchem die zu in-
tegrirende Function die lebendige Kraft darstellt. Dies wurde erreicht, indem
die Geschwindigkeiten durch zwei neue Functionen ausgedriickt wurden, welche
Constanten gleich gesetzt, Integrale der hinzutretenden gewdhnlichen Differential-
gleichungen waren, und die Conlinuitilsgleichung identisch erfillten. Die Aus-
dehnung dieses Verfahrens auf den Fall der nic% stationiren Bewegung fihrie
zu sehr verwickellen Gleichungen, welche keine Zurickfihrung auf ein Pro-
blem der Variationsrechnung gestatteten. '

Indefs habe ich gefunden, dafs auch dieser allgemeine Fall immer auf
ein solches Problem zurickgefihrt werden kann, und zwar auf das Integral
einer Function, welche sich von der lebendigen Kraft nur um ein hinzutreten—
des Glied unterscheidet. Die Substitution, welche zu diesem Resultate fihrt,
ist eine wesentlich andere als die in dem erwéhnten Aufsalz angewandte.
Aber beide haben dies gemein, dafs sie die Bestimmung des Druckes von
der iibrigen Behandlung der Aufgabe sondern, und auf Gleichungen fihren,
welche, indem sie von den &ufseren Kriften unabhangig sind, Bewegungen
allgemeinster Natur darstellen, deren eine Flissigkeit fabig ist; engdlich, dafs
die angewandlen neuen abhéngigen Variabeln, Constanien gleich gesetat,
Integrale des hinzutretenden Systems gewohnlicher Differentialgleichungen bil-
den. Wahrend aber jene Substitution fir die stationare Bewegung. auf zwei
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung fibrte, komint in dem vor-
liegenden Fualle das Problem zuruck auf drei Differentialgleichungen,
von denen zwei von der ersten, eine von der zweitlen Ordnung.
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Die angewandte Substitution kniipft an die gewohnliche Methode an,
die hydrodynamischen Gleichungen zu behandeln. In der That macht man
gewohnlich die Annahme, dafs der Ausdruck

' wdetvdy +wdz
ein vollstindiges Differential sein soll. Aber wie auch die #, v, w beschaffen
_sein mogen, stets lifst dieser Ausdruck sich auf ein zweigliedriges Differential
zurickfihren, d. h. auf die Form ’
do+tmdy;
woraus sich die Gleichungen ergeben:

— 99 oy
U= oMy

. 09 Oy

”“"5?+m8y’
d

0 =G tm3e,

welches eben die angewandten Substitutionen sind. Ich bemerke, dafs die-
selben in einer gewissen Beziehung zu der Betrachtung der von Helmholtz
(dieses Journal, Bd 55, p. 25) in die Theorie eingefiihrten Wirbelbewegungen
stehen. Die Geschwindigkeiten sondern sich hier in einen Theil, der durch
entsprechende Differentialquotienten einer Function dargestellt wird, und in
einen zweiten, der diese Darstellung schlechterdings nicht zuldfst. Jene Wir~
belbewegungen nun hingen allein von diesem zweiten Theil ab, d. h. von
den Functionen m, . Denn wenn man nach den dort (Form.?2) gegebenen
Gleichungen die Rotationsgeschwindigkeiten eines Fliissigkeitstheilchens bildet,

so hat man:

wo die Function ¢ ganz verschwunden ist. %)

*) Beilaufig ergiebt sich hieraus das Verfahren, um, wenn u, v, w irgend gegebene
Functionen sind, dem Ausdruck udx-vdy+ wdz die Gestalt dptmdy zu geben. Es
sind m, @, wie aus dem Pfaffschen Problem sonst bekannt, nach den obigen Gleichungen

Integrale der Gleichungen:
dx:dy:dz = '—a—;———a-y—l‘-a-;-———a-z—.—'afy————g;
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Ich wende mich zunichst zu einem allgemeinern System von Glei-
chungen, welches analoge Eigenschaften mit dem System der Hydrodynamik
aufweist.

§. 2.
Es sei das System von Gleichungen gegeben:
14 Ou ou Ou ou
o = at tuge tus Jr""‘*"ax“’
oV oOu, au‘ au,
1y (o T +" L e g
OV _ Ouz am,. au2 Oty
o — @ ¥ T3 +"'“2"a—x;’
Ouza
(2.) + aul + (73] _— O,

O&2n
denen sich die gewdohnlichen Differemialgleichungen anschliefsen sollen:

dx - dx dzs,
(3.) W=u, —d—t’-=u1, « e 0 d: =_u2~o

Die Gleichungen (1.) lassen sich in einer symbolischen Form zusam-
menfassen; nimlich, wenn unter dem Zeichen & nur die x, nicht aber ¢ als

Da der Multiplicator der Gleichungen 1 ist, so kann man aus einem Integral y das
zweite m durch das Princip des letzten Multiplicators finden. Alsdann aber ist wirklich

& o~ o oy 9z oy O
und ¢ wird daher wirklich ein vollstindiges Differential. Aber ¢ geniigt der Differential-

gleichung
gv Bw +< ) (______)
B AN

Fiihrt man hier stalt x, y, = als neue Variable m, vy, & ein, so erhilt man durch In-
tegration :

- 3_'”_.3_“_’.)+,,(§1';_i"_)+w(§1‘____
0%
/s ,
av )+60 g: )+ é): g:)
(vgl. Jacobi, Malh. W. Bd. L p. 144).
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verinderlich betrachtet werden:
(A) OV = 30z, ‘9“*+u9“"+ i, 2,

2n ax2

oder auch, wenn man

B) 2T = v+tui+4-.-u,
setzt, in der folgenden:

(6.) (y(V——- 1‘) = Zk%'ff-(? k+‘;‘22k g:k -g‘%;)(u,-d‘xk—uk(yw,-).

Bemerken wir nun, dafs man dem Ausdruck:
udx 4w dzx,+ -+ u, o,
immer diernachstehende Gestalt geben kann:

dp+m, I, +m, dgp, 4 +--m, Jp,,
so werden wir darauf 'gefﬁhrt fir die  die Substitutionen zu machen:

op 0 aqi,.
(7') U, = +'n1 a ! +m2 ‘Pa +"'mn ax
ou, Ou,
Mit Hiilfe dieser Substitutionen stellen sich zunéchst die Ausdriicke 37 —E;’-
i k
als Summen von Determinanten dar, némlich,
Ouy  Ow; om, dp,  Om, aqo,)_
or; Ox, ~ ~"\dx; Oxr, Ox; Ox;

Wenn man aber diesen Ausdruck mit der Determinante u;dx; — u;dx; multi-
plicirt, und sodann nach %, ¢ die Summe bildet, so erhilt man nach bekannten
Sitzen:

du Ou,
%Eg = -5.;"‘:- — —l—) (u;d‘wk - ukd‘.z',-)
om, om, am, om,
““37'*‘“1&‘"%"" -0z +a oy -

a:p, +“1 aqo, + Btpr ()‘.7:—}- aqu d‘.z'l—{-m

Hiefir kann man mit Berﬂcksnchhgung der Gleichungen (3.) die
kirzere Bezeichnung anwenden:

dm, __Om, dq), ’ 8<pr
={(Z- )00 — (S )d‘m I
Setzen wir dies nun mdie Glewhung 6. ein, 80 veremlgt sich die Summe
Ou

S— a5t LA, p— -|~2‘( d‘ aq” am, <5‘<pr>
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mit dem Theile
= <a¢r am,- d\ )

der obigen Summe, z1z der vollstandlgen Varlatlon des/ Ausdrucks

O,
St m i
und die Gleichung (6.) nimmt demnach folgende Gestalt an:
0P, dm dtp,’
®) d{v— T—-———-— m, <P} — z(_to P> Sm,)-

Diese Gleichung aber enthilt auf der rechten| Selte nur 2n Variatio-
nen dm, Jp, wiahrend in der linken Seite 2r--1 Vdnable x variirt werden.

Es mufs also der Ausdruck, welcher links variirt ist, #ine willkiirliche Function
der 2n-41 Argumente ¢, m, ¢ sein; und indem wir die Bezelcbnungen ‘;'t" ) Z(tp

wieder auflésen, konnen wir folgendes Theorem auqsprechen

Satz 1 !
Die Gleichungen (1.), (2.) lassen sich durch das System erselzen:
am, _I_ am, "I‘“x am, + e — H'(p,,
(9.) 8% + u a‘Pr +“1 6qor + = —II'm,,
-0u, 3“2.. .
atat g =0

wo

und wo IT eine willkirliche Funchon VOB L, Pry oo Py Myy .. M,
bedeutet.

Dieses System enthdlt 2n Gleichungen der ersten, eine der zwei-
ten Ordnung. Nachdem es integrirt, ergeben sich die u von selbst
aus obiger Gleichung; V ist bestimmt durch die Gleichung:

= (22 2¢- L 99
10) V= (Gr+=my +i=(EE+=m ) o
Die Gleichungen (3.) endlich kommen zurick auf das System:
1) B _mm, iy,

Das fehlende Integral des Syatems (8.), welches eine Gleichung mehr
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als das vorliegende enthdlt, giebt das Princip des letzsten Multipli-
calors.
Diesem Theorsme kann man das folgende hinzufigen, welches sich
ohne Weiteres verificiren lafst:
Satz 2.
Die Gleickungen (9.) machen das Inlegral

242

Vdrdx,...dx,,dt
zu einem Mazxinum oder Minimum, V durch die Gleichung (10.)
ausgedrickt gedacht.

Diese Gleichungen enthalten eine willkirliche Function IZ7. Inzwischen,
da man annehmen darf, dafs die Integrale eines Systems von 2n Gleichun-
gen der ersten und einer Gleichung der zweilen Ordnung, an sich ebenso
viel Willkirlichkeiten enthalten missen, als die Integrale eines Systems von
2n 42 Gleichungen erster Ordnung; so scheint es dafs die Gleichungen (9.),
in welche aufserdem noch IT eingeht, mehr Willkirliches mit sich fiihren,
als: der Natur der Aufgabe nach zuldssig ist. Dieser Ueberschufs von Will-
kirlichem darf daher auf die abhéingigen Functionen des urspringlichen Pro-
blems keinen Einflufs ausiben; er mufs aus den Ausdriieken von V, v, u,, ... u,,
verschwinden. Ich werde nun in der That zeigen,

dafs es, ohne die Allgemeinheit der Werthe von V, u, u,, ... u,, 3u
beeintrichtigen, erlaubt ist, die Function IT gleich Null zu setzen.

S 3.

Die Gleichungen (11.) haben die canonische Form, welche bekannt-
lich es erlaubt, den Integralen dieser Gleichungen eine entsprechende Form
zu geben, und dieselben auszudriicken dvrch die vollstindige Losung einer
partiellen Differentialgleichung. In der That, man kann stets eine Function (W)
von /, ¢, ¢, ... ¢, und von n Constanten a,, @, ... a, so bestimmen,

dafs
m=(0),  m=(3), . m=(ID),

_—%:(Bal _%:('a—a-,— » 0t T "‘<aa,.

die Integrale der Gleichungen (11.) sind, wahrend die o neue Constanten
bedeuten; und man hat ferner

a3y G =mn,

(12)
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. woraus die fir W bestehende partielle Dniferenha]glelchung hervorgeht, wenn
man aus 77 die m mit Halfe der ersten Gleichungen (12.) eliminirt.

Man kann nun offenbar statt der Function I7 die eine gleiche Will-
kiirlichkeit enthaltende Function (W) in die Rechnung einfiihren; wo nur,
sobald man von den gewohnlichen Differentialgleichungen zu den partiellen
ibergeht, die @, o nicht mehr als Constante, sondern als Functionen von
{, , ©;, ~. &, zu betrachten sind. Und zugleich kann man auch statt der
m, ¢ sich diese Functionen a4, o in die Gleichungen als abhdngige Variable
eingefihrt denken; wo denn auch in (W) die ¢ durch diese Functionen zu
ersetzen sind. Sehen wir, wie sich die Functionen ¥, u durch diese neuen
abhangigen Variabeln ausdriicken.

Wenn man die Gleichungen (12.) in die Ausdricke der u einfihrt,
so gehen dieselben zuniichst Gber in:

3% P, OW O
+<d¢p‘ ox, dq),)a T (atp,. 6.r,,.

Bezeichnen wir aber durch W die Function (W), wenn wir sie als Function
der ¢, , ,, ... &,, betrachten, so ist offenbar: :

oW __ (oW O¢, oW g, ow Ba, ow aa2

Br, qu‘)a +( ) ox; +...+(aa‘ (Ba,) axk
und man kann also, wieder mit Hilfe der ‘Gleichungen (12.), den obigen
Ausdruck von # auch durch den folgenden ersetzen:

w a, Oan
(14) u = q)+ +o 13 +ea 263: +"‘“n5:k'

Bemerken wir noch, dafs auch
( )+(dW azp, ( )aq», Lo +(6W\ da, ( )aa,
S0 geht der Ausdruck
MG+ =m G =)+ + = (550 3
in den folgenden ﬁber '
St e ba gt g

Daher . nimmt die Gleichung (10.) unmittelbar die Gestalt an:
as5) V=

LEET to Gt e o AR (ST '”"’Jr gt gl )
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Vergleichen wir jetzt die Gleichungen (14.), (15.) mit den Gleichun-
gen (7.), (10.). Man sieht sogleich, dafs nur an die Stelle von ¢ die Function
¢+ W getreten ist; an die Stelle der m aber die @, an die Stelle der ¢
die a; endlich, dafs die Function I7 verschwunden ist. Da nun ferner den
Gleichungen (11.) offenbar die folgenden entsprechen:

da,

da,
(16) —ZF =0, == =0,

welche, aufgelost, Gleichungen ergeben, die den Gleichungen (9.) vollstindig
ghnlich sind; so sieht man ein, dafs das jetzt erlangte reducirte Problem sich
von dem in dem Satz 1. enthaltenen nur dadurch unterscheidet, dafs die
Function 77 gleich Null gesetzt ist, und dafs an die Stelle der Buchstaben P,
m andere getreten sind. Aber zugleich werden die gewohnlichen Differen-
tialgleichungen integrabel; und indem wir also zu den frihern Bezeichnungen
zuriickkehren, konnen wir folgendes Theorem aufstellen:

Satz 3.
Die Gleichungen (1.), (2.) kinnen ersetzt werden durch das System
am, am, er om,
+“ Ty + o G — O
a r a r a r a r
(17-) (;0 +u L + 1 (p ‘ : 'u2n a;,;n = O,
7 au Ou, Ouzn
at 797{+ o, =
wo
d 0 0 0P,
u, == 8.:,( +m, qo, —{—1112 (P‘ -{— m, 62,('

Von diesen Gleichungen sind zwei von (ler ersten, eine von der 2wei-
len Ordnung. Nachdem sie inlegrirt sind, ergeben sich die u aus
m@wﬁ” Formel, V aber aus der Gleichung:

2] o,
8) Ve="C4m%tm L m, D

: OPa \*
+%zk{a Am gl fmgl g om R
und die Gleichungen (3) /caben zu Integralen die Gleichungen:

19) m, = Const . @, = Const,,

zu denen ein letzles Integral trztl, welches aus den Gleichungen (3.)
und (19.) mit Halfe des letzten Muliplicators gewonnen wird.
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Hierdurch also ist das vorgelegte System zurickgefihrt auf ein anderes, wel-
ches nicht mehr Willkiirlichkeiten in seiner allgemeinen Losung enthalt als
jenes; und welches die Eigenschaft hat, die Integrale der hinzutretenden ge-
wohnlichen Differentialgleichungen ohne Weiteres zu ergeben. — Man figt
leicht das folgende Theorem hinzu:

Satz 4.
Die Gleichungen (17.) machen das Integral
SV azda, ... do,, dt
zu. einem Mazximum oder Minimum, wo V durch die Gleichung (18.)

ausgedrickt zu denken ist.

§. 4.

Es bleibt nichts tbrig, als die erlangten Resultate nunmehr fir den
Fall der Hydrodynamik auszusprechen, fir welchen n=1 ist. ~ Sei U die
Kraftefunction, p der Druck, ¢ die Dichtigkeit, so hat man demnach folgen-
den Satz:

Satz 5.
Die Gleichungen

w00 = Gtegtrgtes.
120—2) = S ugrtogrtwir,
w(0—2) = Gtegztog tu s,
\ %’%Jr%% +%§- =0

lassen sich auf die Aufgabe urickfihren, das Integral

‘ ////(U——-%)dtd.tdydz

zu einem Maximum oder Minimum zu machen, wo

(20.)

p __ Op oy | wfvitwt
@) U—2 =S qmSypriote

zu setzen ist, und fur die u, v, w die Ausdricke gellen:
Journal fir Mathematik Bd. LVI. Heft 1. ' 2
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w — _al_|_~mﬂ”_

ox ox ’
(?2) v = g—;—{—m-g-;ﬁ,
Die Integrale der Gleichungen
-‘;—‘: =u, %’— =, ﬂ%— = w

werden dann:
(R3.) m=Const., y= Const.
und ein drittes, welches die Theorie des letzten Mulliplicators ergiebt.
Die Gleichungen, auf welche die Aufgabe zurickkommt, werden hiernach:

__Om om a(p om 6<p am an om Btp om Oy |, Om oY
O"ﬁ—l' rr3 ax Oy By 0z )+ (a.z' d.z‘ Jy W—}_—BT_——)’

aw aw atp dy dgp. oy oy 61/1 oy
0= +(8x B.r 0y oy + 02 )+ (ax 6.r dy 6y + S az

0—‘—6— S Am P (A m )+ (G4 m

Es ist sehr lewht von diesen Glelchungen, fiur den stationdren Zustand, zu
denjenigen iberzugehen, welche ich an dem angefihrten Orte entwickelt
habe; indem man nur bemerkt, wie aus der im Anfange des §.3 aufgestell-
ten Betrachtung sich ergiebt, dafs man nur eines der m, yw von ¢ vollkommen
frei annehmen darf, wihrend das andere von der Form/tf—{—F ist.

Ich bemerke nur noch, dafy die Gleichung (21.) die der lebendigen
Kraft ist; in einer sehr bekannten Gestalt, wenn man, zu der gewohnlichen
Annahme zuriickkehrend, m verschwinden lafst.

Berlin, den 1. Mirz 1858.




