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10.
Theorie der homogenen Functionen dritten Grades

von drei Veränderlichen.
(Von Herrn S. Aronhold.)

JLrer Verfasser dieser Abhandlung hatte die Absicht, ehe er die Theorie
der homogenen Functionen dritter Ordnung von drei Veränderlichen der
Oeffentlichkeit übergiebt, eine ganz allgemeine Theorie der homogenen Functio-
nen auf Grund einer Schrift*), welche er der Königsberger Universität im
Jahre 1851 überreicht hat , zu bearbeiten, allein Berufsgeschäfte, welche
seine ganze Thätigkeit für die angewandte Mathematik in Anspruch nahmen,
und noch fortdauern, hinderten ihn daran.

Um nun seinen Antheil an der Entwicklung der neueren Algebra nicht
gänzlich aufzugeben, erlaubt sich der Verfasser seine Untersuchungen so vor-
zulegen, wie er sie in einer bereits altern Bearbeitung besitzt, und wie sie
im Grunde auch entstanden sind, und bittet um Entschuldigung wenn Weit-
läuftigkeiten dadurch entstehen mufsten, dafs der specielle Fall der allgemeinen
Theorie vorangeht, und insbesondere,,dafs eine allgemeine Theorie der In-
varianten diesen Entwicklungen nicht vorausgehen konnte.

§. i.
In den vorliegenden Untersuchungen werden folgende Bezeichnungen

und Benennungen gebraucht werden:
Sind

zwei Systeme von ursprünglichen Variabein und

zwei entsprechende Systeme von neuen Variabein, welche in der gegensei-
tigen Beziehung stehen, dafs

i^1
c\ ~\ 11* - /·? y -t- R ~K „, /3 * /

*) „Ueber ein neues algebraisches Princip zur Behandlung der Transformations-
probleme homogener Functionen, vermittelst linearer Substitutionen".
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98 40. Aronhold, Theorie der homogenen Funktionen dritten Grades.

ist, so soll 1) eine urspr ngliche Substitution und 2) die transponirte
Substitution genannt werden.

Die Transposition eines linearen Substitutionssystems, welche darin be-
steht, dafs man einerseits die gleichvielten Horizontal- und Verticalreihen, an-
dererseits die urspr nglichen und neuen Variabein mit einander, vertauscht, ist
zuerst von Gaufs benutzt worden, nur schreibt derselbe beide Systeme mit
denselben Variabein, was f r die vorliegenden Untersuchungen nicht zweck-
m fsig sein w rde.

Bezeichnet man die gemeinschaftliche Determinante beider Substitutio-
nen durch:

r = Ó±áéâ2ã^,
ferner durch

/"(#!, #2, #3) und f(X^X^Xz}
zwei homogene Funktionen, welche durch die urspr ngliche Substitution in
einander bergehen, so soll:

I) Invariante, diejenige Verbindung J aus den Coefficienten von f
genannt werden, welche zu der entsprechenden aus den Coefficienten von f

"gebildeten Ë in der Beziehung
J = r*. 4

steht.
II) Covarianle, diejenige Function ö der Coefficienten von f und

der Variabein xl} x2, #3, welche, unter Anwendung der urspr nglichen
Substitution (1.)? zu der entsprechenden, aus den Coefficienlen von f und
ihren Variabein Xl^ Jf2, X* gebildeten Function ö' in der Beziehung

steht.
III) Zugeh rige Form, diejenige Function Ã der Coefficienten von

/"und der Variabein fix, w2, «/3, welche, unter Anwendung der transponirten
Substitution (2.), zu der entsprechenden aus den Coefficienten von f und den
Variabein t/º, U2, (73 gebildeten Function Ã' in der Beziehung

Ã'(ûç·!72,õ,) = r^r(fiMf/2,ti3)
steht.

IV) Zwischen form , diejenige Function È der Coefficienten von f9

welche gleichzeitig eine Function der Variabein x^ x^ x$ und t f i , ' t!2 , u3

ist, und unter Anwendung sowohl der urspr nglichen als der transponirten
Substitution, zu der entsprechenden aus den Coefficienten von f und den
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iO. Aronhold, Theorie der homogenen Funktionen dritten Grades. 99

beiderseitigen Variabein JT19 JT2, J£, und 715 72, 73 gebildeten Function '
in der Beziehung

0'(# > Ek > t73; ^ , » , JT3) = rl0(ul,n^u^xl,x2,x3)
steht.

Die Benennungen (I) und (Ii) sind von Herrn Sylvester statt der älteren
„Formendeterminante" und „Functionaldeterminante" in Vorschlag gebracht
worden. Die Benennung (III) gebrauchte zuerst Gaufs. Die 4te Klasse ist
bisher als eine besondere Klasse nicht beachtet worden. Die ganz besondere
Wichtigkeit derselben wird aber aus dem Folgenden ersichtlich werden und
ihre Bezeichnungsweise zweckmäfsig erscheinen., weil sie den Uebergang von
(II) zu (III) bildet.

§. 2.
Die Betrachtung der vorstehenden 4 Functionenklassen mufs man so-

gleich auf ein System von homogenen Functionen ausdehnen, d. h. man mufs
ein System gegebener homogener Functionen von denselben Variabein vor-
aussetzen, welche durch ein und dieselbe Substitution gleichzeitig in ein
System entsprechender Functionen, der Reihe nach von denselben Ordnungen
transformirt werden sollen, und die 4 Functionenklassen aus den gesamrnten
Coefficienten des Systems herstellen. Ich will daher in diesem Falle die
Invarianten, Covarianten, zugehörigen Formen und Zwischenformen, so oft
Unterscheidungen nöthig werden, simultane Invarianten, Covarianten, zuge-
hörige Formen und Zwischenformen nennen, so dafs die gewöhnlichen Deter-
minanten simultane Invarianten für ein System linearer homogener Functionen
sind und die erste Gattung bilden. Die nächste Gattung von Systemen erhält
man, wenn man von den gegebenen homogenen Functionen nur eine die erste
Ordnung überschreiten läfst, und der erste specielle Fall hiervon, nämlich die
Zusammenstellung einer homogenen Function beliebiger Ordnung

/ 0^1} #25 XZJ
mit nur einer linearen

U = t*! ̂ -{- ** #2 + ^3 #3 5

in welcher ti19 f/2, #3 die Coefficienten sind, giebt einen sehr einfachen und
charakteristischen Uebergang der 4 Functionenklassen in einander. Es gilt
nämlich der folgende Satz:

Jede simultane Invariante der beiden Functionen f und U ist eine
zugehörige Form für f, und jede simultane Co&ariante von f und U ist
eine Zwischenform für f.

13*
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100 40. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

Der Beweis ergiebt sich sofort, wenn man die ursprüngliche Substi-
tution (§.1,1) auf U anwendet, da dann, wie leicht ersichtlich ist, die Coef-
ficienten der transformirten Form Uf dieselben linearen Ausdrücke werden,
welche die transponirte Substitution (§. l, 2) bilden, d. h.

u9 = , ,+ + , ,
wird. Bezeichnet man durch eine simultane Invariante und durch eine
simultane Covariante für f und 17, so genügen diese daher den Bedingungen:
r (17,, I72, £73) = r'rcifuiü, ti,), &(U» 72,17,) = r* («,, **,«,)

und werden dadurch respective zugehörige Form und Zwischenform für f.
Die Covarianten lassen sich aber auch als zugehörige Formen dar-

stellen, wenn man beachtet, dafs, vermöge des Charakters der transponirten <
Substitution, die letztere durch nochmalige Transposition wieder die ursprüng-
liche Substitution wird, wenn man nur bei der zweiten Transposition wieder
die ursprünglichen Variabein gebraucht. Es folgt daher:

1) daß die zugehörigen Formen der zugehörigen Formen Co-
varianten der ursprünglichen sind;

4?) dafs die Covarianten der Covarianten Functionen derselben
Art bleiben;

3) dafs die zugehörigen Formen der Covarianten und die Co-
varianten der zugehörigen Formen für die ursprüngliche Function zu-
gehörige Formen sind;

4) dafs die Invarianten sowohl der Covarianten als der zuge-
hörigen Formen zugleich Invarianten der ursprünglichen Formen sind;

5) dafs die lineare Function
U = ff i 0?!-{-tf2 #2-}-#3 ÄF3

für alle homogenen Functionen derselben Variabein gemeinschaftliche
Zwischenform ist.

In Bezug auf (5.) wäre noch zu bemerken, dafs, weil
U9 = ^^+17,^+173^

vermöge (§. l, 1) und (§.1, 2) wird, = 0 d. h.
U' = r\U

ist.
Ich setze nicht voraus, dafs die 4 Functionenklassen ganze Functionen

sein müssen. Es wird im Gegentheil für rein algebraische Untersuchungen
nothwendig, sowohl gebrochene als irrationale Functionen dieser Art zu unter-
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10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 101

suchen. Wenn man sich aber die Aufgabe stellt, die einfachsten derselben
zu finden, aus welchen die übrigen sich zusammensetzen lassen, so wird man
diese aus den rationalen und ganzen Functionen entnehmen müssen, für welche
übrigens der Exponent* in r1 immer eine ganze positive Zahl sein mufs.

§.3.
Es seien

drei homogene Funclionen der zweiten Ordnung von den Variabein ar19

o?3, und
=== > = 1* > c/.l === clx 5

so kann man, wie bekannt, für jede Function einzeln eine Invariante und eine
zugehörige Form bilden, nämlich z. B. für die erste die Determinante:

«11 «12 «13
-v * ___ »̂ _i_. J /l = (I2l #22 Ö23 = ^ -j- nlt #22 #33

«31 «32 «33

als Invariante, und

(«22 «33 — «23) ̂ 1 -j- («33 «11 ~ «13) ̂ l + («11 «22 ~ «12) «3

(g.) = +2 (012 013 — «H «23) 1*2 «3 + 2 (0,2 023 — «22 «13) «l ̂ 3

"T 2 («13 «23 «12 «33) Wl ty

als zugehörige Form, und zwar ist letztere in Bezug auf die Variabein von
der zweiten Ordnung und ihre Coefficienten sind die partiellen Determinanten
des Systems (1.)·

Wir werden aber in der Folge auch die simultanen Invarianten und
zugehörigen Formen für alle drei Functionen /i, /i, /i gebrauchen, und wol-
len daher alle, sowohl die vorstehenden (1.) und (2.) als die simultanen, aus
einer einzigen Quelle ableiten, welche einerseits für alle Functionen gerader
Ordnung benutzt werden kann und andrerseits einen Algorithmus liefert, der
zur Ausführung einer Reihe von Darstellungen für die homogenen Functionen
der dritten Ordnung unentbehrlich ist.

Theorem I,
Wenn man das Quadrat Aer Determinante
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102 40. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

M! t/2 #3
(3.)

bildet, in welcher die Elemente willk rliche Gr fsen sind, und statt der
Potenzen und Producte zweiter Ordnung:

die entsprechenden Coefficienten:
á÷ë, hxl, cyji

der drei homogenen Functionen /i, f2, fe substituirt, so erh lt man eine
Verbindung:

(a, b, o),
welche eine simultane Invariante der drei homogenen Functionen zweiler
Ordnung ist.

Beweis .
Bezeichnet man die transformirten Formen von /i, /£, fz durch:

f2

so kann man zu den Coefficienten

dadurch gelang-en, dafs man zuerst die drei linearen Functionen

**!&! +^2^2 + ^3 ̂ 3

(4.) ^l^l+^^+^^S

1̂ ̂ 1 "i" ̂ 2 ̂ 2 4" ̂ 3^3

durch die urspr ngliche Substitution transformirt, die erhaltenen transformirten
Formen quadrirt und dann in denselben die symbolische Substitution

(á.) í÷õë*^áêé, VxVi^b^, wxwi^cxli

ausf hrt. Nimmt man an, dafs die transformirten Formen von (4.) die fol-
genden sind:

(5.)
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40. Aronholdj Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 103
é

so werden mit («.) auch die symbolischen Gleichungen
(/S.) U.U^ah, F.Fa = *^ WnW,= ̂

gelten. Nach einem bekannten Peterminantensatz ist aber

also auch
(Ó+ U, F2 FF3)2 = r2 . (S± * Ë

substituirt man rechts die Werthe («.)·, links die Werthe (/?·)? so entsteht
daher in Folge der Definition der Verbindung (a, b, c] :

(6.) (a',b',cf) = r2(a,b,c) w. z. b. w.
Ich gehe nun zuv rderst $ur Bildung von (a, b, c) ber, welches auf

den oben erw hnten Algorithmus fuhrt. Es ist

und mit Anwendung von (a.) :

= ^22 ̂ 33 T" ^33 ^22 - 2623 ̂ 23

(V2 W^ — r3 W2} (l?3 ?/?! — ̂  W^) = ^^^^-[-ß?!^^^ - t?3 1/^11^2 - t#3 f?i t?2

^ ^23 ̂ 13 ~T *13 ̂ 23 ^33 1̂2 ~ ^33 ̂ 12 ·

Da sich die brigen Potenzen und Producte durch Vertauschung der Indices
ergeben, so kann man zun chst das Resultat der Substitution (a.) f r die
Potenzen und Producte í÷íë, wxwi allein angeben. Bezeichnet man dasselbe
durch :

(7.)
so ist vollst ndig:

(8.)

, i?)22 = (v3 wt — Vi Ws)2 = J33 CH -f biL c33 —2bx cl3

> C)33 = (Pl ̂  — »2 Wl)2 == *11 ̂ 22 + #22 <?11 ~ 2#12 C12

— 0J U?3) == #12 €13 -f- #13 6'12 — #U i?23 - - #23 Cn

0a WJj.) = #23 Cn -f *12 ̂ 23 — #22 <?13 ~ #13 <?22

— V2 W u = #13 C23 + #23 C,3 — #33 Cn — #12 C33

und dieses ist das in der Folge h ufig zu benutzende System. Setzt man
demnach noch ^ê«æ = â÷æ> so folgt aus (7.):

in vollst ndig ausgerechneter Forro.
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104 fO. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

Die Invariante (a, b, c] ist aber in Bezug auf die 3 Systeme
axi, bxli, €÷ë symmetrisch} denn die Determinante (3.) selbst, aus welcher
sie entstanden ist, bleibt bis auf das Vorzeichen unver ndert, wenn man die
Systeme ux, vx, wx mit einander vertauscht, und ihr Quadrat l fst auch das
Vorzeichen unge ndert. Es ist also

weil wegen (8.) auch die partiellen Invarianten (b, c}*1 durch Vertauschung
der Systeme 6÷ë und €÷ë sich nicht ndern. Durch Specialisirung, indem man
von den Systemen á÷ë> bxl, €÷ë entweder je zwei oder alle drei einander
gleich setzt, erh lt man hiernach iO von einander verschiedene Invarianten,
n mlich:

drei wie (a, a, a) = Óáêé(á, á}*ë

(11.) sechs wie (a,b, b} =
und eine (a, b, c) = Óá^(1>, c}*1.

Die speciellste derselben
(a, a, a) = Óá÷ë(á,á}*1

ist aber nichts anderes, als die bekannte Invariante Ë (1.) der homogenen
Function zweiten Grades von drei Ver nderlichen, jedoch multiplicirt mit dem
Factor 6, denn setzt man in (8.):

bxi = axi> cxl = ï÷ë,
so entsteht:

(a, a)11 = 2 («22 «33 — 4>)

u. s. w.,
welche Ausdrucke die doppelten partiellen Determinanten des Systems (1.)
sind. Man hat daher, wie bekannt:

also durch Addition:
(12.) 6Ë == Óáê1(á,á}** = (a, a, a).

Die vorstehende Definition giebt ferner auch die unter (2.) bezeichnete zu*
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10. Ar o n hold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 105

gehörige Form, nämlich:
(13.) = i2u„*i(a,ay*

und überdies drei simultane zugehörige Formen wie

welche den Gleichungen (10.) nämlich:
J 2
1 = 2

genfigen.
Der Beweis hierfür folgt aus der §. 2 entwickelten Eigenschaft der

zugehörigen Formen, da
(15.) 2UxUi(a',bY = r* .2uKUi(a,b}**

ist.

f. 4.
Mit Hülfe der vorstehenden 10 Invarianten und 6 zugehörigen For-

men, kann man fast alle Fragen beantworten, welche die Theorie der ternären
quadratischen Formen algebraisch darbietet, andrerseits bilden sie die Basis
für die cubischen Formen, und nur insofern werde ich sie hier weiter be-
nutzen. Ehe ich jedoch darauf eingehe, ist es wesentlich die Frage zu beant-
worten, wie weit die vorstehende Theorie verallgemeinert werden kann. In
der That kann man sie wörtlich auf homogene Funclionen von beliebig vielen
Variabein und beliebiger Ordnung übertragen, indem man statt der Deter-
minante (§. 3, 3) eine Determinante mit ebensovielen Elementen zu Grunde
legt, als das Quadrat der Anzahl der Veränderlichen beträgt, und diese auf
eine Potenz erhebt, welche der Ordnung der homogenen Function gleich ist;
indessen ist hier ein wesentlicher Unterschied zwischen den Functionen gerader
und ungerader Ordnung zu machen, man erhält zwar in beiden Fällen simul-
tane Invarianten, will man aber daraus eine Invariante für eine einzelne
Function ableiten, wie im Vorstehenden

so findet man, dafs durch Gleichsetzung der einzelnen Coefficientensysteme,
wie = =€ , jedesmal identisch Null entsteht, wenn die gegebene
homogene Function von ungerader Ordnung ist, weil die simultanen In Varian-
ten aus ungeraden Potenzen der Determinante entstehen, also alternirend
sind, sobald die gegebene homogene Funclion von ungerader Ordnung ist; es
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106 iO. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

wird demnach schon f r die cubischen Formen von 3 Ver nderlichen ein
anderer Angriffspunkt nothwendig, den wir sogleich darlegen werden. Wenn
man eine homogene Function ungerader Ordnung in das Quadrat erhebt und f r
diese als Function gerader Ordnung die vorstehend definirte Invariante bildet,
so erh lt man zwar auch f r die urspr ngliche Function eine Invariante, in-
dessen ist diese nicht immer die einfachste, wie schon die folgende Theorie
zeigen wird.

Von den ersten Grundformen der homogenen Functionen dritter Ordnung.
§.5.

Es sei

eine gegebene homogene Function der dritten Ordnung, und
áêëì — <*÷ìë = <*ì÷É = áìë÷ — áë÷ì = áëìê >

also alle Coefficienten, welche zwei gleiche Indices haben mit dem Factor 3,
und «123 mit dem Factor 6 versehen, sobald man die Summation (1.) ausf hrt.

Theorem 2.
Bezeichnet man durch:

(2.)

ß
\

i P*
ein unvollst ndiges System von Elementen, welches die 4 Determinanten

Á = Ó±íßßí23, B = —S±UiW2fa C = Ó+UMps,
D = —^±«^2^3

liefert, so erhall man eine Invariante von f , wenn man das Produkt
A. B.C. D

der vier in (2.) enthaltenen Determinanten bildet, welches in Bezug auf
jedes der 4 Systeme von der dritten Ordnung ist, und statt der Poten-
zen und Produkte dritter Ordnung:

berall die entsprechenden Coefficienten

der homogenen Function f setzt.
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10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 107

Die entstehende Function, welche ich durch 6S bezeichnen will, weil
sie, wie nachher ersichtlich ist, den Factor 6 erh lt, ist offenbar in Bezug
auf die Gr fsen á÷ëì homogen und von der 4ten Ordnung, und soll genauer
die erste Invariante genannt werden.

Das Product ABCD ist eine symmetrische Verbindung der 4 Systeme,
denn wenn auch jede Determinante einzeln das Zeichen bei der Vertauschung
wechselt, so wird das Produkt A. B.C. D doch aus einer geraden Anzahl
Zeichenwechsel bestehen, mithin nicht alternirend sein; durch die angegebene
Substitution kann in Folge dessen nicht Null entstehen. Bezeichnet man durch

(4.) f(X„ X2, ×,) = Óá'÷ëì×÷×ë×ì

die transformirte Form von /*, und bildet aus den Coefficienten dieselbe In-
variante ", so ist sofort ersichtlich, dafs

(5.) S' = r4. S

ist, denn wenn man wie §.3 (4.) die vier linearen Funktionen:

Wi X], ~f- «#2 #2 4" W* X*

/º ̂ 1 + ^2 ̂ 2 -f/*3#3

gleichzeitig transformirt, und die neuen Formen durch

bezeichnet, ihre Determinanten durch
A, ff, V, D',

so hat man
A^r.A, ' = r.0, C'^r.C, '

also
(6.) A'.B'.G'.D' = r\ABCD.

Setzt man aber wie in §. 3 :

14
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108 10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

so geht f ber In

und Aebnliches gilt f r die 3 ndern Systeme; hieraus folgt durch dieselbe
Schlufsweise wie dort, afs
U.UiU^Ja,, í÷íëíì = á'÷ë,, W^W.W^a^ Ñ÷Ñ,Ñì = á^ì

gesetzt werden mufs, und daher (6.) in
6S' = 6.r4

bergeht, w. z. b. w.
§.6.

Ich will jetzt die Invariante £ vollst ndig darstellen, d.h. die Multi-
plication der 4 Determinanten A, B, C, D ausf hren. Wollte man hiezu den
gew hnlichen Weg einschlagen, so w rde das Resultat nach complicirten
Rechnungen in ganz aufgel ster Form erhalten werden, welche weiteren Ope-
rationen hinderlich ist. Mit H lfe der §. 3 definirten Verbindungen und
Operationen wird die Rechnung sehr einfach und das Resultat sehr ber-
sichtlich.

Man bemerke, dafs die Invariante der quadratischen Formen §. 3 (9.)
(a,b,c) =

durch die Substitution

in

bergeht, daher ist umgekehrt identisch:
(1.)

wo die Bezeichnung

der Bezeichnung §. 3 (8.)

entspricht. Auf hnliche Weise l fst sich aber auch das Produkt
2Ó ± f*! v2 w3 2± t/i v2 p3

darstellen, indem dasselbe aus (1.) hervorgeht, wenn man diese Gleichung in
Bezug auf ê?19 t#2, t#3 total differentiirt und statt der Incremente die ent-
sprechenden p^ p2, p3 subjstituirt, daher folgt

(2.) 22±uiv2u>s2±uiv2p3 = Sfapi + wirMftUiwy*.
(Die Summe ist wie immer Ober alle Werthe l, 2, 3 f r ê, ë auszudehnen.)
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iO. Aronhold, Theorie der homogenen Funktionen dritten Grades. 109

Es ist aber
D = — 2±uiv2w3) C

also
(3.) 2CD = -

ferner ebenso

wenn f r ñ, a dasselbe gilt, was vorher f r #, ë. Daher hat man ,
(4.) £ABCD = ÓÓ(éõ÷ñé + u>iP*}(*»**>> ÑÑ)*ó(w^a~f w* ̂ ) (****> VVY*

und in dieser Form stellt sich das Produkt so geordnet dar, dafs man unver-
z glich die Substitution der a^u ausf hren kann.

Hierbei bemerke man ein f r alle Mal, dafs die Coefficienten von /' drei
Gruppen bilden, je nachdem sie in einer bestimmten der partiellen Ableitungen:

df
- é m · '---

(5.)
df—f— = 311 x\ -f· o322 x\ -}" J33 x\ -|- 2a323 x2 x3 -{- 2 á3ß3 ×é x3 -f- 2a312 xt x2

vorkommen; die partielle Ableitung nach XQ hat n mlich alle Coefficienten,
welche den festen Index ñ besitzen, w hrend die brigen alle Combinationen
der Zahlen l, 2, 3 zu je zweien eingehen. Denkt man sich nun die 3 homoge-
nen Functionen zweiten Grades §.3 /º, f2, f3 durch die vorstehenden (5.) der
Reihe nach ersetzt, so wird man die Operationen, welche dort §.3 (8.) durch

(M)*
angedeutet sind, hier

(02, rf,)'*

schreiben m ssen, und
ÓáÌÀ(á,áã\

respective ersetzen m ssen durch:

wobei beil ufig bemerkt sein mag, dafs diese Verbindungen f r die homogene
Function dritter Ordnung keine Invarianten sind aber eine sp ter zu ent-
wickelnde bestimmte Bedeutung haben. Die obige Bezeichnung vorausgesetzt,
l fst sich nun leicht einsehen, dafs durch die angegebene symbolische Substitution

(6 1
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110 iO. Ar Unhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

wird. In der That ist z. B.

Wendet man daher (6.) auf (4.) an, so ergiebt sich
4ABCD = 4ÓÓ(á^áóãë(

oder nach Forthebung des Z hlenfactors 4', wenn man ABCD = 6 setzt
und eine der Stimulationen ausf hrt:

6 = x
á3ã^^

und es ist somit ein gesetzm fsiges Resultat f r die expticite Bildungsweise
von S> gegeben.

Eine genauere Untersuchung der 6 Summen auf der rechten Seite von
(7.) zeigt aber, da sie s mmtlich einander gleich sind, und dafs also
viel einfacher

(8.) ^
ïê-»/~ - % x æû÷||̂  = S-S^ j #3)* ( x#Jl) ^

w/, tffiiZ berdies:

so oft p, á von p15 ^ verschieden sind.
Diese S tze, welche Fundamentaleigenschaften der betrachteten Ver-

bindungen darstellen, sollen im Folgenden entwickelt werden, nachdem wir
einen Determinantensatz bewiesen haben, auf welchem sie beruhen.

§· 7.
Wenn man durch

u, v, w, p
die 4 linearen Functionen

u =
t? =
w =

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/29/15 12:23 AM



i . Ar o n hold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. \\\

bezeichnet, deren 4 Determinanten die oben eingef hrten
A = S+v^psi B = — S±vlw2p3^
C = -2T±w1t?2/?3, D = —2±niv^w3

sind, so l fst sich das Produkt
AB CD,

nachdem man es mit dem Quadrate einer beliebigen linearen Function

multiplicirt hat, immer wie folgt darstellen:
i — ABCD (Ïº^ + ö

(2.) j ABwp(2±»lu2v^^BCpu (Ó+^v.w^ + ACvp (2±&lu2

( -f ADvw (2 + #i u2ptf + BDuw (Ó+ #x i?2/?3)2+ C/?wt? (S±
Die 6 Quadrate sind die 6 Determinanten, welche die Verbindung von x^ mit
je zwei der linearen Functionen (1.) liefert.

Da die Gr fsen #M #2, #3, a?x, #2, a?3 in dieser Gleichung ganz be-
liebig sind, so erh lt man aus (2.) ebensoviele S tze, welche sich auf das
unvollst ndige System

éé÷ t*2 «3

Pi P* Pi
beziehen, als Potenzen und Produkte der genannten Gr fsen auf beiden Sei-
ten von (2.) sich vorfinden, indem man die Coefficienten gleicher Potenzen
und Prodnkte einander gleich setzt. Z. B.

ABCD =
•f ^ t*! (u^fAD -f Ut Wi (v^fBD -j- ̂  Vi

0 = e02/?2(ii^)^lfi + t^

+ V2 w2 (u2p3)2AD -f w2

wo der K rze halber W2i?3 = ti2r3 — U3v2 u. s. w. gesetzt ist.
Der Beweis des Satzes (2.) ist sehr einfach. Man bestimme n mlich

vier Gr fsen î, ç, æ, ë so, dafs sie den Gleichungen

(3.)
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112 10. Aronholdj Theorie der homogenen Funktionen dritten Grades.

Gen ge leisten, was auf unendlich viele Arten geschehen kann, dann ist durch
Aufl sung von (3.) nach diesen Gr fsen, indem man immer je zwei eliminirt:

— ëÁ(4.)

substituirt man diese Ausdr cke der Determinanten Ó + ̂ w^ u. s. w. in
die rechte Seite von (2.) 5 so geht sie ber in

ABwp (æÏ - ë€ )2 4- BCup (£D — ë A)2 -f ACvp (çÏ -ëÁ)2

+ ADvw (ç€—æÂ)2 + BDuw (î€— æ Á? + CDiw (îÂ — çÁ)\
was sich nach einem bekannten Determinantensatz in

(5.) J»Cl>j(A+B* + ̂ ^

verwandeln l fst. Es ist aber wegen (1.)
AU + Bv + Cw + Dp = 0

und wegen (3.) mit Ber cksichtigung von (1.)

also geht (5.) ber in
— A BCD ö x, 4- #2 x2 4- ̂ 3 #3)2,

was zu beweisen war.
§.8.

Wenn man in der Gleichung (2.) des vorigen §. die Substitution

auf beiden Seiten ausf hrt, so geht die linke Seite definitionsm fsig in

ber, und von der rechten Seite bersieht man sogleich, dafs s mmtliche
6 Glieder einander gleich werden, weil jedes Glied aus dem ndern durch
blofse Vertauschung der 4 Systeme ux, vx> wx9 px hervorgeht, und f r jedes
System dieselben Constanten axiu substituirt werden ; es reicht also die Ueber-
tragung eines z. B. des letzten Gliedes hin, dieses ist

Nun hat man
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ferner *
2CD = -Ó(í>÷ñë+Ìëñ÷}(Ì,Ìã* (§.6 (3.)),

also

aber wegen der zweiten Gleichung §. 6 (6.) und nach Fortlassung des
Factors 2

und wenn man der K rze halber

(1.)
setzt :

Diese Gleichung nwfs auf beiden Seiten mit

11. V = («éßÃé + W20?2+ «3^3)^1^ + t?2

multiplicirt werden, aber wegen §. 6 (6.) ist

(ner, + wet>€)(tttf, w)**
also

Die brigen 5 Summen §. 7 (2.) geben dasselbe, daher hat man

also
(2.)

Diese h chst merkw rdige identische Gleichung liefert nun die am Ende van
§.6 aufgestellten S tze.

In der That giebt die Vergleichung des Coefficienten von XQXO auf
beiden Seiten von (2.) das Resultat:

(3.) S.»,#9 = SB^aJ*

und wenn man jetzt den Werth (1.) von è÷ë substituirt:

^aiT^^^
Journal f r Mathematik Bd. LV. Heft 2. * 15
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114 JO. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

Diese Gleichung nwfs f r jeden Werth der willk hrlichen Gr fsen #M

ÖÌ #3 gelten, mithin mufs der Coefficient von &ò&ó auf der rechten Seite
= S, die Coefficienten der brigen Potenzen und Produkte dieser Gr fsen
aber m ssen ==0 sein. Es sind daher die Relationen:

(4.) 0 = Ó(

so oft p19 #! von ñ, ï verschieden sind, und

(5.) S = 22(axa,r(aQa^

wo im ersten Gliede der rechten Seite p nicht = a ist, vollst ndig erwiesen.

Aus den Relationen (4.) und (5.) ergiebt sich aber die Aufl sung
des folgenden merkw rdigen Systems von Gleichungen des ersten Grades:

T h e o r e m 3.
Wenn

01M 022, #33, Ï÷, È13, È12

ganz beliebige Gr fsen bedeuten, so bilden die folgenden Gleichungen
mit den Unbekannten

*Ëç ^22} ^335 ^235 ^13} ^12

ein derartiges System:

(6.) ^^
^^

)*^

dafs sich dessen Aufl sungen durch das System:

(7.) $.^ó=(ï^ó)^

darstellen lassen, in welchem die Coefficienten w rtlich und genau in
derselben Reihenfolge mit denen des urspr nglichen Systems berein-
stimmen.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/29/15 12:23 AM



10. Aronhold, Theorie der homogenen Funktionen dritten Grades. 115

Der Beweis ergiebt sich auf der Stelle, wenn man die Gleichungen (6.)
der Reihe nach mit

multiplicirt und alle addirt, indem dann wegen (4.) alle Coefficienten von
£^ii9 U22 u. s. w. in der Summe verschwinden, mit Ausnahme des Coefficien-
ten von 7 , welcher wegen (5.) = S ist.

Die gewöhnliche Auflösung des Systems (6.) würde die Coefficien-
ten der Auflösung statt von der 2ten wie (7.) von der 10ten Ordnung geben,
und die Determinante von der 12ten Ordnung, sie wurde also die Gleichun-
gen (7.) mit einem sich forthebenden Factor von der 8ten Ordnung liefern.
Da diese Determinante, wie später gezeigt wird = S3 ist, so ist der ange-
gebene Factor =Ä2.

Die Allgemeinheit, in welcher das vorstehende Theorem 3. bewiesen
ist, läfst die Gültigkeit desselben auch dann noch erkennen, wenn man das
System (6.) transponirt, d. h. die gleichvielten Horizontal- und Verticalzeilen
mit einander vertauscht, obwohl dieselben einander nicht gleich sind. Sub-
stituirt man alsdann statt der 6 Unbekannten die Potenzen und Produkte:

und statt der Gröfsen auf der linken Seite die Potenzen und Produkte:

und läfst überdies diese Variabein den Gleichungen:

/*/(#!, *a, a?j) = 0, ^f(yi,y2,ys) = o
genügen, wo Jf die hier in der Folge zu entwickelnde Functionaldeterminante
des Herrn Hesse ist, so wird das Theorem der Ausdruck des bekannten
Satzes von den conjugirten Punkten einer Curve dritter Ordnung, und man ge-
langt so zu einem bereits in dieser speciellen Fassung von Herrn Hesse*)
gegebenem Resultat.

Obwohl die explicite Darstellung der 36 Coefficienten ( )* zu all-
gemeinen Entwicklungen nicht erforderlich ist, so will ich dieselbe dennoch
hier geben, indem ich den Algorithmus §. 3 (8.) dazu benutze. Sie ist
folgende :

*) S. dieses Journal Bd. 36, S. 164.
15
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116 10. Aronkold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

(8).

J

(«i«i)
( 2 2)
(«3«3)

(«2 «3)

(«i«s)
(«i«2)

(«l«l)

(«2a2)
(a3«3)
(«2 «3)

(«z «3)
(«!«,)

(«l«l)

(Ö2Ö2)

(«3 «3)
(Ö2«3)

(«1«3)

. («1«2)

(« )"

2 («m «m — «123)
2 («222 «233 — «223)

2 («223 «333— «D

«222 #333 «233 «223

«122 «333 "T ̂ 223 Ö133 ««123 «233

«122 «233 H" «133 «222 2«123 «223

(aaT
2 («m «m — «D
2 («112 «233 #123)

2 («H3 «333 — «133)

#112 «333 "f «113 #233 2«123 «133

#111 #333 «113 «133

#111 «233 " #H2 #133 2«n3 «123

(««)33

2 («m «122 — «D
2(«112«222 — «L)

2 («H3 «223 «123/

«112 «223 T #113 #222 ^#122 #123

#111 «223 T #H3 #122 2«112 «123

#111 #222 #112 #122

(««)-

2 (#112 «113 — «111 «123)

2 (#122 #123 #112 «223 )

2 («123 #133 — «113 #233)

#122 #133 "T #123 #112 #233 #113 #223

#112 #133 #111 #233

#122 «113 «111 #223

(«a)13

2 («112 «123 — #122 #113)

2 (#122 #223 #123 «222 )

2 («123 #233 #133 #223 )

#122 #233 #133 #222

#112 #233 "f" #123 #113 #223 #133 #122

#112 #223 #113 #222

. ,(##)12

2 (#113 #123 — #112 #133)

2 (#123 #223 #122 #233)

2 (#133 #233 — #123 #333)

#133 #223 #122 #333

#113 #233 #112 #333

#113 #223 T" ̂ 123 #112 #233 #122 #133 ·

Setzt man
tf= ^(«l«!)^«^)1

so wird daher vermittelst dieser Tafel:

S = 4{(ö122«133 — «D2+(#222 #233— #223) (#111 #133

+ (#223 #333 — #?33) (#111 #122 ~ «D + (#222 #333 — #223#233) (#112 #113 ~ #111 #123)

(#122 #333 "|" #223 #133 2«i23 «233) (#112 #123 #113 #122)

(#122 #233 4" 133 #222 2«123 «223) («113 «123 #112 #133)}*

Da man mit der eingeführten Bezeichnung operiren kann, so ist es nicht
zweckmäfsig die Verbindungen zweiter Ordnung noch durch Auflösung der
Parenthesen zu zerstören; in der That geht alsdann der vorstehende nach
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10. Aronholdj Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 117

einem einfachen Gesetz gebildete Ausdruck in den sehr complicirten über:

(9.) %S = « 23— 2aJ23 (#1220133 + «113^223 "f « m^Ss) + #123 (3«H3«122«233+ 3«112«133«223

-j- am ttm #333 -}" am &m a<m -f #223 a<m um — am #222 «333) -f" 0 22 #133 4" * «223 4 * «3

- «111 33 ß223 - #111 #122 #233 - #222 #112 #133 — #222 #233 #113 - #333 #113 #122 - #333 #223 #1 12

4 #111 #222 #133 #233 4 1̂U ̂ 333 #122 #223 4" ̂ 222 #333 #112 #113 - #112 #122 #133 #233

- #223 #233 #112 #113 #113 #133 #223 #122 9

mit welchem nicht eher Operationen ausgeführt werden können, als bis man
ihn wieder rückwärts in die gesetzmäfsige Form gebracht hat. *) Dafs die
Invariante $ immer den Factor 4 erhält, ist a priori ersichtlich, weil die ( ^ }
mit gleichen unteren Indices den Factor 2 haben. Die Unterdrückung des
Factors 4 bei der Bezeichnung ist jedoch nicht zweckmäfsig, weil man dann
bei ändern davon abhängigen Formen Zahlenfactoren einführen müfste, die
dadurch vermieden sind.

Ich will nun noch ein System von sehr einfachen Relationen ent-
wickeln, welche zwischen den 36 Verbindungen zweiter Ordnung bestehen.

Wenn man die Bedeutung der Bezeichruingsweise §.6 (l.):

berücksichtigt, so ergiebt sich sofort, dafs

(uu, vv)n = ( v t ) ; (uu, vv}™ = (n2 v3) (ti3 ̂ ) ; (titi, vv)33 = (ti2

(illl, l^)23 = (Il11?3) (»i t>2); (W* ™T = (Wi »2) («2 f s) ; ("^ «?^)12 = («i t?3) (If2 l?3)

ist, wo der Kürze halber U2v3 u. s. w. die partiellen Determinanten
t/2#3 — w3i?2 u. s. w. bedeuten.

Es werden daher die Gröfsen
(uiifVv)1*, (uu, w)**, (tiir, w)3?

mit einem gemeinschaftlichen Factor versehen sein, der selbst eine der
partiellen Determinanten ist, so dafs sie sich respective in

verwandeln lassen.

*) In meiner Abhandlung, Bd. 39, S. 152 dieses Journals, wo die obige Darstellung
von S gegeben ist, habe ich die letzte Auflösung (9.) der Parenthesen nicht abdrucken
lassen. Hierdurch scheint Herr Cayley zu der irrthümlichen Bemerkung in Phil. Trans-
actions vol. 146, pag. 641 veranlafst worden zu sein, nach welcher zuerst Herr Salmon
die entwickelten Ausdrücke gegeben haben soll. Herr Salmon hat sie in der That in
einem spätem Bande dieses Journals (Bd. 42, S. 274) gegeben, aber mit Bezug auf'meine
Abhandlung.
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Bildet man nun die Sumirie der Produkte
(10.) (titi, w^Cti^+ii^) -f. (im, w)2? (uav2+ u2va) + (titi, vv^(uav^
so ist das Resultat:

'ì{íóÓ±çßí2í3-\-íóÓ±Ì1í2í3} = 0,
weil die Determinanten mit zwei gleichen Verticalzeilen verschwinden.

Es ist nun wegen §. 6 (6.)
(titt, w)m* (u0 vm -f um va) = 2 (a0 am}m^

wenn man die Substitutionen
= á÷ëì

ausfuhrt, daher giebt die Summe (10.) den folgenden Satz:
Wenn man statt g, a allm lig alle Wahlen l, 2, 3 setzt, so ent-

stehen zwischen den 36 Verbindungen (áñáóãë die folgenden 9 Glei-
chungen:

(H.) (âáâß×+Ê^+Ê^ = 0,

und berdies, wenn man je 3 geeignete addirt:
(12.) Ó(á9á0Ã = 0.

f. 9-
Es bleibt schliefslich noch eine Eigenschaft der 36 Verbindungen

(ataa)*1 nachzuweisen, welche ihnen eine selbsst ndige Stellung in der Theorie
anweist, n mlich, dafs sie die Coefficienten einer Zwischenform §. 1. IV sind.

T h e o r e m 4.
Wenn man das Quadrat der Determinante:

h W2 W3

mit den beiden linearen Funktionen

multiplicirt, also

bildet^ und dann die Substitution
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ausf hrt, so entsteht eine Funktion È der Ver nderlichen a?19 x2^ a?3,
t*!, t/2, t/3, welche in Bezug auf beide Systeme von der 2ten Ordnung,
und Zwischenform von f ist.

Es soll in der Folge È die erste Zwischenform genannt werden.
Der Beweis ergiebt sich unmittelbar wie bei fr hern Darstellungen §.3 aus
der Gleichung:

mit Ber cksichtigung von §. 3 (4.) , (5.).
Zur expliciten Darstellung von è bemerke man, dafs

ist, und
(S + u^wJ = ZUrU^vVtWw}*1 (§.6 (1.)),

mithin durch Multiplication beider Gleichungen:
- #3 #3) WL X^ -~ W2 X2 --

Da nun nach §.6 (6.):
(v9w*+i>*v>d(

ist, so folgt:
(2.) È (fix , u2 , ?/3 ; Xi , Ëô2 , a?3) ==

Die Gleichung (2.) zeigt, dafs die Zwischenform È eine homogene Function
zweiter Ordnung ist, und zwar sowohl der Variabein a?19 #2, #3, als der
Variabein if19 w2, t/3, als auch in Bezug auf die Coefficienten von f, endlich,
dafs ihre Coefficienten die 36 Fundamentalverbindungen zweiter Ordnung in
der Tabelle von §. 8 sind, Obige symbolische Gleichung verwandelt sich aber
wegen (2.) in:

(oder & = r2. È.
Ich will nun eine zweite Bildungsweise der Function È angeben, welche sich
vorz glich zu ihrer Darstellung f r specielle Formen von f eignet , und da-
durch auch umgekehrt die Berechnung der Tabelle §. 8 leicht giebt.

Man bezeichne zu diesem Ende die 6 partiellen Ableitungen zweite!·
Ordnung von f

" i ff i ff i ff
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respective durch:
(4.) Am ^225 -^339 ^23 ß -^13-5 -«12?

so dafs
(5.) Axl = lar2a?14-a2jfia?2 + e3jf2a?3

ist, wie man sich sofort durch Differentiation berzeugt, und betrachte die
Gr fsen Axl als Coefficienten einer homogenen Function zweiten Grades, als-
dann gilt der Satz:

Wenn man die zugeh rige Form Ã §. 3 (2.) der homogenen
Function zweiten Grades bildet, deren Coefficienten die Gr fsen Axi sind,
so entsteht die Zwischenform È dividirt durch 2, d. h. es ist mit der Be-
zeichnungsweise von §. 3 (13.): ^

(6.) È = ÓíË*ë(Á,Áú*.
Beweis .

Nach §.3 (10.) kann man in (6.) uxUi mit Áêë vertauschen, also
2uxUi(A, A}*1

schreiben, und daher wegen (5.):

wo die zweite Summation ber ñ=15 2, 3 auszudehnen ist. Unter fort-
w hrender Anwendung des Vertauschungssatzes §.3 (10.) erh lt man nun:

wo die zweite Summation sich auf (6.) bezieht, mithin durch Substitution:

w. z. b. w.
§. 10.

Zum Schlufs dieser Untersuchungen will· ich das Vorstehende auf eine
specielle Form als Beispiel anwenden und w hle hiezu die Hessesche Form:

(1.) Ñ(×é,×2,×3) == aL.
in welche sich die allgemeine transformiren l fst.

Man findet durch Differentiation:

f o > | —ix —j. ÷ 7 -"22 ==::::

l^'J

*) Die Hesscsche Form setzt ^ = «2 = #3 = l voraus, was im Allgemeinen er-
laubt ist, indessen ist es einerseits um die Homogeneit t der Formen nicht zu zerst ren
zweckm fsig, dafs man von dieser Vereinfachung absieht, andrerseits kann es n thig sein,
auch die Formen zu untersuchen, f r welche einer der Coefficienten #19 á2, á3, =0 ist.
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also :

— 2«4

0
0

02 «3

0
0

0
— 2â4

0
0

a L «3
0

0
0

— 2al
0
0

â,</2

— 2â!á4

0
0
al
0
0

0
— 2a2at

0
0
al
0

0
0

0
0
al

È =
=3(^'Ê«3^3-«!Ë7)+ É71»(â,á,ËÃ1

i+SC^fl^^-«,^)^^«^
und daher die Tabelle in §.8:

(4.)

3tultiplicirt man die Glieder irgend einer Horizontalreihe mit den Gliedern der
gleichvielten Verticalreihe, so findet man, wenn man beachtet, dafs die drei
letzten Produkte in der S definirenden Summe doppelt vorkommen, sofort:

(5.) S' = 4(al — ala2a3)a^.
Es l fst sich beil ufig f r das System (4.) die totale Determinante leicht bilden,
weil zum gr fsten Theile ihre Elemente =0 sind, diese wird

8054 (al — aL a2 r/3)3.,
d. h. bis auf einen Zahlenfactor = '% wie in §.8 behauptet ist; beachtet
man noch, dafs,

S'3 = r12. S3

ist, so l fst sich schon hieraus die Richtigkeit der angegebenen Eigenschaft
der ganzen Determinante f r alle F lle einsehen.

Wir werden das System (4.) in der Folge f r alle anderen auf (1.)
bez glichen Darstellungen benutzen.

§. n.
T h e o r e m 5.

Wenn man in dem Produkte

(Ó± WJL t?2 W3f (l/i #! -f Wo #2 + 1/3 #3) l #1 + ^2 #2 + ^3 #3) (̂ 1 #1 + ™2 #2 + «#3 #3)

die Potenzen und Produkte dritter Ordnung

durch die entsprechenden
á*éì

ersetzt, und die dadurch entstehende Function dritter Ordnung der Variabein
Journal f r Mathematik Bd. LV. Heft 2. 16
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a? #2 #3 durch

bezeichnet, so ist Jf eine Covariante von f.
Wir wiederholen nicht mehr den bereits oft gef hrten Beweis, welcher

darauf beruht, dafs
(Ó+ U, V2 Ã^3)2 = ô\Ó± u, v2 wj

ist, und zur Folge hat, dafs
(1.) Jf(X„ Zi, Z,) = r\4f(x„ x2, j,)

wird.
Man gelangt aber zur sofortigen Bildung von 4f, welche wir die erste

Covariante nennen wollen, wenn man beachtet, dafs die Function, welche
im Theorem 4. die Zwischenform È definirt, .sich nur durch den Factor
(Wi#i-|-w2 x2 -\-v3x3) von der vorliegenden unterscheidet, und dafs man also
die Gleichung:

(2.)
unter der Voraussetzung:

erh lt. Mit Ber cksichtigung von §. 9 (2.) ist also
Jf = ÓÓ(á9ááãéí÷íë÷ñ÷á(õ1

mithin :
Jf = ÓÓ(á9 ááãé ÷æ ÷á (áßêë ÷ë + á,êë ÷2 + á3÷ë xj = Ó Ó (áñ áá)÷ëáô÷ë ÷ñ ÷ó ÷ô ,

wenn man sich der K rze halber eines einfachen Summenzeichens bedient,
um anzudeuten, dafs man die Summe ber alle Werthe l, 2, 3 f r p, ó, ô
auszudehnen hat.

Setzt man also
(3.) Jf = ÓÀ^÷,×ô,

so ist
(4.) b^ = Ó(á^ááãéáô÷,.

Da ferner nach der zweiten Darstellungsweise der Zwischenfunction È, §. 9 (6.)
Jf = Óç÷õë(ÁÁ)÷ë(ç1÷1-\-

ist, so folgt
Jf = Ó(ÁÁã* (áß÷ë ÷, + a^ ÷, + «3X

also wegen §. 9 (5.) :
(5.) Jf=sS(AAyAAel.

Nun isl nach §, 3 (12.)
Ó(ÁÁãéÁÌë = âÓ+ÁêÁçÁ*
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iO. Aronholdf Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 123

und aieA^i bedeuten die zweiten partiellen Differentialquotienten dividirt durch
6, mithin ist:

(6.)

l ' l .v Áô,<Ëô2' ô

i-ii> *-

i-

Aus dieser Gleichung folgt, dafs die erste Covariante die zuerst von Herrn
Hesse in seinen Untersuchungen ber die homogenen Functionen dritter Ord-
nung benutzte Functionaldelerminante ist.

Andrerseits giebt die Gleichung (4.) die Coefficienten derselben in ex-
pliciter Form, und zwar sind dieselben die simultanen Invarianten der drei
homogenen Functionen zweiten Grades

ß/J? i/JK*

wie sich aus Vergleichung der §. 6 (5.) gegebenen Entwicklung dieser Dif-
ferentialquotienten, mit der Darstellung der angegebenen Invarianten §. 3 leicht
einsehen l fst.

Die schon h ufig benutzte Vertauschung §.3 (10.) der 6 verschiedenen
Formen einer solchen Invariante f hrt hier zu der Identit t

(6.) Ó(á^á^éáôêé = Ó(á^á^Õ'éáà^é = u. s. w.,
d.h. wegen (3.) zu der f r die Coefficienten von ^/geltenden Bedingung:

derjenigen entsprechend, die unter den Coefficienten von f besteht. Demnach
haben in

Ë /* ^-t t ^^ ^.

alle Coefficienten mit zwei gleichen Indices den Factor 3, und bm den Factor
6. Aufserdem ist einleuchtend, dafs diese Coefficienten homogene Functionen
der dritten Ordnung der á÷ëì sind,

§. 12.
Aus der vorstehenden Darstellung der Coefficienten von J f , lassen

sich jetzt auch alle Operationen f r diese homogene Function dritter Ordnung
ausf hren und ich gehe daher zun chst zu einem Grundprinzipe ber, welches
sich an diese Function ankn pfen l fst.

16*
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124 40. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

Wenn man die zweiten Ableitungen von Jf:

respec ve durch
"l!9 "22? -^339 "23? -"l3 1 *M

bezeichnet, so ist
(l·) ^?ó = *1?ó^1+^á

und wegen §.11 (4.)
Âñó = Ó(á9 áóãëá1êë ÷, -f Ó(á9 ááãëá2êë ÷2

oder, weil ^ë = «À÷^é+^^2 + ̂ ë^3:
(2.) Â^ó = ^(«^ó)^÷ë.

Geht man nun zu Theorem 3. §. 8 zur ck, und setzt in den Gleichungen (6.)
desselben

Uxi = Áêë,
so folgt aus (2.) , dafs

È** = Â÷ë

wird, und in Folge dessen, wegen der Gleichung (7.) in jenem Theorem:
(3.) 8. Ap = Ó(á^Âç1

oder:

also, durch Vergleichung der Coefficienten von ÷ô:
(4.) S.a^ = -S^e^r.!.

Diese h chst merkw rdige Gleichung zeigt zun chst, dafs man, ebenso wie
auf der linken Seite

âòáô == <V* = U. S. W.

ist, auch auf der rechten Seite die Indices ñ, á, ô nach Belieben vertau-
schen kann.

Ich will jetzt durch das Differentiationszeichen d andeuten, dafs man
eine Function der Gr fsen á÷ëì in Bezug auf diese total differentiirt, und statt
der Incremente die entsprechenden Gr fsen 6÷ëì substituirt, und die Wieder-
holungen dieser Operation durch ý2> J3, ... bezeichnen, dann ist

(5.) df = Jf,
ferner
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10. Aronkoldj Theorie der homogenen Functionen dritte?* Grades. 125

< áô÷ë Ó(á< áá} áô÷ë

= ^(âñâá)*2^+^(^èô)*2*«é+^(Áóá^*^, §.3 (10.)·
Da nun unter (4.) bewiesen ist, dafs diese Summen einander gleich sind und
jede =S.a9„ ist, so folgt

(6.) 9b^ = 3Sa^,
oder

(7.) * dJf = 38. f
und hieraus:

T h e o r e m 6.
Wenn man die Functionen f und 4f nach den Gr en á÷ëì dif-

ferenttirt und statt der Incremente die entsprechenden Gr fsen Ax2 sub-
stituirt, so gehen dieselben bis auf einen constanten Faclor der f r df,
— l, f r SJf, = SS isi, in einander ber.

§. 13.
Von dem vorstehenden Satze aus gelangt man a priori zu den Resultaten,

welche die Grundlage der von Herrn Hesse aufgestellten Theorie bilden, und
welche erst nachlleberwindung aller Schwierigkeiten der Theorie der homogenen
Functionen dritter Ordnung in jenen Untersuchungen ermittelt werden k nnen.

Herr Hesse beweist n mlich den folgenden Satz:
Wenn man die Functionaldelerminante von

af+bJf
bildet, wo a und b beliebige Constanten sind, so ergiebt sich immer ein
Ausdruck von derselben Form:

af+ jf.
Ich werde jetzt die Operation

ausf hren, ohne den vorstehenden Satz vorauszusetzen und dadurch nicht allein
den Beweis desselben sondern auch die Bildung der Functionen a und â in
schliefslicher Endform geben.

Man beachte, dafs die Operationen
9, d\ d\ P . . .

durch Differentiation sofort ausgef hrt werden k nnen, also bekannte sind und
wegen des Theorems 6. auf f angewandt, immer zu Ausdr cken von der Form :
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126 10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

f hren m ssen. Es soll nun zun chst die Operation:
4 (a f -\-b4f)

auf die Bildung von df, Ff, d*f, Pf zur ckgef hrt werden.
Setzt man in §.11 (5.) slatt Axl : áÁ÷ë -f bBxl so ist :

J(af -\-b4f) = Ó&Á,^Â,ú÷
oder nach Potenzen von á und b geordnet:

(1.)
= «3 SAxl (AAy1 -f 3«2 b ÓÂ÷ß (AAy1 + 3âä2 Ó Á÷ß (ÂÂ)*1 + 3 ÓÂ÷1(ÂÂ)*1.
Dies ergiebt sich durch Anwendung der Mfle/flt/rmschen Reihe, oder auch
durch directe Aufl sung.

Nun ist
ÓÁ÷1(ÁÁ)*1 = Jf= df,

also mit fortw hrender Ber cksichtigung der Definition von d, nach welcher
9ÁË = Â,é ist:

Pf =

wenn man beachtet, dafs wegen Theorem 6.
dBxl = 3«. ÁË

ist; ferner
Pf = 6ÓÂ÷!ß(Â B)xl -f- 36S. ÓÂ÷ß (Á Áãé

Aus diesen 4 Gleichungen ergeben sich sofort die 4 Coefficienten
von a5, (?b, ab\ b3 in (1.), n mlich

ÓÁ÷1(ÁÁãé = df
÷ë = Pf

also durch Substitutjon in (1.):
(2.)

Die Werthe von df, Pf, Pf, Pf sind aber:
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10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 127

+ BPS) -f 6 .̂

df = Jf, §. 12 (5.)
> O Ct /· dO 4 / 9 "\(3.) )* =33· §-12(7.)

)<jy = s/.JS-f-ss.^//·
= s/*. <J2s -j- ejf. ss-f9sy =

und durch Substitution in (2.)
(40

= (3<Sa2Ä-f-3-2-aJ2-f-(-ö
mithin

(5 } j a = 3Sa*b + 3 ̂  flÄ2 + (** - 9Ä2) ̂

wodurch der Hessesche Satz vollständig erledigt ist.
Da die Coefficienten von a3, ö2i, a&2^ 63 in (1.) auch selbständig

vorkommen, so will ich noch ihre Werthe, welche durch Substitution von (3.)
entstehen, hier hersetzen:

( ·> = Jf
«* = s.r

(6.)

Die Auswerthung der Constanten dS, S2S ist zwar sofort ersichtlich, es er-
fordert aber die ganze Theorie noch eine besondere vereinfachte und gesetz-
mäfsige Darstellung derselben in expliciter Form, die ich sehr bald geben
werde. Ich bemerke nur, dafs in der Folge

(7.) %dS == T
gesetzt wird, dafs sich ferner

(8.) 02S = 24Ä2

ergiebt, und dafs sich mit Berücksichtigung hiervon der scbliefsliche Werth
für 4(af+b4f) in
(9.) J(af+bJf] = (3Sfl2Ä + bTab2 + 3Ä2i3)f+ (fl3 - 3Sab* -2TP)Jf

verwandelt.
§· 14.

Der Weg, welcher in diesen Entwicklungen eingeschlagen ist, führt
naturgemäfs allmälig zu den wichtigsten der Function / bei- und unterge-
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128 fO. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

ordneten Formen. Es ist in der That im vorigen Paragraph die Entwicklung
von -oS noch anzugeben, und diese erfolgt durch die nun zu betrachtende
erste zugehörige Form von f .

T h e o r e m 7.
Wenn man wie in §. 5 das Produkt der 4 Determinanten:

A, B, C, D
des unvollständigen Sysfemes

P P*, P*
bildet, nämlich

ABCD = ^±ViW2p3.^
und statt der Potenzen und Produkte der dritten Ordnung:

)
die entsprechenden

substituirt, die Produkte aber ungeändert läfst, so erhält man
eine homogene Function dritter Ordnung der Veränderlichen u^ w2 , i/3,
welche eine zugehörige Form von f ist.

Ferner
Wenn man das totale Differential der ersten Invariante S in Be-

zug auf die Gröfsen bildet und statt der Incremenle die entsprechen-
den Potenzen und Producte dritter Ordnung:

substituirt, so erhält man dieselbe zugehörige Form multiplicirt mit f *).

*) Man kann sich sehr leicht davon überzeugen, dafs die Definitionen der zuge-
hörigen Formen durch partielle Ableitungen der entsprechenden Invarianten, so wichtig
sie auch für die Theorie bleiben, doch für wirkliche Auswertungen unzweckmäfsig sind,
weil sie für spedelle Formen nicht gebraucht werden können. Sind nämlich einzelne
Coefficienten von f der Null oder einem ändern Zahlenwerthe gleich, so kann man die
partiellen Ableitungen nicht anders berechnen, als dafs man zuvor die volle allgemeine
Form differentiirt und dann die speciellen Zahlenwerthe substituirt, wodurch der Vortheil
der Specialisirung fast gänzlich verloren goht. Dasselbe findet in noch gröfserm Mafse
statt, wenn zwischen den Coefficienten von /' Relationen existiren.
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Wegen des zweiten Theiles dieses Theoreines soll die erste zuge-
h rige Form durch

bezeichnet werden; sie ist, wie aus demselben sogleich ersichtlich wird, nicht
allein in Bezug auf die Variabeln, sondern auch in Bezug auf die Coefficien-
ten á÷éì homogen und von der dritten Ordnung.

Da der erste Theil des Theoremes einerseits wie in §. 5 die G ltig-
keit der Gleichung:

(1.) S'f( ii U„ #3) = r^S^v^vJ
sofort darthut , andrerseits zur expliciten Darstellung derselben sofort f hrt,
so will ich zun chst die Uebereinstimmung beider Definitionen beweisen, und
dann die fernem Entwicklungen an die erste Definition kn pfen.

Es gilt die symbolische Gleichung §. 5 :
QS = A. B.C. D,

daher auch in demselben Sinne:
dS _ d(ABCD) d(ABCD) , d(ABCD) . d(ABCD)

~~ + "» '

Die 4 partiellen Ableitungen werden aber einander gleich, wenn man f r die
Produkte

W« «2 «/i* WiVp, WyWiW^ Ñ÷ÑßÑì

dieselben Gr fsen á÷éì substituirt, also hat man
dS === ' d(ABCD)

<*á÷úì ~ á("÷^ì^

Es ist aber ABCD in Bezug auf die Produkte ç÷ééëçì linear, daher wird
d(ABCD) nach dem ergten Theile deg 7ten Theoremg |eich dem Coefficien-

ten von ^éxnënfË in Sf(a^ Ç2> w3), also ist dieser Coefficient

_ â dS _a rfS

und in Folge dessen:

f («!, «i2, «s) = | -2'·'-̂ - "* «a «A« >

was zu beweisen war. Das Zeichen Ó! soll andeuten, dafs man nicht in Be-
zug auf ê, 19 ì, sondern in Bezug auf alle von einander verschiedenen Ab-
leitungen von , also einfach sumtnirt.

Journal f r Mathematik Bd. LV. Heft 2. 17
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130 10. Ar unhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

Um nun die Function 8f(u^ w2, ti3) nach dem ersten Theile des 7ten

Theorems durch die Coefficienten ay^u auszudr cken, hat man, da wegen
§.6 (4.):

4 ABCD = SSfapt-
.ist, und wegen §.6 (6.)

die Gleichung:
(2.) 2ABCD =

und wenn man die Summation ber p, a ausf hrt und den Factor 2 auf der
linken Seite gegen den auf der rechten Seite entstehenden forthebt:

(3.) ABCD =

f*2 (^(â, á,)12 (im, w)«2* + -Ó(â, a^im, w)-2r2 +
1/3 (-Ó(á÷ ;)13 (titi, w)* ^ + Ó(á÷ áëã*(*û, vv)*lv2 +

Es ist aber wegen §. 3 (10.) die Vertauschung
(4.) S(onatf*(*fi, w)«1 = -S((e«r

erlaubt, wo, um die Bezeichnung zu erl utern, z. B.

ist, Substituirt man nun (4.) in (3.) und setzt

** V ë* ì = «*V>
so entsteht aus (3.):

in einer Form, die nach den Variabein geordnet ist, und ein vollst ndig sym-
metrisches Gesetz darbietet.

Obwohl ich bald zeigen werde, dafs die in der ersten Darstellung (5.)
vorkommenden Summen sich theilweise noch zusammenziehen lassen, so bietet
doch diese Darstellung den grofsen Vortheil, dafs die respecfive in «19 ti2, «i3
multiplicirfen Summen die mit dem Faktor £ versehenen Ableitungen von
Sf nach f/M ti2, t/3 sind. Um dies zu beweisen bemerke man, dafs das
Differential von Sf in Bezug auf die Variabein tfn ti2, «3 dadurch gefunden
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werden kann, dafs man ,
d(ABCD)

bildet, und dann die symbolische Substitution vollzieht. Es ist aber
d(ABCD] = ACDdB+ABDdC+ABCdD,

weil A von til9 w2, t/3 unabh ngig ist. Die 3 Ausdrucke rechter Hand wer-
den einander gleich, wenn man die Gr fsen á^ì substituirt, daher

rfS^, 1*2,113) = SACDdB,
oder *

d Á÷»! , #2 9 #3) = 3-Z± t?! w2 PS Ó+ ti i t?2 />3 -Ó1 + «i t>2 t03 Ó + Ý/éé÷ éé>2 /*3 .
Das Produkt der beiden mittelsten Summen rechts giebt nach §. 6 (3.)

und auf hnliche Weise das Produkt der beiden ufsersten:

also
4

also analog mit (2.):

mit welchem Ausdrucke dieselben weitern Operationen vorzunehmen sind wie
mit (2.). Es ergiebt sich aber alsdann das Resultat (5.) mit dem Unterschiede,
dafs vor den Summen statt u^ w2, f/3 deren Incremente <ftf19 rfti2, rft/3

stehen, und dafs die ganze rechte Seite den Factor 3 hat, d. h. es wird

wenn man der K rze halber die 3 Summen in (5.) durch *Óº, <Ó2, -Ó3 be-
zeichnet, so dafs

ß/«É1

Ë€»_Ë
(6.)

i ^^ __ ,«
_, — - 1 - " " .11 ·*·*? .

_,

,

Bezeichnet man die zugeh rige Form ^ in entwickelter Gestalt durch
t/2, ir3) c±=

und setzt fest, dafs
**1ì — S*nl £==: 81*ì :=S *ë//÷ = 9ì÷É

17
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ist, wie bei der Bezeichnung von f , so ist
, dSf(u. , u« , tO

wo ,tt constanter Index ist; da aber wegen (6.)

ist, so folgt durch Vergleichung:
(7.) *×Éì = (.(aaVatf1 + ((â a)

«ç<ß M»«/ *xi„ unge ndert bleibt, wenn man die Indices ê, ë, ì mit ein-
rT

ander vertauscht, so hat auch die rechte Seite von (7.) diese Eigenschaft.
Dieser Satz ist sehr schwer a posteriori zu verificiren und deshalb f r die
Function Sf charakteristisch. Ueberhaupt ist diese gesetzm fsige Darstellung
der Coefficienten $êéì nicht leicht auf einem ndern Wege zu erreichen. Sie
ist aber besonders wegen des zweiten Theils des 7ten Theorems wichtig, weil
man jetzt nach demselben die partielle Ableitung der Invariante S ex-
plicite dargestellt hat, n mlich:

(8.) (
d S

dS

je nachdem alle 3 Indices oder nur 2 einander gleich oder alle von einander
verschieden sind. Da die 36 Verbindungen (áñáóãë schon als bekannt vor-
ausgesetzt werden k nnen, so ist hiernach die Berechnung der Differential-
quotienten von $ leicht auszuf hren.

§· 15.
Die Fundamentalgleichungen f r die Verbindungen (á^áó}÷ë (§. 6 (8.)

(9.)3 f hren zu einer Eigenschaft der Differentialquotienten von £? nach den
Gr fsen á÷éì, welche allen Invarianten gemeinschaftlich ist, und von einem
ndern Standpunkt a priori entwickelt werden kann.

T h e o r e m 8.
Wenn man in den folgenden 9 linearen Gleichungen

(l·) ( -*̂  #2x2*1x2 === 0, -2*02x2*2x2 === %89
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die iO Gr en 8÷ëì als einfache Unbekannte betrachtet, so giebt es immer
eine L sung der Gleichungen, welche durch die partiellen Differential -
guotienlen von S darstellbar ist, n mlich

_ 3 dS q _ 3 dS Ë _ £ dS* " - · " * ' * * ß = = * ' *··*·= * ·
Da die Anzahl der Gleichungen um eine geringer ist, als die Anzahl der Un-
bekannten, so existiren berhaupt nur zwei L sungen derselben, welche von
einander unabh ngig sind; die zweite L sung wird sich ebenfalls im Laufe
dieser Untersuchungen ergeben.

Der Beweis des Theorems ist folgender:
Es seien p und ó die constanten Indices ber welche nicht summirt

wird, so folgt aus der Gleichung (7.) des vorigen Paragraphen:

^{((áá)*áÏ"Ç((**)2^ = 1̂
= V? + *& «2 + V «3 + 2 V W2 "3 + 2^13. "l «<3 + 2 V ^ ̂  ,

und wenn man statt der Potenzen und Produkte zweiter Ordnung ç÷ééë die
entsprechenden áóêë substituirt,

^Ve«* = Ó(ßá^«&ë«*«é+Óß(á^
also mit H lfe des Vertauschungssatzes :

S'9**«A = 2(W^(WoY* + 2(axa^
Ist nun ñ von ó verschieden so sind diese 3 Summen wegen §.6 (9.)
= Null, und ist y = a, so ist wegen §.6 (8.) eine der 3 Summen = ,
die beiden ndern =£$, mithin

(2.) ÓáñÀÀ^ =±- Ï, Óá^ sQxl =
wenn p und a verschieden sind, was zu beweisen war.

§· 16.
Nach §. 14 (5.) ist

(1.) S/(*i, ti2, n3) = SS&aaWaJpu
wo die Summation ber alle Werthe l, 2, 3 f r ñ, ê, ë, ì auszudehnen ist.
Nach dem Vertauschungssatze ist aber auch

(2.) SHtintf2,t/3) = -Ã-Ó((^â2)^(â€, titi)^)^,
und beide Darstellungen zeichnen sich durch eine gewisse Symmetrie aus, die
f r allgemeine Entwicklungen sch tzbar ist.
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Nichts destoweniger sind diese Formen f r specielle Berechnungen be-
deutend verk rzbar , indem sie den bei allen Determinanten und Invarianten
vorkommenden Relationen gen gen. Es gilt hier das folgende Theorem:

T h e o r e m 9.
Wenn man in (1.) die Summation in Bezug auf ñ unterl t

und ñ = l , 2 oder 3 setzt, so wird
(3.)

und
(4.) i((tf a)"1«,) «, «a", = 0,

wo ñ und a verschiedene aber constanle Indices sind.
Um dieses Theorem von dem hier zu Grunde liegenden Principe aus

zu beweisen, soll allein das Produkt:
B.C. D = — 2uLw2p32u1v2p3^u1v2w3

ohne A gebildet werden, welches in Bezug auf jedes der Systeme vx, wx, px

nur von der zweiten Ordnung ist, und dann sollen statt der Potenzen und
Produkte zweiter Ordnung:

í÷íë die entsprechenden áßêë

substituirt werden.
Es ist, §. 6 (3.),

2CD = -^(^»^
oder nach Ausf hrung der Substitution f r

(5.) 2CD = -
Da

B = —{u^Wips — Wip^

ist, und nach Ausf hrung einer sehr einfachen Multiplication

(6.) = (a, áë)12

wird, nachdem f r wxw^ und pxpi die Substitution ausgef hrt ist, so folgt:

,^^
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oder nach dem Vertauschungssatze: .
2 BCD = Wl Ó ((a a)natf*ux çë -f «2 Ó ((a a}na^ux çë -f u, Ó ((a af a,Y ux u.

Man ndert das Produkt BCD nicht, wenn man zuerst BD bildet und
mit C multiplicirt, oder BC bildet und mit D multiplicirt, im ersten Falle
w rde sich

2BCD =
im zweiten

2BCD =
ergeben, mithin ist

die Summe dieser 3 Summen ist aber =
ÓÓ((á «r áñãé ux çë çì = Sf(v, , u, , ti3) ,

daher ist jede derselben =i^(t«i9 w29 «3) w. z. b. w.
H tte man statt t?xrA = «lxZ zu setzen, was zu Gleichung (5.) f hrte,

*Ë = a?«i
substituirt, wo (> = 2 oder 3 sein soll, so w rde sich auf demselben Wege

2BCD = Ó^(áá)^á^é^çëçì

ergeben haben; bildet man aber, wenn ñ = 3, zuerst BD und multiplicirt mit
C> so w rden die (6.) entsprechenden Gleichungen, z. B. die erste:
(8.) (vtps — f>3/!2) (éí,

= 0,
und ebenso die brigen; bildet man ferner, wenn ñ = 2, zuerst fiC und mul-
tiplicirt mit D, so w rden sich wieder die (6.) entsprechenden Gleichungen
(8.) analog ergeben, daher folgt

Óß(áÜ)éíá^ç÷Çëçì == 0,
wenn p = 2 oder 3 ist, und berhaupt die Gleichung (4.)·

Als Controlle der vorstehenden oder der Gleichung (4.) kann man
bemerken, dafs sie durch Substitution von

m
á<*á*á = Ï
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136 W. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

oder durch Vertauschung und durch Substitution von l, 2, 3 f r ì in
Ó(ááã1(áàáßãë^Ó(áá^(ááá2ãë^^(ááã3(áóá3ãë = 0

bergeht, welche Gleichung wirklich wegen §.6 (9.) erf llt ist; doch kann
aus (4.) nicht das Verschwinden der einzelnen Summen des vorstehenden
Ausdruckes abgeleitet werden.

Man erh lt schliefslich noch Relationen zwischen den Bestandtheilen der
Function Sf, wenn man die Relationen f r S £§. 6 (8.), (9·)) nach den Coef-
ficienten áêëì differentiirt, statt der Incremente die entsprechenden Potenzen und
Produkte ^÷çëç^ subslituirt und beachtet, dafs zugleich S in f£y bergeht.

Wendet man diese Operation auf Sf selbst an, setzt aber statt der
Potenzen und Produkte uyti^JU zuvor die davon verschiedenen çêçéçì, so er-
h lt man eine Function der Variabein u^ H2, t/3 und iy19 ç^ç^ deren Coefficien-
fen das doppelte der zweiten Ableitungen von S sind, vorausgesetzt, dafs
man den nach der Differentiation sich vorfindenden Zahlenfactor 3 fortl fst;
in der That kann man auf eine sehr einfache und gesetzm fsige Weise diese
Differentiation ausf hren, wenn man bemerkt, dafs wegen (3.) die Function

nach den Coefficienten á1êë geordnet und differentiirt

nach den Coefficienten a2xi geordnet und differentiirt
Ó(^áá^ççãéÁá^çì>

nach den Coefficienten a3xl geordnet und differentiirt

giebt. Bezeichnet man also

! l «2 l "3 ;
êô

so giebt die Summe der vorstehenden Ausdr cke

«*é^^
oder

Ã9 1 )
\

In dem speciellen Falle, wo die Variabein ç und u einander gleich sind, giebt
die letzte Form ^==0, weil (çç, t/ti)*1 = (tif/, uu}*1 == 0 wird; man erh lt
daher den Satz:
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iO. Aroirhold, Theorie der homogenen Functioncn dritten Grades. 137

Wenn man die Invariante S zweimal nach den Gröfsen dif-
ferentiirt, und jedesmal statt der Incremente die entsprechenden Potenzen
und Produkte ti^ti^ substituirt, -vo entsteht identisch Null.

Die Coefficienten der Form (9.) sind übrigens die ersten Ableitungen
der 8 dividirt durch 3, letztere aber die ersten Ableitungen von $ multi-
plicirt mit f , also sind die Coefficienten von (9.) wirklich die Hälften der
zweiten Ableitungen von Ä.

Von den zweiten Grundformen der homogenen Ftmctionen dritter Ordnung von
drei Veränderlichen.

§· 17.
Aus den Sätzen des §.2 geht hervor, dafs man durch jede für eine

Covariante, zugehörige Form oder Zwischenform gebildete Grundform eine
solche auch für die ursprüngliche Function erhält. Geht man insbesondere
von denjenigen bekannten Formen aus, welche in Bezug auf die Variabein
von derselben Ordnung sind, wie die ursprüngliche Function, so hat man auf
diese die Theorie der ersten Grundformen nur wörtlich anzuwenden, um neue
zu erhalten.

Es läfst sich dieser Satz auch noch dahin erweitern, dafs, wie sogleich
ersichtlich ist, jede aus einem Functionensystem gebildete simultane Grund-
form ebenfalls Grundform der ursprünglichen wird, wenn dasselbe aus der
ursprünglichen Form und ihren bereits bekannten bei- und zugeordneten For-
men besteht. Man kann denselben daher als zweckmäfsigen Ausgangspunkt für
eine weitere Entwickelung der Theorie anwenden, wenngleich nicht zu ver-
kennen ist, dafs Originaldefmitionen auch der zweiten Formen, selbst wenn
sie complicirter sind, zur Entwickelung der Uebergänge solcher Formen,
welche ganz oder theilweise von einander abhangen, von grofser Wich-
tigkeit sind. Ich werde die Theorie nach beiden Richtungen verfolgen, und
zunächst einen sehr einfachen Satz über die Bildung simultaner Grundformen
hervorheben.

T h e o r e m 10.
Wenn eine Grundform für die homogene Function f der picn

Ordnung bedeutet, deren Coefficienten durch die Buchstaben a bezeichnet
werden, und Jab eine simultane Grundform für f und eine zweite
homogene Function der pien Ordnung, deren Coefficienten durch b be-
zeichnet werden, so kann man imfner eine Form Jab dadurch erhalten,
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138 iO. Aronhold; Theorie der homoyenen Functionen dritten Grades.

dafs man z/a nach den Coefficienten a differentiirf und statt der Incre-
menfe die entsprechenden b substituirt.

Es folgt hieraus unmittelbar, dafs man die Differentiationen so oft wie-
derholen kann, als die Ordnung von 4a in Bezug auf die Gröfsen a beträgt,
wofern 4a eine ganze Function ist.

Der Beweis des Satzes ergiebt sich sofort, wenn man bemerkt, dafs
die entsprechende Grundform für die Function f-\-h.tp, wo h eine Constante
bedeutet, nämlich 4a+llb, der Gleichung

genügt, wenn der Voraussetzung gemäfs,

gesetzt wird. In Folge davon müssen alle Coefficienten der Potenzen von
h in der Entwickelung von Ja^b dieselbe Eigenschaft haben, der Coefficient
von A giebt aber die im Theorem bezeichnete Form Jab, und die übrigen
sind durch die höheren Differentialquotienten darstellbar, wie die Maclaurin-
sche Reihe lehrt. Es ergiebt sich überdies, dafs der Exponent in r1 für
alle diese Grundformen derselbe ist.

§· 18.
Wenn man die beiden Functionen *

(1.) ] l{Xl'>X*'>XV * *

zu Grunde legt, und auf dieselben das 10te Theorem anwendet, d. h. jede
Form, die in Beziehung auf /"„Grundform ist, nach den Gröfsen differen-
tiirt und statt der Incremenle die entsprechenden b^ substituirt, so ist diese
Operation keine andere als die bereits in §. 12 betrachtete, welche dort durch
S bezeichnet wurde. Behält man jetzt diese Bezeichnung bei und bemerkt,
dafs wegen §.11 (1.)

ist, also die Coefficienten b'x}Lfi den Factor r2 mit sich führen, so giebt jede
Grundform J für f , welche der Gleichung

genügt, eine neue dd, für welche die Gleichung:
(2.) 8J = r^.dJ

stattfindet, daher folgt:
Theorem 11.

Wenn man auf die ersten Grundformen: die Invariante S, die
Zwischenform , die zugehörige Form &f und die Covariante Jf, welche
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10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 139

den Gleichungen:
(3.) S' = r*S, 0' = r20, S}. = r*Sf, Jf=r24f

Genüge leisten, die Operation d anwendet, und die Bezeichnungen:
(4.) T = tfS, H=tf0, Tf=^Sf

einführt, überdies-bemerkt, dafs wegen §.12 (7.)
(5.) tfjf=f.8

ist, so entstehen die Grundformen:
T als zweite Invariante,
H als zweite Zwischen form,
Tf als zweite zugehörige Form,
f. S als zweite Covarianfe,

von denen die letztere abgesehen vom constanten Factor S, die ursprüng-
lich gegebene homogene Function ist, und man erhält:

(6.) T = r\T, H' = r*.H, Tf=r\Tf> f'.S' = r*.f.S,
wo die Exponenten von r überall um zwei Einheiten höher sind, als in
den für die ersten Grundformen stattfindenden Gleichungen (3.).

Die Ausführung der Differentiation d ist in allen Fällen bereits im Vor-
stehenden gegeben, so dafs man die explicite Form sogleich hinschreiben
kann; bemerkt man nämlich, dafs nach §. 14 (8.): j

s ds a
¥ * = *"*'

dS

ist, so folgt

mithin:
(7.) T = iSS =

Man erhält also 6T, wenn man in 8f, statt der Produkte wxtiAti^ die
entsprechenden substituirl, folglich wegen §.16 (1.):

fft ^ ftT1
(P·) 01 —

Da ferner nach §.16 (9.)

18
8tf =

\
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140 W. Aronhold, Theorie der homogenen Ftinctionen dritten Grades.

ist. so ergiebt sich £<?£/, wenn man in der vorstehenden Gleichung statt
çêçéçÃ die entsprechenden äêëô s bstituirt, also

Tf =
oder

(9.) !>(
Man beachte, dafs sowohl bei (8.) als (9.) die direcfen Differentiationen die
dreifachen Resultate in nicht zusammengezogener Form liefern w rden, was
besonders hervortritt, wenn man (9.) mit der Darstellung §. 16 (1.) von Sf
vergleicht, die nach der gegenw rtigen Indicesbezeichnung

8f = ÓÓÊááÃ¹*1*****?
geschrieben werden kann. Es zeigt n mlich (9.), dafs man nur in Bezug
auf die durch áô angedeuteten Gr fsen á^áô zu differentiiren hat, um ^dSf
zu erhalten.

Die Darstellung der zweiten Zwischenform ist sehr einfach; ich er-
innere zu diesem Ende, dafs (§. 9 (4.)) und (§. 12 (1.))

(ßï.)

gesetzt war, und dafs

ist. Hieraus folgt, da È = 2í÷Ìë(Á Áãë (§.9 (6.)) ist:
3È =

folglich
(11.) H = %äÈ = Óí÷íë(ÁÂ)÷ë

oder auch mit Ber cksichtigung von (10.):
(U*) H = ÓÓ*Ë*ë(á&ã**9÷9.

Ich werde jetzt die verk rzten Darstellungen der Invariante T und
zugeh rigen Form Tf geben und die Grundgesetze dieser Formen analog mit
der Theorie der ersten Grundformen entwickeln und bemerke hierzu, dafs
wiederum die Zwischenform H den Ausgangspunkt bildet.

§. 19.
Die Zwischenform // l fst sich durch folgende urspr ngliche Definition

erhalten :
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10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 141

T h e o r e m 12.
Wenn man

V

W

P

&

setzt, so ist immer die zweite Zwischenform H durch
(2.) H = Ó+íßí2ñ3Ó±í1í2Ì3(Ó±&éÌ2ñæ)2í.&,

oder irgend einen analogen durch Vertauschung der 4 Systeme v, w, p, &
gebildeten Ausdruck darstellbar, wenn nach Ausf hrung der Multiplication:

gesetzt wird.
Da alle 4 Systeme durch dieselben á÷ëì ersetzt werden, so giebt die

Vertauschung in (2.) wirklich immer dasselbe Resultat. Der Beweis des
Theorems selbst ist sehr einfach: Man hat

also multiplicirt :

H = ISSS^wYifaWi+ptwMWtW^
ôíó÷^ó (§. 6 (6.))

^÷, (§.11(4.)).
Die Ausf hrung der Summation ber ñ allein giebt wegen §. 18 (10.)

H =

und wenn man noch ber ó summirt und wieder §. 18 (10.) benutzt,

was zu beweisen war.
§. 20.

Man kann die Determinantengleichung §. 7 (2.)
-ABCD& =

(1.)
•f ADvw (Ó+#, «2p3)2 -
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142 iO. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

dazu benutzen um eine f r die Folge fundamentale Umformung der Coeffi-
cienten

von H zu finden.
Man bemerke zuv rderst, dafs (§. 14 Theorem 7.)

ABCD = S/(tfi,tf2,ti3)
wird, wenn í÷íëíì = á,ëì, Ì÷Ìëçì = á÷ëì, ñ÷ñëñì = á÷ëì gesetzt wird.

Differentiirt man
A. B.C. D «

nach den Gr en ti19 t/2, u3 und setzt statt der Incremente #19 #2, #3,
so ergiebt sich daher, wenn durch d diese Differentiation angedeutet wird:

HA.B.C.D).» = C»1 +
und wenn man &÷&ë&ì = á÷1ì setzt:

oder

F hrt man dieselbe Operation auf der rechten Seite von (1.) aus, so ergeben
sich 4 verschiedene Gruppen, von denen ich immer je ein Glied hersetzen
will, n mlich:

(ã) ==
(d) =

Da jedes Glied dreifach vorkommt, und durch die Vertauschungen von õ, w, p
erhalten wird, berdies f r die Producte immer dieselbe Substitution

auszuf hren ist, so werden diese drei Glieder immer einander gleich, daher
ist zuv rderst

Aber aus Ansicht von (/?) ergiebt sich sogleich
(/9) = 0 weil -Ã±é9·1^2Ã3 =

ist, ferner wird
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/O. Aronhold, Theorie der homogenen Functioncn dritten Grades. 143

nach der Definition (Theorem 12 (2.)); daher ist
^dSf d f , d S f d f . d S f d f \ ,
l( ._L_^ L. __£. ._! L __L .-i-, l _1_ ^ f â _ \ £ ß ã \ —- 3 t j f
3V(/w1 djcl ' Ë2 */.r2 ' du^dx^/ j v ; ' v''

eine Umformungsgleichung der zweiten Zwischenform. Nun folgt aber
auch leicht, dafs

(y) = 0
ist, denn es ist ausf hrlich geschrieben:

und nach der Substitution der áêëì ist es gleichg ltig ob man hierin & mit
oder mit p vertauscht, daher ist auch

~±UiV*ps2+&]Lv2t
MM?oi

da aber Ó±,&éí2ßí3 = — -^±«^1^2^*3 u. s. w. ist, so heben sich die 6 Glie
der der Parenthese gegenseitig auf, und es ist (y) = 0; somit bleibt:

Es ist endlich ausf hrlich geschrieben:
— (á) = Ó ±ViWzps2 ±8-110^(2 ±9-1»^}* ivp

â, «0)^ (â, j)''1 «^ íô ÷^ ÷á

indem man nur die Glieder zu ber cksichtigen bat, in welchen ì, ô — Q, a ist,
weil nach dem Fundamentaltheorem f r $

Ó(á^(á,áëÔ = 0
ist, wenn ñ, ï und ì, ô von einander verschiedene, constante Indices sind.

Nach dem ndern Theile des citirten Theorems ist aber
22(al!aa)*l(axal)<i° = S und
Ó&,á^á.á÷* = S,

daher wird
— (o) =
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und die Gleichung (2.) geht ber in:

welche die schliefsliche Transformation enth lt.
Setzt man noch die Werthe von

ein, so ergiebt sich
fl = ̂ l?)**e/xt*,:=i(^

— S(Ut ×é -f t/2 2T2 -f 1/3 ̂ 3)2,

also
(40 (^ =

Da wegen (11.*) (§.18)

ist, wenn der K rze halber (ï?Áó-|-âóÁ?)êë statt (0^ &<,)** -f( *^)** geschrieben
wird, ferner

" ==: ' ~ ==: ̂  ^o XQ ×ó 9

also

ist, so folgt:
T h e o r e m 13.

Die Summe der Produkte der Coefficienten irgend einer zweiten
d*fAbleitung ^-j — ̂  — von f mit den entsprechenden einer zweiten Ableitung

UXn ClJCff

> 2 ̂

— -— n mlich:
dS dS dS

^i^/^ wenn p, ó #cw ^ ë verschieden sind,
(5.) Ëé^^ë + ̂ ó^É+^^ë

é/wrf O o/ f Q, a s= #, ë irf,
(6.) eljr2 *j»2 + ̂  *2«a + «3x2 *3x2 =

§. 31.
Ich werde jetzt die urspr ngliche Definition der Invariante T geben,

und aus derselben eine doppelte Darstellung der zweiten zugeh rigen Form Tf

entwickeln.
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10. Aronholdj Theorie der homogenen Funclionen dritten Grades. 145

T h e o r e m 14.
Wenn man in den 3 Determinanten
A = Ó±í^2 /?3, B = —

das ihnen gemeinschaftliche System
Ñé·> P*<> P*

der Reihe nach durch
n\-> *?2> %
bl

#

ersetzt, und die Ergebnisse respective durch
A„ Bn, Cn
Áæ, Âæ> €æ

l 9 b2 }

bezeichnet, ferner wie fr her
D = —

setzt, so ist
(1.) 6T = Á

oder auch gleich einem der 6 ndern Ausdr cke, welche durch Vertau-
schung von ç, æ, & aus dem vorstehenden hervorgehen, wenn man jedesmal
nach Ausf hrung der Multiplication

= á÷ëì, íêíëíì = áêëì, û>÷íëû>ì = á÷ëì ,
= <**ëì > æ ÷ æë æ ì = Ï>÷ëì , &÷ &ë &ì = áêëì

setzt.
Wiewohl sich die Ausf hrung der Multiplication aus den Entwicklungen

des vorigen Paragraphen ergiebt, wenn man dort die Variabein a?n #2, #3

durch die partiellen Determinanten

ersetzt, so will ich dieselbe dennoch vollst ndig geben, um dadurch ein allge-
meineres Resultat ersichtlich zu machen, welches in der Folge gebraucht wird.

Man bilde
k = ^(^C^ + ̂ Cf

c)Z?(^±^^2^)2

indem man den Yertauschungsausdruck von & mit æ hinzuf gt; dann mufs
erwiesen werden, dafs

6Ã == \k
ist.
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146 iO. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

Nun ist nach der Definition:

was offenbar aus

entsteht, wenn man letztere Gleichung nach t?19 v2^ v3 differentiirt und statt
der Increraente i0n w2, tv3 substituirt, daher wird

(2.) -{Âæ

ferner
(30 —An.D =

(40

also nach Mulliplication der 3 Ergebnisse:
k = ÉÓÓÆ(çç, vw+wv)*· (&&+#£ J(#
und wenn man zun chst f r &&& und æææ die Substitution ausf hrt:

k = ^2^^(uu,vw^u^a(a^a^x^^uT^^Tn^(vv,wwY\
F r ççç, nun soll die Substitution zun chst nicht ausgef hrt werden, man
kann aj)er, da ì mit r vertauscht werden darf, ohne dafs der Ausdruck
sich ndert:

k = 2^2^uu9(aaY^a^wa^vaw^(vv,wwy^^^ur

schreiben, wenn man berdies den Vertauschungssatz anwendet, so dafs man
nach Ausf hrung der Substitution f r vvv, www:

(5.) k =
erh lt, oder

(6.). ì =
Man bemerke, dafs bei dieser Entwicklung weder eine Vertauschung der
Systeme ççç mit ### und æææ noch der Systeme uuu mit vvv und www vor-
ausgesetzt ist, so dafs sie auch dann noch g ltig bleibt, wenn nun und ççç
ganz beliebige Gr en bedeuten. Ferner beachte man, dafs in der Glei-
chung (30 das System ÉÉÁ, ti2, ti3 durch jedes andere ersetzt werden kann,
also auch durch die Differentiale:

dult) rfi/2, <fo3,
ohne dafs bei der Zusammenziehung ein anderer Effect entsteht, als dafs

(70
wird.
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Aus der Gleichung (6.) folgt nun das zu beweisende Theorem, denn
setzt man jetzt noch:

so wird

weil

ist.

man n

= QT

= ̂  C§-
^ = *w (§.11 (40)

§. 22.
T h e o r e m 15.

0 Funcfion T definirenden Ausdruck
(1.)

entweder die Gr en

ie Gr fsen

a/s rfi0 Variabein betrachtet, und jedesmal f r die brigen Potenzen und
Produkte dritter Ordnung die entsprechenden **÷ëì setzt, so entsteht in
beiden F llen eine zugeh rige Form.

Der Beweis ergiebt sich sofort aus der am Anfange dieser Abhandlung
gegebenen Definition der zugeh rigen Formen,

Bildet man die erste derselben, so hat man in der Gleichung (5.) des
vorigen Paragraphen ç÷ç^<çì = Ë^/Ë zu setzen, dieses giebt

oder

«2, «,) (§. 18 (90).
Es entsteht also durch die ersten der angegebenen Operationen die schon de-
finirte zweite zugeh rige Form Tf. Die vorstehende Definition derselben giebt
aber ohne alle Rechnung sofort eine sehr wichtige Eigenschaft derselben an.

Wenn man n mlich die Form (10 nach é/15 t/2, «3 total difFerentiirt,
19*
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so entsteht

welcher Ausdruck

geschrieben werden kann, weil aus einem der 3 Glieder die beiden ndern
folgen, wenn man die 5 Systeme v, w> ç, æ, & passend vertauscht.

Hieraus folgt wegen (7.), dafs

r ó Üß*ú\·Óøì (á Ü)**ã ug ua du, +Ó(1>ì (á á)^ãó u^ u0 du,,
d. h.

w 3 rfwT

wo ô constanter Index ist.
Setzt man nun

/'O "\ /1T /„.(6.) lf(«i

indem man wie bei allen Bezeichnungen dieser Art die Gleichheit von

t ñ óô ==1 '0ôó ===: 'óñô = Áôô? ===:: 'ôñó === 'ôóñ

einf hrt, so ist
l 4

wo T constanter Index ist,* also in Vergleichung mit (2.)

(3.*) ß,óô = {(^(ï^õ^Ç^ßá^^Ç

d. h. man kann in diesem Ausdrucke die Indices p, tf, ô nach Belieben ver-
tauschen, und erh lt auf diese Weise eine einfache symmetrische Darstel-
lung der Coefficienten von Tf, von welchen sehr bald nachgewiesen wer-
den soll, dafs sie die partiellen Ableitungen von T sind.

Fugt man ferner noch hinzu, dafs weil (§. 18 (4.))
9Sf = 3Ú>

gesetzt war:
(4.) (V = 3^r

ist, so folgt aus §.14 (7.):

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/29/15 12:23 AM



JO. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 149

Das erste Glied der rechten Seite ist aber wegen (3.*) =ß , also

(5.) tqar = % {(0X (ab -f baYTya -f («2 («* + ä«)2ô)?ó -f- (#3 («fi -f ßá)3ú)*°},
es ist daher ersichtlich, dafs durch die Darstellungsweise (3.) die Berechnung
des sehr complicirten Ausdruckes (5.) berfl ssig wird, die Differentiation <?
w rde ihn aber erfordert haben. Die Verification der Identit t von (3.) und
(5.) ist a posteriori sehr schwer auszuf hren, w hrend sie aus dem hier be-
nutzten Prinzipe ohne Weiteres folgt.

Geht man nun zum zweiten Theil des Theorems (15.) ber, so ergiebt
sich eine zugeh rige Form, welche mit den Variabein i/19 i?2, % geschrieben
aus §. 21 (6.) folgt, wenn man dort

setzt, n mlich

oder auch
Zf =

d. h. wegen der Definition von 9^óì §.14 (7.):

(6.) Zf = ÓÓ99óì(á9áóãéõ÷ßÀëíì,
wenn man wieder ééç ti2, u3 als Variable schreibt. Die Werthe Tf und Zf
sind formell so von einander verschieden, dafs ein Zusammenhang beider nur
durch h chst complicirte Transformation gewonnen werden kann. Die Be-
rechnung beider Functionen f r die specielle Hessische Form zeigt ihre Iden-
tit t, woraus freilich auch im Allgemeinen die Identit t hervorgeht. Indessen
handelt es sich hier einerseits darum, den Zusammenhang der Formenbildung
zu erkennen, andrerseits die Coefficienten von Zf in ihrer einfachsten Form
darzustellen. Nachdem ich sehr viel Zeit und M he auf die Entdeckung dieses
Zusammenhanges verwandt hatte, der auch f r alle hier folgenden S tze fun-
damental ist, stellte sich derselbe in seiner einfachsten Form als das die
Zwischenform H betreifende Theorem (13.) dar, aus welchem er sofort her-
vorgeht. Entnimmt man n mlich aus (5.)

wo r ein constanter Index ist, so ist auch

und wegen des 13ten Theorems:
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150 10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

(%ô*é*ô + ̂ *2^ + *íÏ — 8Ó(á÷, wti)xr,
indem nur dann das Glied mit hinzutritt, wenn ñ, ó —ê, ô ist.

Es folgt aber aus §.8. (10), wenn man dort í÷íëíì — á÷ëì setzt,

daher ist
ft T*

(ax a^as,XI + (á, â,)«ó O «e «e

Bildet man nun
/^ '"

so wird
(7.) Tf =

^ i^i daher die Identit t der beiden zugeh rigen Formen des f nfzehn·<& & l *

ten Theorems erwiesen. Ferner aber ist dann auch

wo ô constanter Index ist, also folgt
(9.) t9„ = Ó(áËáéã»ËÀô = Ó(

w hrend aus (6.) hervorgehen w rde, dafs der Goefficient von t/cw0tiT in
mit seinem Zahlenfactor 6

ist, wenn alle Indices verschieden sind.
i^ Function Xf l fst sich in Folge der Gleichung (7.) definiren durch

(10.)
wenn man statt der Potenzen und Produkte ÷^÷á÷ô die entsprechenden
* óô substituirt, denn es ist

Jf = Ó(ÁÁã*ÜÁò0, also

^wi -f «2 *2«i + «3 s3x!L
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Hieraus ergiebt sich aber (§. 9 (6.))
(11.) Q.u = 2(AAruQua(ulxl-\-u2x2^u^x^) = Xf,

wenn man wiederum ÷^÷ó÷ô = s^aT setzt , und es l fst sich die Glei-
chung (8.) so aussprechen, da zugleich mit &ñ÷ó÷ô = $ñáô

wird.
Es bleibt nun schliefslich noch zu untersuchen, in welcher Beziehung

die Gr fsen f^, welche durch (3.*) oder (5.) oder (9.) definirt sind, zu den
partiellen Ableitungen der Invariante T nach den Gr fsen á÷ëì stehen.

Bildet man die Function:

so erh lt man jedenfalls eine zugeh rige Form, es besteht aber das Resultat
der Differentiation aus zwei Theilen, n mlich es ist

Da aber wegen §.16 (9.):

ist, so folgt, wenn man ç?çáçô = 6ßáô setzt,

= Tf.

Dies ist der erste Theil, der zweite wird wegen (10.)

Daher erh lt man

oder, da Xf— Tf ist,

(12·)
Fafst man Alles zusammen, so entsteht schliefslich das folgende Theorem:
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T h e o r e m 16.
Die folgenden drei zugeh rigen Formen:

Tf = dSf =

sind einander gleich, also:
dT

(13.) dT

= $ß*ëì> wenn ê, ë, ì verschieden sind,

= 3fxxi, wenn x, ë verschieden sind,

dT

und die Werthe dieser Differentialquotienten sind in drei verschiedenen
Formen:

(14.)
»

darstellbar.
§. 23.

An diese Resultate kn pfen sich nua die Grundgesetze f r die zweite
Invariante.

Nach der Definition ist
±dS = T,

also
6T = 3J$ · Ó$ b

d. h. gleich dem Werthe von Sf, wenn man
í*íëÀ*ì = ïêëì

setzt. Diese Substitution giebt aber wegen (§.16 (2.))·

und wenn man die Summation ber v und o ausf hrt:

(1.) 6T =
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10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 153

wobei noch zu beachten ist. dafs
(á^áã* und (aab^

von einander verschieden sind.
Man kann aber auch das Theorem 9. (§. 16) benutzen, um T darzu-

stellen. Setzt man in demselben

so ergiebt sich, weil dann
±8f = f T = 2T

wird:
(2.) Óß(ááã<'áôãë^1ì = Ó((á÷áëã*(á^ì}*1') = 2Ã,
(3.) Ó^(áá)ô^á^÷1ï÷ëì —·Ó((á÷áýôÀÁ(á1,úìÕë) = Ï,

wo ô und v constante, von einander verschiedene Indices sind. Die Gleichun-
gen (2.) treten mehr hervor, wenn man die Summation ber ì ausfuhrt; sie
geben dann

011 V/V» Ë VU/Ë A \*^ _L W*j Ë W/» A "\**_L v/'Ë Ë \i3/, f Ë \êë«·* =:::::::: -^(ïí,áß) \a\O\} "+- ̂  [ á í ÌÉ ) (u\O<i) -r- ̂  (u„ (Ë\ } \U\0-i}\ Ê Ë/ \ × ·«·/ É \ Ë Á/ \ ·* »' É V Ë Á/ V × «>/

2 Ã = Ó(á÷ áëãé (â, ßÏ"1 + <Å(â» «>é)22 («2 *0"* + Ó (á, atf3 (â, ä3)÷ë

2 Ô = ;£(«„ «ë)31 («3 *é)"2 + -S(e« «ë)3' («3 *2))"i + -S(e, â;)33 ( 3 bs)'1

und zeigen so, dafs die drei Horizontalzeilen der rechten Seite von (1.)
gleiche Summen haben. Andrerseits ist wegen §. 22 (3.*):

(4.)

und

daher gehen die Gleichungen (2.) und (3.) in folgende ber:
(5.) Óß,1ôáÌëô = 2T,
(6.) Óß9Àôá^ = Ï,

und geben so das Theorem:

T h e o r e m 17.
Wenn man in den 9 Gleichungen:

ßú÷ë = 2T, ÓáéË^ = Ï, ÓáÌßÌ = Ï,
/^ = Ï, Óá2÷ë t,xl =2Ô, Óá,÷ë ß3÷ë = Ï,
ßÌ = Ï, ÓáÌß2Ìë = Ï, ^«3÷^3÷æ = 2Ô

rft> ßÏ Gr en ß÷ëì als Unbekannte ansieht, so stellen die partiellen
Ableitungen von T nach den Gr en á÷ëì ein System ihrer L sun-

Jouraal f r Mathematik Bd. LV. Heft 2. 20

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/29/15 12:23 AM



154 40. Aronhold, Theorie der homogenen Funktionen dritten Grades.

gen dar, n mlich
Ã*Ë dT 0. dT . dT

Die Verbindung dieses Theorems mit Theorem 8. (§.15.) giebt die
beiden von einander unabh ngigen L sungen beider Systeme von Gleichungen.
Da dieselben sich nur in den Constanten 2S und 2T der rechten Seite von
einander unterscheiden, so kann man durch Division mit respective 2S und
2T beide Systeme von Gleichungen identificiren, und demgem fs durch

*÷ëì txty
2S ' 2T '

zwei Systeme von L sungen des entstehenden Systemes angeben, ferner alle
brigen durch

wo JU ein willk hrlicher Factor ist.
Man findet sofort zwei analoge Systeme von Gleichungen, wenn man

in (5.) und (6.) statt der Coefficienten Àêëô diejenigen Werthe setzt, welche
sie als Coefficienten von Xf besitzen. Nach §. 22 (9.) wird dann

wo immer ô und v constante Indices sind; es ist aber definitionsm fsig:
bQav = Ó(áñáó)

also auch
(7.)

und daher ergiebt sich wegen (5.) und (6.):

T h e o r e m 18.
Wenn man in den 9 Gleichungen:

MsM = 2T, 'SbM*** = 0, -2*1x2^1 = 0
Ï, Ó^÷ë s2xl = 2T, Sb^SM = 0

= Ï, Ó bM SM '== 0^ Ó b^ $3){ë =
die 10 Gr fsen 8Ëì als Unbekannte betrachtet, so ist ein System von L -
sungen durch die partiellen Ableitungen von S nach deg Gr fsen áêëßÉ

gegeben, n mlich
â _ a dS Q _ a dS _ a dS 9¼9÷ëì - f j >. &*Kxp"< — Ú ja > d*x* ^ da
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Der Charakter der Ausdrucke

tritt deutlicher hervor, wenn man die bekannten Werthe f r s óô substituirt.
Ist n mlich ì ein ver nderlicher Index, so wird

und die Gleichungen (5.) und (6.) oder (2.) und (3.) nehmen die Form an:

1 'J 0 = Ó(á^(áìïí^.

F hrt man nun in der ersten Gleichung die Summation ber ì aus und setzt
statt T allm lig l, 2, 3, so entstehen die Gleichungen:

ß 2Ô = 2(á,*ïÃ(*ÁÃ±2(á9áóÃ(á^
(9.) <2Ô=;&(á,á0ÇÌéÃ + ̂

(2T = S(a9a.F(atbJ*° + S(aQaar(a>t*r
welche zeigen, dafs auch die 3 Verticalzeilen in (1.) gleiche Summen
haben.

Schreibt man noch die Coefficienten von Xf (§. 22 (9.))

in ausgef hrter Summation hin, n mlich

(10.) tQOT = (ala^s

und setzt f r ñ und á allm lig die Combinationen von l, 2, 3, so entstehen
sechs Gleichungen von der Form der im Theorem 3. (§. 8) erw hnten, welche
sich in Folge dessen sofort nach den $÷ëô aufl sen lassen und wegen §. 8 (7.)

(11.)
geben, so dafs also

(12.)

wird. Diese Gleichungen liefern zun chst ein Erg nzungstheorem zum acht-
zehnten Theorem. Substituirt man n mlich in (12.) auf beiden Seiten statt
çñçó die entsprechenden aQOv9 wo v wie ô ein constanter Index, und bemerkt,
dafs nach §.15 Theorem 8.

sQOT = 0
20*
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ist, so giebt (12.)
,1ôá^ = 2S2 oder = Ï,

je nachdem ô = v, oder ô von v verschieden ist.
Aber

* ·«\-» / \PO ~m

xlv = Ó(<*÷<*ÀÃ áñó*>
also

(13.) -ÓÁ,é,Ëßô = 2S2 oder = 0,
mitbin:

T h e o r e m 19.
Wenn man in den 9 Gleichungen:
^ý1÷ëß1÷ë = 2 2, ^b2xliilxl = Ï, 2£&3÷À ßú÷ë ~ 0,

die Gr en ß÷ëì als Unbekannte betrachtet, so ist ein System von L sungen
durch die partiellen Ableitungen von T nach den Gr fsen áêëì gegeben,
n mlich:

dT ,. dT dT

Die Verbindung der Theoreme 18. und 19. erfolgt ebenso wie die angege-
bene Verbindung der Theoreme 8. und 17.

Die Gleichung (11.) liefert noch ein zweites bemerkenswertes Resultat.
Bildet man n mlich

und bemerkt, dafs wegen §.20 (5.) (6.) und des 8ten Theorems:

ist, so ergiebt sich
«V

also wegen (11.)"

Es folgt hieraus, dafs
(14.)

ist, also dafs sich durch Wiederholung der Operation J immer nur Ver-
bindungen aus Sf und Tf finden lassen. Hiermit in Verbindung steht aber noch
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ein anderes Resultat, welches in §.13 (8.) bereits angegeben ist. Da n mlich
2T =

ist, so wird

aber wegen des 19ten Theorems

und wegen (14.)

also
(15.)

Die 4 Systeme linearer Gleichungen, welche in den Theoremen 8,
17, 18, 19 behandelt sind, kommen bei fast allen Anwendungen der vor-
liegenden Theorie vor, daher ist hervorzuheben, dafs durch die gegebene
Auswerthung der bez glichen Ableitungen von und T, ihre L sungen in
schliefslicher Endform vollst ndig dargestellt sind.

§•24.
Als Beispiel der Anwendung der bisher entwickelten Theorie will ich

f r die Hessesche Form die Invarianten, Covarianten, zugeh rigen Formen
und Zwischenformen berechnen, indem ich sie in der Fassung des §. 10 zu
Grunde lege, und nur der K rze halber die Variabein und Coefficienten als
ursprungliche schreibe.

Es sei also
(1.) f = a^xl-^a^xl-^a^xl^^x^x^x^

die gegebene Form, dann sind die Coefficienten Á÷ë der quadratischen Form:
(2.) ÓÁ÷ëã÷ãë = ^x^l^x^yl^a^x^yl^a^x^y^x^y^^x^y,),

die zweiten Ableitungen von f nach den Variabein, dividirt durch 6, und die
zugeh rige Form von (2.) ist die erste ZwiscAenform (§. 9 (6,)), n mlich

È = Ó(ÁÁ}*ëí÷íë =
(20203#2#3— 2al x\] u\

-f 2 (204 #2 #3 —

Hieraus ergiebt sich die 0rsfe Covariante Jf—2(AA)**Axi oder k rzer:
ÃÁç + (Á AfA»}

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/29/15 12:23 AM
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als folgende:
(4.) df = — Qal (a^x\ -\- «2 x\ -f 03 x\] -f 6 (20J -f et 2 03) x\ x2 x3 .

Zur Berechnung von Sf nehme man die verk rzte Form §. 16 (3.)

Setzt man der K rze halber
(5.) (á,áàÔ

so ist
%Sf = Ó

also
(6.) i Sf = (a, tiw)11

 âé + 2 (a, iiw)23 ̂ 4 , .
weil die brigen Glieder mit Coefficienten multiplicirt sind, welche f r die
Form (1.) der Null gleich sind.

Es ist aber
(a, uti)11 = «22 ̂ 3 + «33 u\ — 2a23 ti2 w3

(a, tiw)23 = cc13 WA ti2 -f a12 «i fi3 — au tf> W3 —
und nach der Definition (5.):

«33 = — 2â3 04 ff 2 «12 = «4^29

wobei zu bemerken ist, dafs man die Coefficienten (0^0ó)*^ welche in (5.)
vorkommen, aus (3.) entnehmen kann oder aus dem Schema §.10 (4.).

Hieraus folgt die erste zugeh rige Form

(7.) Sf = — 604(0203^-|-0103éÀ2 + 0é02«3) + 6(4á4 — aia2a3)uiu2u3.
Die erste Invariante S, welche bereits §.10 berechnet ist, folgt aus (7.)
von Neuem, n mlich, da ^=-SixZ/ltijrtiiti/l,

(8.) 8 = ß&Ìßìá,Éì — 404(â4 — Hl 02 4) 9

und die zweite Invariante T:

(9.) T = i-»^*^ = 8á4
6 + 2001á203«ú-«^201,

wo die Coefficienten *xi// aus (4.) zu entnehmen sind.
Man bilde mm die zweiten Ableitungen von dj nach den Variabein,

als Coefficieaten der quadratischen Form:
(10.) XB,lYitri** -
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und aus der Verbindung ihrer Coefficienten mit denen von (2.) die zweite
Zwischenform :

(11.) H = Ó(ÁÂã**ç*é =
(— 2#4 (2á! -f tf ! «2 «s) #ú — 1 2#2 a3 «4 #2 #3) wi -f

(— 204 (2ï3 -f «! «2 03) #3 — 1 2«! 02 «4 #1 #2) 1*3 -f

2 («! (4èß — 0! 2 «3) #1 -f 2«4 (2«4 + l 2 «3) #2 ̂ 3) ^2

2 («2 (4«4 — «l «2 «3) #2 + 204 (2«4 + «l *2 ̂ s) ̂ 1 ̂ s) «l

2 («3 (4«4 — «i «2 «3) ̂ '3 -f- 2a4 (2^4 + i ̂ 2 «3) Ëöé ̂ 2) «
Diese Form.giebt die s mmtlichen Gr fsen

aus welchen, vermittelst der Definitionsgleichung
1> = tfSf = Óß(Ë + 6á)»á3*ë*,«éíì + Ó((ááã>'

die zweite zugeh rige Form Tf sich berechnen l fst, man gelangt aber wegen
der oben bereits berechneten Gr fsen áêë etwas schneller zum Ziele, wenn
man nach §.18 (9.)
(12.) Tf=SUaa?PbJwiftp + S aa^
setzt. Es ist n mlich wegen (5.)

Ó((á á)1* btf* UM çì = Ó (a,
und weil wegen (4.)

ist, und die brigen ß1÷ë=0 sind:
Ó ((a á)1^ btf1 ux çë íì = — 6 (a, titi)11 a\ a, + 2 (a, f/«i)23

wenn man die obigen Werthe von (cc^ ww)11 und («, tif/)23 substituirt. Ordnet
man diesen Ausdruck und bildet durch Vertauschung der Indices die beiden
ndern Summen von (12.)9 so entsteht:

Ã13 1
ß (4Ý^ -]- 5á1«2á3) ti^w,
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also durch Summation dieser drei Gleichungen die zweite zugeh rige Form
(14.) Tf = 2{(lOal — ala2a^(a2a,ul^a1a3til^a1a2nl)

-f 604 (4a -f 5«! «2 3) Wi t/2 t!3 } .

Von der absoluten Invariante.
§. 25.

Wenn man aus den Gleichungen
8' = r*S,

die Determinante r eliminirt, so erh lt man

d. h. eine Bedingung zwischen den Coefficienten der ursprunglichen und der
transformirten Form, welche erf llt sein mufs, wenn es m glich sein soll die
eine in die andere zu transformiren.

S3
Die Function ·ø-æ will ich in der Folge die absolute Invariante nen-

nen und durch J bezeichnen; sie ist eine gebrochene Function der Coeffi-
cienten, deren Z hler und Nenner von derselben und zwar 12len Ordnung in
Bezug auf die Coefficienten sind. Die Bezeichnung „absolut" gebe ich ihr,
weil sie, f r die transformirte Form gebildet, von den Subslitutionscoefficien-
ten g nzlich unabh ngig bleibt, w hrend die ndern Invarianten noch die
Determinante r der Subslitutionscoefficienten enthalten, also weil J' = JOhne
Vermittlung von r ist.

Wenn man verlangt, dafs durch lineare Substitutionen die Functionen
f = Óá÷ëì÷÷÷ë÷ì, f = Óá'÷éì×÷×ë×ì

in einander transformirt werden sollen, und das gew hnliche Verfahren dabei
angewendet wird, welches darin besteht, dafs man die Substitution in /' dn-
setzt und die erhaltene Form mit f identificirt, so erh lt man zehn Gleichun-
gen von der Form:

(2.) á'ê1ì =-aulaxa a^ + a112(axa2^
aus welchen man die 9 Substitutionscoefficienten áê, â^, ãì eliminiren kann.
Es folgt daher, dafs immer eine Relation zwischen den Coefficienten á'÷ëì
und á*Àì bestehen raufs, damit die Transformation m glich sei. Die Glei-
chung (1.)

J' = J oder J'— J = 0
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giebt diese Bedingung und zwar in einer Form, welche dadurch merkwürdig
ist, dafs in derselben die Coefficienten und ' von einander separirt
erscheinen, ohne dafs sie aufhört rational zu bleiben. In der am Eingange
dieser Abhandlung bezeichneten Schrift habe ich nachgewiesen, dafs sowohl
die Form der mit . *

J'-J = 0
analogen Gleichungen, als die Art und Weise ihrer Entstehung für homogene
Functionen von beliebig vielen Variabein und beliebiger Ordnung in allen Fäl-
len bestehen bleibt, und diesen Umstand als Ausgangspunkt für die Theorie
der Invarianten benutzt.

Um im vorliegenden Falle eine bestimmte Transformation für die homo-
genen Functionen 3ter Ordnung von drei Veränderlichen zu erhalten, mufs
man über 9 Coefficienten nach Belieben verfügen und die Bestimmung des 10ten

dem Eliminationsproblem, d. h. den Gleichungen (2.) überlassen; nach dem
Vorstehenden giebt aber die Gleichung

J' = J
diesen übrig bleibenden Coefficienten.

Setzt man z. B. die Hessesche Form
f = + +

voraus, so hat man im vorigen Paragraphen nur
at = l9 #2 = 1, a3=*i,

zu setzen, um
T — (4/s*~4fc)3

'' — (8 6 + 20/ 8 —l) 2

und durch Auflösung der Gleichung:
S3 (4fc4—4 )3

T* (8/i6-f20/ia — l)1'
den Werth für k zu erhalten.

Diese Entwicklungen zeigen schlielslich, dafs die Anzahl der von
einander unabhängigen Invarianten nur zwei beträgt, denn wäre P eine
dritte, welche der Gleichung

P' = r*.P
genügt, so könnte man durch Elimination von r aus den 3 Gleichungen

S' = r*S
f _ r6/JT

P' = rlP
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 2. 21
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zwei Gleichungen erhalten, in welchen nur die eine Unbekannte k vorkommt,
und durch nachtr gliche Elimination von k aus denselben eine Relation zwischen
P, S, T mit rein numerischen Coefficienten. Man sieht hieraus nicht allein,
dafs P, S, T immer algebraisch von einander abh ngig sind, sondern auch
wie man P aus $ und T* zusammensetzen kann. Ich bemerke hierbei,
dafs Herr Sylvester in einer sch nen Abhandlung (Philosophical Magazine
1853. Vol. V, pag. 299 und folg.) nachgewiesen hat, dafs jede ganze Function
P immer eine ganze Function von und T ist,

§. 26.
Ich will nun eine Grundeigenschaft der absoluten Invariante angeben,

welche sich auf alle absoluten Invarianten ausdehnen l fst, und f r die Fort-
f hrung der allgemeinen Theorie nothwendig wird.

Bildet man
dJ d(S*T-*) SV„™ dS Ë0 dT

ber cksichtigt ferner, dafs

dS _g -^-=2.3* _^L—2.66·
flf * *** > //„ , 3 ' Kxl > gjn ¹ l'·Ì÷÷÷ .

und setzt

dT _ dT __ g# </Ã
</«÷÷ê ***' daxxi xxl> daltt

dJ _ , dJ dJ
daxxx —"***>

so folgt:
OC

(1.) J* =^r(3

Die Gleichungen ̂ §.15, Theorem 8., deren erste

und die Gleichungen §.23, Theorem 17., deren erste
Óá1÷ëßß÷ë = 2T

ist, geben aber, nachdem sie respective mit T und — multiplicirt und zu
einander addirt sind:

2aixl(T.sixl-S.flxl) = 0,
also folgt wegen (1.):

Jl1ti = 0,
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und ebenso
·Ú2êë = 0,

^3÷Æ = 0.

Da die rechten Seiten der brigen Gleichungen der genannten Theoreme von
selbst = Null sind, so folgt also f r jeden constanten Werth von ñ und ó

(2.) Sa9xlJwl = 0,
wenn ê und ë die ver nderlichen Indices sind, daher:

T h e o r e m 20.
Die Aufl sungen der 9 linearen Gleichungen:

2á1êëñßêë = Ï, SuMpM = Ï, Óá1êëñ^êë = Ï,
(3.) Óáé,éñÌ = Ï, Óá^ñ^é = Ï, Óá^ëñÌ = Ï,

ÓáÌñÌ = Ï, Óá3÷ëñ2êë = Ï, ^á3êëñ3÷ë = Ï,
in welchen die 9 Verh ltnisse der ñ÷ëì die Unbekannten sind, lassen sich
durch

Plll · Pltt · · · · · /̂ 123 " - **111 · «^ 112 · · · · · «Al23

darstellen, wo die Gr fsen JxJi/JL die partiellen Ableitungen der absoluten
Invariante J nach den Gr fsen á^ì bedeuten und zwar multiplicirt mit
1, 3 oder 6, je nachdem von den Indices ê, ë, ì alle drei einander gleich,
nur zwei einander gleich, oder alle von einander verschieden sind.

Die s mmtlichen J^ haben wegen (1.) den gemeinschaftlichen Factor
2S'*-øÃ^ man kann daher in Folge der obigen Proportion als Aufl sungen des
Systems (3.) die Ausdr cke

(4.) ñ*ì = T.8^-S.t9lft

betrachten, welche in Bezug auf die Gr fsen áêëì von der 9ten Ordnung sind.
und daher bis auf einen numerischen Factor mit den partiellen Deter-
minanten des Systems (3.), welche von derselben Ordnung sind, ber-
einstimmen m ssen.

Bildet man die zugeh rige Form, welche der absoluten Invariante ent-
spricht, so hat man

(5.) Jf(ii19 w2, ti3) = SJ^Wi^.
Da aber auch die Gr fsen ñ÷ëì als Coefficienten einer zugeh rigen Form be-
trachtet werden k nnen, so sei

(6.) 2p,iuuxuiu„ = Pf(t*i,ti2,ti3)
21*
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164 fO. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

gesetzt; dann ist
2 2

(7.) Jf (tli , «2 , U3) = r Pf(Ui , "2 , «s) ,

und man kann alle auf Jf bezuglichen Untersuchungen an die einfachere Form
Pf ankn pfen. Diese ist aber eine der wichtigsten der vorliegenden Theorie
und ich will sie aus Gr nden, die im folgenden Paragraph entwickelt werden,
die conjugirte zugeh rige Form nennen. Bildet man dieselbe f r die trans-
formirte Form f, so ist leicht ersichtlich, dafs

(8.) P'f(U» U2, U3) = H°.Pf (ééç «2, «,)
ist, weil nach (4.) die Bildung von Pf aus Sf und Tf durch die Gleichung

(9.) Pf(tii,tt2,«s) = T.Sf(u1,u2,n3) — S.Tf(ul,u^u3}
ausgedr ckt wird.

Von der conjugirten zugeh rigen Form.
§· 27.

Aus den Gleichungen (§. 26 (3.))
(1.) Óá^ñïêë = 0,

welche die Coefficienten der conjugirten Form Pf liefern, folgt, dafs umge-
kehrt, wenn man die Coefficienten pxiu als gegeben ansieht, die Coefficien-
ten áêéì genau dieselben Functionen der ñ÷ëì sind, wie die ñ÷ëì von áêëì

waren, weil die Gleichungen (1.) in Bezug auf beide Systeme symmetrisch
sind. Hieraus folgt:

T h e o r e m 21.
Die gegebene Form f(x^x2^x^ und die conjugirte JP/-(tii9 1^29^3)

stehen in der Beziehung zu einander, dafs gegenseitig die eine die con-
jugirte der ndern ist.

Dieses Theorem zeigt, dafs Pf diejenige zugeh rige Form der cubi-
schen Formen ist, welche sich in einer sehr wichtigen Eigenschaft den zu-
geh rigen Formen der homogenen Functionen zweiten Grades analog verh lt.

Bezeichnet man demnach durch

*p\X\ } 2̂ ß #3)

die conjugirte zugeh rige Form zu

so ist
(2.) JPpOr
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10. Aronhold, Theorie der homogenen Functioncn dritten Grades. 165

wo K einen constanten Factor bedeutet, welcher von der 80sten Ordnung in
Bezug auf die Coefficienten á÷ëì ist, weil Pp in Bezug auf dieselben Gr fsen
von der Ordnung 92 werden mufs. Der Werlh f r K ist brigens

K = -32RQS\
wie ich anderweitig zeigen werde. F hrt man ferner die Coefficienten ñ÷ßì
in die Gleichungen des 18ten und 19ten Theoqems ein, so entsteht

= T.
also mit Ber cksichtigung der genannten Theoreme

Bezeichnet man noch durch
(3.) R = T2 — S3

die Constante auf der rechten Seite, so hat man:

T h e o r e m 22.
Die Coefficienten ñ÷ëì der conjugirten Form gen gen den folgen-

den* Gleichungen:
ß÷ëñ1÷ë = 2R, ^61÷ëñ2÷ë = Ï, ÓÀ1÷ëñ3÷ë = Ï,

(4.) 1÷ë = Ï, Ó^÷ëñ2÷ë = 2R, 2À>2÷ëñ3÷ë = Ï,
éË = Ï, Óý3÷ëñ2÷1 = Ï, Óý3÷ëñ3÷ë = 2R,

und es ist in Folge dessen
R = T2—«3 = 0

das Eliminationsresultat der Variabein a?19 a?2, x3 aus den quadratischen
Gleichungen:

df _ 0 df _ 0 df _ n
—^ "-0' ~ a

Der 2te Theil des Theorems folgt aus der bekannten Darstellung dieses Elimi-
nationsresultats, welche Herr Hesse (Bd. 28, S. 68 dieses Journals) gegeben hat,
und zwar hat man, da aus (5.) die 9 Gleichungen

X6.)
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166 M. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

hervorgehen, deren Coefficienten mit denen des §.26 (3.) bereinstimmen,
zun chst

Da aber die Gleichungen (5.) sich auch wie folgt schreiben lassen:

^÷^ð+^2^12+^3^13 = 0,

(8.) #! A2l 4" #2 ̂ 22 + ^3^23 = 0,

^ 1-^31 + #2*^32 + #3-4*3 = 0,

so erh lt man nach §.11 (6.) durch Elimination der explicite stehenden
Variabein x^ x2, x3

(9.) 0 = ^/*(#é,3?2,Ë?3) = 2**Àìí*íéíì

und demnach durch Substitution von (7.) in (9.)
0 = Ó6÷ëìñ÷ëì.

Die Addition der in der Diagonale von (4.) stehenden Gleichungen giebt
aber die identische Gleichung:

(10.) 6/ß = ÓÀ÷ëìÑ÷ëì,
also ist

R = 0
das in Rede stehende Eliminationsresultat.

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, dafs die Werthe (7.)?
welche nach Erf llung der Gleichung R = 0 den Gleichungen (5.) gen gen.
durch (7.) in expliciter Form gegeben sind und zwar durch den Satz, dafs
ihre Verh ltnisse den Verh ltnissen der partiellen Ableitungen der ab-
soluten Invariante nach den entsprechenden á÷ëì gleich sind.

Schreibt man die Gleichungen in der ersten Verticalreihe von §. 26 (3.)
und der ersten Verticalreihe von (4.) neben einander und setzt R — Q* so
entstehen die Gleichungen:

>ù «À÷ë = Ï, ÓñÌ &1êë = Ï,
2 ñ Ì «2÷ë =' Ï, ÓñÌ Ï2êë = Ï,

aus welchen nach Elimination der 6 Gr fsen ñ1÷ë wieder die Bedingungsglei-
chung JB = 0 hervorgehen mufs. Es stimmt diese Darstellungsweise mit der
zweiten von Herrn Hesse gegebenen, welche darin besteht, dafs man aus
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die 6 Produkte Ë·÷á?ë zu eliminiren hat, offenbar berein. Bemerkt man nun,
dafs die Determinante der Gleichungen (11.) in Bezug auf die Gr fsen á÷1ì

von der 12ten Ordnung ist, also keinen berfl ssigen Factor enthalten kann,
weil R von der 12ten Ordnung ist, und der etwaige Zahlenfactor, wie sich an
jedem speciellen Beispiele sogleich zeigen l fst, = 1 ist, so folgt schliefslich:

(12.) R =

#11 1 1 0122·) #1339 #123} #113 9

#211 i #222 9 #2339 #223 9 #2139 #212

#3119 #3229 #3339 #3239 #3139 #312

"111 "122 "133 "123 "113 "1121119 "1229

vo

1339 "1239 "1139

0003« 02

= Ó ± #111 #222 #333 #123 #'123 "213 "312 ·

^2229 "2339 "2239 "2139 "2

^322 9 "333 9 "323 9 "313 J "3

Diese Formel ist zwar zur wirklichen Auswerthung weniger brauchbar, sie
dient aber als bequemes H lfsmittel zur F hrung von Beweisen.

Aus der Invariante R entspringt eine zugeh rige Form dritter Ord-
nung, deren Coefflcienten die partiellen Ableitungen von R nach den Gr fsen
á÷1ì sind. Man bezeichne diese Form durch

(13.) f («* 11* 2 ff 3) = -2>*a
indem man

dR o , dR(14.) ô — -• xxx 3r„ dR

setzt; dann findet man durch Differentiation von

R = T2-«3:

(15.)

Da nun

ist, so erh lt man

Rf = T.Tf-S2Sf.

=== ß JL) Ó ixi $À÷/é :== &&

und wenn man mit den brigen analogen Gleichungen ebenso verf hrt, das
folgende System:

= 2R,
(16.) = 2R, ÷ë = Ï,
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168 iO. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

Ferner, da
= 2T

ist:

also

f Ë W "v ^r-t Ú f\ ^c~» º f\
(^1 l . J ^ ¼^é T^i = U, (/2êë ̂ 2÷ë === ^9

Das System (17.) zeigt, dafs die Ãêëì den Bedingungen gen gen, welche die
Coefficienten der zur Covariante Jf conjugirten Form erf llen ui ssen und
giebt daher den Satz, dafs die conjugirte Form der Covariante Jf bis auf
einen constanten Factor die zugeh rige Form Rf ist, oder dafs man hat

(18.) Pz/f(i/1,w2,w3) = {7.^(^,112,1/3),
wo C ein Factor der 16len Ordnung in Bezug auf die Grofsen á÷ëì ist.

Dafs die Coefficienten von P^f sich durch die Coefficienlen von Rf,
welche von der llten Ordnung sind, und durch einen gemeinschaftlichen Factor
ausdr cken lassen, hat in einer ndern Form bereits Herr Hesse in seiner
Abhandlung im 28sten Bande dieses Journals bewiesen, denn bezeichnet man
nach derselben durch </÷ëì die Unbekannten eines Systems von Gleichungen,
welches aus (17.) hervorgeht, wenn man statt der rxl(JL die qy^ substituirt,
so kann man die qx^ als die partiellen Determinanten des Systems (17.)
und daher als die aus den b^ gebildeten ñ÷éì definiren. Herr Hesse hat
auch bereits den Beweis gef hrt, dafs C ein vollst ndiges Quadrat isi; wir
werden sp ter C selbst darstellen.

Verlangt man endlich, dafs

(19.) S(aaM+M»u(Aprti + BrlMl) = 0,
indem man a und b als gegebene, A und B als gesuchte Constanten be-
trachtet, so ergiebt sich durch Aufl sung der Parenthesen in (19.) mit R ck-
sicht auf §. 26 (3.), §· 27 (4.) (16.) (17.)

m(Ab + Ba) = 0
oder

Ab + Ba = 0
als Bedingung, unter welcher s mmtliche 9 mit (19.) analoge Gleichungen be-
friedigt werden k nnen. Man kann daher setzen

.= a B = *~b,
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10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 169

und es ist dann
1 — bra^ = 0

für alle Werthe l, 2, 3, welche die bei der Summation constanten Indices
(>, a annehmen können. Es folgt daher, dafs die conjugirte zugehörige
Form der zusammengesetzten homogenen Function af-\- bdf bis auf einen
constanten Factor durch aPf—bRf dargestellt werden kann.

Bemerkt man nun noch, dafs die Operation S die Gleichung
<y= *r

giebt, ferner, dafs
dPf = t(T.&f-8.Tf) (§.26 (9.))

= dT.Sf+T.dSf—dS.Tf—'S.dTf
und

= 4 T, dSf= 31> (§. 18 (4))
f (§.23(140(150)

ist, so folgt
(19.*) dPf =-- S\ Sf- T.Tf = - Rf.

Man kann daher df statt Jf und — dPf statt Rf setzen und erhält dann
T h e o r e m 23.

Die conjugirte zugehörige Form der zusammengesetzten Function

ist von der Form:
(200

wo L einen von den Variabein unabhängigen Factor vorstellt.
Da die Form Paf+bdf in Bezug auf und b von der 9ten Ordnung ist,

so mufs L in Bezug auf diese Gröfsen von der 8ten werden. Der vor-
stehende Satz ist dadurch merkwürdig, dafs sich 8 Ordnungen in einem Factor
abtrennen lassen.

Diese Eigenschaft führt in der That zu einem zweiten für die con-
jugirten Formen höchst wichtigen Theofrem.

Man beachte, dafs Rf bis auf einen Factor die conjugirte Form zu
df ist, wie ich unter (180 bewiesen habe; hieraus folgt > dafs

(210 Raf+w = LAaPf-ßRf)
ist, wenn Ll einen ändern Factor bezeichnet, und wie im §. 13

gesetzt wird.
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 2. 22
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170 . Aronholdf Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

Es ist ferner

weil beide Summen —6R sind, daher auch, wenn man dieselbe Gleichung
für die zusammengesetzte Function af^- bJf bildet , wegen (20.) und (21.):

oder, wenn man die Parenthesen wie bei (19.) auflöst:
L(aß — ba) = L^ba—aß)

oder
(22.) L = -£,,

d. h. die beiden Factoren von (20.) und (21.) sind einander gleich und ent-
gegensetzt.

Wenn man zuerst die Operation o auf eine Function z. B. Pf anwenden,
und dann die erhaltene Form für die zusammengesetzte Function bilden soll,
so ist es nöthig, dieses in der Bezeichnungsweise hervortreten zu lassen,
weil 8Paf+bJf die Umkehrung der Reihenfolge beider Prozesse bedeuten würde,
und ein anderes Resultat zur Folge hätte. Ich will daher (^P)af-^b^f für die
erste Reihenfolge schreiben. Mit Rücksicht hierauf und wegen (19.*) und (22.)
geht (21.) über in

(23.) ($P\f+Mf=L(aPf^-ßdPf}.
Die einander analogen Darstellungsweisen von Paf+bjf und (dP)af+bjf führen
nun zu dem folgenden auf (22.) beruhenden Theorem.

T h e o r e m 24.
Wenn man aus den beiden %u f und Jf conjugirten Formen in

Verbindung mit f und 4f— df die Determinante

(24.) P
f
fl

l >
bildet, so erhält man eine Function von beiden Systemen von Variabein
(eine Zwischenform)) welche durch* die Substitution

· ~\- ^ für
immer sich selbst reprodueirt, multiplicirt mit dem Factor L(ßa-ab).

Bildet man nämlich

af+bJf, J
welches der Werth der Function (24.) nach der Substitution ist, so kann
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man wegen (20.) und (23.) dafür setzen

L af + bdf, af
und diese Determinante geht in das Produkt

a, b

171

L.
a,

über, w. z. b. w.
f>

Ueber die Grundformen der zusammengesetzten Function af -\-b4f.

§. 28.
Die weitere Entwicklung der vorstehenden Formen hängt von der

Theorie der Grundformen für die zusammengesetzte Function af-^bJf ab,
von welcher bereits in meiner Abhandlung im 39sten Bande dieses Journals
die Grundzuge sich vorfinden. Herr Cayley hat später einen grofsen Theil
der übrigen Formen (Philosophical Transactions vol. 146, p. 638) veröffent-
licht. Indessen geben die folgenden Darstellungen auch für diese einen ganz
neuen Gesichtspunkt, da sie dahin gerichtet sind den Zusammenhang der For-
men unter einander kennen zu lehren, während die übrigens sehr schätzbare
Zusammenstellung des Herrn Cayley nur die letzten gänzlich aufgelösten For-
meln ohne Entwicklungen und Beweise enthält.

Es sollen durch
*a

die beiden Invarianten und die Discriminante bezeichnet werden, und ich be-
ginne mit der Berechnung von Rab. Dieselbe läfst sich zwar nachträglich
noch anders geben, wird aber auf sehr zweckmäfsige Weise dadurch ausge-
führt, dafs man die Darstellung von R durch die Determinante §.27 (12.)
benutzt.

Bezeichnet man nämlich wie früher den Werth von J(af-^b4f} durch

so wird

Äa6=2±(aam44auJ(a«m+MziJ(aa333+W3J

und nach dem bekannten Fundamentaltheorem der Determinanten:
22*
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172 10 Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

a 0 0 b 0 0
0 a 0 0 b 0
0 0 « 0 0 b
« 0 0 / 3 0 0
0 á 0 0 â 0
0 0 á 0 0 â

×

#111? #122? #133 5 #123) #113? #112

#2111 #2225 #233» #223? #213? #212

#311? #322? #333? #323? #313? #312

122? "133? 123?

" "233 "223 "

113, "ð2

^2115 "222} "2335 "223 9 "2135 "212

03119 "322 5 "333 ·> ?323 9 "313 5 "312

Der erste Factor der rechten Seite zerf llt nach demselben Theorem in fol-
gende drei Factoren

a 0 0 b 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
« 0 0 / 3 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

X

1 0 0 0 0 0
0 ó 0 0 ä 0
0 0 1 0 0 0 ×

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 « 0 0 *
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 á 0 0 â

0 0 0 1 0 0
0 a Ï Ï â 0
0 0 0 0 0 1

von denen jeder den Werth a — ab hat, daher folgt, wenn man
(1.) G = a — ab

setzt :
(2.) Rab = ( a — abJR = G3. R.

Ich habe die Operation d, wenn sie auf eine Function ö(á,6>) der Gr fsen
&·Ë÷Àì'\°à.&9ßéì in dem Sinne anzuwenden ist, dafs man nach den Gr fsen
(â·â*ëì-\-&·&*ëì) differentiiren und statt der Incremente die entsprechenden
Coefficienten (ááêëì·\-â^ëì) der Function 4(af-\-bJf) substituiren soll, durch
(ïö) bezeichnet, damit sie mit derselben Operation äö, auf die á9éì allein an-
gewandt, nicht verwechselt werde.

Es ist wichtig diesen Prozefs auf die einfachste Weise bewerkstelligen
zu k nnen. Hierzu bemerke man, dafs

d<p(a,V)

(3.)
dq>(a, b)

d<p(a,b)
~ da '

rfyfoft)
db

ist, also

d. h. kurzer geschrieben:'

wo da
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Statt also die Operation (S} in dem definirten Sinne auszufüh-
ren, hat man nur nach den Gröfsen a und b zu differentiiren und statt
der Incremente respective a und zu substituiren.

Man kann diesem Satze eine noch geeignetere Form geben. Wenn
man nämlich beachtet, dafs

dS = 4T, ST = 6S2

ist, so folgt
SR = <?(T2-£3) = 2T.dT-3S.2dS = 0;

daher ist auch
((?Ä)a& = 0,

und weil
Rab = G3ß,

R aber von a und b unabhängig ist,
(5.) (<W) = 0,

oder
i/G . dG- — + --7 -/3 = 0.rfa { db l

G ist eine binäre biquadratische Form in Bezug auf a und #, weil ßa& und
demnach auch G3 von der 12ten Ordnung ist, daher folgt

dG „ rfG Ä ^/>-r- ß + 3 - * = 46r,da { db '
also durch Entwicklung aus den beiden letzten Gleichungen:

, dG dG

wenn man (1.) berücksichtigt.
Die vorstehenden Gleichungen, so wie die explicite Darstellung der

höchst merkwürdigen binären Form G habe ich schon in meiner Abhandlung
in Bd. 39, S. 154 dieses Journals gegeben. Ich werde auch hier gleich
darauf eingehen, will aber zuvor eine wichtige Anwendung der Gleichun-
gen (6.) zeigen.

Substituirt man nämlich die Werthe von a und aus (6.) in (4.), so
entsteht:

dG , dG
da ' 4 db
Ä Ä
rfa ' rf*
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man nennt aber bekanntlich den letzten Ausdruck die Functionaldeterminante
der beiden bin ren Formen }G und ö, daher folgt:

T h e o r e m 25.
Wenn man aus einer (conslanfen oder ver nderlichen) Grund-

form A der homogenen Function f die Grundform B dadurch erhalten
kann, dafs man A nach den Constanten áêëì differentiirt und statt der
Incremente die entsprechenden Coefficienten bx^ von Jf substituirt, so
findet man aus derselben Grundform Aab f r die zusammengesetzte
Function af-^bJfdie analoge Bab, wenn man die Functionaldeterminante
der beiden bin ren Formen

%G und Aab
bildet) also

(8.) Bab = (SA)ab =
dG dG

ô ' * <»>da

da

db

db
Man beachte, dafs zur Darstellung dieses Theorems die bereits §. 13 (9.)
berechneten Werthe f r a und â nicht zur Anwendung gekommen sind.

Aus demselben folgt nun:
I) Da <jy=4f ist:

(9.) ^af+b/lf =
é :dG ,dG

db
f>

weil

da = f>

db
H) Da AS = 4T ist:

(10.) Tab = i
dG

db

da ' db
III) Da $Pf= —Rf ist (§. 27 (20.)):

(11.]
dG \dG_

* db

da db
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IV) Da #Sf=3Tf ist:

(12.)

dG
da9

dG
db

da ' ab
Die Gleichung (9.) reproducirt nur die Gleichungen (6.), hingegen geben
die drei ändern Gleichungen ein sehr einfaches Gesetz zur Darstellung von

T R T
wenn

S n
ab > ^af+ldf)

bekannt sind.
Es läfst sich aber auch &ab durch eine Functionaldeterminante dar-

stellen. Zu diesem Ende gehe ich zu der Gleichung
(Tz//* = 38. f (§-12 (7.))

zurück, aus welcher

hervorgeht; andrerseits ist

mithin folgt -durch Identificirung beider Werthe:

(13.)

Durch Ausführung der Operationen der rechten Seite folgt vermöge des
25sten Theorems:

dG rf'G rfGrf'G

•j |"i //2 1

multiplicirt man die erste Gleichung mit -^^ die zweite mit -^ und addirt
beide, so ergiebt sich

und weil

dadb
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ist:

oder

(14.)
A

tCt»

l d*G
T* dadb '

dadb
d'G

Invariante der zusammengesetzten Function af-\-bJf ist also
die Functionaldeterminante der binären Form G selbst.

Um die Form G zu bilden, will ich die Werthe für a und aus
§.13 (9.) benutzen. Diese sind

,(15.)

hieraus ergiebt sich

(16.) G = i(a^ + b2j£) = a4 — 6S«2*2 — 8Ta*3-3Ä2*4,

und hieraus in Verbindung mit (14.):

(17.) .oder
-2Sab-2TP, -a

>2S2-f-

?—4Tab— SSW

ferner wegen (10.)·'
_

. ̂  -

(18.)

— 2 Tb3), - 6 Tab2 -

oder
U = fl6T+6ö5*S3

Wenn man die Zusammensetzung dieser beiden Invarianten nur in den expliciten
zweiten Formen (17.), (18.) erhalten kann, was z.B. bei der Berechnung der-
selben durch die Hessesche specielle Form eintritt, so dürfte es schwer sein
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10, Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 177

r ckw rts zu dem Gesetze ihrer Bildungsweisen als Determinanten zu ge-
langen*).

Ich gehe jetzt zur Entwicklung der zugeh rigen Form Paf+bjf ber.
Es ist bereits in §. 27 (20.) bewiesen, dafs

ist, und nur die Ermittlung von L· noch brig geblieben. Da aber
^Ñ÷ëìÉ>÷ëì = 6R

ist, so mufs

L· Ó(áñ÷ëì — ̂ ÷ëì) (— i -â- á÷1ì + i -̂ - 6÷

sein, und mit Ber cksichtigung der Gleichungen
Óñ,Àì á÷ëì = 0, Óô÷ëì á÷ëì = Óñ÷ëì ý÷ëì = 6 , Óô÷1ì 6÷ëì = Ï,

wenn man die Parenthesen aufl st:

V *i /"* J f^ N.
. . i ^t . / WIJ , , «17 \ .es ist aber G —£(^i —— \ °~7h) '> a'so

(19.) L = G
und

(20.) Paf+^f =
Die Determinante (11.) liefert hieraus den Werth f r Rnb und zwar weil

(M?) =^ 0 (5.)
ist:

^^rf7J *"rf6"
P,, -Rf

Es ist schon in §. 27 (23.) bewiesen, dafs dieses Resultat entstehen mufste,
wenn (20.) vorausgesetzt wird.

Die Form Raf+b^f stimmt mit der conjugirten Form zu Ë(af-\-6Jf)
wegen §.27 (18.) bis auf einen Factor berein; um denselben zu finden.

(21.)

*) In dem mir w hrend des Drucks dieser Abhandlung zu Gesicht gekommenen
Januarhefte des Liouvilleschen Journals von 1858 finde ich eine Note des Herrn Her-
mite, nach welcher es diesem scharfsinnigen Geometer gelungen ist, die beiden Deter-
minantenformen aus den von Herrn Cayley gegebenen expliciten Darstellungen der beiden
Invarianten herauszuerkerjnen.
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178 10. Arorihold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

hat man nur in (20.) für a und b die Substitution

(22.) a = -i-^, b = i-^*· J * ab 7 *

rfG « , , dG i
auszuführen, wodurch

entsteht, wenn man durch © denjenigen Ausdruck bezeichnet, in welchen G
durch diese Substitution, übergeht. Die Ausführung derselben erfordert eine
etwas complicirte Rechnung, welche auf folgende Weise vermieden werden
kann. Man bestimme nämlich zuerst den Werth der einfachem Form Pjf,
indem man 0 = 0, ft = l setzt, was wegen (16.)

(23.) .JP„f = -9S*.Rf

liefert, woraus beiläufig der Factor C aus §.27 (18.), nämlich
C = -9S4

folgt. Aus (23.) geht aber sofort

hervor, also wegen (21.)
(24.) P„f+6^=

und
(25.) © = 9SPab.e.

Ich komme jetzt zu einem zweiten Prinzip,· welches dem im Theorem 25.
enthaltenen analog ist und sich auf die Bildung der zugehörigen Formen für
die zusammengesetzte Function bezieht. Wenn irgend eine Invariante durch
bezeichnet wird, so bandelt es sich darum

zu bilden, wenn die in (pab vorkommenden 6 in Functionen der wirk-
lich ausgedrückt, und mit den übrigen aylß vereinigt sind. Hierzu führt nun
das 24ste Theorem, welches wegen (19.) und (20.), weil ßa—a& — G ist, die
Gleichung :

f>
liefert. Wenn man die symbolische Substitution
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auf diese Gleichung anwendet und bemerkt, dafs dadurch

wird, wo ã die Ordnung von ö in Bezug auf die Gr fsen á÷éì ist. ferner
dafs wegen (3.)

bergeht, so entsteht:

(26.)

UW 9 f . «Øá*
1 da ' ' db

= £3

da ' db
Die linke Seite dieses Ausdrucks geht aber aus

! p ftp
* = JV.<ty> + /- f9>ã. ö, ï ö é ô é t i j

hervor, wenn man statt a^ berall ^-J- ·̂ ^ substituirt,
hat die merkw rdige Eigenscha , die Zusammensetzung der zugeh rigen
Form dritter Ordnung (pf durch Pf und Rf zu liefern, w hrend ö eine
beliebige Invariante ist, ber deren Zusammensetzung keine Voraussetzung
gemacht wird. Da n mlich ö eine Function von S und T sein mufs, so ist

also wird auch <pf eine Function von Sf und Tf> oder von Pf und Rf,
Setzt man daher

<pf= A.Pf+B.Rf,
und in dieser Gleichung auf beiden Seiten

a,lfl statt w*
so entsteht:

ã.ö =
setz! man ferner auf beiden Seiten

&«éì statt
so erh lt man:

$ö = 6-4 ,

mithin:
(27.) 9f = -

»B =

___ äö

23*
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180 /#· Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

oder:

(28.) Pf>

Hienach geht die linke Seite von (26.) in

über, und es folgt, wenn man noch G3 forthebt.

pf,(29.)
da db

Durch Vergleichung der Coefficienten von «„«i«,, auf beiden Seiten dieser
Gleichung erhält man hieraus die gesuchten Differentialquotienten, nämlich:

(30.)

6R d<p(' = -%irP***+-
**

* "·u l*
da «""'

Diese einfache Ausdrucksweise der Form (faf+b/if durch Pf und Rf zeigt,
dafs es zweckmässiger ist, zunächst diese zur Zusammensetzung zu verwen-
den, als Sf und Tf, da überdies durch die Gleichungen

(31.) Pf = T.Sf-8.Tf, Rf= T.Tf-S2.Sf

die Uebertragung sehr leicht ist. Der Factor R, welcher auf der linken
Seite auftritt, beseitigt sich sehr leicht jedesmal nach der Substitution von (31.)·*
wenn die Gleichung

T2-«3 = R
berücksichtigt wird.

Wendet man das Vorstehende auf &af+bjf arh so hat man aus (17.)

in die Gleichung:
D4K.

zu substituiren, om 8af+^f aus P^ und Rf zusammenzusetzen. Durch Sub-
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slitution von (31.) ergiebt sich:
A » tt (rjldSgb ci2dSab\ or / &dSab l rfldSgl,}4Ä. Äaf+6^ = (^2 -̂ - - Ä -^J Äf + ̂ - S-̂ - + l -^-J Tf;

aber

also, wenn R gegen T2 — S3 fortgelassen wird:

Auf ähnliche Weise liefse sich auch Taf+b^f aus (29.) entnehmen, man findet
aber wegen des 25sten Theorems den Werth der letztern Function schneller
aus (12.)? nämlich

a3— 3Saft2 — 2 63, -BStfb — 6Tab2 — 38
~ (a*-\-b2S)Sf-\-2abTf, (2abS-\-4Tb2)Sf+(a2 — 3

oder
a3 - 3Sab2 — 2 Tb3, — 3Sa2*—6 Tob2 -

(33.) Taf+^f =

o3-

rfe/ höher n Grundformen. \
§. 29.

Ebenso wie vermittelst der beiden Invarianten S und T sieb alle
übrigen darstellen lassen, genügen auch zwei Zwischenformen unter Hinzu-
fügung der evidenten Zwischenform (§.2 (4.))

u = tMT4-f ir2ffa-f- «f3#3,
um alle übrigen durch sie zusammenzusetzen. In der That kann man durch
, H, u entweder die Variabein a?n #2, #3 oder wn ti2, w3 ausdrücken

und in jede 4te Zwischenform substituiren. Im ersten Falle würde eine
Relation zwischen den 4 Zwischenformen unter Vermittlung von zugehörigen
Formen und Invarianten, im ändern Falle eine derartige Relation unter Ver-
mittlung von Covarianten und Invarianten entstehen.

Will man die Relation für Zwischenformen nur von den constanten*
Invarianten abhängen lassen, so müfste man sechs Zwischenformen aufstellen,
welche in Bezug auf alle 6 Variabein von einander unabhängig sind, und
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182 W. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

soll sie endlich nur unter Vermittlung von numerischen Constanten stattfinden,
so raüfsten 8 Zwischenformen gegeben sein, um auch die beiden Invarianten
zu eliminiren. Jedenfalls sieht man, dafs hiernach die Anzahl der Zwischen-
formen sehr grofs werden mufs, weil man Verbindungen aus 8 zu Grunde
gelegten als solche bilden und antreffen kann.

Ich werde eine Theorie der Zwischenformen in einer ändern Ab-
handlung geben, und vermittelst derselben zeigen, wie sich die Grundformen für
zusammengesetzte Functionen von der Form aSf(ul^ ti2,M3)-j- bTf(u^ H2, tf3)
bilden lassen und welchen Gesetzen sie unterworfen sind. Hier will ich nur
noch hervorheben, dafs sowohl die Anzahl der von einander unabhängigen
zugehörigen Formen, als die Anzahl der Covarianten drei betragen mufs,
weil man jedesmal die 3 Variabein durch drei derartige Functionen ausdrücken
und in jede 4te substituiren kann. Da nun zwei Covarianten, nämlich f selbst
und Jf, ferner zwei zugehörige Formen, Sf und Tf, bereits aufgestellt sind,
so bliebe noch eine Covariante und eine zugehörige Form zu bilden, um die
von einander unabhängigen Grundformen vollständig zu kennen. Dieses ge-
schieht nun mit Hülfe des folgenden Theorems, welches ganz allgemein gilt
und zur Erfindung von unendlich vielen Covarianten und zugehörigen For-
men führt.

T h e o r e m 26.
I) Wenn man die gegebene homogene Function und ihre erste

Covariante allmälig in folgenden Formen schreibt:

f = Alxl-\-A2X2 + 4$ #3 = »

wo

B ·=°* —

ist, und aus den Coefficitnfen dieser Funelionen in Bezug auf dut ex-
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10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 183

plicite stehenden Variabein simultane Invarianten und Covarianten bildet,
so erh lt man jedesmal eine Covariante f r f.

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht aus dem Umst nde, dafs es einerlei
ist, ob man die Functionen (1.), (2,) zuerst in Bezug auf die explicite stehen-
den Variabein transformirt und dann nachtr glich die Substitution in den noch
ver nderlichen Coefficienten ausf hrt, oder ob man gleich von vorn herein die
Functionen f und Jf vollst ndig transformirt. Wenn also im ersten Falle die
Gleichung

ø* = r*"ifj
besteht, so ist sie auch noch im zweiten Falle richtig, nur dafs f r jedes
System von Coefficienten der Functionen (2.)9 welches in die Verbindung ø
eingeht, ë um 2 Potenzen erh ht werden mufs, weil jeder Coefficient

Â÷> Â÷ë> &÷ëì

den Factor r2 mit sich f hrt (§.11 (1.)).
Der Exponent ë bestimmt sich brigens in allen F llen durch ë=ã— ^~.

wenn ã die Ordnung von i// in Bezug auf die Gr fsen áêëì, und n in Bezug
auf die Variabein ist, denn in der transformirten Form kommen die Substi-
tutionscoefficienten in der (3y — n)ten Ordnung vor, w hrend r1 von der 3ëßñç

Ordnung in Bezug auf dieselben ist, also mufs 3ë = 3^—n sein.
II) Wenn man statt der Functionen f und Jf die leiden zuge-

h rigen Formen Sf und Tf in der unter (1.) und (2.) angegebenen
Weise schreibt, und dann ebenso aus den Coefficienten derselben In-
varianten und Covarianten bildet, so erh lt man jedesmal eine zugeh rige
Form. Ferner:

III) Wenn man jede zugeh rige Form nach den Gr fsen á÷ëì
differentiirt und statt der Incremente die entsprechenden Produkte uxu^u^
substituirt, so erh lt man eine neue zugeh rige Form.

Ist ö eine aus II) oder III) hervorgehende zugeh rige Form, so
sieht man leicht, dafs

ö' = rl(p
wird, wo X = y-f y k** we n ã wieder die Ordnung von ö in Bezug auf
die Gr fsen á÷ëì und n in Bezug auf die Variabein bezeichnet. Aus dem
Werth f r ë geht nun hervor, dafs jede rationale Covariante oder zugeh rige
Form von der 3/>ten Ordnung in Bezug auf die Variabein sein mufs, wo p
eine ganze Zahl bezeichnet. Da ferner die Coefficienten jeder zageh rigen

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/29/15 12:23 AM



184 10. Aronhold, Theorie der homogenen Funktionen dritten Grades.

Form der dritten Ordnung den 9 Gleichungen gen gen, welche im Vorher-
gehenden (§.15, Theorem 8. und §.23, Theorem 16.) f r die Coefficienten von
Sf und Tf entwickelt wurdqp, nur dafs statt und T andere Gr fsen ein-
treten. und die L sungen dieser Gleichungen, wie in §.23 gezeigt ist, sich
immer in der Form

ASxifA + ÂÀ*ëì

darstellen lassen, so folgt, dafs sich jede zugeh rige Form der dritten Ord-
nung durch Sf und Tf ausdr cken l fst und dafs daher die dritte unabh n-
gige zugeh rige Form mindestens von der sechsten Ordnung sein mu .
Man kann endlich auqh jede Covariante dritter Ordnung durch f und 4f dar-
stellen, wenn man die Theorie der conjugirten Formen dazu benutzt. Ist
ø eine Covariante der dritten Ordnung und 1*^(1 ,̂ ti2,ti3) ihre conjugirte
Form, so dr cke man die letztere als zugeh rige Form durch Pf und Rf aus.
Es sei in dieser Weise Py — APf -|~ BRf, dann ist die conjugirte zu Ñö

nach §. 27, Theorem 23. einerseits die Function Af—BJf, andrerseits nach
§.27, Theorein 21. die Function ø selbst, beide Male noch multiplicirt mit
einem constanten Factor, so dafs

wird, also durch f und 'Jf dargestellt ist. Es mufs daher auch jede dritte
unabh ngige Covariante mindestens von der sechsten Ordnung sein.

Zur Darstellung solcher Covarianten benutze ich das 26ste Theorem
insofern, als ich f r die 5 homogenen Functionen zweiter Ordnung

J Ó Á, Áë ÷. ÷ë , ÓÁ× B i xx ÷ë , Ó Â, Âë xx xl ,
\ÓÁêë÷ê÷ë, ÓÂ÷ë÷÷÷ë

simultane Invarianten nach §.3 (9.) bilde, was im Ganzen, nach Ausschei-
dung der bereinstimmenden und der verschwindenden, noch 15 Covarianten
giebt; von diesen w hle ich die folgende aus den Coefficienten von f und
^/symmetrisch gebildete:

(4.) y(x„ *2, *,) = Ó(ÁÂ}*ëÁ÷Âë,
als dritte Fundamentalcovariante. Man k nnte aus dem Systeme 3 auch
eine der beiden folgenden w hlen:

Ó(ÁÁ)*éÂêÂë oder Ó(ÂÂ)÷ëÁ÷Á^
indessen sind diese wegen der Unsymmetrie in Bezug auf die Coefficienten
von / und df, weniger g nstig. Da die n here Entwicklung des Zusammen-
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banges der 15 Covarianten in die Theorie der Zwischenformen geh rt, so
bergehe ich hier dieselbe, indem ich nur in Bezug auf die beiden vor-

stehenden Covarianten hinzuf ge, dafs sich durch die Operation d sehr leicht

1 '}

ergiebt. Die beiden Covarianten (5.) hat auch Herr Cayley in der citirten Ab-
handlung aufgef hr t , indessen ist seine dritte aus diesen beiden zusammen-
gesetzte nicht die im Vorstehenden definirte ø.

Als dritte zvgeh rige Form eignet sich am besten die unter dem
Namen der reciproken Polaren in der Geometrie vorkommende, welche des-
halb die reciproke Form genannt werden soll. Bezeichnet man dieselbe
durch JF\ti19 w2, w3), so ist bekanntlich

F = 0
das Resultat der Elimination der Variabein x^ o?2, #3 aus den Gleichungen

df df df _
= Éßé ' *2 — "3

= 0·

Eine von Herrn Hesse im 40sten Bande dieses Journals S. 318 gegebene
Methode zur Bestimmung dieses Resultats l fst sich dadurch ausf hren," dafs
man die nach den Variabein a?19 a?21 #3 geordnete Zwischenform È,

È = S(aeaaYlvMUiXQxa = ÓÈ^÷^÷á

als homogene Function zweiten Grades dieser Variabein betrachtet und zu
derselben in diesem Sinne die zugeh rige Form bildet, was

(6.) F(u, , ti2 , ti3) = Ó(È È)*ë uxu.
giebt. Diese Form ist in Bezug auf die Variabein von der 6ten, in Bezug auf
die Coefficienten von der 4ten Ordnung.

Ich will nun eine neue Darstellungsweise von F geben.
Es soll auf hnliche Weise wie in §.16 (9.) durch

die Function bezeichnet werben, welche entsteht, wenn man Tf nach den
Gr fsen agar diiferentiirt und statt der Incremente die Potenzen und Produkte
çñçóçô substituirt, und f r den Augenblick diese Operation durch ^angedeutet

Journal f r Mathematik Bd. LV. Heft 2. · 24
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werden, dann ist
(7.) dTf = áÓ(á^ááã·é3^^çéçì

= %Ó(á9 Üáóãë »^ ç, çë çì -f Ó(áñ áó)*ë ds^ õê ti; õì ,

aber (áñÜáó)÷ë = (á^, ççÕ'ëçó, also mit Anwendung des Vertauschungssatzes:

Ferner, weil

isK
óíì (§.14 (6.))

und

also

und wenn man auf beiden Seiten die symbolische Substitution

ausf hrt:

*ìçô (5.)

Substituirt man (á.) und (/?.) in (7.), so ergiebt sich
(8.) Tlf(Ui , «i2 , «/3 ; % , *?2 , %)

= s^c^^^^w^.+s^^wr^^
Setzt man nun die Variabein ç÷ = Ìê, so wird (uu, ççãë = (uu, uu}yi = 0
und (8.) geht ber in

(9.) ÔéÊ«!,«^;«!,^,^) = 3-^(0, mir©,, = 3^(ÈÈÃéé?ééó,
was wegen (5.) das folgende Theorem giebt:

T h e o r e m 27.
Wenn man die zweite Invariante T nach den Gr fsen áêëì zwei-

mal different rt, und statt der Incremente jedesmal die entsprechenden
Potenzen und Produkte ßÀ÷çëçì substituirt, so entsteht die dreifache re-
ciproke Form, n mlich
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Differentiirt man die Form (9.) nochmals und setzt wiederum statt der
Incremente die Potenzen und Produkte í÷ÀËëíì, so erh lt man mit R cksicht
auf (/?.), weil jetzt nur noch die Ausdrucke (áñááãô , (áñáóãë differentiirt
werden m ssen , nur Glieder von der Form (uu, tiuYT, (uu, tiw)**, welche
verschwinden, daher folgt :

i ééóÉéô« ti tfr = 0.ó ô

Man kann diesen Satz, so wie den analogen aus §.16 (9.) hervor-
gehenden dazu benutzen, um die beiden Invarianten der Form

f(x\ , x2 , #3) -f («i 2º -j- 1/2 o?2 -f n3 x3)3

in reducirter Weise darzustellen. Bezeichnet man dieselben durch 8^ und
Tliy so wird

= S+hdS, I\ == T+ (/r+^rf2T,

weil f r die Differentiale vom zweiten ab, f r Th vom dritten ab ver-
schwinden, daher

(10.) Sh = S+&Sf; Th = Ô+ÁÚ>+|Á2^>.
Zur Darstellung der zugeh rigen Formen dritter Ordnung habe ich in

§.28 die Gleichung

gegeben ; eine ganz analoge Beziehung gilt f r die Zusammensetzung der zu-
geh rigen Formen 6ter Ordnung, welche aus der zweimaligen Differentiation
einer Invariante entspringen, und ich will hiervon nur der Vollst ndigkeit hal-
ber noch die Zerlegung von Faf+bjf in F, Pf, Rf oder F, &f, Tf angeben.
Es ist n mlich

(11.)

oder wenn man Pf und Rf durch Sf und Tf ersetzt:
(12.) 3F f+6z/f = 3^.F+(2«3-4T*3) S; + 6(a24-S 2) /l>-
Herr Cayley hat in der citirten Abhandlung die Form (12.) gegeben; die
Form (11.) enth lt aber das Bildungsgesetz.

§. 30.
Zum Schl sse dieser Untersuchungen, aus welchen die ganz besondere

Wichtigkeit der conjugirten Formen genugsam erhellet, will ich noch eine
24*
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merkw rdige Beziehung dieser Formen zu den urspr nglich gegebenen Fnnctio-
nen entwickeln, die eine Art Reciprocit tsgesetz zwischen der ersten Co~
variante und der ersten zugeh rigen Form bildet.

Theorem 28.
Die erste zugeh rige Form und erste Covariante der conjugirten

Form Pf(Un 1*25 w3) sind beziehungsweise, bis auf einen constantenFactor,
mit der ersten Covariante und ersten zugeh rigen Form der urspr ng-
lichen Function f(x^ £*2,#3) bereinstimmend.

Zum Beweise bemerke man zun chst, dafs der eine Theil des Satzes
den ndern mit herbeif hrt, weil die Grundeigenschaft der conjugirten Formen
darin besteht, dafs sie sich gegenseitig reproduciren.

Ferner vereinfacht sich der Beweis, wenn man von dem constanten
Factor absieht, weil man dann die Uebereinstimmung der beiden in Rede
stehenden Formen dadurch nachweisen kann, dafs man sie als Eliminations-
resultate derselben Gleichungen darstellt, é Um die erste zugeh rige Form als
Eliminationsresultat darzustellen, d. h. um ein System von Gleichungen zu
finden, aus welchen sich

« 2 « 3 ) = 0
als Endresultat ergiebt, beachte man die Grundgleichungen f r Sf> §. 16
Theorem 9 :

(1.) Óß(ááã«áôãëíêõëíì = *Sf, Ó(^(ááÃ a^u^u^ = 0,
wo ô, ôë constante von einander verschiedene Indices bezeichnen.

Aus denselben folgt zun chst
(2.) ÓÓ(_(á aT aTi J·1 u, íë ééì UT ÷ºé = £ (XL u, -f a?2 éé2 -f x, ff 3) Sf ,

wenn man ber ô und rl summirt, da sich die Gleichungen (1.) wieder er-
geben, wenn man die Coefficienten gleicher Potenzen von x^ x^, x^ ein-
ander gleich setzt.

Bezeichnet man jedoch wie im §. 8.
Ó(á»áëã^ìééô durch È,ë,

ferner wie fr her
ÓáÔé%ë÷ôé durch Anl,

so geht (2.) in
(3.) Ó( È A}*1 ux ui = ^ (XL u, + x2 u, + ÷, éé3) Sf

ber, oder in
(4.) Ó(çí, Ay* È÷ë == ^ (x, u, + x, u, + v3 éé3) Sf.
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(6.)

Es sei t?19 #2·, #3 ein zweites System von Variabein, welches in Verbindung
mit a?!, a?.,* a?3, die bis dahin ganz beliebig waren, den Gleichungen

(5.) 2 A „é = í÷íë-\-íëí÷

gen gt, so wird die linke Seite von (4.) identisch =0, weil («é/,«û+0éé)*Ë==0
ist, daher folgt, dafs die 6 Gleichungen, welche aus (5.) entstehen, wenn
man alle Werthe l, 2, 3 f r ê, ë setzty als Eliminationsresultat der Variaheln
#!, j^ #3; fn 029 ?3 die Gleichung

Sf=0
liefern.

Die Gleichungen (5.) sind ausf hrlich geschrieben die folgenden:

(«122 *P!~| «222*^2 j"«123*^3/ ' ' ^2 t*o

(«133 #1 + «233 ̂ 2 + «333 #3/ '̂  ^3 ̂ 3

<w ^«123 l "| «223 2 j " «233 *^3/ '""" t/o t/3 ~t~ «3 t/2

2 («112^1 +«122 #2 +«123 #3) = ^1^2+^2^!

und Sf ist demnach bis auf einen Zahlenfactor einer Determinante gleich»
n mlich:

«111 «122 «133

«112 «222 «233 ^«223 ^«123

«113 «223 «333 ^«233 ^«133 2«123

u, 0 0 0 t/3
0 t/2 0 t/3 0

0 0 t/3 t/2 t/i 0

Nun kann man aber die Gleichung (6.) mit H lfe der Coefficienten
von Pf aufl sen. Da n mlich

ÓÑÌ Á÷ë = Ï, Óñº÷ë Á÷ë = Ï, ÓñÆ÷ë Á÷ë = Ï
ist, so erh lt man , wenn man die Gleichungen (6.) mit den enlsprechenden
ñºêë multiplicirt

0 = vt(

(7.) S f =-

»3 ( 13

oder wenn der K rze halber

^2 = Pi*l «l
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190 10. Ar on hold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades.

ist, und man = l, 2 oder 3 setzt:

o = ^+^ + *«
0 = 0iPi2+r2^22-f ̂  23

0 = riPu+t^Pw+faP».
Eliminirt man hieraus ?19 t?2, 03, so ergiebt sich wegen §.11 (6.):

JPf = 0.
Da aber JPf und Sf von der dritten Ordnung in Bezug auf die Variabein
sind, so können sie sich nur noch durch einen constanten Faclor von einan-
der unterscheiden.

Beiläufig bemerke ich noch, dafs nach Bestimmung dieses Factors
sich e r i e b t :

(9.)^ } \ SPf =
Ich habe bereits in meiner Abhandlung im 398ten Bande dieses Journals dar-
auf aufmerksam gemacht, dafs eine der zugehörigen Formen die Eigenschaft
hat eine Function mit rationalen Coefficienten zu liefern, deren erste Covariante
(Functionaldeterminante) sie ist, aus dem Vorhergehenden (9.) sieht man, dafs
— %R2Sf diese Function ist, und dafs Pf ihre primitive Form wird.

Für geometrische Anwendungen ist durch das 28ste Theorem eine Re-
ciprocität zwischen Punkt- und Liniengebilden dritter Ordnung erwiesen,
welche denen der Kegelschnitte analog ist, weil man in ein und demselben
System direct von Curven dritter Ordnung zu Curven dritter Klasse über-
gehen kann, während die bekannte Verallgemeinerung dieser Theorie einen
Uebergang von Curven der dritten Ordnung zu Curven der sechsten Klasse
erfordert.

Ich bemerke zum Schlufs, dafs die zweite zugehörige Form Tf einem
analogen, für den Charakter derselben fundamentalen Theorem genügt, welches
sich wie folgt aussprechen läfst:

T h e o r e m 29.
Die homogene Function der Variabein x^ x2, #3, deren conjugirte

Form die zweite zugehörige Tf ist, stimmt mit der zweiten zugehörigen
Form der zu f conjugirten Pf bis auf einen constanten Factor überein.

Mit Hülfe einiger die Zwischenformen betreffenden Entwicklungen ge-
langt man von den beiden letzten Theoremen zu einer wesentlich ändern
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Darstellung der Grundformen im System der zugehörigen Formen, als sie
Herr Cayley in der citirten Abhandlung gegeben hat, Es gestaltet sich in
der That das ganze System, welchem die zusammengesetzte Function

zu Grunde gelegt ist, in folgender ebenso einfachen wie gesetzmäfsigen Weise:

IV.) J(aPf-bRf) = -
v.)
VI.)

VII.)

VIII.)

IX.)

®aPf-bRf =

rji
aPf—bRf

PaPf-*Rf =
**aPf-bRf ==z

&·*^ aPf—bRf

(l

X.) 3G.yaPf_bRf =
8JR5 . {Tab . baf+bJfT 2^a6 · &af+bjf* *af+bJf — 3Ä«6 . Fa

wo ^ die oben definirte dritte Covariante bedeutet.
Die Ableitung des 29sten Theorems, so wie die Entwicklung der vor

stehenden Formen werde ich sehr bald diesen Untersuchungen folgen lassen.
Berlin, im December 1857.
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