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10.

Theorie der homogenen Functionen dritten Grades
von drei Veranderlichen.
(Von Herrn S. Aronhold.)

Der Verfasser dieser Abhandlung hatte die Absicht, ehe er die Theorie
der homogenen Functionen dritter Ordnung von drei Verinderlichen der
Oeffentlichkeit iibergiebt, eine ganz allgemeine Theorie der homogenen Functio-
‘nen auf Grund einer Schrift*), welche er der Konigsberger Universitit im
Jahre 1851 iberreicht hat, zu bearbeiten, allein Berufsgeschifte, welche
seine ganze Thitigheit fir die angewandte Mathematik in Anspruch nahmen,
und noch fortdauern, hinderten ihn daran.

Um nun seinen Antheil an der Entwicklung der neueren Algebra nicht
ganzlich aufzugeben, erlaubt sich der Verfasser seine Untersuchungen so vor-
zulegen, wie er sie in einer bereits dltern Bearbeitung besitzt, und wie sie
im Grunde auch entstanden sind, und bittet um Entschuldigung wenn Weit-
lauftigkeiten dadurch entstehen mufsten, dafs der specielle Fall der allgemeinen
Theorie vorangeht, und inshesondere, dafs eine allgemeine Theorie der In-
varianten diesen Entwicklungen nicht vorausgehen konnte.

S 1. ‘

In den vorliegenden Untersuchungen werden folgende Bezeichnungen

und Benennungen gebraucht werden:

Sind
Tyy Tyy Ty U, Uy U
zwei Systeme von urspringlicken Variabeln und
X, X, X U, U, U

zwei entsprechende Systeme von neuen Variabeln, welche in der gegensei-
tigen Beziehung stehen, dafs

& = al&"'%Xz‘l"aaXs U, = eyu+ B4 y,us
1) Ty = ﬁlX;.+ﬂ2X2+ﬁ3X3 @) U, = az“l'l‘ﬂz%'l’?’z%
Ty = 9’1X "I‘?’zX ‘l‘?’s‘Xs U, = a3?‘1+ﬂ3u2+73"§

*) ,,Ueber ein neues algebraisches Princip zur Behandlung der Transformations-
probleme homogener Functionen, vermittelst linearer Substitutionen”.
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ist, so soll 1) eine wurspringliche Substitution und 2) die transponirte
Substitution genannt werden.

Die Transposition eines linearen Substitutionssystems, welche darin be-
steht, dafs man einerseits die gleichvielten Horizontal- und Verticalreihen, an-
dererseits die urspriinglichen und neuen Variabeln mit einander vertauscht, ist
- zuerst von Gaufs benutzt worden, nur schreibt derselbe beide Systeme mit
denselben Variabeln, was fiir die vorliegenden Untersuchungen nicht zweck-
miilsig sein wiirde.

Bezeichnet man die gemeinschaftliche Determinante beider Substitutio-

nen durch:
r = Zialﬂ'z?’aa

ferner durch

, f(@, zyyx;) wd (X, Xy, X)

zwei homogene Funktionen, welche durch die urspringliche Substitution in
einander iibergehen, so soll:

I) Invariante, diejenige Verbindung # aus den Coefficienten von f
genannt werden, welche zu der entsprechenden aus den Coefficienten von f’
“gebildeten 4' in der Beziehung

A4 = r*. 4
steht.

[1) Covariante, diejenige Function ¢ der Coefficienten von f und
der Variabeln x,, x,, x;, welche, unter Anwendung der wurspringlichen
Substitution (1.), zu der entsprechenden, aus den Coefficienten von f’ und
ihren Variabeln X,, X,, X; gebildeten Function ¢’ in der Beziehung

o' (X,, X,y Xy) = (g1, 22, T5)
steht. _

III) Zugehirige Form, diejenige Function I' der Coefficienten von
[ und der Variabeln u,, w,, u,, welche, unter Anwendung der Zransponirten
Substitution (2.), zu der entsprechenden aus den Coefficienten von f’ und den
Variabeln U,, U,, U, gebildeten Function 7" in der Beziehung

', U, U, = r.I'(u,,u,, u)
steht. _

IV) Zwischenform, diejenige Function O der Coefficienten von f,
welche gleichzeitig eine Function der Variabeln x;, ., @5 und w,, #,, u;
ist, und unter Anwendung sowohl der urspringlichen als der transponirien
Substitution, zu ‘der enisprechenden aus den Coefficienten von f' und den
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beiderseitigen Variabeln X,, X,, X; und U,, Uz, U, gebildeten Function 6’
in der Beziehung :
O Uy, U,, Uss Xy, Xoy X) = 720 (uy, uy, 035 2, oy 3)

steht. ~
Die Benennungen (I) und (II) sind von Herrn Sylvester statt der ilteren
»Formendeterminante” und ,Functionaldeterminante” in Vorschlag gebracht
worden. Die Benennung (IIT) gebrauchte zuerst Gaufs. Die 4' Klasse ist
bisher als eine besondere Klasse nicht beachtet worden. Die ganz besondere
Wichtigkeit derselben wird aber aus dem Folgenden ersichilich werden und
ihre Bezeichnungsweise zweckmifsig erscheinen, weil sie den Uebergang von
(ID) zu (III) bildet.

S. 2.

Die Betrachtung der vorstehenden 4 Functionenklassen mufs man so-
gleich auf ein System von homogenen Functionen ausdehnen, d. h. man mufs
ein System gegebener homogener Functionen von denselben Variabeln vor-
aussetzen, welche durch ein und dieselbe Substitution gleichzeitig in ein
System entsprechender Functionen, der Reihe nach von denselben Ordnungen
transformirt werden sollen, und die 4 Functionenklassen aus den gesammten
Coefficienten des Systems herstellen. Ich will daher in diesem Falle die
Invarianten, Covarianten, zugehorigen Formen und Zwischenformen, so oft
Unterscheidungen nothig werden, sémultane Invarianten, Covarianten, zuge-
horige Formen und Zwischenformen nennen, so dafs die gewdhnlichen Deter-
- minanten simultane Invarianten fiir ein System linearer homogener Functionen
sind und die erste Gattung bilden. Die nachste Galtung von Systemen erhalt
man, wenn man von den gegebenen homogenen Functionen nur eine die erste
Ordnung iberschreiten lafst, und der erste specielle Fall hiervon, nimlich die
Zusammenstellung einer homogenen Function beliebiger Ordnung

f(@y, @y @s)
mit nur einer linearen
U = "1$1+u21'2+”3$39 .
in welcher u,, u,, u, die Coefficienten sind, giebt einen sehr einfachen und
charakteristischen Uebergang der 4 Functionenklassen in einander. Es gilt
nimlich der folgende Satz:

"~ Jede simultane Invariante der beiden Functionen f und U ist ¢cine
2ugehorige Form far f, und jede simultane Covariante von f und U ist
eine Zwischenform fir f. :

13*
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Der Beweis ergiebt sich sofort, wenn man die urspriingliche Substi-
tution (§.1,1) auf U anwendet, da dann, wie leicht ersichilich ist, die Coef-
ficienten der transformirten Form U’ dieselben linearen Ausdricke werden,
welche die transponirte Substitution (§.1, 2) bilden, d. h.

U = U,X4+U,X,+ U, X,
wird. Bezeichnet man durch I" eine simultane Invariante und durch © eine
simultane Covariante fir f und U, so geniigen diese daher den Bedingungen:
', U, U) =rlru,u,u), 06 U,U,U)=r0u,u,u)
und werden dadurch respective zugehorige Form und Zwischenform fir f.

Die Covarianten lassen sich aber auch als zugehérige Formen dar-
stellen, wenn man beachtet, dafs, vermoge des Charakters der transponirten .
Substitution, die letztere durch nochmalige Transposition wieder die urspriing-
liche Substitution wird, wenn man nur bei der zweiten Transposilion wieder
die urspringlichen Variabeln gebraucht. Es folgt daher:

1) dafs die zugehirigen Formen der zugehirigen Formen Co-

varianten der urspringlichen sind;

2) dafs die Covarianten der Covarianten Functzonen derselben
Art bleiben ;

3) dafs die zugehorigen Formen der Covarianten und die Co-
varianien der zugehirigen Formen fir die urspringliche Function zu-
gehorige Formen sind;

4) dafs die Invarianten sowohl der Covarianlen als der zuge-
hirigen Formen zugleich Invarianten der urspringlichen Formen sind;

5) dafs die lineare Function

U= uz+|ur,+uax
far alle homogenen Functionen derselben Varialeln gemeinschafiliche
Zwischenform ist.

In Bezug auf (5.) wire noch zu bemerken, dafs, weil
U =U,X+U0,X,+U,X,
vermoge (§.1, 1) und (§.1, 2) wird, A=0 d. h.
U =r.U

ist.

Ich setze nicht voraus, dafs die 4 Funclionenklassen ganze Functionen
sein miissen. Es wird im Gegentheil fir rein algebraische Untersuchungen
nothwendig, sowohl gebrochene als irrationale Functionen dieser Art zu unter-
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suchen. Wenn man sich aber die Aufgabe stellt, die einfachsten derselben
zu finden, aus welchen die ibrigen sich zusammensetzen lassen, so wird man
diese aus den rationalen und ggnzén Functionen eninehmen miissen, fir welche
ibrigens der Exponeni A in #! immer eine ganze positive Zahl sein mufs.

§. 3.
Es seien
L@ @y @5) = Za, 2,2,
fr(@1y 2y @) = Zbyz,2;
[i(@1, @y 5 25) = Zec, 2,2y

drei homogene Functionen der zweiten Ordnung von den Variabeln z,, 2,
x;, und
Cs == B b= by, Cin == Cu»
-so kann man, wie bekannt, fir jede Function einzeln eine Invariante und eine
zugehorige Form bilden, némlich z. B. fir die erste die Determinante:
a, G ag
(1) 4 =|a an a3 = Ztayana;
lay a4y ay
als Invariante, und
(@ asaf”%s)u%"i‘(asa a, —afs)“g'}‘(auam—aiz) u;
) I' = +2(a12013—a11“23)”2“3+2(a12023"‘“22“13)“1”3 ‘
12 (83805 — a2 35) Uy 4,

als zugehorige Form, und zwar ist letztere in Bezug auf die Variabeln von
der zweiten Ordnung und ihre Coefficienien sind die partiellen Determinanten
des Systems (1.). |

Wir werden aber in der Folge auch die simultanen Invarianten und
zugehorigen Formen fiir alle drei Functionen fi, f3, f; gebrauchen, und wol-
len daher alle, sowohl die vorstehenden (1.) und (2.) als die simultanen, aus
einer einzigen Quelle ableiten, welche einerseits fiir alle Functionen gerader
Ordnung benuizt werden kann und andrerseits einen Algorithmus liefert, der
zur Ausfihrung einer Reihe von Darstellungen fiir die homogenen Functionen
der dritten Ordnung unentbehrlich ist.

Theorem L
Wenn man das Quadrat der Determinante
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u, U, u
3) v, v, v;| = Z+uv,w,
’ | w;, W, w; s

bildet, in welcher die Elemenlte willkurliche Grifsen sind, und statl der
Potenzen und Producte zweiter Ordnung:

u,u,, v,0;, . w,w,;
die entsprechenden Coefficienten: '
., b Cui

der drei homogenen Functlionen f,, f,, [ substituirt, so erhdlt man eine
Verbindung :
(a, b, c),
welche eine simultane Invariante der drei homogenen Functionen zweiler
Ordnung ist.
Beweis.
Bezeichnet man die transformirten Formen von fis 2y 5 durch:
i X, Xo, Xp) = Za, XX,
ﬂ(Xla ‘Xv‘u *X’s) = Zb;IXxX).
fi( X1, X0 Xp) = =, X, X
so kann man zu den Coefficienten
@5 b5 ca
dadurch gelangen, dafs man zuerst die drei linearen Functionen
< "1331‘1"“2372"!‘“3‘5'3
4) 0,2, 4 0,2, + v,
wl“‘x‘}‘wnwz‘f'wsws
durch die urspriingliche Substitution transformirt, die erhaltenen transformirten
Formen quadrirt und dann in denselben die symbolische Substitution

(¢.) uwu=—a,, v,0,=b,, W, W0, == Cy

ausfihrt. Nimmt man an, dafs die transformirten Formen von (4.) die fol-
genden sind:

U1X1+ U2X2+ UgaX;;
W.X,+W,X,4+ W, X,,
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so werden mit («.) auch die symbolischen Gieichungen
L) UU=a, V.hi=b, W.W,=d,
gelten. Nach einem bekannten Determinantensatz ist aber
=+ UV, W, = r.Ztuv,w,,

also auch
(=x Uu,v, W3)2 = rz.(Zi u, v w;)’

substituirt man rechts die Werthe (o.), links die Werthe (/3.), so entsteht
daher in Folge der Definition der Verbindung (a, b, c):
6.) (a,¥,c) = r*(a,b,c) w. z. b. w.

‘ Ich gehe nun zuvorderst zur Bildung von (a, b, ¢) iber, welches auf
den oben erwihnten Algorithmus fihrt. Es ist

(St uv,w;) = {u, (0,105 — v;w;) - U, (V;w0, — v, Ww3) + u; (v, w, — Vawy)}’
und mit Anwendung von (e.):
v wi+ viwi — 20, 0w, s
by 55 + b3 € — b5 ¢35

(Vw5 — V3 w,) (V3W0; — O, W3) = 0,030, W3- 00 W, W3 — V3 W, W, — WiV, 0,

= vbzs €3 ‘[" b33 — b33 €1y — €330,

Da sich die dbrigen Potenzen und Producte durch Vertauschung der Indices

ergeben, so kann man zunichst das Resultat der Substitution («.) fir die
Potenzen und Producte v,v;, w,w, allein angeben. Bezeichnet man dasselbe

durch:

(Ug 203 -_— 03 w2)2

[

(7‘) zux u, (b) c)xle

so ist vollstandig:

(b, o) = (02005 — 0; W) = by €554 by;00 — b3 05

(b, ) = (vsw; — vy w;)" == by, ¢yt by655 — 2654
8) (b, ¥ = (vyw, — v, w,) = by, 6 + bypey —2byep,

(b: €)" = (Vw3 — V;w,) (Vsw, — v, w;) = b €15+ bz €1, — by --byey

(b, €)F = (v, w; — v3w,) (V,w, — Vw,) = by, Cot 0126 — by — bsen

(b, c)*? = (v3w0, — v, ws3) (V,w, — Vyw,) == b6 + byei3 — bs360— byy 055
und dieses ist das in der Folge hiufig zu benutzende System. Setzt man
demnach noch w,u; =a,,, so folgt aus (7.):

@) (b0 = Za,b,c)*

in ‘vollstandig ausgerechneter Form. : B
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Die Invariante (a, b, c¢) ist aber in Bezug auf die 3 Systeme
a,, bg, ¢, symmetrisch; denn die Determinante (3.) selbst, aus welcher
sie entstanden ist, bleibt bis auf das Vorzeichen unverindert, wenn man die
Systeme u,, v,, w, mit einander vertauscht, und ihr Quadrat lafst auch das
Vorzeichen ungeédndert. Es ist also

2ay, (b: c)x). = bel(a: c)xl = ¢, (a, b)xl =

10. ,
( ) 2a, (C, b)xl == be}. (0, a)”l = 2¢, (b: a)xla

weil wegen (8.) auch die partiellen Invarianten (b, ¢)** durch Vertauschung
der Systeme &,; und ¢,; sich nicht andern. Durch Specialisirung, indem man
von den Systemen a,;, b,,, c,; entweder je zwei oder alle drei einander
gleich setzt, erhilt man hiernach 10 von einander verschiedene Invarianten,
namlich:

drei wie (a,a, a)= Za,(a, a)*

i) sechs wie (a,b, ) = =a,, (b, b)* = =b,;(a, b)*

und eine (@, b, ¢) = Za,,; (b, c)*

Die speciellste derselben
(@, a,a) = Za,(a,a)”

ist aber nichts anderes, als die bekannte Invariante 4 (1.) der homogenen
Function zweiten Grades von drei Verinderlichen, jedoch multiplicirt mit dem
Factor 6, denn setzt man in (8.):

bxl = @, Cy = @,
so entsteht:
(a, a)'t = 2 (ax a5 — a3;)
(a, a)’ = 2 (a ap, — ay ayy)
u. s. W.,

welche Ausdriicke die doppelten partiellen Determinanten des Systems (1.)
sind. Man hat daher, wie bekannt:

4 = %(an(d, a)' + ap(a, a)* 4 ay(a, a)?)
4 = }(6:(a, @)+ an (@, )2+ ay(a, a))
4 = }(as(a, a)°+ ax(a, 4)°+ ay(a, @)*),
also durch Addition: o
' (12) 64 = Za,(a,a)* = (a, a,a).

Die vorstehende Definition giebt ferner auch die unter (2.) bezeichnete zu-
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gehorige Form, némlich:
(13) I = }=Zu,u;(a, a)*
und iberdies drei simultane zugehorige Formen wie
Su,u;(a, b)*,
welche den Gleichungen (10.) némlich:
(14, ; Su,u(a, b)* = Zu,u,(b, a)* Za,;(uu, by~
= Za,, uu)* = =b,,(a, vuy* = b,,(uu, a)*

|

geniigen.

Der Beweis hierfir folgt aus der §.2 entwickelten Eigenschaft der
zugehorigen Formen, da , :

(15) =U0,U(d,b)y* = r*.Zu,u;(a, b)*
ist.
. 4. '

Mit Hilfe der vorstehenden 10 Invarianten und 6 zugehorigen For-
men, kann man fast alle Fragen beantworten, welche die Theorie der terniren
quadratischen Formen algebraisch darbietet, andrerseits bilden sie die Basis
fir die cubischen Formen, und nur insofern werde ich sie hier weiter be-
nutzen. Ehe ich jedoch darauf eingehe, ist es wesentlich die Frage zu beant-
worten, wie weit die vorstehende Theorie verallgemeinert werden kann. In

- der That kann man sie worllich auf homogene Functionen von beliebig vielen
Variabeln und beliebiger Ordnung iberiragen, indem man statt der Deter-
minante (§.3, 3) eine Delerminanie mit ebensovielen Elementen zu Grunde
legt, als das Quadrat der Anzahl der Veranderlichen betragt, und diese auf
eine Potenz erhebt, welche der Ordnung der homogenen Function gleich ist;
indessen ist hier ein wesentlicher Unterschied zwischen den Functionen gerader
und ungerader Ordnung zu machen, man erhalt zwar in beiden Fillen simul-
tane Invarianten, will man aber daraus eine Invanante fir eine einzelne
Function ableiten, wxe im Vorstehenden

= $+=Z(a, a)" a,,
so findet man, dafs durch Gleichsetzuhg der einzelnen Coefficientensysteme,
wie @, =10, =c¢,;, jedesmal identisch Null entsteht, wenn die gegebene
homogene Function von ungerader Ordnung ist, weil die simultanen Invarian--
ten aus wungeraden Potenzen der Determinante enistehen, also alternirend
sind, sobald die gegebene homogene Funclion von ungerader Ordnung ist; es
Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 2. 14
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wird demnach schon fir die cubischen Formen von 3 Verinderlichen ein
anderer Angriffspunkt nothwendig, den wir sogleich darlegen werden. Wenn
man eine homogene Function ungerader Ordnung in das Quadrat erhebt und fir
diese als Function gerader Ordnung die vorstehend definirte Invariante bildet,
so erhdll man zwar auch fir die urspriingliche Function eine Invariante, in-
dessen ist diese nicht immer die einfachste, wie schon die folgende Theorie
zeigen wird.

Von den ersten Grundformen der homogenen Functionen dritter Ordnung.

§. 5.

Es sei
1) (o, 25) = Za,,T,2,T,

eine gegebene homogene Function der dritten Ordnung, und

azl,u = ax;d = a;ml - a,ulx == abé;z = alﬂx:
also alle Coefficienten, welche zwei gleiche Indices haben mit dem Factor 3,
und ay,; mit dem Factor 6 versehen, sobald man die Summation (1.) ausfihrt.

Theorem 2.
Begzeichnet man durch:
, u, 4
(2') vl vi 03
w, w, w;
Py P2 psl
ein unvollstindiges System von Hlementen, welches die 4 Determinanten
(3.) {A = E+owp,, B = —Ztuwp,, C = =t uv,p;,
' D _ —“ziul‘vgw:;
liefert, so erhdlt man eine Invariante von f, wenn man das Produkt
A.B.C.D

der vier in (2.) enthallenen Determinanten bildet, welches in Bezug auf
Jedes der 4 Systeme von der dritten Ordnung ist, und statt der Polen-
zen und Produkte dritter Ordnung:

u.uu,, U,0,0,, W, W, W,, PxPiPu
itherdll die entsprechenden Coefficienten .

. Qi
der homogenen Function [ setst.
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Die entstehende Function, welche ich durch 68 bezeichnen will, weil
sie, wie nachher ersichilich ist, den Factor 6 erhalt, ist offenbar in Bezug
auf die Grofsen a,;, homogen und von der 4" Ordnung, und soll genauer
die erste Invariante genannt werden.

Das Product ABCD ist eine symmetrische Verbindung der 4 Sysieme,
denn wenn auch jede Determinante einzeln das Zeichen bei der Vertauschung
wechselt, so wird das Produkt 4.B.C.D doch aus einer geraden Anzahl
Zeichenwechsel bestehen, mithin nicht alternirend sein; durch die angegebene
Substitution kann in Folge dessen nicht-Null entstehen. Bezeichnet man durch

(4) f(XuXqu) = Za,, XX, X,

dle iransformirle Form von f, und bildet aus den Coefficienten dieselbe In-
variante &N, so ist sofort ersichtlich, dafs

B)y S =S
ist, denn wenn man wie §.3 (4.) die vier linearen Functionen:
¢
ux, + w,x, 4 sz, - :
&y o 0@, 02
w, T, wz-”z‘z‘l‘wsfl'a
P&y pay +psas
gleichzeitig transformirt, und die neuen Formen durch

U.X + U.X, + U,X,
V.X,+ V. X, + V. X,
W, X, + W, X,+ W, X,
P.X,+ P, X, | P, X

bezeichnet, ihre Delerminanten durch

_ 4, B, C, D,

so hat man : '

o A=r.A, B=r.B, C'=r.C, D=r.D,
also S , , .
6) A4.B.C'.D = r.ABCD.

Setzt man aber wie in §,3: |

14 *
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so geht f' iber in :
(U1X1'|" U2X2+ Us.X;)"‘,

und Aehnliches gilt fiir die 3 andern Systeme; hieraus folgt durch dieselbe
Schlufsweise wie dort, dafs
Ux Ul Up= ;1/" Vx VlVy =a;2y) Wx Wl W,u=a:el,u’ Pxplpp=a:¢l,a
gesetzt werden mufs, und daher (6.) in
' 68" = 6.8
ithergeht, w. z. b. w,
§. 6.

Ich will jetzt die Invariante S' vollstindig darstellen, d. h. die Multi-
plication der 4 Determinanten A4, B, C, D ausfiihren. Wollte man hiezu den
gewohnlichen Weg einschlagen, so wiirde das Resultat nach complicirten
Rechnungen in ganz aufgeldster Form erhalten werden, welche weiteren Ope-
rationen hinderlich ist.  Mit Hilfe der §.3 definirten Verbindungen und
Operationen wird die Rechnung sehr einfach und das Resultat sebr dber-
sichtlich.

Man bemerke, dafs die Invariante der quadratischen Formen §.3 (9.)

(a: b} 0) = = a,,;(b, c)’d
durch die Substitution
G, =84, bxl =0,7;, Cu=w,w,
in
(T 2 u,v,w5)"

iibergeht, daher ist umgekehrt identisch:

| 1) (Exuv,w) = Sw,w;(uu, vo)*,
wo die Bezeichnung

(nu, vv)*

der Bezeichnung §.3 (8.)
(a’ b)xl

entspricht. Auf #hnliche Weise lafst sich aber auch das Produkt
22_"_'“11’2'”32_1:“1”2?3

darstellen, indem dasselbe aus (1.) hervergeht, wenn man diese Gleichung in

Bezug auf w,, w,, w; total differentiirt und stait der Incremente die ent-

sprechenden p,, p,, p; substituirt, daher folgt

(2-) 22iulv2w3 2_":_“1 vgpg = 2(w,p;+w1p,)(tlu, 00)’2. )
(Die Summe ist wie immer @ber alle Werthe 1, 2, 8 fir x, 2 auszudehnen.)
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Es ist aber
D= —=+unvw, C= Ztuvps,

(B) 20D = —Z(w,p:tp.w;)(uu, vv)?,
ferner ebenso
v RAB = —=(u,v,-}u,v,)(ww, pp)®°,
wenn fir ¢, o dasselbe gilt, was vorher fir x, . Daher hat man .

(4) 44BCD = =ZZ(w,p;+wip.) (ww, pp)*° (4,0, u,v,) (uu, vo)*
und in dieser Form stellt sich das Produkt so geordnet dar, dafs man unver-
ziiglich die Substitution der a,;, ausfihren kann.

Hierbei bemerke man ein fir alle Mal, dafs die Coefficienten von f drei
Gruppen bilden, je nachdem sie in einer bestimmten der partiellen Ableitungen:

d
3 75: = ay, *} ‘l‘ 81, T3 + Q33 $§+ 20,532, %5 + Ray; o, T3 + a7, 7,
P ,
(%) ?hi' = @, T} ’I‘ Oy, T3 "I‘ Q233 $§+ Ry T, 5 + R0, @, 23+ 2450, T, T
2

d .
'&"Zé = @y, i+ amwg"l'amwg + 2“3233'2“’3""2“3131'1“'3 + Ra;,x, T,
3

vorkommen; die partielle Ableitung nach x, hat némlich alle Coefficienten,

welche den festen Index ¢ besitzen, wahrend die iibrigen alle Combinationen

der Zahlen 1, 2, 3 zu je zweien eingehen. Denkt man sich nun die 3 homoge-

nen Functionen zweiten Grades §.3 £, f, f; durch die vorstehenden (5.) der

Reihe nach ersetzt, so wird man die Operattbnen, welche dort §.3 (8.) durch
(5, e)*

angedeutet sind, hier .

' (@, a"e.)'"t

schreiben milssen, und

= a, (a: a)*l9 >3 82 (b, b)*-IQ > azl(b, c)ﬂ

respective ersetzen missen durch: '

. Zay(ar, o) =14 (8,5 @), Zay (4, @),

wobei beildufig bemerkt sein mag, dafs diese Verbindungen far die homogene

Function dritter Ordnung keine Invarianten sind aber eine spiter zu ent-

wickelnde bestimmte Bedeutung haben. Die obige Bezeichnung vorausgesetat,

lafst sich nun leicht einsehen, dafs durch die angegebene symbolische Substitation

) (4,0, 1 %, 0,) (uu, vo)* = 2(a,, a,)*
| (0. p1+10:p,) (10w, pp)° = 2(a,, @)
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wird. In der That ist z. B.
(4,0, u,v,) (uu, v0)' = (u,0,4 u,v,) (U3 v; 4 U305 — 2u,v,u,v;)
— ue,u§.v(,v§—|—ue'u§.v,,v§—2u(,uzu3.v(,vzv3
+u,us. 0,0, Uy U3 0, U3 — 2U, Uy U3 D, 0, 0;

= @308, + g2 Qo33 — 2%23 Ao

+ 8o33 @} o, B3 — 20,3 8,3

= (a,a,)" 4 (a,a,)" = 2(a,a,)".
Wendet man daher (6.) auf (4.) an, so ergiebt sich

44ABCD = A== (a,a,)*(a,a;)
oder nach Forthebung des Zahlenfactors 4, wenn man ABCD = 68 setzt
und eine der Summationen ausfiihrt:
(7)) 6N = E(axal)xl-(az“l)n‘l” 2(“2"2)x1(axa1)22‘|’ 2(“3“3)”(“;«“1)”'}‘
' ) R (a4, a5y (a, @)+ 2= (ay ) (a, 4))" + R=(ay @) (@, @),
und es ist somit ein gesetzmifsiges Resultat fiir die explicite Bildungsweise
von S gegeben.
Eine genauere Untersuchung der 6 Summen auf der rechten Seite von
(7.) zeigt aber, dafs sie sdammtlich einander gleich sind, und dafs also
viel einfacher
S= Z(aa)*a,a)'= =Z(ha)*(@u)= Z(aa)*(e,)”
— 25(a, a5 (4, 4,)° = 23 (a, 05 (a,8)° = 23 (0, &) (a, )"

ist, und dberdies:

(8)

(9)  S(@,ay* (a8 = 0
so oft ¢, o von ¢,, 0, verschieden sind.

Diese Sitze, welche Fundamentaleigenschaften der betrachteten Ver-
bindungen darstellen, sollen im Folgenden entwickelt werden, nachdem wir
einen Determinantensatz bewiesen haben, auf welchem sie beruhen.

NS

w, v, w, p

Wenn man durch

die 4 linearen Functionen

|

U, + U T, + Us; T3
0%, + 0,3, + 025
wlwn‘i‘wzwz""'ws“'s;
y 2X 4 + P2 T + P:s

|

)

~ 8§ ¢
I
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bezeichnet, deren 4 Delerminanten die oben eingefithrten

4 = 2t vw,p;, B = —Ztupw,p;,
C = =Z+uuvp;, D= —>+tuvw,
sind, so lifst sich das Produkt
ABCD,

nachdem man es mit dem Quadrate einer beliebigen linearen Function
9 = % a2+ Ko, %
mulliplicirt hat, immer wie folgt darstellen :
— ABCD (9, z2,+ %2, + Fs25) =
) ABwp (= + 9yu;v,)" ++ BCpu (S +9,v,w,) + ACvp (= £ 9, u,w,)
+ ADvw (= + 9, u,p.) + BDuw (= + 9,0, p;)*+ CDuv (= + $,w, ps)°.
Die 6 Quadrate sind die 6 Determinanten, welche die Verbindung von 9 mit
je zwei der linearen Functionen (1.) liefert.
Da die Grofsen 9y, %,, &, @, &,, x; in dieser Gleichung ganz be-
liebig sind, so erhdlt man aus (2.) ebensoviele Sitze, welche sich auf das
unvollstindige System

u, uw, u
0, U,
w, W, ws
pi P ps

beziehen, als Potenzen und Produkte der genannten Grofsen auf beiden Sei-
ten von (2.) sich vorfinden, indem man die Coefficienten gleicher Potenzen
und Produkte einander gleich setzt. Z. B.
ABCD = wlpl(mfAB‘l‘ulPl(;’:E)z BC‘{*”lP;(';;';a)zAC
+ v, (-71273)2140 +u,w, (-;2;;)2[’. D4-w,v, (@)200
0 = wyp, (;2—.05)2‘48 '|‘ LY 2 (1;_2_“’—;)2 BC"I" (%Y 2 (-712—153)2‘40
+ 0,0,(1,p) AD + w0, (0,p5) BD - 1 0: (. ps) CD,
wo der Kirze halber w,0, = 4,0, —u,», u. 5. w. geselzt ist.
Der Beweis des Satzes (2.) ist sehr einfach. Man bestimme namlich
vier Grofsen &, 7, G, A so, dafs sie den Gleichungen
§“l+"7”1+ er}'lpz = 9%
3) Sy - v, - Cwo A, = S
Suy |- 7]”3+;w3+}-l’3 =&
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Geniige leisten, was auf unendlich viele Arten geschehen kann, dann ist durch
Auflosung von (3.) nach diesen Grofsen, indem man immer je zwei eliminirt:

§B—nd = =+ w,p;; §C—CA = > XN
4) &D — A Z+ G v, w;s; 7C—CB = =+ 9,u,p,
nD—iB = =+ 9% u,w;; D —iC = =+ 9,u,v;;
substituirt man diese Ausdricke der Determinanten =+ 3,w,p; u. s. w. in
die rechte Seite von (2.), so geht sie iber in
ABwp (CD — AC )+ BCup (D — 1 4)* + ACvp (4D — AB)’
+ ADvw (nC — ¢ B )* + BDuw (§C—CA)* 4 CDuv(§B — nA)’,

was sich nach einem bekannten Determinantensatz in
(5) ABCD {(4u+ Bod-Cuw-Dp)(S 4 20 0 | M)
— (§ut o+ L+ ip)?|

I

verwandeln lafst. Es ist aber wegen (1.)
Au+Bv+4-Cw+Dp = 0
und wegen (3.) mit Bericksichtigung von (1.)
Sutno+tCwtip = %o +9o 49,
also geht (5.) uber in
— ABCD (9,2, + 9, @, -+ Fs x5,
was zu beweisen war.

§. 8.

Wenn man in der Gleichung (2.) des vorigen §. die Substitution

U U, =a,,, V00,0, W0 W, =0Cz,5 PcPiPu= Guiy

auf beiden Seiten ausfihrt, so geht die linke Seite definitionsmafsig in

— 68 (G2, + 9w+ 3,"13)2
iber, und von der rechten Seite ubersieht man sogleich, dafs simmtliche
6 Glieder einander gleich werden, weil jedes Glied aus dem andern durch
blofse Vertauschung der 4 Systeme w,, v,, w,, p, hervorgeht, und fir jedes
System dieselben Constanten a,;, substituirt werden; es reicht also die Ueber-
. tragung eines z. B. des lelzlen Gliedes hin, dieses ist
wCD (= + Gyw,p;).
Nun hat man : v ' /
(ZTxSwp,) = 29,9, (ww,pp) (§.6 (1)),
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ferner «
CD = — Z(w,p;+ wip.)(uu, vv)*  (§.6 (3.)),
also .
2CD (2 4_:. ‘91w2 P3)2 = — 22(102]/1 + wlpx) (ww, P_l’)ea 39 80 (uu: vv)xl,

* aber wegen der zweiten Gleichung §. 6 (6.) und nach Fortlassung des
Factors 2
CD(Z+9w.ps) = — = Z(a,4))*° 3,9, (uu, vv)*

und wenn man der Kiirze halber

(1') z(axal)eoﬁq 30 = @xl
selzt: :
CD(=+ Qw,p)} = — Z0,,(uu, vo)*,

Diese Gleichung mufs auf beiden Seiten mit
u.v = (U, T, U T} U T3) (0, T, F T, 2, - 0, 75) = § = (u, 0,4 4, v,) T, @,
multiplicirt werden, aber Wegeh §.6 (6.) ist

(4,0, u,v,) (uu, vv)* = 2(a,a,)”,
also ’
wCD (Z+G,wp;) = — L =20, (uu, vo)*(u,0,+ u,0,) z,,

— =30,,(8,a,)"T,,.

|

Die iibrigen 5 Summen §.7 (2.) geben dasselbe, daher hat man

—68(19'1$1+1921‘2+93$3)2 = ——622@,‘1(0900)"1.’09.’1? )
also . '
R) SHa+het%he) = =20,/(a,a,)" 2,2,

Diese hochst merkwiirdige identische Gleichung liefert nun die am Ende von
§. 6 aufgestellten Sitze.
In der That giebt die Vergleichung des Coefficienten von x,z, auf
beiden Seiten von (2.) das Resultat:
B) 8.9,9, = Z0,(a,a.)"

und wenn man jetzt den Werth (1.) von O,; substituirt:
S. &g 30‘ = 2 (ae ao)zl {(az al)u '9'3 + (ax 01)22 '9§ + (ax al)33 ‘9§

+2(a,a,)° 9,952 (a,8)° 99+ 2 (a,a,)" 919,
Journal fiir Mathematik Bd. LV, Heft 2. ® 15
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Diese Gleichung mufs far jeden Werth der willkiihrlichen Grofsen 9,
95, 5 gelten, mithin mufs der Coefficient von 9,9, auf der‘rechten Seite
=, die Coefficienten der ubrigen Potenzen und Produkie dieser Grofsen
aber miissen = 0 sein. Es sind daher die Relationen:

(4') 0 = Z(a, al)&at (ae aa)ﬂ"
so oft g,, 0, von ¢, o verschieden sind, und
(B) S =R=(a,a))(a,0,)"* = Z(a, ) (a,a,)",
wo im ersten Gliede der rechten Seite ¢ nicht = o ist, vollstindig erwiesen.

Aus den Relationen (4.) und (5.) ergiebt sich aber die Auflosung
des folgenden merkwiirdigen Systems von Gleichungen des ersten Grades:

Theorem 3.
Wenn
) @ll 9 022 b] 033 9 023 9 013 9 012
ganz beliebige Grifsen: bedeuten, so bilden die folgenden Gleichungen
mil den Unbekannten

Ull 9 U22 9 U33 9 U23 9 Ul3 9 U12
ein derartiges System:
0, = (a,a,)"' U, +(a,a,)"* Upp-+-(a,a,)** Uyt 2(a,8,)* Uy, +-2(a, a,) U, ,4+-2(a, a)) '*U,
0 = a2 )1‘ l+((l2a2)22022+(a2a2)33U33+2(a2a2)23U23+2(a2az)ialfl3+2(a2a2)12012
(6 ) "“(aa 3)‘1 1+(a “3)22022+(a3a3 33 33’*‘2(a3_a3)230;3+2(aaa3)13U13+2(a3a3)j2U 2
0,,=(4,0,)"' U, +(0,0,)** U, +(3,0,)*° Uy +-2(a,4,) * Uy 4-2(a,4,) * U, +-2(@,0,) * U,
013 .—(al 3)li ll+(a1 a?»)" 22-.*7(“1 3)33 33+2(a1 a3)2aU23+2(a1 aﬁ) 13l’13-l--2(al 03)121]12
01 2 =(a1 a2) 11[]1 1 +(al a2)22U22+(a1 a2)33033+2(al a2)231723+2(a1 a2)13l7’ 3+2(a1 aﬁ)‘aq 27
duafs sich dessen Auflosungen durch das System:

(1) S. U(,g:(aeaa)f‘@,1—|—(a(,aa)"@,,—|—(aeao)“3@33-172(aea0)23@23-}-2(%%)” (s FR(a,a5) %0,
darstellen lassen, in welchem die Coefficienten wirtlich und genau in
derselben Reihenfolge mit denen des wurspringlicken Systems uberein-
stimmen.
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Der Beweis ergiebt sich auf der Stelle, wenn man die Gleichungen (6.)
der Reihe nach mit

(ag aa)n ; (ag au)22 9 (ag 00)33 9 (ag ao)m k] (ag ao)w 9 (ae aa)n

multiplicirt und alle addirt, indem dann wegen (4.) alle Coefficienten von
U,, U, u.s. w.in der Summe verschwinden, mit Ausnahme des Coefficien-
ten von U,,, welcher wegen (5.) =& ist.

Die gewohnliche Auflosung des Systems (6.) wirde die Coefficien-
ten der Auflosung statt von der 2" wie (7.) von der 10" Ordnung geben,
und die Determinante von der 12'" Ordnung, sie wiirde also die Gleichun-
gen (7.) mit einem sich forthebenden Factor von der 8°* Ordnung liefern.
Da diese Determinante, wie spiter gezeigt wird — §° 1st, so ist der ange-
gebene Factor = S™

Die Allgemeinheit, in welcher das vorstehende Theorem 3. bewiesen

, lifst die Gultigkeit desselben auch dann noch erkennen, wenn man das
System (6.) transponirt, d. h. die gleichvielten Horizontal - und Verticalzeilen
mit einander vertauscht, obwohl dieselben einander nicht gleich sind. Sub-
stituirt man alsdann statt der 6 Unbekannten die Potenzen und Produkte:

i, x;, a3, LyT34 T1T34 T,
und statt der Grofsen auf der linken Seite die Potenzen und Profukte:

Yis Y2s Yis Y2Yss Y1¥3s XiYe
und lafst dberdies diese Variabeln den Gleichungen:

df(xﬁ“'u"fs) = 0, Af(y15Y2sYys) = 0
geniigen, wo A4 die hier in der Folge zu entwickelnde Functionaldeterminante
des Herrn Hesse ist, so wird das Theorem der Ausdruck des bekannten
Satzes von den conjugirten Punkten einer Curve dritter Ordnung, und man ge-
langt so zu einem bereits in dieser specnellen Fassung von Herrn Hesse *)
gegebenem Resultat.

Obwohl die explicite Darstellung der 36 Coefficienten (a,a,)* zu all-
gemeinen Entwicklungen nicht erforderlich ist, so will ich dieselbe dennoch
hier geben, indem ich den Algorithmus §. 3 (8.) dazu benuize. Sie ist
folgende:

*) 8. dieses Journal Bd. 36, S. 164.
15 *
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( (a a)" (a a)'zs
(a,a) 2 (@122 @y33 — Gi3) R (@ 43— Gy ay3)
(a.a,) 2 (29 g3 — @33) 2 (42 Aoy — 132 Az3)
(a3 a;) 2 (@3 G333 — a3;) 2 (@13 G133 — @yy3 oss)
(a, a;) Qoo Q333 — Aoz a3 dm @33 ']‘ Uipy— B3y By3y— B3 oy
(6, a;) | @y a3 'l‘ Qs G35 — 20123 g 8112 Q33 — Q11 B33
(a,@,) |Gy, Q3 '|‘ @133 gy — 2013 o3 @122 Qyy3 — Gygy O3
(aa)® (aa)®
(a,a,) 2 (a4 G133 — diys) R (@112 Q13 — Gy @yy3)
(ara,) (@, @53 — aiy;) R (U2 Q3 — @3 Gny)

(8. (@ as) 2 (a3 333 — ais;) 2 (@23 s — Gy33 )
(a,a;) | @12 a333 + Byy3 Aoy — 20103 Q33 Q120 Go33 — Q33U
(a,a3) Q111 B335 — 011333 @112 Qo33 'Jr Qo3 — Gy13 gz — Qyy3 Gy
(@,@;) | @11y Boys - 112 G133 — 26,43 410 Q12 Qo3 — G153 Goy

(aa)® (aa)?
(a,a,) 2 (ay, a0 — aiyy) R (81138123 — Gyyp Gy33)
(ara,) 'R (@t — ai) R (@133 yp3 — @10 Gy33) '
(23 as) 2 (ay3 @ — Gi;) R (133 Qs — G123 A353)
(aya3) | G2 tos + @13 Gy — 20100805 Q133 Uy — Gy A333
(a;a3) | By s ‘I‘ 4138190 — 2112 Gy G113 Ao33 — 112 8333
L (@ a,) A3y Bopo — G120 Qyyy G113 Axo3 ‘l‘ Gips — By Q33 — Q122 Q133+

Selzt man

S = Z(a,a)" (a, )", ‘
so wird daher vermittelst dieser Tafel:
S = 4{(a@ ty33 — @1) + (@22 233 — @3y3) (G111 Byz3 — Giy3)

+ (@3 33 — a}3) (g1 Biop — G112) + (Gaa By — g3 Bos3) (@1 Gyys — Byyy @y3)

+ (@122 B33 g3 153 — 2015 333) (By1o B3 — By Gyzn)

+ (2 @35 + B33 By — 20133 zo3) Q13 Gy — Gypa 0133)} .

Da man mit der eingefihrien Bezeichnung operiren kann, so ist es nicht
zweckmifsig die Verbindungen zweiter Ordnung noch durch Auflosung der
Parenthesen zu zerstoren; in der That geht alsdann der vorstehende nach
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einem einfachen Gesetz gebildele Ausdruck in den sehr complicirten iber:
o) %S = @y — 2353 (A1l + Gy38003 1 @1128y33) + s (3amama233+ 331263536053
+ Q112 G2y Q333 'I‘ Q113033 00y + @33 Qo33 By — Bryy Bos s33) + @i B3 "l‘ NN + G}, @ass
— @4y @33 A3 — Gy Gy Gy — Byon Ay sy — gy llysy (g3 — Qs By Bog — Gy oy
+ Qyyy Qo Qy33 B33 ‘l“ @111 @333 oo U ‘I" G Us33 Gy Gyy3 — By Byoo Gz Gz
— G5 Uo33 Q112 (3 — B33 B33 U3 By

mit welchem nicht eher Operationen ausgefihrt werden konnen, als bis man
ihn wieder rickwirts in die gesetzmafsige Form gebracht hat. *) Dafs die
Invariante ' immer den Faclor 4 erhilt, ist a priori ersichtlich, weil die (a, a,)*
mit gleichen unteren Indices den Factor 2 haben. Die Unterdrickung des
Factors 4 bei der Bezeichnung ist jedoch nicht zweckmafsig, weil man dann
bei andern davon abhingigen Formen Zahlenfactoren einfilhren miifste, die
dadurch vermieden sind.

Ich will nun noch ein System von sehr einfachen Relationen ent-
wickeln, welche zwischen den 36 Verbindungen zweiter Ordnung bestehen.
Wenn man die Bedeutung der Bezeichnungsweise §.6 (1.):

S(uu, ) w,w; = (Z+u,v,w,)
beriicksichtigt, so ergiebt sich sofort, dafs

(uu, 00)" = (u,05)"; (ut, vOY* == (U0) (U5 v,); (wth, DO = (0, 03) (u;,)
(uu, v0)® = (u,0;) (u,0,); (un, 00)° = (U, 0,) (U, 0,); (utt, OO)* = (u,v,)(u, ;)
ist, wo der Kirze halber z?v_; u. s. w. die partiellen Determinanten
,v; — %;v, U. s. w. bedeuten.
Es werden daher die Grofsen
(uu, vv)'¢, (uu, vv)*, (uu, vv)*

mit einem gemeinschaftlichen Factor u versehen sein, der selbst eine der
partiellen Determinanten ist, so dafs sie sich respective in

n(),  w(uv),  w(Uv)
verwandeln lassen.

*) In meiner Abhandlung, Bd. 39, S.152 dieses Journals, wo die obige Darstellung
von S gegeben ist, habe ich die letzte Auflosung (9.) der Parenthesen nicht abdrucken
lassen. Hierdurch scheint Herr Cayley zu der irrthimlichen Bemerkung in Phil. Trans-
actions vol. 146, pag. 641 veranlafst worden zu sein, nach welcher zuerst Herr Salmon
die entwickelten Ausdriicke gegeben haben soll. Herr Salmon hat sie in der That in
einem spitern Bande dieses Journals (Bd. 42, S.274) gegeben, aber mit Bezug auf’meine
Abhandlung.
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Bildet man nun die Summe der Produkte
(10.) (uu, vv)?(u,v,+u,v,)+ (vu, vo)® (u,v,-}+ u,v,) -+ (vu, vo)* (u,v;4u,v,),
so ist das Resultat:
wiu, =+ uv,0,fv, T +uu,0,} = 0,
weil die Determinanten mit zwei gleichen Verticalzeilen verschwinden.
Es ist nun wegen §.6 (6.)
(un, v0)™ (U, v,,+ u,0,) = 2(a,6,)"°,
wenn man die Substitutionen
u WU, = a,,, V0,0, = G,
ausfilhrt, daher giebt die Summe (10.) den folgenden Satz:

Wenn man stalt ¢, o allmdilig alle Ziaklen 1, 2, 3 selzt, so ent-
stehen zwischen den 36 Verbindungen (a,a,)” die folgenden 9 Glei-
chungen:

(1) (@a)"(a,a)" + (a,a)® = 0,
und tuberdies, wenn man je 3 geeignele addirt:
(12) =(a,a,) = 0.

. §. 9.

Es bleibt schliefslich noch eine Eigenschaft der 36 Verbindungen
(a(,a,,)"‘1 nachzuweisen, welche ihnen eine selbsstindige Stellung in der Theorie
anweist, namlich, dafs sie die Coefficienten einer Zwischenform §. 1. IV sind.

Theorem 4.
Wenn man das Quadrat der Determinante:
u, u, u,
SEtuv,w;, = (v, v, v,
w, w, w;
mil den beiden linearen Funktionen
v = v, 2,020,407, w = w,z,+ w, T+ w,;

multiplicirt, also
v.0.(Z+u,0,w,)

bilde{, und darm die Substitution

b,0,0, = axllu > W, W, W, =— a;:l‘u
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ausfithrt, so entsteht eine Funktion O der Verdnderlichen x,, z,, x,,
u,, u,, u;, welche in Bezug auf beide Systeme von der 2'" Ordnung,

und Zwischenform von f ist.
Es soll in der Folge O die erste Zwischenform genannt werden.

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar wie bei frihern Darstellungen §.3 aus
der Gleichung:
(ExU VW (Vi X+ VX4V, X) (W, X+ W, X, W X))

= r’ (Ttuv,w,) CRIT S 35'2‘]‘ U, &3) (w, 14w, 1'2‘!‘ w;T3)
mit Bericksichtigung von §.3 (4.), (5.).

Zur expliciten Darstellung von O bemerke man, dafs

1@+ 0, T 03.25) (W, &, wo T W ) = FZ(V,w, v, w,) X, T,
ist, und
(Zruvw) = Zu,w(vv,ww)* (§.6 (1.)),

mithin durch Multiplication beider Gleichungen:

1) (Exuvw) (i71$1+”2w2+”3-773) (wy 2, w, z, 4 ws T5)

= }ZZ(v,w,+} v,w,) (00, ww) u, u, x,z,.
Da nun nach §.6 (6.):
(v, w,+ v,w,) (v0, ww)* = 2(a,a,)*

ist, so folgt: .
R) O(uy,uy, uy520, Ty x5) = 22(%“0)”"”xulwgz'u-
Die Gleichung (2.) zeigt, dafs die Zwischenform © eine homogene Function
zweiter Ordnung ist, und zwar sowohl der Variabeln x,, x,, z;, als der
Variabeln u;, w,, u;, als auch in Bezug auf die Coefficienten von f, endlich,
dafs ihre Coefficienten die 36 Fundamentalverbindungen zweiter Ordnung in
der Tabelle von §.8 sind. Obige symbolische Gleichung verwandelt sich aber

wegen (2.) in:
EZ(a,a,) U U, X, X, = r*. T Z(a,a,)u, 0, 2,7,

3) ) toder 0 = r.0.

Ich will nun eine zweite Bildungsweise der Function O angeben, welche sich
vorziiglich zu ihrer Darstellung fiir specielle Formen von f eignet, und da-
durch auch umgekehrt die Berechnung der Tabelle §. 8 leicht giebt.:

Man bezeichne zu diesem Ende die 6 partiellen Ableltungen zweiter
Ordnung von f

N L A N d'f . &f a*f
dx,

¥ dr?? lrd.r* ’ Fd.p’ K L) Sdrdy,’ ©dxdr,
A
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respective durch:

(4') All 9 A2'2 k] A33 bl A23 ° A13 bl A12 9
so dafs
) (GD) A4, = a1x2w1+a2zlm2+a3xl‘r3
I1st, wie man sich sofort durch Differentiation iiberzeugt, und betrachte die
Grofsen A,; als Coefficienten einer homogenen Function zweiten Grades, als-
dann gilt der Satz:

.Wenn man die zugehirige Form I' §. 3 (2.) der homogenen
Function zweiten Grades bildet, deren Coefficienten die Grifsen A, sind,
so entsteht die Zwischenform O dividirt durch 2, d. h. es ist mit der Be-
zeichnungsweise von §. 3 (13.): "

(6) O = =u,u;(A, A"
Beweis.
Nach §.3 (10.) kann man in (6.) w,u; mit A,, vertauschen, also
Su,u (A, A = A, (uu, A" |
schreiben, und daher wegen (5.):
Zu, (A4, A = ZZa,,,x,(uu, A,
wo die zweite Summation iber p=1, 2, 3 auszudehnen ist. Unier fort-
wihrender Anwendung des Vertauschungssatzes §.3 (10.) erhilt man nun:
Za,,(uu, Ay* = = A,,(uu, a,)* = ZZa,,x,(uu, a,)?,
wo die zweite Summation sich auf (6.) bezieht, mithin durch Substitution:
Su,uy (A, A* ==Za,,(a,, viy*z,r,= = 3(a,a,) v, u,z,z,= 0,
w. z. b. w.
§. 10.

Zum Schlufs dieser Untersuchungen will ich das Vorstehende auf eine
specielle Form als Beispiel anwenden und wahle hiezu die Hessesche Form:
i) (X, X;, X;) = “1X}‘]"02X23+ d3X33+604X1X2X, *),

in welche sich die allgemeine transformiren lafst.
Man findet durch Differentiation: '
2) 4, = a X, 4, = ¢, X,, p aX;,
) 4y = a, X, 4; = a, X, 4, = aX;,
*) Die Hessesche Form seizl 4, = a, = a, = 1 voraus, was im Allgemeinen er-
laubt ist, indessen ist es einerseits um die Homogeneitit der Formen nicht zu zerstéren

zweckmifsig, dafs man von dieser Vereinfachung absieht, andrerseits kann es nothig sein,
auch die Formen zu untersuchen, fir welche einer der Coefficienten a,, a@,, a,, = 0 ist.

I
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also:
(@ = IU, U447
3 g Haya, X, X,—a; X )4 U (a,a, X, X,— a2 X )} U (a,0, X, X,—a2 X} 2
42U, U, (a2 X, X,—a,a,X )+-2U,U,(a* X, X,—a,0, X )20, U,(a> X, X,—a,a, X ?)
und daher die Tabelle in §.8:

—2da; 0 0 —2a,a, 0 0
0 —2a; o - 0 —2a,a, 0
1) 0 0 —2a; O2 0 —2u;a,
a,a, 0 0 a; 0 0
0 a, d; 0 0 a; 0
0 0 a,a, 0 0o a?

Multiplicirt man die Glieder irgend einer Horizontalreihe mit den Gliedern der
gleichvielten Verticalreihe, so findet man, wenn man beachtet, dafs die drei
letzten Produkte in der S definirenden Summe doppelt vorkommen, sofort:

B) S =4d4(@—aaa)a,.
Es lafst sich beildufig fir das System (4.) die totale Determinante leicht h}lden,
weil zum grofsien Theile ihre Elemente = O sind, diese wird
8a; (@ — a,a,a;),

d. h. bis auf einen Zahlenfactor = 8"°, wie in §.8 behauptet ist; beachtet
man noch, dafs.
S” = r2 8
ist, so lafst sich schon hieraus die Richtigkeit der angegebenen Eigenschaft
der ganzen Determinante fiir alle Fille einsehen.
Wir werden das System (4.) in der Folge fir alle anderen auf (1.)
beziiglichen Darstellungen benutzen.

§. 11.
Theorem 5.
Wenn man in dem Produkte
(= u 0,05 (U Ty + U Xy - U 5) (0,2, - 0,2, -+ 03 23) (i T, + w, - w3 25)
die Potenzen und Produkte dritter Ordnung
uuu, v,0;0,, w,w,w
durch die entsprechenden

axlu
ersetzt, und die dadurch entstehende Function dritter Ordnung der Variabeln

Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 2. _ 16
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&y, &y, T; durch .
Af(2yy 254 T5)
bezeichnet, so ist 4f eine Covariante von f.
Wir wiederholen nicht mehr den bereits oft gefihrten Beweis, welcher
darauf beruht, dafs
(E+U,V, W, = r*(Z+u,v,w;}
ist, und zur Folge hat, dafs .
ad) 4f X, X, Xy) = r.df(x,, @, 1)
wird.

Man gelangt aber zur sofortigen Bildung von 4f, welche wir die erste
Covariante nennen wollen, wenn man beachtet, dafs die Function, welche
im Theorem 4. die Zwischenform O definirt, sich nur durch den Factor
(u, @+ u, 4 u; ;) von der vorliegenden unterscheidet, und dafs man also
die Gleichung:

R) 4f = 0wz u, x4 usas)
unter der Voraussetzung:
u,,u;tl# = @,
erhalt. Mit Bericksichtigung von §.9 (2.) ist also
df = ZEZ(a,a,) u,uyx,2,(u, 2, .+ us 73),
mithin:
Af = =3(a,0,)* T, 2,(01,, %1} @1 T - 03, ;) = == (a,a,)"a,,, 2, 2,2, ,
wenn man sich der Kirze halber eines einfachen Summenzeichens bedient,
um anzudeuten, dafs man die Summe iber alle Werthe 1, 2, 3 fir ¢, o,
auszudehnen hat.
Setzt man also
3 af = Zbga,:ve:v,,m,,
so ist
4) bgd‘r = E(aeaa)xlanl-
Da ferner nach der zweiten Darstellungsweise der Zwischenfunction @, §.9 (6.)
Af = Zu,u,(AA)* (w2, u, z, -} u, x5)
ist, so folgt
4f = }:(AA)”J' (A, + Q2 Ty + 5,1 T3) s
also wegen §.9 (5.):
(5.) 4f = =(A4"A,,.
Nun ist nach §.3 (12.)

=(A4)%4,, 6=+ 4,4, 4,
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und died,, bedeuten die zweiten partiellen Differentialquotienten dividirt durch
6. mithin ist:

4 ,_&f _4f |
. Tyt $ dr,dr, S drdr,
d*f d*f a*f
1 —_ | | I A 1 .
(6') 'G'Jf(ml’ Ty .’L‘g) — |% dJ'ngH ’ N d‘r: ’ ¢ dxzdxa
L& af
S Todz, YOod VY

Aus dieser Gleichung folgt, dafs die erste Covariante die zuerst von Herrn
Hesse in seinen Untersuchungen iiber die homogenen Functionen dritter Ord-
nung benutzte Functionaldeterminante ist.

Andrerseits giebt die Gleichung (4.) die Coefficienten derselben in ex-
pliciter Form, und zwar sind dieselben die simultanen Invarianten der drei
homogenen Functionen zweiten Grades

1 ﬁ 1 Lf_ 1 df

3 dwt ? 3‘de tl B—d.rs °
wie sich aus Vergleichung der §.6 (5.) gegebenen Entwicklung dieser Dif-
ferentialquotienten, mit der Darstellung der angegebenen Invarianten §.3 leicht
einsehen lafst.

Die schon héufig benutzte Vertauschung §.3 (10.) der 6 verschiedenen
Formen einer solchen Invariante fithrt hier zu der Identitét

(6‘) E(aeaa)xla'ml = Z(aea-t)‘daaxl = U 5. W.,
d. h. wegen (3.) zu der fir die Coefficienten von 4f geltenden Bedingung:
bgor = bgra = bag'r = bo‘rq = brea = bmp:

derjenigen entsprechend, die unter den Coefficienten von f besteht. Demnach
haben in

Af = Ebea,.z'emow,
alle Coefficienten mit zwei gleichen Indices den Factor 3, und &,; den Factor
6. Aufserdem ist einleuchtend, dafs diese Coeflicienten homogene Functionen
der dritten Ordnung der a,;, sind.

7 §. 12.
Aus der vorstehenden Darstellung der Coefficienten von Af, lassen
sich jetzt auch alle Operationen fiir diese homogene Function dritter Ordnung
ausfibren und ich gehe daher zunichst zu einem Grundprinzipe tber, welches

sich an diese Function ankniipfen lafst.
16%
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Wenn man die zweiten Ableitungen von 4f:

Cddf dMf dAf | ddf | dAf, ddf
Cdr?? B ody?? S drd? Sdrdr,’ ©drdr,’ © drdx,

respective durch
Bll’ B22$ B339 BQ33 Bl3‘) Bl2
bezeichnet, so ist
(1) Bgu = b19a$1+ 62903'2"!‘63901'3
und wegen §.11 (4.)
B,, = =(a, ey, = (a, a,) ay,, v+ = (a, a,)*as,, 5
oder, weil 4,;=a,,&,+ a,,&,} a;,; 5:
R) B, = Z(a,a,)"4,,.
Geht man nun zu Theorem 3. §.8 zuriick, und setzt in den Gleichungen (6.)
desselben

le = Axl’
so folgt aus (2.), dafs
0, = B,
wird, und in Folge dessen, wegen der Gleichung (7.) in jenem Theorem:
(3) 8.4, = =(a,a,)°B,,
oder: .
S(alga x4 02901'2’{‘ 346 &) = =(a, ,)* (b, T+ by 24030 s)
also, durch Vergleichung der Coefficienten von z,:
1) 8.0y = (4,0,
Diese hochst merkwiirdige Gleichung zeigt zunichst, dafs man, ebenso wie
auf der linken Seite
Apr = Bpy = U. 5. W.
ist, auch auf der rechien Seite die Indices ¢, o, = nach Belieben vertau-
schen kann. |
Ich will jetzt durch das Differentiationszeichen J andeuten, dafs man
eine Function der Grofsen a,;, in Bezug auf diese total differentiirt, und statt
der Incremente die entsprechenden Grofsen d,;, substituirt, und die Wieder-
holungen dieser Operation durch J°, 0% ... bezeichnen, dann ist
() Of = 4f,

ferner
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|

0byee = 0=Z(a,a,)"a,
=(a,a,)*da,,,+ =(a,da,)a,,,+=(Ja,a,)a,,,
= Z(a,0,)" b0+t Z(at, 0, ) byy+ = (a,a,)*b,, 5 §.3 (10.).
Da nun unter (4.) bewiesen ist, dafs diese Summen einander gleich sind und
jede = S.a,, ist, so folgt

(6') d\bea't = Ssaga‘t)

oder
(") * d4f=3S.f
und hieraus:
Theorem 6.

Wenn man die Functionen [ und A4f nach den Grifsen a,;, dif-
ferentiirt und statt der Incremente die entsprechenden Grifsen b,,, sub-
stituirt, so gehen dieselben bis auf einen constanten Factor der fur Of,
=1, fur 04f, =38 ist, in einander itber.

§. 13.

Von dem vorstehenden Satze aus gelangt man a priori zu den Resultaten,
welche die Grundlage der von Herrn Hesse aufgestellien Theorie bilden, und
welche erst nachUeberwindung aller Schwierigkeiten der Theorie der homogenen
Functionen dritter Ordnung in jenen Untersuchungen ermittelt werden konnen.

Herr Hesse beweist namlich den folgenden Satz:

Wenn man die Functionaldelerminante von
af +b4f
bildet, wo a und b beliebige Constunten sind, so ergiebt sich immer ein
Ausdruck von derselben Form:

of 4 BAf.

Ich werde jetzt die Operation
A(af+-b4f)
ausfithren, ohne den vorstehenden Satz vorauszusetzen und dadurch nicht allein
den Beweis desselben sondern auch die Bildung der Functionen o und 3 in
schliefslicher Endform geben.
Man beachte, dafs die Operationen
J, 94 & o ,

durch Differentiation sofort ausgefihrt werden konnen, also bekannte sind und
wegen des Theorems 6. auf f angewandt, immer zu Ausdricken von der Form:

M udf
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fahren miissen. Es soll nun zunéchst die Operation:
d(af+b4f)
auf die Bildung von Jf, J*f, 9°f, O*f zurickgefihrt werden.
Setzt man in §.11 (5.) stait A4,;:a4,,+46B,; so ist:
d(af+bdf) = =(ad,,+bB,)(aA+bB,aAd-} bB)*
oder nach Potenzen von @ und & geordnet:
(1) 4(af+baf)
= &’ A4,,(A4)*+ 34 b=B,;(AAy* - 3ab* = A,,(BB)* | b* = B,,(BB)*.
Dies ergiebt sich durch Anwendung der Maclaurinschen Reihe, oder auch
durch directe Auflosung.
Nun ist
A, (A4 = 4f = Jf,
also mit fortwahrender Bericksichtigung der Definition von J, nach welcher
(yAxl:Bxl ist:
*f = 83=B,;(AA4)*
f = 6=A4,,(BB)*}98.24,,(4A A",
wenn man beachtet, dafs wegen Theorem 6.
JB,, = 38.4,
ist; ferner _
O'f = 6B, (BB)*{368.=B,,(44)"
+9.08.24,,(44)*+278. =B, (A A)*.
Aus diesen 4 Gleichungen ergeben sich sofort die 4 Coefficienten
von @, a*b, ab* b in (1.), nimlich
EA::),(A A)”l = ()‘f
3=B,;, (4 A)* ’f
3=A,(BB* = }(&°f—98.9f)
=B, (BB)* = }(*f—99f.08—218.9*f),
also durch Substitution in (1.):
() 4d(aftb4f) .
= (@ — 28— 35.08)0f+ (@b~ SP)P[+ Y abPf L L Of.
Die Werthe von Jf, 0*f, &°f, o*f sind aber: |

|
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of = 4f, §.12 (5.)
°f = 38.f, §12 (1)
f = 38f.08+438.4f
Bf = 8f.0°S+64f.084+98°f = f(98*+39*S)-+}64f.08
und durch Substitution in (2.)
(4) d(af+b4f)
= (38064392 at* (2 —98°)P) 4 (@ — 3Sab — J0S8%) 4,

mithin

CB)

o« = 38a%43% ar 1 (L2 —987)s,
B @ —38ab* — LISH,
wodurch der Hessesche Satz vollstindig erledigt ist.

Da die Coefficienten von &, @b, ab® b in (1.) auch selbstindig
vorkommen, so will ich noch ihre Werthe, welche durch Substitution von (3.)
entstehen, hier hersetzen:
= A, (A4 = 4f
=B, (AA* = S.f

(6) < A4,(BB* = 5’2§ f—S.4f

=B,BBy = (53 —08)r—2 4r.
Die Auswerthung der Constanten 08, d%8 ist zwar sofort ersichtlich, es er-
fordert aber die ganze Theorie noch eine besondere vereinfachte und gesetz—
méfsige Darstelling derselben in expliciter Form, die ich sehr bald geben
werde. Ich bemerke nur, dafs in der Folge ‘
7)) WS=T
gesetzt wird, dafs sich ferner
(8) '8 = 248"
ergiebt, und dafs sich mit Beriicksichtigung hiervon der schliefsliche Werth
fair 4(af+b4f) in |
9) daf+bdf)=(38a’6+-bTab*+-38°0)f+ (a° — 3Sab* —2T¢) 4f

verwandelt.

(5.)

I

§. 14.
Der Weg, welcher in diesen Entwicklungen eingeschlagen ist, fithrt
naturgemifs allmalig zu den wichtigsten der Function f bei- und unterge-
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ordneten Formen. Es ist in der That im vorigen Paragraph die Entwicklung
von ‘08 noch anzugeben, und diese erfolgt durch die nun zu betrachtende
erste zugehorige Form von - f.

Theorem 7.
Wenn man wie in §.5 das Produkt der 4 Delerminanten:
4, B, C, D
des unvollstindigen Systemes
u,., U, U
Uy Uy 0
Wyy Wyy W;

Pis P2y Ps
bildet, ndmlich

ABCD = Z t+vw,p; . S+ uww,p;. S+ u,0,p;. =+ u,0,w;
und statt der Potenzen und Produkte der drilten Ordnung :

v,0,0,, ww,w,, PePilu
die entsprechenden :
axl/l
substituirt, die Produkte u,myu, aber ungedndert lifst, so erhdll man
cine homogene Function dritter Ordnung der Verdinderlichen u,, u,, u;,
welche eine zugehirige Form von f ist.
Ferner v
Wenn wman dus lolale Differential der ersten Invariante S in Be-
guy auf die Grifsen a,, bildet und statt der Incremente die entsprechen-
den Polenzen und Producte drilter Ordnung:
u,u, ulu

substituirt, so erhdll man dieselbe zugehirige Form multiplicirt mit 3 %),

*) Man kann sich sehr leicht davon Gberzeugen, dafs die Definitionen der zuge-
horigen Formen durch partielle Ableitungen der entsprechenden Invarianten, so wichlig
sie auch fir die Theorie bleiben, doch fiir wirkliche Auswerthungen unzweckmifsig sind,
weil sie fir specielle Formen nicht gebraucht werden kinnen. Sind ndmlich einzelne
Coefficienten von f der Null oder einem andern Zahlenwerthe gleich, so kann man die
partiellen Ableitungen nicht anders berechnen, als dafs man zuvor die volle allgemeine
Form differentiirt und dann die speciellen Zahlenwerthe substituirt, wodurch der Vortheil
der Specialisirung fast ginzlich verloren geht. Dasselbe findet in noch grofserm Mafse
statt, wenn zwischen den Coefficienten von f Relalionen existiren.
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Wegen des zweiten Theiles dieses Theoremes soll die erste zuge-
horige Form durch ' "
Sp(uy, tyy us)
bezeichnet werden; sie ist, wie aus demselben sogleich ersichtlich wird, nicht
allein in Bezug auf die Variabeln, sondern auch in Bezug auf die Coefficien-
ten a,;, homogen und von der dritten Ordnung. 4 '
Da der erste Theil des Theoremes einerseits wie in §.5 die Giltig-
keit der Gleichung:

(1) S;‘(Uu v, U, = "4-Sf("lau29 u;)
sofort darthut, andrerseits zur expliciten Darstellung derselben sofort fiibrt,
so will ich zunéichst die Uebereinstimmung beider Definitionen beweisen, und
dann die fernern Entwicklungen an die erste Definition kniipfen.
Es gilt die symbolische Gleichung §.5:
68 = A.B.C.D,
daher auch in demselben Sinne:

6 dS  d(ABCD) i d(ABCD) + d(ABCD) d(ABCD).
da,,, - du,uyu,) ' dov,vv,) ' dw,ww,) d(p,p,p,)

Die 4 partiellen Ableitungen werden aber einander gleich, wenn man fir die
Produkte

v U, VOV, W,wW., P.PiPu
dieselben Grofsen a,;, substituirt, also hat man
‘ s 4 d(ABCD)
aa,;, T T d(u,uu,)

6

Es ist aber ABCD in Bezug auf die Produkie w,w;u, linear, daher wird

d(ABCD) -

d(uxu)_u#)

ten von u,u;u, in Sy(u,, u,,u3), also ist dieser Coefficient
ds ds

axl,u axly

nach dem ersten Theile des 7' Theorems, gleich dem Coefficien-

und in Folge dessen:

dsS

da,, »

was zu beweisen war. Das Zeichen =! soll andeuten, dafs man nicht in Be-
zug auf », A, u, sondern in Bezug auf alle von einander verschiedenen Ab-
leitungen von S, also einfachk summirt. '

Journal fiir Mathematik Bd. LV, Heft 2, 17

Sf("l’ Uy, U3) == %2! u,u,%,,
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Um nun die Function Sy(u,,u,, u;) nach dem ersten Theile des 7'"
Theorems durch die Coefficienten a@,;, auszudricken, hat man, da wegen

§.6 (4):
4ABCD = =Z(w,p;+ w;p,) (ww, pp)e° (4,0, 1 u,v,)(uu, vo)*
.ist, und wegen §.6 (6.)

(w.pat wip.) (ww, pp)° = 2(a,a)),
die Gleichung: -

(2) 24BCD = ==(a,a))" (u,v,+u,v,) (uu, vv)*,
und wenn man die Summation iber ¢, o ausfiihrt und den Factor 2 auf der
linken Seite gegen den auf der rechten Seite entstehenden forthebt:
(3) ABCD =
u, (= (a,a)" (uu, v0)* v, + =(a,a;)(uu, vo)"*v,+ =(a,a;)(uu, vv)*v;)
+ 0, (3 (a, @) (uw, v0) 0,4 3 (a, @) (un, voy'o, + X (a, 4, (uu, vo)?e,)
+ uy (Z(a, ay)" (uu, vv)2 v, -+ ={a, a;)*(uu, vo)*v, 4 =(a,a;)*(uu, vo)**v;).
Es ist aber wegen §.3 (10.) die Vertauschung
(4)  S(a,a) (uu, ooyt = Z((aa)”, un)y*v,v,
erlaubt, wo, um die Bezeichnung zu erldutern, z. B.
((aa), uu)"' = (@,a,)*us 4 (a3 a5)%° u3 — 2 (@, a3)" u, u,
ist.  Substituirt man nun (4.) in (3.) und setzt
v,,vlvﬂ =S a,,;.,u,
so entsteht aus (3.):
s v, Z{((aa)"' a)* + (40)" &))" + ((a6)° as )" }u,u,
(5) Sy, 12y 0) = |+ w, T{((@@)2a ) + ((aa)2a)* + (@ @) a, )} u,u,
) +u, Z{((aa)*a)*+ ((aa) @) + (aa) a;)" }u,u,
= I3 ((aa)*a)*u,wu,
in einer Form, die nach den Variabeln geordnet ist, und ein vollstindig sym-
metrisches Gesetz darbietet.

Obwohl ich bald zeigen werde, dafs die in der ersten Darstellung (5.)
vorkommenden Summen sich theilweise noch zusammenziehen lassen, so bietet
doch diese Darstellung den grofsen Vortheil, dafs die respective in u,, u,, u,
mulliplicirien Summen die mit dem Faktor } versehenen Ableitungen von
S; nack wu,, u,, u; sind. Um dies zu beweisen bemerke man, dafs das
Differential von Sy in Bezug auf die Variabeln u,, u,, u, dadurch gefunden
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werden kann, dafs man |

d(ABCD)
bildet, und dann die symbolische Substitution vollzieht. Es ist aber
d(ABCD) = ACDdB + ABDdC + ABCdD,
weil 4 von u,, u,, u; unabhiingig ist. Die 3 Ausdriicke rechter Hand wer-
den einander gleich, wenn man die Grofsen a,;, substituirt, daher
dS;(u,,u,, u;) = 3ACDdB,
oder ) °
dSr(u, %) = 3=+ v,w,p; E+ 0, p3 T+ u v, w; =+ duyw, ps.
Das Produkt der beiden miltelsten Summen rechis giebt nach §.6 (3.)
2i”1”2]’3,2iu1”2w3 = — }Z(w,p,+wp,)(uu, vo)*

und auf dhnliche Weise das Produki der beiden dufsersten:

Etvw,p, Z+du,w,p; = — (v, du, 4 v, du,)(ww, pp)?,
also
448 (g, uyy u3) = 3ZZ(w,py+ wyp,)(ww, pp)*°(du,v,+ duove5,(“u, vo)?,
also analog mit (2.):

2dS;(uy, u,, ;) = 323 (a,a;)°(du,v,+} du,v,)(uu, vvy*
mit welchem Ausdrucke dieselben weitern Operationen vorzunehmen sind wie
mit (2.). Es ergiebt sich aber alsdann das Resultat (5.) mit dem Unterschiede,
dafs vor den Summen stalt w,, #,, w; deren Incremente du,, du,, du,
stehen, und dafs die ganze rechte Seite den Factor 3 bat, d. h. es wird .
dSr(uy, uy,65) = 3(du =, + du, =+ du, ),

wenn man der Kirze halber die 3 Summen in (5.) durch =,, =, =; be-
zeichnet, so dafs

|

1 ASr(1,, u,, ;) =,

=

. du,
(6') i_ de(“: ) Uy s Us) —_— Z‘“ 4

du,
dSe(u,, u, ,u,)
1 19 Y2973 p— R
s du, =

Bezeichnet man die zugehorige Form S in entwickelter Gestalt durch
Se(uy, 1y, ;) = 2-9:.2,1 u U8,
und ‘setzt fest, dafs
Setu = Sxud == 8y == Spux = Spxa T Spuix -

17 #
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ist, wie bei der Bezeichnung von f, so ist

dSr(w, 5 u, , ;)
l—f_:h-‘-#—— = stl/l(l'xl‘l (§. 6 (5.)),

wo w constanter Index ist; da aber wegen (6.)

pltat) _ 5 — si(@arayt+ (@ eyt (aa ey u,

ist, so folgt durch Vergleichung:
") Sty = (aa)” al)”l + (aa)** az)"l ‘l‘ ((aa)* as)ﬂv

und weil s,;, ungedndert bleibt, wenn man die Indices z, 2, ,u*mz't ein-
ander vertauscht, so hat auch die rechte Seite von (7.) diese Eigenschaft.
Dieser Satz ist sehr schwer a posteriori zu verificiren und deshalb fir die
Function Sy charakteristisch. Ueberhaupt ist diese gesetzmifsige Darstellung
der Coefficienten s,;, nicht leicht auf einem andern Wege zu erreichen. Sie
ist aber besonders wegen des zweiten Theils des 7*" Theorems wichtig, weil
man jetzt nach demselben die partielle Ableitung der Invariante S ex-
plicite dargestellt hat, namlich:

ds

Aty = 38w = ((¢a)"a)” + ((aa)” @)+ ((aa)” as)™
(5 d:iz = %.35,a = 2{((aa)*a,)*+ ((aa)*a,)" 1 ((aa)"a;)"}
dziu = %.65,0, = 4{((a®)*a)"* - ((aa)*a)" + (aa) a;)"},

je nachdem alle 3 Indices oder nur 2 einander gleich oder alle von einander
verschieden sind. Da die 36 Verbindungen (a,a,)* schon als bekannt vor-
ausgesetzt werden konnen, so ist hiernach die Berechnung der Differential-
quotienten von &' leicht auszufiihren.
§. 15.

Die Fundamentalgleichungen fir die Verbindungen (a,a,)* (S.6 (8.)
(9.)) fihren zu einer Eigenschaft der Differentialquotienten von 8 nach den
Grofsen a,;,, welche allen Invarianten gemeinschaftlich ist, und von einem
andern Standpunkt a priori entwickelt werden -kann.

Theorem 8.
Wenn man in den folgenden 9 linearen Gleickungen

238105 == 2SS, Zy, 8 =0, o 28,185 =0,
1) = 110 =0, Z 31820 = 28, =y, 831 =0,
= 3,0 81,7 = 09 = Q332 S2x) = O’ o = 3,3 8300 = 2S
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die 10 Grifsen s,;, als einfache Unbekannte betrachiet, so giebt es immer
eine Losung der Gleichungen, welche durch die partiellen Differential-
quotienten von S darstellbar ist, ndmlich

s ds ds
da 38121 = ‘43" du . ) 68:1;4 = ;2;'_—'

sxm: = %
da,, u

Da die Anzahl der Gleichungen um eine geringer ist, als die Anzahl der Un-
bekannten, so existiren iberhaupt nur zwei Losungen derselben, welche von -
einander unabhingig sind; die zweite Losung wird sich ebenfalls im Laufe
dieser Untersuchungen ergeben.

Der Beweis des Theorems ist folgender:

Es seien ¢ und o die constanten Indices iber welche nicht summirt
wird, so folgt aus der Gleichung (7.) des vorigen Paragraphen:

Z{(aa)ea)*+ (aa)* @) (@a)* a)?}u,u; = %

= sgllui + So22 u; - o33 u;-| 23923 w,u; RS,13 Uy Us 4 RSepnth Uy

und wenn man statt der Potenzen und Produkte zweiter Ordnung w, u; die
entsprechenden a,,; substituirt, '

Z5pala = Z((a)a,)" o+ Z((aa) @) a0+ = ((a a)* a;)"a,,
also mit Hiilfe des Vertauschungssatzes:

ZSpalen = Z(a,0:)¢(a,a,)* + Z(a, 0,7 (a0,)" + Z(a,a,) (a5 a, ).
Ist nun ¢ von ¢ verschieden so sind diese 3 Summen wegen §. 6 (9.)
= Null, und ist g =0, so ist wegen §.6 (8.) eine der 3 Summen = S,
die beiden andern = }.8, mithin ‘

R) Za,85a=0, Z @y S = 28,

wenn ¢ und o verschieden sind, was zu beweisen war.

§. 16.
Nach §.14 (5.) ist .

1) Sp(u,w,u) = 22((““)"”%)'1 u,uu,,
wo die Summation tber alle Werthe 1, 2, 3 fir ¢, #, 4, © auszudehnen ist.
Nach dem Vertauschungssaize ist aber auch

(2)  Spwy, u;,u5) = 2= ((a,a,)*(a,, uu)) u,,
und beide Darstellungen zeichnen sich durch eine gewisse Symmetrie aus, die
fir allgemeine Entwicklungen schitzbar ist.
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Nichts desloweniger sind diese Formen fir specielle Berechnungen be-
deutend verkiirzbar, indem sie den bei allen Determinanten und Invarianten
vorkommenden Relationen geniigen. Es gilt hier das folgende Theorem:

Theorem 9.
Wenn man in (1.) die Summation in Bezug auf o unlerlifst

und 9 =1, 2 oder 3 selzt, so wird
3) =((ea)*a)?u,u, v, = Z((aa)“a)* v, uu, = =((aa)* a;)* u,u;u

= ElrSf(“u Uy, Us)

u

und
“4) Z(aar*a)u,umu, = 0,

wo ¢ und o verschiedene aber constante Indices sind.

Um dieses Theorem von dem hier zu Grunde liegenden Principe aus
zu beweisen, soll allein das Produkt: .
B.C.D = —Edlczygps Su,v,p; Suyv,ws
ohne A gebildet werden, welches in Bezug auf jedes der Systeme v,, w,, p,
nur von der zweiten Ordnung ist, und dann sollen statt der Potenzen und
Produkte zweiter Ordnung:
v,v;, die entsprechenden a,,,
w,w, - - - G2
PPy = - = as,;
substituirt werden.
Es ist, §.6 (3.),

2CD = — =(uu, vo)y*(w,p;+wip,)
oder nach Ausfilhrung der Substitation fir v, v;
(5.) 2CD = — =(uu, a,)*(w,p;-+w,p,)
Da
B = — {"1(”)27’3 — w; p,) + u,(w;p, — w0, ps) "l' us(w p, — wapl)}

ist, und nach Ausfihrung einer sehr einfachen Multiplication

(02 ps — w3 p) (0,3 +wp,) = (a. )"
(6. (w3 py— wrps) (W, 2+ w,p,) = (4, a)®
(w1 p2 — wyp) (wxl’z"l" wp,) = (a, a,)®
wird, nachdem fir w,w; und p,p; die Substitution ausgefahrt ist, so folgt:
(7.) 2BCD = u, =(uu, a,y""a, ;)" +-u, = (wu, 0,y (a,a,) -} u, = (uu,a,)*(a,a,)>
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oder nach dem Verlauschungssatze:

2BCD = u,=((aa)'a)*u,u,-+u,=((aa)?a) u,u;,+ u, = ((aa)*a,)*u,u;
= Z((aa)*a)*uuu,.

Man éndert das Produkt BCD nicht, wenn man zuerst BD bildet und

mit C multiplicirt, oder BC bildet und mit D multiplicirt, im ersten Falle -

wiirde sich
2BCD = =((aa)“a))*u,u;u,,

im zweiten ‘
: 2BCD = =((aa)*a;)*u,uu,
ergeben, mithin ist '
S((aa)*a) u,uu, = Z((aa)* a) u, uu, — Z((aa)* a;)*u,u;u,;
die Summe dieser 3 Summen ist aber =
SZ((aa)“a)?*u,uyu, = Sp(u,u,,u;),
daher ist jede derselben = }S(u,, u,, ;) w. z. b. w.
Hatte man stalt v,v,=—a,,; zu setzen, was zu Gleichung (5.) fihrte,
? _ 0,0, = G,
substituirt, wo ¢ =2 oder 3 sein soll, so wiirde sich auf demselben Wege
2BCD = =((aa)*a,)"u,uu,
ergeben haben; bildet man aber, wenn ¢ =3, zuerst BD und multiplicirt mit
C, so wiirden die (6.) entsprechenden Gleichungen, z. B. die erste:
(8) (vaps — 03p2) (0 pit 02P2) == 020, P31t OLVIPs P, — V30, P2 Pi— Vs VaP2Px
| = Qo a3y - Q3o Gz, — B3, Uy — Qs B,
O’
und ebenso die ibrigen; bildet man ferner, wenn 9 =2, zuerst BC und mul-
tiplicirt mit D), so wirden sich wieder die (6.) entsprechenden Gleichungen
(8.) analog ergeben, daher folgt

Z((aa)*a)y*u,wyu, = 0,
wenn ¢ =2 oder 3 ist, und tberhaupt die Gleichung (4.).

Als Controlle der vorstehenden oder der Gleichung (4.) kann man
bemerken, dafs sie durch Substitution von

-

|

R u.u; u,a = axl‘u

m
S((aa)y a)*au, = 0
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oder durch Vertauschung und durch Substitution von 1, 2, 3 fir u in

Z(aa) (4,0, + Z(aa)f (a,a)" + Z(aa)®(a,a,)* = 0
ibergeht, welche Gleichung wirklich wegen §.6 (9.) erfillt ist; doch kann
aus (4.) nicht das Verschwinden der einzelnen Summen des vorstehenden
Ausdruckes abgeleitet werden.

Man erhalt schliefslich noch Relationen zwischen den Bestandthellen der
Function Sy, wenn man die Relationen fir S (§.6 (8.), (9.)) nach den Coef-
ficienten a,,, differentiirt, statt der Incremente die entsprechenden Potenzen und
Produkte w,u,u, substituirt und beachtet, dafs zugleich S in }S} ibergeht.

- Wendet man diese Operation auf S} selbst an, setzt aber statt der
Potenzen und Produkte w,u;u, zuvor die davon verschiedenen 7,7;7,, so er-
halt man eine Function der Variabeln u,, w,, u; und 7,, 7, 75, deren Coefficien-
fen das doppelle der zweiten Ableitungen von S sind, vorausgesetzt, dafs
man den nach der Differentiation sich vorfindenden Zahlenfactor 3 fortlifst;
in der That kann man auf eine sehr einfache und gesetzmifsige Weise diese
Differentiation ausfihren, wenn man bemerkt, dafs wegen (3.) die Funchon
+Sr nach den Coefficienten a,,; geordnet und differentiirt

=((aa)*uu)*da,,u,,
nach den Coefficienten «,,; geordnet und differentiirt

= ((aay uu)“day,u,,
nach den Coefficienten a;,; geordnet und differentiirt

= ((aa)*uu)*da,, u,
giebt. Bezeichnet man also

dS T
f(:ita :‘ - )77 7, durch S‘f(“u Uy Uss Ny o Ty Ns)y

so giebt die Summe der vorstehenden Ausdriicke

Sty tyy uy3 "ha 725 73)

= Z((aa) uu)" g, u,4+= ((aa)“uu)"‘mmm“ += ((aa)”‘u")‘lﬂan.m
oder

) Sip(Uy sty 5 U357, 72575) = Z((@ a)* uw)? 7,77, 4,

= Z(a, @) 1,8, (17, uu)™,

In dem speciellen Falle, wo die Variabeln 7 und # einander gleich sind, giebt
die letzte Form S,,= 0, weil (37, uu)* = (uu, uu)* =0 wird; man erhalt
daher den Satz:
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Wenn man die Invarianie S zweimal nach den Grifsen a,, dif-
ferentiirt, und jedesmal statt der Incremente die entsprechenden Potenzen
und Produkte u,u,u, substituirt, so entsteht identisch Null.

Die Coefficienten der Form (9.) sind abrigens die ersten Ableitungen
der s,;, dividirt durch 3, letztere aber die ersten Ableitungen von S multi-
plicirt mit 3, also sind die Coefficienten von (9.) wirklich die Halften der
zweiten Ableitungen von 8.

Von den zweiten Grundformen der homogenen Functionen dritter Ordnung von
drei Verdnderlichen.

§. 17.

Aus den Sitzen des §.2 geht hervor, dafs man durch jede fir eine
Covariante, zugehorige Form oder Zwischenform gebildete Grundform eine
solche auch fir die urspringliche Function erhilt. Geht man insbesondere
von denjenigen bekannten Formen aus, welche in Bezug auf die Variabeln
von derselben Ordnung sind, wie die urspringliche Function, so hat man auf
diese die Theorie der ersien Grundformen nur wortlich anzuwenden, um neue
zu erhalten.

Es lafst sich dieser Salz auch noch dahin erweitern, dafs, wie sogleich
ersichtlich ist, jede aus einem Functionensystem gebildele simultane Grund-
form ebenfalls Grundform der urspriinglichen wird, wenn dasselbe aus der
urspriinglichen Form und ihren bereits bekannlen bei- und zugeordneten For-
men besteht. Man kann denselben daher als zweckmifsigen Ausgangspunkt fir
eine weitere Entwickelung der Theorie anwenden, wenngleich nicht zu ver-
kennen ist, dafs Originaldefinitionen auch der zweiten Formen, selbst wenn
sie complicirter sind, zur Entwickelung der Ueberginge solcher Formen,
welche 'ganz oder theilweise von einander abhangen, von grofser Wich~
tigkeit sind. Ich werde die Theorie nach beiden Richtungen verfolgen, und
zunéchst einen sehr einfachen Satz iber die Bildung simultaner Grundformen
hervorheben.

Theorem 10.

Wenn 4, eine Grundform fur die homogene Function f der p™
Ordnung bedeulel, deren Coefficienten durch die Buchstaben a bezeichnet
werden, und 4, eine simultane Grundform far [ und eine 2weile
homogene Funclion ¢ der p'* Ordnung, deren Coefficienten durch b be-
zeichnet werden, so kenn man iminer eine Form 4., dadurch erhallen,

Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 2. 18
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dafs man A4, nach den Cocfficienten a differentiirt und stalt der Incre-
mente die enisprechenden b substituirt.

Es folgt hieraus unmittelbar, dafs man die Differentiationen so oft wie-
derholen kann, als die Ordnung von 4, in Bezug auf die Grofsen @ betrigt,
wofern 4, eine ganze Function ist.

Der Beweis des Satzes ergiebt sich sofort, wenn man bemerkt, dafs
die entsprechende Grundform fir die Function f-+%.¢, wo % eine Constante
bedeutet, namlich 4, ;,, der Gleichung

' A
dal_i_hbl = 7r 'Ja-{-hb
geniigt, wenn der Voraussetzung gemifs,
d;, - rl.da

gesetzt wird. In Folge davon missen alle Coefficienten der Potenzen von
h in der Entwickelung von 4,,;, dieselbe Eigenschaft haben, der Coefficient
von & giebt aber die im Theorem bezeichnete Form 4,,, und die ibrigen
sind durch die hoheren Differentialquotienten darstellbar, wie die Maclaurin-
sche Reihe lehrt. Es ergiebt sich dberdies, dafs der Exponent i in #* fiir
alle diese Grundformen derselbe ist.
§. 18.
Wenn man die beiden Functionen -
1) % [(@y 2oy 25) = 20, T, 2,

V V@, oy 2) = by,
zu Grunde legt, und auf dieselben das 10 Theorem anwendet, d. h. jede
Form, die in Beziehung auf f,Grundform ist, nach den Grofsen a,, differen-
tiirt und statt der Incremenie die entsprechenden b,;, substituirt, so ist diese
Operation keine andere als die bereits in §. 12 betrachiete, welche dort durch
0 bezeichnet wurde. Behalt man jetzt diese Bezeichnung bei und bemerkt,
dafs wegen §.11 (1.)

d'f(-Xla X, X;) = "Z-Jf(-"«'u Ty T3)
ist, also die Coefficienten &.;, den Factor 7* mit sich fihren, so giebt jede
Grundform 4 fir f, welche der Gleichung

A = r.4
geniigt, eine neue JJ, fir welche die Gleichung:
R) 04 = r*2. 94

stattfindet, daher folgt:
Theorem 11.

Wenn man auf die ersten Grundformen: die Invariante S, die
Zwischenform O, die zugehirige Form S; und die Covariante 4f, welche



10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. {139

den Gleichungen:
B) S'=rS, 0=r0, S;=r'S;,, Lf=r4df
Geniige leisten, die Operation 0 anwendef, und die Bezeichnungen:
4.) T—1dS, H=100, T,= %JS,
einfithrt, uberdies .bemerkt, dafs wegen §.12 (7.)
(5)  L4f=[.8
ist, so entstehen die Grundformen:
T als zweite Invariante,
H als zweite Zwischenform,
T; als zweite 2ugehirige Form,
[-8S als zweite Covariante,
von denen die lelzlere abgesehen vom constanten Factor S, die urspriing-
lich gegebene homogene Function ist, und man erhdlt :
6) T'=»rT, H=r'H T;=1T;, [ .8=rf5
wo die Exponenten vor r uberall um zwei Einheiten hiher sind, als in
den fur die ersten Grundformen statifindenden Gleichungen (3.).
Die Ausfiihrung der Differentiation J' ist in allen Fallen bereits im Vor-

stehenden gegeben, so dafs man die explicite Form sogleich hinschreiben
kann; bemerkt man namlich, dafs nach §. 14 (8.): ;

%dz’i# = 63::1‘44:

3 dzju = 3%,

5 48

2z dax" == Syxxs
ist, so folgt

%JS = Esnlybxlﬂ:

mithin:
(7.) T = I(’\S = -&-E-‘)‘ﬂ#b”z‘“,-
Man erhdlt also 6T, wenn man in S;, statt der Produkte u,u,u, die
entsprechenden b,,, substituirt, folglich wegen §.16 (1.):
8) 6T = ==((aa)"a,),, = Z=(a,a,)*(a,b,)".
Da ferner nach §.16 (9.)

ds gy
Sy = =l da: T, = ZZ((aa)*uu)*n,mn, u,
2AT]

18 %
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ist, so ergiebt sich }JS;, wenn man in der vorstehenden Gleichung statt
n,m7m, die entsprechenden &,;, substituirt, also
Ty = 408, = ==((aa)*uu)*b,;,.u,

oder
9) Ty, t,u) = SZ((aay by u,uu,.

Man beachte, dafs sowohl bei (8.) als (9.) die directen Differentiationen die
dreifachen Resultate in nich? zusammengezogener Form liefern wiirden, was
besonders hervortritt, wenn man (9.) mit der Darstellung §.16 (1.) von S;
vergleicht, die nach der gegenwirtigen Indicesbezeichnung

Sy = ZIZ((aay*a)*u,wu,
geschrieben werden kann. Es zeigt némlich (9.), dafs man nur in Bezug
auf die durch «, angedeuteten Grofsen a,,, zu differentiiren hat, um }dSj

zu erhalten.
Die Darstellung der zweiten Zwischenform ist sehr einfach; ich er-

innere zu diesem Ende, dafs (§.9 (4.)) und (§. 12 (1.))

d?
%-dﬁx dfxl = G T + Z%) m’l"l“ A3, 3 =— Axl ,
(10.) o
'é' d———xxdxz J— blx,‘[ &, + ng;. x, -}—- 63“’ T, = sz
geselzt war, und dafs
()\Axl = B#l

ist. Hieraus folgt, da @ = Zu,u;(AAy* (§.9 (6.)) ist:
00 = IZu,u;(AA)* = Zu,u;(AB)* | Zu,u,(BA*
= 23u,u,(4 B*,
folglich
(1) H = }00 = Zu,u;(AB)*
oder auch mit Bericksichtigung von (10.):
(1% H= Szu,ul(aebd)"zwem‘,.

Ich werde jetzt die verkiirzten Darstellungen der Invariante 7' und
zugehorigen Form T, geben und die Grundgesetze dieser Formen analog mit
der Theorie der ersten Grundformen entwickeln und bemerke hierzu, dafs
wiederum die Zwischenform H den Ausgangspunkt bildet.

§. 19.
Die Zwischenform H léfst sich durch folgende urspringliche Definition

erhalten:
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Theorem 12.
Wenn man
v = oot vo,+toa,
) w = w1$1+w2$2+w31'3
p = P1$1‘|‘P2$2+P3$3

9 = Sa,+ e, |+ %z,
setzt, so ist immer die zweite Zwischenform H durch
R) H= Ztuv,p;Ztuo,w;(Z+9w,p)v.9,
oder irgend einen analogen durch Vertauschung der 4 Systeme v, w, p, 9
gebildeten Ausdruck darstellbar, wenn nack Ausfihrung der Multiplication:
V0,0, =0ay,5 W WW, =@8y,s5 P.PiPp==®us !9,"9119,; = lyu

geselzt wird.
Da alle 4 Systeme durch dieselben a,,, ersetzt werden, so giebt die

Vertauschung in (2.) wirklich immer dasselbe Resultat. Der Beweis des
Theorems selbst ist sehr einfach: Man hat
Ttuop; Truv,w; = = (uu, vo)*(w,p,+ w;p,)
(E+Hw,ps) = = (pp, ww)* 3,9,
v = =2, v,x,x,,
also multiplicirt:
H = } === (uu, vo)*(p, w4 pw,) (pp, ww)* 3,9, 9,0, 2,%,,
S35 (uu, vo)* (a, &))" a,,.v,z,2, (S§.6 (6.)
=3 (uu, v0) by, v,x,2, (§.11 (4.)).
Die Ausfiihrung der Summation iber ¢ allein giebt wegen §.18 (10.)
H = =>(uu,v0)*B,,v,x, = == (uu, B)*v,op,z,
— =>(uu, B)*a,, z,
und wenn man noch idber ¢ summirt und wieder §.18 (10.) benutzt,
H = S(uu, B)*A,;, — =(AB"u,u,, '

was zu beweisen war.

|

|

. 20.
Man kann die Determinantenzleichung §.7QR)
(—ABCD&% = ABwp (= + 9,405+ CDuv(XZ + 9,w,p,)
1) + ACvp (= + 9, u,ws)* + BDuw (= + 9,0, p;)
+ ADvw (= + 9, u,p:)* + BCup (= + 9,0, w,)’
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dazu benutzen um eine fir die Folge fundameniale Umformung der Coeffi-

cienten
(A B)zl
von H zu finden.

Man bemerke zuvorderst, dafs (§.14 Theorem7)
ABCD = S;(u,,u,,u;)
wird, wenn v,v;0, =@a,;,, W, W W, = Ay, P PiPu = G, geselzl wird.
Differentiirt man
A.B.C.D
nach den Grifsen u,, u,, u; und setzt statt der Incremente Gy Fhy I3,
so ergiebt sick daher, wenn durch d diese Differentiation angedeutet wird:

d(4.B.C.D).9 — (dsf{} +de.9 eruf&)az

und wenn man 9,9,9, = a,, selzt:

d(A.'B.C.D)% = Zal,d.z' :v;-[—

oder

d
2 S df Sy df | dS; df
d(4.B.C.D).9" = y\gr T-+ o+ r ok
Fiihrt man dieselbe Operation auf der rechten Seite von (1.) aus, so ergeben

sich 4 verschiedene Gruppen, von denen ich immer je ein Glied herselzen
will, némlich:

() = AdB.w.p (= + 9,u,v,)
(3) = 24B.w.p(Z+9,u,v,)(Z+ 9, %,v;)
() = (CdD+- DdC).u.v (= + 9w, p;)
(0) = CDIv(Z+9,w,p,)
Da jedes Glied dreifach vorkommt, und durch die Vertauschungen von v, w, p
erhalten wird, iberdies fir die Producte immer dieselbe Substitution
V00, =G, W, Wi, =Gy, PrPiPu =G,

auszufihren ist, so werden diese drei Glieder immer einander gleich, daher
ist zuvorderst

(L SE L D) = 3@ +3(8+3(n+3(0).
Aber aus Ansicht von (/3) ergiebt sich sogleich
(B)=0 weil =+3%Hhv;=0

ist, ferner wird

(@) = —
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nach der Definition (Theorem 12 (2.)); daher ist

aSy df | dSp df | dSr df
y(d“ dx, dug d-f du, dr, >-+ 3(e,4+3(y) =

emne Umformungsgleichung der zweiten Zawischenform. Nun folgt aber
auch leicht, dafs
(7) =
ist, denn es ist ausfiihrlich geschrieben:
(y) = (CdD—]—DdC)u v(Z+ 9 w,p;)
—{E+uo,p, T+ 90,0t =t uvw, S+ G 0,p:} u.v. (S+9, w,ps)
und nach der Substitution der a,;, ist es gleichgiiltig ob man hierin 9 mit w
oder mit p vertauscht, daher ist auch
ziul"2p3Zigvau’3+2iulv2w3 Z1r90p,
(Y)Z—% +2iu1”2p32iw1”2'93+2iulvzgsziwlvzps “v(2i31w2P3)2§
+2tu 0,9 Ztpo,w, | Stuv,w; Ztp 0,9,
da aber =+ 9,0, w3 —= —Z+w,v,9; u.s. w. ist, so heben sich die 6 Glie-
der der Parenthese gegenseitig auf, und es ist (¥)==0; somit bleibt:

de df dSe df | dSr df
2) du, du, dx, T %3[ dr, ) 3(e) =

Es ist endlich ausfihrlich geschrieben.
—(0) = ZTE0,w,p; =+ Hw,p;(S+ G u,v,) wp
LX (wiw, ppY* (v,9,-+0:9,). Z(99, 00y u,u, . $Z (wop, ) T, 7,
— LESS(ww, pp)y (0,0, 10,0,) (99, 00V (v,9, 4 8,9, u,u, 7, @,
33 (a,a,) (a,@) v, u, x,,
==(a,a,) (a,a,) v, u,2,2,,
indem man nur die Glieder zu beriicksichtigen hat, in welchen u, 7=y, o ist,
weil nach dem Fundamentaltheorem fir S
=(a,a,(a, @) = 0
ist, wenn ¢, ¢ und u, = von einander verschiedene, constante Indices sind.
Nach dem andern Theile des citirten Theorems ist aber
2= (a,a,)*(a,a° = S und
= (a,a) @, a) = 8,

%

|

|

~ daher wird
— () = Szuetla.’lfe.’va = Sz, +u,z,+u,z,)
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und die Gleichung (2.) geht dber in:

dSr d dSs d; dSs d
3) H = duf f +du,fd.z{ + dufdf> S(”vﬁ"}‘ uz‘vz‘l‘“awa) )

welche die schliefsliche Transformation enthilt.

Setzt man noch die Werthe von

dSy Sy
b = Z'5,,u,u 3 = Z=,,,U,U 3
3 dul A% %1 7 d ", 24 %2%2> 3 d“3

- 283:(1 u,u,
ein, so ergiebt sich
df d df
H==(AB)y*u,u, = .1;(71—1 =51, U, U +§x—i26‘zxz“x“z+ ;1%283,1 "ﬂ‘z)
— S'(u, -'L'x"l‘ u, T, "{“ u,z;)’,
also
d d d
(4) ABy' = %Suz + Elz—szxz + d—.zi_ 33;1) — Sz, ;.
Da wegen (11.%) (§. 18)
(AB)* = 1=(a,b,+a,b) z,z,
ist, wenn der Kiirze halber (a,b,+ a,b,)" statt (4, b,)*+ (a,b,)"* geschrieben
wird, ferner

d d d

T£=2algomg$a: a{":Z“?gol‘gwa’ %zzaSQUmgxa:
also

d, d, d

"'1‘ df lxl+ 'd_.j,:-s.?xl-i— d_;:sle = zwg xo(aleaslxl_*_a?gashd —'}_ a3gas3zl)
v 3
ist, so folgt: :
Theorem 13.

Die Summe der Produkte der Coefficienten irgend einer zweiten
Ableitung ¥ —— N T von f mit den entepreckenden einer zweiten Ableitung
R
B du, diy

algoslzl+ 0790‘92»1+ U34653,10 = %(alga%—l_ Uroq dl‘iil + U300 dt(lzil)
giebl, wenn ¢, o von x, L verschieden sind, \

(%) algoslxl’;_a?ea'gul—l— 306830 = %(agba"*" aabe)xza
und so oft ¢,0 =1z, A #st,
(6. alxlslxl+ a; 32x1+ 3,283 — %(axbl‘i‘“lbx)z‘,‘!‘ S.
§. 21. |

Ich werde jelzt die urspringliche Definition der Invariante 1' geben,
und aus derselben eine doppelte Darstellung der zweiten zugehorigen Form Tf’
entwickeln.

von Sf, ndmlich:
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Theorem 14.
Wenn man in den 3 Determinanten

A=Z+tv,w,p;, B=—=twuww,p;,, C=Ztuvp,
das ihnen gemeinschaftliche System
Piy P2y Ps
der Reihe nack durch
The T2y s
Cl 9 §2 b ] CS
Fiy, Fhy &
erseizt, und die Ergebnisse respective durch
4,, B,, C,
4, B, G
4 ¥ B I Cs
bezeichnel, ferner wie friher
D= —=+uv,w,

selzt, so ist , .

1) 6T = AqBCC3D(2i7]1'92C3)2
oder auch gleich einem der 6 andern Ausdricke, welche durch ¥ertau-
schung von 1, T, 9 aus dem vorstehenden hervorgehen, wenn man jedesmal
nach Ausfikhrung der Mulliplication

YUY, =0y, U,0,0,=a8,,, W WW,=0,;,,
NNy == Geap s CGli= Gaus  Hh G, =a,,
selzt.
Wiewohl sich die Ausfihrung der Multiplication aus den Entwicklungen
des vorigen Paragraphen ergiebt, wenn man dort die Variabeln =,, *,, ;
durch die partiellen Determinanten

3'1=:'7_2§a wz=;];_§_1-, 1'3=_;Z:E
ersetzt, so will ich dieselbe dennoch vollstindig geben, um dadurch ein allge-
meineres Resultat ersichilich zu machen, welches in der Folge gebraucht wird.
Man bilde
k = A'J(BCC&‘i‘B‘?CC)D(zi'ﬂh&zCs)z
indem man den Vertauschungsausdruck von ¢ mit  hinzufigt; dann mufs

erwiesen werden, dafs

| oT —

1st.
Journal fiir Mathematik Bd., LV. Heft 2. 19
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Nun ist nach der Definition:

. "‘{B;C&‘}‘B&Cg} = Ttuw,;;T+u 0,9+ Z+u,w, 93 +u v,
was offenbar aus

) Stu0tZtu0,9 = 2 (uu, v”)ea(ﬁggr"‘&aa)
entsteht, wenn man letztere Gleichung nach v,, v,, v; differentiirt und statt
der Incremente w,, w,, w; substituirt, daher wird '

R) —{B.Cy+B,C} = } = (uu, (vw+w))** (3L, 49,5,
ferner
3) —4,D = tvwnpZtvwu — %Z(n#ur—{—n,u‘u)(vv, ww)*

“4) (Exn G} = =99, gEy s

also nach Mulliplication der 3 Ergebnisse:
k= } ZE3(un, vwo-H w00} (9,L,-+-9,5,) (99, O, 1: (m, v F-m, ,) (o0, v},
und wenn man zunachst fir 999 und CCC die Substitution ausfiihrt:

k = } === (uu, vw + wo)* (a, a,)* 1,7, (1,4, 47, w,) (00, ww)*.
Fir 7nm, uuu soll die Substitution zunédchst nicht ausgefiihrt werden, man
kann abper, da u mit = vertauscht werden darf, ohne dafs der Ausdruck
sich éndert:

k = ==X (uu, (aa)?)® (v,w, -+ v,w,) (v0, wWw)"* 1,7;7,4,
schreiben, wenn man iberdies den Vertauschungssatz anwendet, so dafs man
nach Ausfibrung der Substitution fir vov, www:

(5) k= 2ZZZ(uu, (aa)") (a, 4} N1, 8,

erhilt, oder
(6) 1k = ===((aa)"(aa)y?) u,u,u. 7,77,

Man bemerke, dafs bei dieser Entwicklung weder eine Vertauschung der
Systeme 77n mit 999 und LZC noch der Systeme uuu mit vov und www vor-
ausgesetzt ist, so dafs sie auch dann noch gultig bleibt, wenn uuu und
ganz beliebige Grifsen bedeuten. Ferner beachte man, dafs in der Glei-
chung (3.) das System #,, u,, u; durch jedes andere ersetzt werden kann,
also auch durch die Differentiale:
du,, du,, du,,

ohne dafs bei der Zusammenziehung ein anderer Effect entsteht, als dafs

< (1) k= Z=Z((aa)(aa)yD) e u,u,du 1,17,
wird.
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Aus der Gleichung (6.) folgt nun das zu beweisende Theorem, denn
setzt man jetzt noch:

U U U, = Uygr 5 MMy = @iy,
so wird
‘ %'Ic = 222«““)#1(”“)”1)90“961 axly
= SZ3((aa)"a,)”(a,a,)"a,,,
= Z5poubpou = 6T (§.18 (7))
weil
S((aa)y a)’ = $,q, (S.14 (7))
Z(a,a,a,, = b, (§.11 (4))
ist.
§. 22.
Theorem 15.

Wenn man in dem die Function T definirenden Ausdruck
(1) A4,B.C;.D(Z+n%5)
entweder die Grifsen
U, U, U,
oder die Grifsen
My T2y 73
als die Variabeln betrachtel, und jedesmal fur die ibrigen Potenzen und
Produkte dritler Ordnung die enlsprechenden ., selzt, so enlsteht in
beiden Fillen eine zugehirige Form.
Der Beweis ergiebt sich sofort aus der am Anfange dieser Abhandlung
gegebenen Definition der zugehérigen Formen.
Bildet man die erste derselben, so hat man in der Gleichung (5.) des
vorigen Paragraphen 7,7,7, = a,;, zu selzen, dieses giebt
=== (uu, (aay?) (a,a,)" a, WU
oder
=33 (uu, (aa)*)”(a,a,)* a,;,u,
== (uu, (@a)")b,,, u,
zz(b,u(a a)/u')gaue U, U, = Tf(“u Uy, u3) (§' 18 (9'))‘
Es entsteht also durch die ersten der angegebenen Operationen die schon de-
finirte zweite zugehirige Form T';. Die vorstehende Definition derselben giebt
aber ohne alle Rechnung sofort eine sehr wichtige Eigenschaft derselben an.
Wenn man némlich die Form (1.) nach #,, w,, u; total differentiirt,
. 19 *

|
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so entsteht
4,{B;C3dD+B,dCyD+dB.Cy D} (= + 9,18,
welcher Ausdruck .
== 3AqBCCSdD(2i191"72 &)
geschrieben werden kann, weil aus einem der 3 Glieder die beiden andern
folgen, wenn man die 5 Systeme v, w, 7, §, 9 passend vertauscht.
Hieraus folgt wegen (7.), dafs
AT (u,, u,,u)) = 3==(b,(aa)y )" u,u,du,
=3{=2(b.(aa)" ) u,u,du|=(b,(aa)*)" u,u,du,4-=(b,(aa)*)"u,u,dus
d. h.

@) ) — s, @aye s,

wo 7 constanter Index ist.
Setzt man nun
(3.) Tf(ul, ’12, u3) = 2’ u u u

oot Ve
indem man wie bei allen Bezeichnungen dieser Art die Gleichheit von
tgo‘l = tg = tag-r = ,arg = t‘[gd = t‘log

einfiihrt, so ist

dTr(u,, u,, u,)
'o‘_f—d"—;,—’_s' = Zt,, u,u

wo 7 constanter Index ist, also in Vergleichung mit (2.)

B*) e = {(bi(aa)*)  + (b(aa)")  + (bs(am)™)e},
d. h. man kann in diesem Ausdrucke die Indices ¢, o, = nach Belieben ver-
tauschen, und erhélt auf diese Weise eine eéinfache symmetrische Darstel-
lung der Coefficienten von T;, von welchen sehr bald nachgewiesen wer-

den soll, dafs sie die partiellen Ableitungen von 7' sind.
Figt man ferner noch hinzu, dafs weil (§.18 (4.))

()\Sf — 3Tf

gesetzt war:

(4) I8 = By,
ist, so folgt aus §.14 (7.):
3 em = J{(ai(aa)")"+ (a, aa)“)e“-# (a;(aa))}
8ty = (bi(aa)')*4- (br(aa))*" + (bs(aa)™)”
+ (ay(ab + bay=)o 4 (a (@b bay*)" -+ (ay (ab -+ bay)e".
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‘Das erste Glied der rechten Seite ist aber wegen (3.%) =¢,,,, also

(5)  lor = ${(a(ab+8a)*)"+ (ax(ab+ ba)")* + (as (ab + bay )},
es ist daher ersichtlich, dafs durch die Darstellungsweise (3.) die Berechnung
des sehr complicirten Ausdruckes (5.) uberflissig wird, die Differentiation o
wirde ibn aber erfordert haben. Die Verification der Identitit von (3.) und
(5.) ist a posteriori sehr schwer auszufiihren, wihrend sie aus dem hier be-
nutzten Prinzipe ohne Weiteres folgt.

Geht man nun zum zweiten Theil des Theorems (15.) iber, so ergiebt
sich eine zugehorige Form, welche mit den Variabeln 7,, 7,, 7, geschrieben
aus §.21 (6.) folgt, wenn man dort

ue U, U, = Aoor

setzt, namlich

zf = 222((“ a)'“T (a a)zl)eo @oor M i Ny
oder auch :
Iy = ZZZ(a,(aa) ") (4,8, 1,10,
d. h. wegen der Definition von s,, §.14 (7.):

(6) Iy = =Zs,,(a,a,) u,uu,,
wenn man wieder u,, %, u; als Variable schreibt. Die Werthe T; und Z,
sind formell so von einander verschieden, dafs ein Zusammenhang beider nur
durch hochst complicirte Transformation gewonnen werden kann. Die Be-
rechnung beider Functionen fir die specielle Hessische Form zeigt ihre Iden-
titat, woraus freilich auch im Allgemeinen die Identitdt hervorgeht. Indessen
handelt es sich hier einerseits darum, den Zusammenhang der Formenbildung
zu erkennen, andrerseits die Coefficienten von Z; in ihrer einfachsten Form
darzustellen. Nachdem ich sehr viel Zeit und Mihe auf die Entdeckung dieses
Zusammenhanges verwandt hatte, der auch fiir alle hier folgenden Sitze fun-
damental ist, stellte sich derselbe in seiner einfachsten Form als das die
Zwischenform H betreffende Theorem (13.) dar, aus welchem er sofort her-
vorgeht. Entnimmt man namlich aus (5.)

aT; ]
3 du,f = Zl,u,u, = }Z=(a,, (ab+ bay ) u,u,,
wo 7 ein constanter Index ist, so ist auch
| dT, B
T = 1=3(a,, wuy(a,b,+ a,b,)",

und wegen des 13'" Theorems:
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, aT;
‘3’ duf I 22(“::: uu)("’ (alga Slxt+ a2ea S?xr + a390 sSx-t) - Sz(ax: uu)ﬂi

indem nur dann das Glied mit S hinzutritt, wenn ¢, 0 =, 7 ist.
Es folgt aber aus §.8. (10), wenn man dort v,v,v, = a,;, setzt,

Z(a,, uu)” = (a,, un)" -+ (a,, uu)’* 4 (a;, uu)’* = 0;
daher ist '
L dTy
3 du,

i

22((“:: al)e"’ s.lx’t + (ax az)ﬁ"’szm "l" (az a’a‘)ed ‘5'3::1) ug ua
== (a,a;)°°s,;, u,u,

|

Bildet man nun
dT. dT; dT,
Ty = y(n Gl +ug f+z3 i)

so wird _

(7‘) Tf = Zz(axal)gaszltug“ouz == zf‘;
es ist daher die ldentitdt der beiden zugehirigen Formen des funfzehn-
ten Theorems erwiesen. Ferner aber ist dann auch

d<
B8) I4t

wo 7 constanter Index ist, also folgt
(9) tea —Z(a al) s,l,._Z(a al)e sxla_z(a al) Sxig>

wihrend aus (6.) hervorgehen wirde, dafs der Coefficient von w,w,u, in &,
mit seinem Zahlenfactor 6

= 22(”:: al)e" Sz "i' 22(”): al)(ﬂ 'éxla + 22(“:: al) " lee
ist, wenn alle Indices verschieden sind.

Die Function I, ldfst sick in Folge der Gleichuny (7.) definiren durch

(10) lzfﬂu L, = I,

= E(“x al)ea Sz ug u,,

wenn man statt der Potenzen und Produlcle z,z,x, die enlsprechenden
Soor SUbstituirt, denn es ist

Af = E(AA)""dAe‘,, also
uuu, — 32"2(AA)¢"’ ‘"’ u uu,

3=(4.4)(u, uau1 Ty U U Uy 0y |- U, U U T5)

3=(A Ay u,u,(uyz, w2+ uy ;)
' 322(“7 al)evugua (ul‘rl T, T, + U T X, T, + U; T3 T, xl)
32Z(a, 4 U U, (U, 81,3+ Uy Sayy - U5 83,)

3%, :

dAf
/
= da;,

I

I

|

|



10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 151

Hieraus ergiebt sich aber (§.9 (6.))

(11) O.u = Z(d A u,u,(u,x,+ w2, +us25) = I,
wenn man wiederum ,x,r, = s,, seizt, und es lifst sich die Glei-
chung (8.) so aussprechen, dafs zugleich mit ,x,z, = s,

(11.%) d(0.u)

du, 0.u,

wird.

Es bleibt nun schliefslich noch zu untersuchen, in welcher Beziehung
die Grofsen #,;,, welche durch (3.*) oder (5.) oder (9.) definirt sind, zu den
partiellen Ableitungen der Invariante 7' nach den Grofsen a,, stehen.

Bildet man die Function:

62.’£—uzulzcﬂ — 518% %0 bosr

u,uu
day da,, # A

so erhilt man jedenfalls eine zugehdorige Form, es besteht aber das Resultat

der Differentiation aus zwei Theilen, namlich es ist

dT
da.,

Da aber wegen §.16 (9.):

dboor

ds,or
6=! u,u,u _2’2 ‘"’ be,,,u u,u -{—E’Ed v

u “lu

qo‘t

}=I=2 s"“’ = e ety Yy = Z((@ayt ue)tu o,

ist, so folgt, wenn man 7,7,7, = b,, seta,

i=l= ds:’ bor W8, = Z((aa)*uu)b
ey

= Z((aa)*b ) umu, = T;.

edu U

Dies ist der erste Theil, der zweite wird wegen (10.)

= El—iu L u, = 3%f.
Daher erhélt man
621%3”_14 wu, — 3Tf+3zf
oder, da T,= 1T ist, |
12) E'Tﬂu wu, = T, = ;.

Fafst man Alles zusammen, so entsteht schliefslich das folgende Theorem:
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Theorem 16.
Die folgenden drei zugehirigen Formen:

T, = 08; = =t,,u,uu,,
= 0.u (2,8,T, =S5,);

daT
/
= i w,uu,
sind einander gleich, also:

di’: = 6¢,;,, wenn %, 4, u verschieden sind,

xhp
dT . .

(13.) T = 3¢,.., wenn %, A verschieden sind,

dT
daxxx - fxxx

und die Werthe dieser Differentialquotienten sind in drei verschiedenen
Formen:
4

= ((aa)#b)*+ ((aa)* )" 4 ((a a)* bs)*
(14) {ta = $((ab4-ba)* a,)* + } (@b bay* a)? 4§ ((ab+ ba) as)*
' ta, = =2(a, a,y* Soou
darstellbar.

§. 23.
An diese Resultate kniipfen sich nun. die Grundgesetze fir die zweite
Invariante.
Nach der Definition ist
108 =T,
also
6T = 308 = =s,,,0
d. h. gleich dem Werthe von S;, wenn man

xAu 2

uumu, =b,,
selzt. Diese Substitution giebt aber wegen (§.16 (2.)):
| 6T = ==(a,a,)" (a,b,)",
und wenn man die Summation dber ¢ und o ausfiihrt:
Z(a, ;)" (a b)) 4 =(a,a))" (@, b.)* 4 = (a, a;)" (a, b;)*
(1) 6T = {4 Z(a,a)" (a,0,)* 4 =(a,@))" (3:6,)" + = (a, 3" (a, b;)*
+ Z(a,@)" (4,0, + Z (8, @)" (a: 6" + = (0, a)° (a5 b:)%,
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wobei noch zu beachien ist, dafs
(a,b,)** und (a,b,*
von einander verschieden sind.
Man kann aber auch das Theorem 9. (§.16) benutzen, um 7' darzu-
stellen. Setzt man in demselben
uwwmu, = b,,,
so ergiebt sich, weil dann
: %Sf = 8T = 2T
wird: .
2)  =(aarca)y,, = Z((a,a) (b)) = 2T,
B) =Z((aey*a)y*b,, = =Z((a,a)*(a,b,)") = 0,
wo z und ¥ constante, von einander verschiedene Indices sind. Die Gleichun-
gen (2.) treten mehr hervor, wenn man die Summation iiber u ausfihrt; sie
geben dann
RT = =(a,a;)" (a,b))* -+ = (u,a))"* (a,0,)" + =(a, a;)" (a, b;)*
4) 2T = =(a,a,)" (a,0,)" +=(a,.4)"(a, by + Z(a, ;)" (@ bs)*
RT = Z(a,a)) (a;6,)" + =(a,a,)" (a5 b)) 4 = (a, a;)" (a5 6:)"
und zeigen so, dafs die drei Horizontalzeilen der rechten Seite von (1.)
gleiche Summen haben. Andrerseits ist wegen §.22 (3.%):
Stga,y, = Z(@ay b, e,
und :
- Z((aaytb) e, = Z((aa)*a,)b,,,
daher gehen die Gleichungen (2.) und (8.) in folgende iber:
B) Ztge, =2T,
(6) Ztya, =0,
und geben so das Theorem:

Theorem 17.
Wenn man in den 9 Gleichungen:
Zayala =2T, a1ty =0, Zayglsa =0,
Zaryla=0, Zay by, =2T, Z oyl =0,
a;,t,,=0, a5, b, =0, Zayt,, =2T

die 10 Grofsen t,, als Unbekannte ansieht, so stellen die partiellen
Ableitungen von T nach den Grofsen a,, ein System ihrer Losun-
Journal fiir Mathematik Bd.LV. Heft 2. 4 20
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gen dar, ndmlich

dT ar T
daxl,u da,..’ T dlyy

Die Verbindung dieses Theorems mit Theorem 8. (§.15.) giebt die
beiden von einander unabhingigen Losungen beider Systeme von Gleichungen.
Da dieselben sich nur in den Constanten 28 und 27" der rechten Seite von
einander unterscheiden, so kann man durch Division mit respective 28 und
2T beide Systeme von Gleichungen identificiren, und demgemifs durch

6txl,u - ’ 3txxl _

Sxdu Luip
28 ° 2T °

zwei Systeme von Losungen des entstehenden Systemes angeben, ferner alle

itbrigen durch
1

Sxl, #4,
v+ M 37

28
wo M ein willkiihrlicher Factor ist.
Man findet sofort zwei analoge Systeme von Gleichungen, wenn man
in (5.) und (6.) statt der Coefficienten Z,;, diejenigen Werthe setzt, welche
sie als Coefficienten von ¥, besitzen. Nach §.22 (9.) wird dann

’ 2
2. By = szagag)" sqo'raxle
wo immer = und » constante Indices sind; es ist aber definitionsmafsig:
2
bgav = 2 ((le aa)x @iy >

also auch
(7') . Etxlt Cyry = Zbgav sgtn b)

und daher ergiebt sich wegen (5.) und (6.):

Theorem 18.
Wenn man in den 9 Gleichungen: A
Zby,;800=2T, =b,;8,,=0, b8, =0
Zb1810=0, Zby 800 =2T, Zb,,;8,=0
Zbs1810 =0, Zby,1 82, =0, =b;, 85, =2T
die 10 Grofsen s,;, als Unbekannte betrachtet, so ist ein System von Li-
sungen durch die partiellen Ableitungen von S nach dezz Grifsen a,,
gegeben , namlich

ds ds as ,
68,,),,. =3 Atnzg 3Sxx,n =3 da,,,,; P Serx = 3 d0rry
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Der Charakter der Ausdricke
zbedy SeOT
- tritt deutlicher hervor, wenn man die bekannten Werthe fir Seor Substituirt.
Ist nimlich u ein veranderlicher Index, so wird
Zbgmf aga‘t = qucw ((aa)'tﬂ”")ed = Z(a,ubr)eo(agaa)‘zlu
und die Gleichungen (5.) und (6.) oder (2.) und (3.) nehmen die Form an:
2T Z(a,a,)" (a,b,)’

0 = =(a,a,)"(a,b,)"

|

(8)

Fihrt man nun in der ersten Gleichung die Summation iber wx aus und setat
statt = allmalig 1, 2, 3, so entstehen die Gleichungen:

2T = 2(% a,)" (@,b,)%° + 2(“9 a,)’(a,b,)° + 2(% a,)’ (ay b;)°
9) R == (a, ag) (@ 6,)° - = (a, a,)* (ab,)° 4 = (a,a,)" (4, b3)%°
RT = =(a,a,)" (a56,)" + = (a, a,)" (a:0,)° + = (a, ;)" (a5 6;)%°
welche zeigen, dafs auch die 3 Verticalzeilen in (1.) gleiche Summen

haben.
Schreibt man noch die Coefficienten von T, (§.22 (9.))

byor = Z(ax al)e” Syir

00T

in ausgefihrter Summation hin, némlich

(10.) tgar = (@,,)" Sy, + (a,a,)%" 530, ‘I‘ (s a5)%° 33,
+ 2 (a,a5)° 8y, “I‘ 2(a,a,)%° 515, + 2 (a0, a,)% 815,

und setzt fir ¢ und o allmilig die Combinationen von 1, 2, 3, so entstehen

sechs Gleichungen von der Form der im Theorem 3. (§.8) erwihnten, welche

sich in Folge dessen sofort nach den s,;, auflosen lassen und wegen §.8 (7.)
(11') S'sgor = E(axal)eatxh

geben, so dafs also

ds
(12)  ZZ(a,a) by uu, = S5, uu, = $SZ-

wird. Diese Gleichungen liefern zunéchst ein Erganzungstheorem zum achi-
zehnten Theorem. Substituirt man namlich in (12.) auf beiden Seiten statt
u,u, die entsprechenden a,,,, wo » wie z ein constanter Index, und bemerkt,
dafs nach §.15 Theorem 8.
Z g Sy = 28, Z oy g0y = 0
20 *



156 10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Gyrades.

ist, so giebt (12.)
‘ =3(a,a))t;,8,, = 28° oder = 0,

je nachdem 7 =, oder v von » verschieden ist.

Aber
b, = Z(a,a;)”a,,,
also
(13) =b,,t.. = 28" oder = 0,
mithin:
Theorem 19.
Wenn man in den 9 Gleichungen:
Zbul b = 2‘5'2: Ebul b= 09 stml L ;—: 07
Sty =0, byl =287, Zbyy b,y =0,
> blxl b= 07 > ble by = Ov - b?ml lya = 28

die G'rifsen t,;, als Unbekannte belrachtet, so ist ein System von Lisungen
durch die parfiellen Ableitungen von T nach den Grifsen a,,, gegeben,

ndimlich :
‘ dT aT dT
3txxl - da,.. E) 6’123 - da‘23

I

ey T daxxx ki
Die Verbindung der Theoreme 18. und 19. erfolgt ebenso wie die angege-

bene Verbindung der Theoreme 8. und 17.
Die Gleichung (11.) liefert noch ein zweites bemerkenswerthes Resultat.

Bildet man némlich
d\tear = Jz(ax al)ea Szad
== 22(“:: bz)qd Srxd + 32((‘#' al)eo tu:l
und bemerkt, dafs wegen §.20 (5.) (6.) und des 8*" Theorems:
z(ax bl)e" erl =5 Z(ajxl 3190- ’l‘ a,,: 329(, + as,, S3ea )8.”,1 b S . 8190
= 2SSTga - SS,W = Ss-tga

ist, so ergiebt sich
thar = 28396?—}-32(0'[61)90’1,‘1,
also wegen (11.):
to (yte,, S 515'8(,,,,.
Es folgt hieraus, dafs
(14) 0T, = 58.;,
ist, also dafs sich durch Wiederholung der Operation O immer nur Ver-
bindungen aus Sy und T, finden lassen. Hiermit in Verbindung steht aber noch
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ein anderes Resultat, welches in §. 13 (8.) bereits angegeben ist. Da namlich
2T = Zaat,.; )
- isty, so wird
20T = ZbatiatZapdta,
aber wegen des 19*" Theorems ,
byt = 28

und wegen (14.) .
Za,,0t, = 58Za,,8,, = 1087
also
(15) JoT = 68~

Die 4 Systeme linearer Gleichungen, welche in den Theoremen 8,
17, 18, 19 behandelt sind, kommen bei fast allen Anwendungen der vor-
liegenden Theorie vor, daher ist hervorzuheben, dafs durch die gegebene
Auswerthung der beziiglichen Ableitungen von S und 7', ibre Losungen in
schliefslicher Endform vollstéindig dargestellt sind.

§. 24.

Als Beispiel der Anwendung der bisher entwickelten Theorie will ich
far die Hessesche Form die Invarianten, Covarianten, zugehorigen Formen
und Zwischenformen berechnen, indem ich sie in der Fassung des §.10 zu
Grunde lege, und nur der Kirze halber die Variabeln und Coefficienten als
urspriingliche schreibe.

Es sei also

1) r= alwi+azz-2+a3:c§—|—6a4w,w2w3
die gegebene Form, dann sind die Coefficienten A4,; der quadratischen Form:
) Esz)’x)’z = axwly%'l'az-z'zyg‘l‘“s $3}'§+2a4(";1 y2y3+ m23'1Y3+wSY1 Y2)s

die zweiten Ableitungen von f nach den Variabeln, dividirt durch 6, und die
~zugehorige Form von (2.) ist die erste Zwischenform (§.9 (6.)), namlich

0 = S(AA*u,u, =
(Raya,x,x,—24; 23) Ui+ (4,40 2, —24d;, 13) w3 (Raya,x, 2, — 24, ) 43
+2Rdix, vy —2a,a, xY)u, u; - 2 (2%, v — 2a, 4,05) uy uy
+2(2az, &, — 2a,0,7%)u, u,
Hieraus ergiebt sich die erste Covariante A4f — =(A A)* A,, oder kirzer:
4f = 3{(AA)" A, (AA)*A,+(AA)¥ A}

(3
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als fo]gende:

4) JIf = —bai(axi+a, 23 a,x3)+ 6 (Ra3+ @, a, a3) x, 2,25,
Zur Berechnung von S nehme man die verkiirzte Form §. 16 (3.)

. 38y = Z((aa)"a)"*u,u,u,.
Setzt man der Kirze halber

(5) (84" wy}(a,8,) w4 (a,a,)  us = e,
so ist '
18, = Z(aa)*u,u, = =Z(c, uu)a,,,

also
: 6) 1Sy = (e, uu)'a,+4 2 (e, uu)*a,,

weil die ibrigen Glieder mit Coefficienten multiplicirt sind, welche fir die
Form (1.) der Null gleich sind.

Es ist aber
(e, uu)t = U} + 033 U3 — 2055w, u,
(ot, UU)® == 01130, Uy 4 Oy Uy U5 — 00y, U Uy — 03 U, U,
und nach der Deﬁmhon (5.):
oy = — a5, Oy = & a3,
Oy = —2a,0,U; o = Gy
o5 = —2da;a,%, 0 = Gyt

wobei zu bemerken ist, dafs man die Coefficienten (a,a,)**, welche in (5.)
vorkommen, aus (3.) entnehmen kann oder aus dem Schema §.10 (4.).
Hieraus folgt die erste z2ugehirige Form

(7.) Sf = - 6”4 (02 asul"}_alasu —l—{ll ag ug) + 6 (4“4 - alag (l3) ul uz u3

Die erste Invariante S, welche bereits §.10 berechnet ist, folgt aus (7.)
von Neuem, namlich, da Sy= 3s,;,u, w;u,,

(8) = F2Sula, = a0 — a4, a5),
und die zweite Invariante T:
) T = 335405, = 84+20a,aa,6—dld:4},
wo die Coefficienten b,,, aus (4.) zu eninehmen sind.

Man bilde nus die zweiten Ableitungen von 4f nach den Variabeln,
als Coefficienten der quadratischen Form: s

(10)  ZB.y.y: = —ba; (a2, yi+ mT:yi+ & 23Y3)
+ 2R+ ajaa5) (@, y:Ys+ T Y1y T3 y1y2)
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und aus der Verbindung ihrer Coefficienten mit denen von (2.) die 2weite

Zwischenform :
(1) H = =Z(AB*u,u, —

(—2a,(2a}+ a,a,a5) i — 12a, a0, 0, ;) ui -+
(—2a,(2a; 4 a,a,a;) @2 — 12a, a3 0,2, 25) u;
(— 2"4(202"" a,a,a;) x5 — 12a,a,a, 2, x,) "§+
2 (a,(44; — a,a,a,)x;+ 2a,(2a}+ a,a,a5) Ty x3) Uy uy
2 (a,(4a; — aya, a,)x; + 2“4(242‘}‘ a,a,a;) T, 25) 0, Uy -+
2 (a;(44; — a,a, a;) 2%+ 2a,(24, -+ a,a,a3) T 2) Wy U,
Diese Form giebt die sémmtlichen Grofsen
(@04 a,b,)%,
aus welchen, vermittelst der Definitionsgleichung
T, = 108, = =((ab +ba)“a) u,wu,+ =((aa)* b)) u,uu,,
die zweite zugehorige Form T sich berechnen lifst, man gelangt aber wegen
der oben bereits berechneten Grofsen c,; etwas schneller zum Ziele, wenn
man nach §.18 (9.)
(12) Ty= =((aa)*b)u,w u,+ =((aa) b)) u,wu,+ =((aa)" by u, uu,
setzt. Es ist ndmlich wegen (5.)
' S((@ay by s, = Z(o, w) by,
und weil wegen (4.)

by, = — 6aia,, by = 2“2"1‘ 6,a,a,
ist, und die dbrigen &,,, =0 sind:
Z((aa) b)*u,uu, = —6(c, vu)'a;a,-2(e, vu)® (2a; 4 a,a,4;)

= 6a, d} (2a,0,43 -} 2a;,a,u3 4 2a,a,u,u,u,) 4 2 (2a; - a,a,a,) (4a; u,u,u;,— a,a;u3),

wenn man die obigen Werthe von (o, wu)" und (e, uu)® substituirt. Ordnet

man diesen Ausdruck und bildet durch Vertauschung der Indices die beiden
andern Summen von (12.), so entsteht:

Z((aa)*b)*u, uyu, = —2a,a,(203-a,aa;) ui--12a,a;0u3-120,a,a3u3

+ 44 (4a} -} Sa,a,a) uu,u;

(13, Z((aa) b)) u,uu, = 12a,a,63u} — 2a,a,(24} -+ a@.a) u3 + 12a,a,030;

“I‘ 4a;(4a; ‘I‘ Sa,a,a;) u,u,u;

= ((aa)y b,)*u,u, u, = 12a, asa;ui | 12a, a; u; —2a,6,(2a} + a,a.a5) u3

' + 4a4i(4a} +-5a,a,a;) u,u.u; .,

¥
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also durch Summation dieser drei Gleichungen die 2weile zugelzb’rz'gé Form:
(14) T, = 2{10a4; — a,a,a;) (@, a;u} + a,a,% + a, @, u3)
+ 6a; (443 + Sa,aya5)u, u,u,} .

Von der absoluten Invariante.

§. 25.
Wenn man aus den Gleichungen
S’ = S,
T = rT
die Determinante r eliminirt, so erhalt man
s s
1) 7= 5+

d. h. eine Bedingung zwischen den Coefficienten der urspriinglichen und der
transformirten Form, welche erfillt sein mufs, wenn es maoglich sein soll die
eine in die andere zu transformiren.

N

Die Function %—2 will ich in der Folge die absolute Invariante nen-
nen und durch J bezeichnen; sie ist eine gebrochene Function der Coeffi-
cienten, deren Zihler und Nenner von derselben und zwar 12 Ordnung in
Bezug auf die Coefficienten sind. Die Bezeichnung ,absolut” gebe ich ibr,
weil sie, fir die transformirte Form gebildet, von den Substitutionscoefficien—
ten ganzlich unabhangig bleiht, wahrend die andern Invarianten noch die
Determinante » der Substilutionscoefficienten enthalten, also weil J’ = J ohne
Vermitilung von 7 ist.

Wenn man verlangt, dafs durch lineare Substitutionen die Functionen
- f= Zag .z, [ = ZTau,X XX,
in einander transformirt werden sollen, und das gewohnliche Verfahren dabei
éngewendet wird, welches darin besteht, dafs man die Substitution in f €in- °
setzt und die erbaltene Form mit f’ identificirt, so erhilt man zehn Gleichun-
gen von der Form: .
) “'y.zy = alllaxala/t+ am(axazﬂ,rl"az%ﬂx‘f’%%ﬁz)’f—'",
aus welchen man die 9 Substitutionscoefficienten «,, (3;, 7, eliminiren kann.
Es folgt daher, dafs immer eine Relation zwischen den Coefficienten a;,

und a,;, bestehen mufs, damit die Transformation moglich sei. Die Glei-

chung (1.)
J' = J oder J—J =0

~
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giebt diese Bedingung und zwar in einer Form, welche dadurch merkwiirdig
ist, dafs in derselben die Coefficienten a,;, und a;, von einander separirt
erscheinen, ohne dafs sie aufhort rational zu bleiben. In der am Eingange
dieser Abhandlung bezeichneten Schrift habe ich nachgewiesen, dafs sowohl
die Form der mit : '

' J —J =0
analogen Gleichungen, als die Art und Weise ihrer Entstehung fiir homogene
Functionen von beliebig vielen Variabeln und beliebiger Ordnung in allen Fil-
len bestehen bleibt, und diesen Umstand als Ausgangspunkt fiir die Theorie
der Invarianten benutzt.

Um im vorliegenden Falle eine bestimmte Transformation fir die homo-
genen Functionen 3'" Ordnung von drei Verinderlichen zu erhalten, mufs
man iber 9 Coefficienten nach Belieben verfigen und die Bestimmung des 10"
dem Eliminationsproblem, d. h. den Gleichungen (2.) iberlassen; nach dem
Vorstehenden giebt aber die Gleichung

J =J
diesen tubrig bleibenden Coefficienien.

Setzt man z. B. die Hessesche Form

= X+ X3+ X3+ 66X, X, X,

voraus, so hat man im vorigen Paragraphen nur

*
a=1, a=1, a=1, a=k

zu setzen, um
@k —any
= Bk F 206 —1)°
und durch Auflosung der Gleichung:

§° (4k*—4k)?

T T BFF20R—1)
den Werth fir £ zu erhalten.
Diese Entwicklungen zeigen schliefslich, dafs die Anzakl der von
einander unabhingigen Invarianten nur zwei betrdgt, denn wire P eine

dritte, welche der Gleichung

J’

-

X P =P .
geniigt, so konnte man durch Elimination von 7 aus den 3 Gleichungen
S = S
1 = r*T
P = r'P

Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 2. 21
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zwei Gleichungen erhalten, in welchen nur die eine Unbekannte & vorkommt,
und durch nachtriigliche Elimination von & aus denselben eine Relation zwischen
P, S, T mit rein numerischen Coefficienten. Man sieht hieraus nicht allein,
dafs P, §, T immer algebraisch von einander abhingig sind, sondern auch
wie man P aus S und 7" zusammensetzen kann. Ich bemerke hierbei,
dafs Herr Sylvester in einer schonen Abhandlung (Philosophical Magazine
1853. Vol. V, pag. 299 und folg.) nachgewiesen hat, dafs jede ganze Function
P immer eine ganze Function von S und 7T ist.

§. 26.
Ich will nun eine Grundeigenschaft der absoluten Invariante angeben,
welche sich auf alle absoluten Invarianten ausdehnen lifst, und fiir die Fort-
fihrung der allgemeinen Theorie nothwendig wird.

Bildet man .
dJ d(SsT-"’) S? dT
dag, —  dag, (3Tda,,,z,, —28 da,
beriicksichtigt ferner, dafs
s, ds ds

= 2.3s ——c==2.06s
= 78] 3 1239
3T da,,,

da,y, = ENEE damcl
dT dT aT
da,., =lypns dam = 3txx1: da,,, _ 6tl'23
und setzt
dJ dJ dJ
At = Jxm: ) At = 3']231’ daus = 6"123 ’
so folgt:
(1') ’ Jxly = —(T Sip — S°tx1,u)'

Die Gleichungen §.15, Theorem 8., deren erste
a8, = 28

und die Glelchungen §. 23, Theorem 17., deren erste
Zayaty = 2T

ist, geben aber, nachdem sie respective mit 7' und — S’ multiplicirt und zu
einander addirt sind:
20,1 (T.8,—8.4;) = 0,
also folgt wegen (1.):
Zaadp = 0,
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und ebenso
Zay,do; = 0,

2”3:7.']31:7. = 0.

Da die rechten Seiten der ubrigen Gleichungen der genannten Theoreme von
selbst = Null sind, so folgt also fir jeden constanten Werth von ¢ und o
(2') Zaeleaxl = O?

wenn x und A die verdnderlichen Indices sind, daher:

Theorem 20.
Die Auflisungen der 9 linearen Gleichungen :

Za,,pr. =0, 2 P2 =0, Za,p3a =0,
(3‘) 2“2::1"1;:}. = O? 2(12::1 prZ = 09 202)(2 prl = O?
a3 P0 =0, 25, P2 =0, 2as,psa =0,

in welchen die 9 Verhdltnisse der p,;, die Unbekannten sind, lassen sich
durch

darstellen, wo die Grifsen J,;, die partiellen Ableitungen der absoluten
Invariante J nach den Grifsen a,,, bedeuten und zwar multiplicirt mit
1, 3 oder 6, je nachdem von den Indices =, i, u alle drei einunder gleich,
nur zwet einander gleich, oder alle von einander verschieden sind.

Die sammtlichen JJ,;, haben wegen (1.) den gemeinschaftlichen Factor

%—i—, man kann daher in Folge der obigen Proportion als Auflosungen des

Systems (3.) die Ausdriicke
“4)  Pau= T.s,;,—8 .1,

betrachten, welche in Bezug auf die Grofsen «,;, von der 9*" Ordnung sind,
und daher bis auf einen numerischen Factor mit den partiellen Deter-
minanien des Systems (3.), welche von derselben Ordnung sind, aber-
emstimmen missen.

Bildet man die zugehorige Form, welche der absoluten Invariante ent-
spricht, so hat man

(5') Jf(ul? u?aus) = EJxl,uuxulu,u'
Da aber auch die Grofsen p,;, als Coefficienten einer zugehdrigen Form be-
trachtet werden konnen, so sei

(6') prl,uuxulup = Pf(un U, u3)
21 *
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gesetzt; dann ist
' ) J ' p
7) F(Uyy Uyy uy) = e Uy Upy Us3),

und man kann alle auf J; beziiglichen Untersuchungen an die einfachere Form
P; ankniipfen. Diese ist aber eine der wichtigsten der vorliegenden Theorie
und ich will sie aus Grinden, die im folgenden Paragraph entwickelt werden,
die conjugirte zugehiérige Form nennen. Bildet man dieselbe fiir die trans-
formirte Form [', so ist leicht ersichtlich, dafs

@6) P/U,U,U) = r°.Ps(u,, u,, u;)
ist, weil nach (4.) die Bildung von P, aus S; und 7 durch die Gleichung
9)  Prluy,uy,u) = T.S;(u,uu;)— S, Ty (uys usy )
ausgedriickt wird.

Von der conjugirien zugehirigen Form.

§. 27.
Aus den Gleichungen (§. 26 (3.)) .

(1) Zaupea = 0,
welche die Coefficienten der conjugirten Form P liefern, folgt, dafs umge-
kehrt, wenn man die Coefficienten p,;, als gegeben ansieht, die Coefficien-
ten @, genau dieselben Functionen der p,;, sind, wie die Puip YOU Gy,
waren, weil die Gleichungen (1.) in Bezug auf beide Systeme symmetrisch
sind. Hieraus folgt:

Theorem 21.

Die gegebene Form f(x,,x,,x;) und die conjugirte P(u,,u,,u;)
stehen in der Beziehung zu einander, dafs gegenseitig die eine die con-
Jjugirte der andern ist.

Dieses Theorem zeigt, dafs P diejenige zugehiorige Form der cubi-
schen Formen ist, welche sich in einer sehr wichtigen Eigenschaft den zu-
gehorigen Formen der homogenen Functionen zweiten Grades analog verhilt.

Bezeichnet man demnach durch

p(-'l'x s Tay T3)
die conjugirte zugehorige Form zu
Py(uy, u,y u5),

so ist :
R) P(z,z,7) = K.f(z, 2, ,),
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wo K einen constanten Factor bedeutet, welcher von der 80" Ordnung in
Bezug auf die Coefficienten a,;, ist, weil P, in Bezug auf dieselben Grofsen
von der Ordnung 9° werden mufs. Der Werth fir K ist dbrigens

K= —32R°S?,
wie ich anderweitig zeigen werde. Fihrt man ferner die Coefficienten p,;,
in die Gleichungen des 18" und 19*" Theogems ein, so entsteht
Zbapin = b (T .s1,— 8. 4,,)

T.25,:8,—SZb,, b,
also mit Beriicksichtigung der genannten Theoreme

Zbapra = 2(T°—8%).
Bezeichnet man noch durch

B) R=T"-8"

die Constante auf der rechten Seite, so hat man:

Theorem 22.
Die Cocfficienten p,;, der conjugirten Formn gentugen den folgen-
den. Gleichungen:
Zbapa=2R, =b,,p,,=0, Zbyapsa =0,
“4) Zbyapra=0, by pra=2R, Zb,,;p;,; =0,
b3 pra=0, b pn =0, Zbs,apsa=2R,
und es ist in Folge dessen
R=T"—-8 =0
das Eliminationsresultat der Variabeln z,, x,, x; aus den quadratischen
Gleichungen :

6y Lo, W _o A,

dx, dx, dx,
Der 2t Theil des Theorems folgt aus der bekannten Darstellung dieses Elimi-
nationsresultats, welche Herr Hesse (Bd.28, S.68 dieses Journals) gegeben hat,
und zwar hat man, da aus (5.) die 9 Gleichungen
df d df

i/ - f— /-
&, dx,——o’ 3'17{';2"-—01 T, d.z‘a_o’
E af __ o 9 i __
‘(6.) -’L'gd—x‘ = 0, .L'zd—;- = 0, -’L‘g-d—x-; == 0,
af __ af __ af __
3'37‘;.:——-0, 1‘371.-;—-0, xga—x—s——o
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hervorgehen, deren Coefficienten mit denen des §.26 (3.) ibereinstimmen,
zunéchst ”

(V) @& :2,2,2,: ... &, T&3 = Py iPuaie -l P
Da aber die Gleichungen (5.) sich auch wie folgt schreiben lassen:

-’L'1A11+¢'2Am+z'3dn = 0,
(8) Ayt 2, Ay 2545 = 0,
2, 4; + x4t 2345, = 0,
so erhdlt man nach §.11 (6.) durch Elimination der explicite stehenden
Variabeln x,, @,, x5 '
9) 0= 4df(x), 2, 25) = bel,u‘rx‘z.lwy
und demnach durch Substitution von (7.) in (9.)
0= bezyl’zz,‘-
Die Addition der in der Diagonale von (4.) stehenden Gleichungen giebt
aber die identische Gleichung:
(10') 6R = be}.,upxl,u)
also ist
R =0
das in Rede stehende Eliminationsresultat. :

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, dafs die Werthe (7.),
welche nach Erfiillung der Gleichung B =0 den Gleichungen (5.) geniigen,
durch (7.) in expliciter Form gegeben sind und zwar durch den Satz, dafs
ihre Verhilinisse den Verhdltnissen der partiellen Ableitungen der ab-
soluten Invariante nach den enisprechenden a,, gleich sind.

Schreibt man die Gleichungen in der ersten Verticalreihe von §.26 (3.)
und der ersten Verticalreihe von (4.) neben einander und setzt R=10, so
entstehen die Gleichungen:

ZPrtq =0, Zpiabia =0,
(1) ZPra =0, ZPrarbra =0,
ZPraa g =0, Zpiaby, =0,
aus welchen nach Elimination der 6 Grofsen p,,, wieder die Bedingungsglei-

chung R =0 hervorgehen mufs. Es stimmt diese Darstellungsweise mit der
zweiten von Herrn Hesse gegebenen, welche darin besteht, dafs man aus

L/ - L/ - af _o. 94 _ aqaf __ adf __
dx,“o’ ar, =% d—g—"’r‘a}f—"’ Tz, =0 d.ra—o

dx,
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die 6 Produkte @,x; zu eliminiren hat, offenbar iiberein. Bemerkt man nun,
dafs die Determinante der Gleichungen (11.) in Bezug auf die Grofsen a,,,
von der 12*" Ordnung ist, also keinen iberflissigen Factor enthalten kann,
weil B von der 12*" Ordnung ist, und der etwaige Zahlenfactor, wie sich an
jedem speciellen Beispiele sogleich zeigen lifst, =1 ist, so folgt schliefslich:

Q19 Groy Qr339 Qprze Quuzy Gigy
Uoygg Brrag lozzy Grozy Aazy Ao

A3119 @329 Q3339 3339 A31349 A3y
(12) R —

b b b b b b = Z+ a0 33301530213 b550 .
1my P1229 Q1339 0139 Orize Ono

-

bars broay bogzy brosy bogsy bopo

63119 0322, 6353, b3231 b313, b3l2
Diese Formel ist zwar zur wirklichen Auswerthung weniger brauchbar, sie
dient aber als bequemes Hiilfsmittel zur Fihrung von Beweisen.

Aus der Invariante R entspringt eine zugehdorige Form dritter Ord-
nung, deren Coefficienten die partiellen Ableitungen von R nach den Grofsen
a,3, sind. Man bezeichne diese Form durch

(13.) Rf(ul u2 u3) = Erxluuxuluy)
indem man
(14‘) ) rxme = %

setzt; dann findet man durch Differentiation von
R = T*—85:
ot = T'txlﬂ_szsﬂ.y
(15) ‘Rf — 1.7, —§°S,.

dR
A, ’

dR

dR
Ay 6

a1y=%m

[} 3rxxl='%'

Da nun
= Byxa tlx?. = 2T, = Q131 St = 2S

ist, so erhilt man .
Zapara = TZa t,,— 8" Za,,;8,=2(T" — 8°)=2R,
und wenn man mit den ibrigen analogen Gleichungen ebenso verfihrt, das
folgende System: ‘
Zayrin=2R, =a, o1 = 0, Zaara=0,
(16) « {(Zaura=0, Za,;1=2R, Zay,r,;=0,
20 = 07 U0 = 0, Sy 10=2R.
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Ferner, da
> bm i = 287?, = blxlslxl = 2T
ist:
zblxlrlxl = 2(TSZ_82T) = 07
also

Zbgria=0, Zb,ry,=0, =Zb,;r;,=0,
a7) Zbyiria=0, Zb,;ru=0, =b,,;7r,;=0,
2o ra=0, Zbyyry, =0, Zbs,;ry,,=0.
Das System (17.) zeigt, dafs die r,;, den Bedingungen geniigen, welche die
Coefficienten der zur Covariante 4f conjugirten Form erfillen miissen und
giebt daher den Saiz, dafs die conjugirte Form der Covariante Jf bis auf
einen constanten Factor die zugehorige Form R, ist, oder dafs man hat

(18.) P.(If(u.l’ ug, u3) _ C.Rf(ul’ ug, u3),
wo C ein Factor der 16" Ordnung in Bezug auf die Grofsen a,;, ist.

Dafs die Coefficienten von P, sich durch die Coefficienlten von Ry,
welche von der 11'*" Ordnung sind, und durch einen gemeinschaftlichen Factor
ausdriicken lassen, hat in einer andern Form bereits Herr Hesse in seiner
Abhandlung im 28*" Bande dieses Journals bewiesen, denn bezeichnet man
nach derselben durch ¢,,, die Unbekannten eines Systems von Gleichungen,
welches aus (17.) hervorgeht, wenn man statt der r,,, die ¢,;, substituirt,
so kann man die g¢,;, als die partiellen- Determinanten des Systems (17.)
und daher als die aus den &,;, gebildeten p,;, definiren. Herr Hesse hat
auch bereits den Beweis gefiihrt, dafs C ein vollstindiges Quadrat ist; wir
werden spiter C selbst ‘darstellen.

Verlangt man endlich, dafs

(19.) Z@a,a+bb,)(Apua+Bri,) = 0,
indem man @ und & als gegebene, A und B als gesuchte Constanten be-
trachtet, so ergiebt sich durch Auflosung der Parenthesen in (19.) mit Riick-
sicht auf §.26 (3.), §.27 (4.) (16.) (17.)
2R(Ab+ Ba) =
oder ' '
Ab+ Ba = 0

als Bedingung, unter welcher sammtliche 9 mit (19.) analoge Glelchungen be-
friedigt werden konnen. Man kann daher setzen -

A=4a, B= -0,
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und es ist dann
Z(aay,,+b b02) (@Poy —b75;) = 0
fiur alle Werthe 1, 2, 3, welche die bei der Summation constanten Indices
¢, o annehmen konnen. Es folgt daher, dafs die conjugirte zugehorige
Form der zusammengesetzten homogenen Function af-|-bAf bis auf einen
constanten Factor durch aP;— bR, dargestellt werden kann.
Bemerkt man nun noch, dafs die Operation J die Gleichung
of = Jf
giebt, ferner, dafs
0Py = J(T.S;—S.T;) (§.26 (9.)
= 0T.8;+ T'.08;— 8. T,—8.9T}
und -
08 =4T, J8,=3T; (§.18 (4))
0T'=68" J0T,=>58.8; (§.23 (14.) (15.))
ist, so folgt
19.%) 0Py = 88— T.T; = —R;.
Man kann daher Jf statt 4f und — 0P statt R, setzen und erhélt dann

Theorem 23.
 Die conjugirte zugehirige Form der zusammengesetzten Function
af +83f = af+baf
st von der Form:
(R0) P,y = L(aP;+b0P;) = L(aP;— bR;),
wo L einen von den Variabeln unabhingigen Factor vorstellt.

Da die Form P,z ,s- in Bezug auf @ und & von der 9ten Ordnung ist,
so mufs L in Bezug auf diese Grofsen von der 8Sten werden. Der vor-
stehende Satz ist dadurch merkwiirdig, dafs sich 8 Ordnungen in einem Factor
abtrennen lassen. : '

Diese Eigenschaft fihrt in der That zu einem zweiten fiir die con-
jugirten Formen hochst wichtigen Theorem.

Man beachte, dafs R, bis auf einen Factor die conjugirte Form zu
Af ist, wie ich unter (18.) bewiesen habe; hieraus folgt, dafs

(21) B4 = Ly(ePr—(Ry)
ist, wenn L, einen andern Factor bezeichnet, und wie im §. 13

A(af+bdf) = af+pAf
gesetzt wird.
Journal fiir Mathematik Bd.LV. Heft 2. 22
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Es ist ferner
ZPuapba, = Zrg.a,,
weil beide Summen = 6 R sind, daher auch, wenn man dieselbe Gleichung
fir die zusammengesetzte Function af 1 b4f bildet, wegen (20.) und (21.):
LZ(ap,.,— br.,) (08,3, Bba,) = La(ep,,—prg.)(a.a,,+b.5,,,)
oder, wenn man die Parenthesen wie bei (19.) auflost:
L(a—ba) = Ly(be —af?)

oder
22) L= -—-L,,

d. h. die beiden Factoren von (20.) und (21.) sind einander gleich und ent-

~ gegensetzt.
Wenn man zuerst die Operahon d auf eine Function z. B. P; anwenden,

und dann die erhaltene Form fiir die zusammengesetzte Function bilden soll,
so ist es nothig, dieses in der Bezeichnungsweise hervorireten zu lassen,
weil 0P,z ;4 die Umkehrung der Reihenfolge beider Prozesse bedeuten wiirde,
und ein anderes Resultat zur Folge hitte. Ich will daher (0P).z ;4 fir die
erste Reihenfolge schreiben. Mit Ricksicht hierauf und wegen (19.%) und (22.)
geht (21.) iber in '
S (@3)  (OP)yy4r = L(aPstBOP;).
Die einander analogen Darstellungsweisen von P,z 4r und (0P),z 44 fithren
nun zu dem folgenden auf (22.) beruhenden Theorem.
Theorem 24.

Wenn man aus den beiden zu f und Af conjugzrten Formen in

Verbindung mit [ und 4f= Jf die Determinante

f
(24.) ' r oo | | — P, of— [OP;

bildet, so erhdilt man eine Function von beiden Systemen von Variabeln
(eine Zwischenform), welche durch, die Substitution
a.a,;,15.b,, fir a,,
immer sich selbst reproducirt, multiplicirt mit dem Factor L(fBa— ab).
Bildet man némlich
Porivary  (OP)aprsar
af +bAf, A(af+b4f)

welches der Werth der Function (24.) nach der Substitution ist, so kann

.
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man wegen (20.) und (23.) dafiir setzen
lan+ boP;, obP;| ﬂd‘Pf‘
laf +83f,  of +pOF
und diese Determinante geht in das Produkt
P;, 0P
f; of

a, b

L°a,ﬂ'

iber, w. z. b. w.

Ueber die Grundformen der zusammengesetzten Function af-b4f.

§. 28.

Die weitere Entwicklung der vorstehenden Formen hingt von der
Theorie der Grundformen fir die zusammengesetzte Function af-+ 6 4f ab,
von welcher bereits in meiner Abhandlung im 39sten Bande dieses Journals
die Grundziige sich vorfinden. Herr Cayley hat spiter einen grofsen Theil
der ibrigen Formen (Philosophical Transactions vol. 146, p. 638) veroffent-
licht. Indessen geben die folgenden Darstellungen auch fiir diese einen ganz
neuen Gesichtspunkt, da sie dahin gerichtet sind den Zusammenhang der For-
men unter einander kennen zu lehren, wihrend die dbrigens sehr schitzbare
Zusammenstellung des Herrn Cayley nur die letzten génzlich aufgelosten For-
meln ohne Entwicklungen und Beweise enthilt.

Es sollen durch
Sab) Tab: Rab .
die beiden Invarianten und die Discriminante bgzeichnet werden, und ich be-
ginne mit der Berechnung von R,,. Dieselbe lifst sich zwar nachtriglich
noch anders geben, wird aber auf sehr zweckmifsige Weise dadurch ausge-
fihrt, dafs man die Darstellung von R durch die Determinante §.27 (12.)
benutzt. ) ‘
Bezeichnet man namlich wie friher den Werth von 4 (af4-b4f) durch
A(af+b4f) = of +B4f,

so wird
R.y=2+ (aq, 11+bbtu)(aanz+bbzza)(aasaa+bbsaa)(“ans+ﬂbnza)(“a-z13+ﬂbzxa)(aaan +H60;15)

und nach dem bekannten Fundamentaltheorem der Determinanten:
PYRY
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0

a
0
0
o

QO ©OO8

0

Der erste Factor der
gende drei Factoren

SO R OO
S OO O =
O = O OO QO

OO O =m0
SoOoOT™WoO o™

(=7

von denen jeder den

setzt:

0500 Q19 Grng G339 Bio3y Qii3y Giyo
0050 Qo119 Gorzg Qaz3y gy Aoz o
a 005 X 3119 O3my G339 O3z Q3139 Q3o |
O ﬂ O O blll? 61229 61339 6123’ 61139 bll?
O O ﬂ O 62113 6222’ 62339 b2239 b2139 b212
o 0 0 [3 b3119 63229 b3339 93239 b3139 b312
rechten Seite zerfillt nach demselben Theorem in fol--
0 100000 |1T00O0O0O
0f |10 a0O0b0 [0O100O0O
OXOO‘IOOOXOOaOOb
0/”lo 00100/ "l00010 0}
0/l |0 e 0030 (000010
000O0O0T1 00aa OO0,

1
Werth fa— ab hat, daher folgt, wenn man
1) G = ffa—ab

@) R, = (fa—ab)R = G*.R.
Ich habe die Operation d, wenn sie auf eine Function ¢(a, ) der Grofsen
@.4,,46.6,;, in dem Sinne anzuwenden ist, dafs man nach den Grofsen

(a.a,,+5.b,,) differentiiren und statt der Incremente die entsprechenden
Coefficienten (ca,;,+35,,,) der Function 4 (af+b4f) substituiren soll, durch

(dp) bezeichnet, damit

sie mit derselben Operation dgp, auf die a,;, allein an-

gewandt, nicht verwechselt werde.

Es ist wichtig

diesen Prozefs auf die einfachsie Weise bewerkstelligen

za konnen. Hierzu bemerke man, dafs

3)

ist, also

=/ do(a,d)

d(@-Gxiptb.02z) (“axl,u'zl'ﬂbxl,u) =«

do(a, b) a — do(a, b)
d(@- G+ b by) M da >
do(a, b) b, = do(a,b)
d(a.Gxu+0.0,) xp db
do(a, b) do(a,b)
da + ﬂ db ’

d. h. kiirzer geschrieben:’

1) () = a2l 22,
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Statt also die Operation (0) in dem definirten Sinne auszufiih-
ren, hat man nur nach den Grifsen a und b zu differentiiren und statt
der Incremente respective ¢ und 3 zu substituiren.

Man kann diesem Satze eine noch geeignetere Form geben. Wenn
man némlich beachtet, dafs ‘
oS = 4T, 0T = 687

ist, so folgt
R = (1" — 8% = 2T.0T—388.08 = 0;
daher ist auch

(aR)ab = 09
und weil
Rab == GSR,
R aber von « und & unahhingig ist,
(6) (96) =0,
oder

dG dG

—t-f-a— OC+ W ﬂ = O.

G ist eine bindre biquadratische Form in Bezug auf a und b, weil R, und
demnach auch G* von der 12ten Ordnung ist, daher folgt

-|— b = 46,
also durch Entwicklung aus den belden letzten Gleichungen:
dG dG
(6') ‘1‘7; = ﬂ: 71‘%‘ = —0,
wenn man (1.) berickdichtigt.

Die vorstehenden Gleichungen, so wie die explicite Darstellung der
hochst merkwiirdigen bindren Form & habe ich schon in meiner Abhandlung
in Bd. 39, S.154 dieses Journals gegeben. Ich werde auch hier gleich
darauf eingehen, will aber zuvor eine wichtige Anwendung der Gleichun-
gen (6.) zeigen.

Substituirt man nimlich die Werthe von o und /3 aus (6.) in (4.), so

entsteht:
dG

G dp  dG dg R

(7) (p)=1 ————'—d-b——d;- = dp do H

da*  Tdb
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man nennt aber bekanntlich den letzten Ausdruck die Functionaldeterminante
der beiden bindiren Formen }G und ¢, daher folgt:

Theorem 25.

Wenn man aus einer (constanlen oder verdnderlichen) Grund-
form A der homogenen Function [ die Grundform B dadurch erhalten
kann, dafs man A nach den Constanten a,, differentiirt und statt der
Incremente die entsprechenden Coefficienten b,,, von Af substituirt, so
findet man aus derselben Grundform A, [fir die usammengeseizte
Function af+ bdf die analoge B,,, wenn man die Functionaldelerminante
der beiden bindren Formen

16 und 4,
hildet, also
46 d6
8 B. — (04 - 1 da’ i db
8) Bu= (0w =, |
“da * " db

Man beachte, dafs zur Darstellung dieses Theorems die bereits §. 13 (9.)
berechneten Werthe fiir ¢ und 3 nicht zur Anwendung gekommen sind.
Aus demselben folgt nun:
I) Da Jdf = 4f ist:

1 46, dG
(9)  doppoar= |"da’ Tdb,
r4f

weil

d(af 4 b4f)
, da =1

d(af+bf) _
D = 4.

I1) Da 0S8 =4T ist:

46 d6
| da? T db
(10‘) Tab = ’i‘ i‘s_'ai dSab .
. da ° “db
III) Da 0P,= — R; ist (§.27 (20.)):
, d6G , 46 |
- i Ta - T7gp
(1) Rppgp = — a

dPorib sy dPoprbar|’
da ? db
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IV) Da 08;=3T}; ist:

, dG dG
da o db
12. T, .
12) froaf = % Suroar  dSerssnr
da ° db

Die Gleichung (9.) reproducirt nur die Gleichungen (6.), hingegen geben
die drei andern Gleichungen ein sehr einfaches Gesetz zur Darstellung von
Tab: Raf-{-bdf: Taf—l-bdf:
wenn
Sus  Poprsars  Sappsar
bekannt sind.
Es lafst sich aber auch S, durch eine Functionaldeterminante dar-

stellen. Zu diesem Ende gehe ich zu der Gleichung
ddaf = 38.f (§.12 (7))
zuriick, aus welcher

(04)(af + bAf) = 38, (af+b4f)

hervorgeht; andrerseits ist
dG dG
() (af +b4f) = +(9 ‘%"Jf_’ﬁ'f)) wegen (9.),
mithin folgt-duarch Identlﬁclrung beider Werthe:

3Sab a — 1—(()‘

(13
38,6 = -&(JTa-

Durch Ausfihrung der Operationen der rechten Seite folgt vermige des

25" Theorems:
dG d*G dG d*G
8ua = — 0 7 — T dads
dG d*G dG d*G
3840 = s\ Zr Tuds — W da)’

T . : . d'G . . . 4°G .
multiplicirt man die erste Gleichung mit Taay die 2weite mit —5 und addirt

beide, so ergiebt sich
d’*G 2 d'G d*G
3»5‘@( dadb T Y rid ( dadb 7 db’)
und weil c
d
dadb +bdb’ = 37—6—
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ist:

S 2 d*G d*G
Sy = TH( dadb W'W)’
oder
, G d*G
T2 g ° T Gudb dadb
(14‘) Sab = - dg dgG

T2‘ dadb ° le' db®

Die erste Invariante der zusammengesetzten Function af--bdf ist also
die Functionaldeterminante der bindren Form G selbst.

Um die Form & zu bilden, will ich die Werthe fir '« und [ aus
§. 13 (9.) benutzen. Diese sind

4y | — 198 — 3844 6Tab* 35,
B= 43 — &—38up—2TF;

hieraus ergiebt sich

dG

a6) 6 = }(asZ -

+8 db) = @' — 6Sa?b* —8Tab* — 38",

und hieraus in Verbindung mit (14.):

@ — SB, —28ab — 2T ‘

S = — —28ab —2T%, —a’S—4Tab—38°%

oder

Sy = a*S+ 46T + 6a°6*S* + 4ab’ST + 6 (4T* — 38°),
ferner wegen (10.):

17)

(T, =
| (¢*—388Sab*—2T¥), (— 3Sa*b — 6Tab* — 38%°)
(18) < (a3S+3a“bT—|—3abQSZ—|-b3ST), (@*T+3a68+3ab*’ST-H(4T*—38°)b)
7 \oder

T, = &T+ 6a5bSZ+ 15a*0’ST + 20a°6°T* 4 15a°6*S*T'.
+68(— 21"+ 38%) ab’ | T(—8T* 4 98%)?".
Wenn man die Zusammenset'z‘l'mg dieser beiden Invarianten nur in den expliciten

zweiten Formen (17.), (18.) erhalten kann, was z.B. bei der Berechnung der-
selben durch die Hessesche specielle Form eintritt, so dirfte es schwer sein
*
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rickwarts zu dem Gesetze ihrer Bildungsweisen als Determinanten zu ge-
langen*). ‘

Ich gehe jetzt zur Eniwicklung der zugehorigen Form P, , , iber.
Es ist bereits in §.27 (20.) bewiesen, dafs

paf+bdf = L(“Pf“ be)
ist, und nur die Ermittlung von L noch ibrig geblieben. Da aber
zpzl/l bxl# = 6R
ist, so mufs

dG dG
Lz(“pnl,u - brul.u)(— 'Ai' 'Fb-'axly + %_da— bxl,u) == GRab

sein, und mit Beriicksichtigung der Gleichungen \
prl,u UNPESS 09 zrnlu axl,a = 2”::)./4 b#lﬂ = GR: zrxllu bxlu = O')
wenn man die Parenthesen auflost:

dG d
tL(aZ 152 R — R, — &R (2);

dG

da’

. dG
es ist aber G:i(a +6W , also folgt

19) L =6
und

(20-) Paf+bdf = G* (an-—-be).
Die Determinante (11.) liefert hieraus den Werth fir R,, und zwar weil

(06) = 0 (5)
ist: .
e dG d6
@) Rypy=—6|" 4’ Y| = (3 Pt} Ry).
Py, —R,

Es ist schon in §.27 (23.) bewiesen, dafs dieses Resultat entstehen mufste,
wenn (20.) vorausgesetzt wird.

Die Form R, , s stinmt mit der conjugirten Form zu 4(af+ bdf)
wegen §.27 (18.) bis auf einen Factor iberein; um denselben zu finden.

*) In dem mir wihrend des Drucks dieser Abhandlung zu Gesicht gekommenen
Januarhefte des Liouvilleschen Journals von 1858 finde ich eine Note des Herrn Her-
mife, nach welcher es diesem scharfsinnigen Geometer gelungen ist, die beiden Deter-
minantenformen aus den von Herrn Cayley gegebenen expliciten Darstellungen der beiden
Invarianten herauszuerkennen. :

Journal fiir Mathematik Bd. LV, Heft 2 23
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hat man nur in (20.) fir @ und & die Substitution

dG . dG
auszufihren, wodurch
. 2 dG dG
PA(af+bAf_) = —@&. %_217;— Pf+ *}WRQ

entsteht, wenn man durch & denjenigen Ausdruck bezeichnet, in welchen &
durch diese Substitution, iibergeht. Die Ausfihrung derselben erfordert eine
etwas complicirte Rechnung, welche auf folgende Weise vermieden werden
kann. Man bestimme namlich zuerst den Werth der einfachern Form P/,
indem man ¢=0, b =1 setzt, was wegen (16.)
@3) P,y = —98 R,
liefert, woraus beilaufig der Factor C aus §.27 (18.), namlich
C = —98&

folgt. Aus (23.) geht aber sofort

P af+bdf — — 9S§b -Raf»rodf
hervor, also wegen (21.) ‘

@4) Poosy = —98%.6.(+ 57 P4 1 52 Ry)

und '

(R5) G = 38,.6. )

Ich komme jetzt zu einem zweiten Prinzip; welches dem im Theorem 25.
enthaltenen analog ist und sich auf die Bildung der zugehorigen Formen fir
die zusammengesetzte Function bezieht. Wenn irgend eine Invariante durch ¢
bezeichnet wird, so handelt es sich darum ‘

A o,

Pafroar = = ! d(a. aﬂ;ﬁ_:b, bie)

zu bilden, wenn die in ¢, vorkommenden b,:, in Functionen der a,;, wirk-

lich ausgedriickt, und mit den tbrigen @,;, vereinigt sind. Hierzu fahrt nun

das 24°¢ Theorem, welches wegen (19.) und (20.), weil fa—ab = G ist, die
Gleichung : '

u,uu,

Popivars  (OP)asivss
af +-b4f, 4(af+b4f)
liefert. Wenn man die symbolische Substitution

.00, — —— Fab
* A% d(aa,zf,-}-bb,,zlu)

P,, 0P,
o |

3
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auf diese Gleichung anwendet und bemerkt, dafs dadurch

af—i"bdf == 7°(pab7 J(af_*_ bdf) = (d\(p)ab
wird, wo y die Ordnung von ¢ in Bezug auf die Grofsen a,, ist, ferner
dafs wegen (3.)

. dopas . dpa
fin —=, df in s

ibergeht, so entsteht:

6) Psiyaps OP)uprsar P;, OF;
. : do, dgas |°
7 Pab > (y(pﬂb Z)ab ? %ﬁ

Die linke Seite dieses Ausdrucks geht aber aus

| Py, c)‘Pf‘

.4 P;.0p+y.Brg

hervor, wenn man statt a,,, iberall a.a,;,4-0.,,, substituirt, und P;.d¢-+y.R;.¢
kat die merkwurdige Higenschaft, die Zusammensetzung der zugehirigen
Form dritter Ordnung ¢; durch P; und Ry zu liefern, wihrend ¢ eine
beliebige Invariante ist, uber deren Zusammensetzung keine Voraussetzung
gemacht wird. Da namlich ¢ eine Function von S und 7' sein mufs, so ist

dp — 22 45 % 41,

also wird auch ¢, eine Function von S, und Ty, oder von P, und Ry

Setzt man daher
(pf == A.Pf“I’B.Rf,

und in dieser Gleichung auf beiden Seiten

a,, sttt wuu,
so entsteht:
' B = 79,
7"1’,.: GBR, = -S-E,
setzt man ferner auf beiden Seiten
b, statt w,u,u,,
so erhalt man: :
, s
do — 6A4R, A= R’

mithin:

Pr.op+y.Rr.qp
(27-) Pr = L ?"‘é‘R L )

23 *
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oder:
P., 0P
(28.) | £ Oy
7.9, Odg¢
Hienach geht die linke Seite von (26.) in
" 6Ryy@upiiar = 6GC R.@upioay
iber, und es folgt, wenn man noch G forthebt,

Pf: pr d d
(29) 6R'(paf+bdf 1} % @.ﬁ — Pf FPab + Rf ‘I’ub
da ° db

Durch Vergleichung der Coefficienten von w,u,u, auf beiden Seiten dieser
Gleichung erhilt man hieraus die gesuchten Differentialquotienten, namlich:

d(Pab . dq’ab _l__dq’ab
d@ag,+5bba,) Pin Tin
_ depas - dqvab d(Pab
(30 B Gt = @ P g T
depay . d‘pab d(Pab
6R¢l(aa,,,,,,+bb,,,,,) = g P T g Tone

Diese einfache Ausdrucksweise der Form ¢,. .4 durch P, und R, zeigt.
dafs es zweckmissiger ist, zunichst diese zur Zusammensetzung zu verwen-
den, als Sy und T}, da iberdies durch die Gleichungen
Bl) P=T.8—-8.1T;, R =TT, —N.§
die Uebertragung sehr leicht ist. Der Factor R, welcher auf der linken
Seite auftritt, beseitigt sich sehr leicht jedesmal nach der Substitution von (31.),
wenn die Gleichung
T"— S = R

beriicksichtigt wird.

Wendet man das Vorstehende auf Sa,-+w an, so hat man aus (17.)

1B — 5S4 30T 43025 + ST,
p B T34 bS’-|—3ab%S'T+(4T°—3S3)b3
in die Gleichung:
AR.Sopyosr = o0 pf+ #u g

zu substituiren, um S, r aus Py und R, zusammenzusetzen. Durch Sub-
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stitution von (31.) ergiebt sich:
y ds, ds, dsS. ds,
AR Suppsy = (T2 — S*20) Sy (— ST2 4 T52) Ty

aber

T4 _ gt 41— &) (@4 308 S+ 4TH).

— 8§D 1 B — 4187 30 —35P),
also, wenn R gegen T'*— S° fortgelassen wird:
(B2)  Sipyoar = (@ + 3ab*S -+ 4TE) S;+ 36 (a* — 6°S) 1.
Auf ahnliche Weise liefse sich auch T, aus (29.) entnehmen, man findet

aber wegen des 25" Theorems den Werth der letztern Function schneller
aus (12.), namlich

T . @& —38ab* —2T0, —38a* — 6Tab*> — 38*H '
ST (@ 6°S) S+ 2abT;,  (2abS-+4TH) Sy-+ (0> —36*S) T
oder
@ — 38ab* — 2T, —38ab —6Tab* — 385
33) Taf+bdf = ' 2—{—628 2abs+ 4ATYH ‘ Sf
@ — 38(162 —2TH», —38a*b— 6Tab®>— 3»5'21)3, T
+ I : 'az — 35S f

Von den hihern Grundformen.
§. 29. ’

Ebenso wie vermittelst der beiden Invarianten S und T sich alie
ibrigen darstellen lassen, geniigen auch zwei Zwischenformen unter Hinzu-
figung der evidenten Zwischenform (§.2 (4.))

u = wa,|u,z,tuz;,
um alle ibrigen durch sie zusammenzuseizen. In der That kann man durch
O, H, u entweder die Variabeln x,, x,, z; oder u,, u,, u; ausdricken
und in jede 4" Zwischenform substituiren. Im ersten Falle wirde eine
Relation zwischen den 4 Zwischenformen unter Vermittlung von zugehorigen
“Formen und Invarianten, im andern Falle eine derartige Relation unter Ver-

mittlung von Covarianten und Invarianten entstehen.
_Will man die Relation fiir Zwischenformen nur von den constanten
Invarianten abhingen lassen, so miifste man sechs Zwischenformen aufstellen,
welche in Bezug auf alle 6 Variabeln von einander unabhangig .sind, und
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soll sie endlich nur unter Vermittling von numerischen Constanten stattfinden,
so mifsten 8 Zwischenformen gegeben sein, um auch die beiden Invarianten
zu eliminiren. Jedenfalls sieht man, dafs hiernach die Anzahl der Zwischen-
formen sehr grofs werden mufs, weil man Verbindungen aus 8 zu Grunde
gelegten als solche bilden und anireffen kann.

Ich werde eine Theorie der Zwischenformen in einer andern Ab-
handlung geben, und vermittelst derselben zeigen, wie sich die Grundformen fir
zusammengesetzte Functionen von der Form &Sy (u,, u,, u;) + 61 (u,, u,, u;)
bilden lassen und welchen Gesetzen sie unterworfen sind. Hier will ich nur
noch hervorheben, dafs sowohl die Anzahl der von einander unabhingigen
zugehorigen Formen, als die Anzahl der Covarianten dre: betragen mufs,
weil man jedesmal die 3 Variabeln durch drei derartige Functionen ausdricken
und in jede 4 substituiren kann. Da nun zwei Covarianten, namlich [ selbst
und Jf, ferner zwei zugehorige Formen, Sy und 7, bereits aufgestellt sind,
so bliebe noch eine Covariante und eine zugehorige Form zu bilden, um die
von einander unabhéngigen Grundformen vollstindig zu kennen. Dieses ge-
schieht nun mit Hilfe des folgenden Theorems, welches ganz allgemein gilt
und zur Erfindung von unendlich vielen Covarianten und zugehdrigen For-
men fihrt. ‘ -

Theorem 26.
I) Wenn man die gegebene homogene Function und ihre erste
Covariante allmdilig in folgenden Formen schreibt:
= Ao, + Ad,z;+ A, = ZA,x,
1) { f= Zd,z,q
f= 2a,,v,2,7,

daf = ZB,x,
(2.) df = sz;,z‘,,Z‘l\
df = Zb,, x,x,x

2

d, dd
4 =47L,. B =4

dx, ’

wo

d* d*4
4, = %r;i;;,%;, B, =1 f

ist, und aus den Coefficienten dieser Functionen in Bezug auf die ex-
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plicite stehenden Variabeln simultane Invarianten und Covarianten bildet,
so erhdlt man jedesmal eine Covariante fur f.

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht aus dem Umstande, dafs es einerlei
ist, ob man die Functionen (1.), (2.) zuerst in Bezug auf die explicite stehen-
den Variabeln transformirt und dann nachtréiglich die Substitution in den noch.
verdnderlichen Coefficienten ausfihrt, oder ob man gleich von vorn herein die -
Functionen f und 4f vollstindig transformirt. Wenn also im ersten Falle die
Gleichung o

. ’lp' = 1‘;‘1,0
besteht, so ist sie auch noch im zweiten Falle richtig, nur dafs fir jedes
System von Coefficienten der Functionen (2.), welches in die Verbindung v
eingeht, 4 um 2 Potenzen erhoht werden mufs, weil jeder Coefficient
Bx: le: bxl;l
den Factor »* mit sich fihrt (§.11 (1.)).

Der Exponent % bestimmt sich iibrigens in allen Fallen durch A—=y— %,
wenn y die Ordnung von vy in Bezug auf die Grofsen a,;,, und z in Bezug
auf die Variabeln ist, denn in der transformirten Form kommen die Substi-
tutionscoefficienten in der (3y —n)*" Ordnung vor, wihrend 7* von der 3i'"
Ordnung in Bezug auf dieselben ist, also mufs 34 = 3y — n sein.

II) Wenn man statt der Functionen [ und Af die beiden zuge-
hirigen Formen S; und T, in der unter (1.) und (2.) angegebenen
Weise schreibt, und dann ebenso aus den Coefficienten derselben In-
varianten und Covarianten bildet, so erhilt man jedesmal eine zugehirige
Form. Ferner:

II) Wenn man jede zugehirige Form nach den Grifsen a,,
differentiirt und statt der Incremente die entsprechenden Produkle u,u,u,
substituirt, so erhdlt man eine neue zugehirige Form.

Ist ¢ eine aus II) oder III') hervorgehende zugehorige Form, so
sieht man leicht, dafs
| ¢ = rlp
wird, wo l=7+—g— ist, wenn y wieder die Ordnung von ¢ in Bezug auf
die Grofsen a,;, und n in Bezug auf die Variabeln bezeichnet. Aus dem
~ Werth fiir 2 geht nun hervor, dafs jede rationale Covariante oder zugehorige
Form von der 3p*" Ordnung in Bezug auf die Variabeln sein mufs, wo p
eine ganre Zahl bezeichnet. Da ferner die Coefficienten jeder zugehorigen
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Form der dritten Ordnung den 9 Gleichungen geniigen, welche im Vorher-
gehenden (§.15, Theorem 8. und §.23, Theorem16.) fir die Coefficienten von
S, und T'; entwickelt wurdep, nur dafs statt S und T andere Grofsen ein-
treten, und die Losungen dieser Gleichungen, wie in §.23 gezeigt ist, sich
immer in der Form
Asxl#+Bttly

darstellen lassen, so folgt, dafs sich jede zugehorige Form der driten Ord-
nung durch S; und T ausdriicken lifst und dafs daher die dritte unabhin-
gige zugehorige Form mindestens von der sechsten Ordnung sein mufs.
Man kann endlich auch jede Covariante dritter Ordnung durch f und 4f dar~
stellen, wenin man die Theorie der conjugirten Formen dazu benutzt. Ist
y eine Covariante der dritten Ordnung und P, (u,,u,,u;) ihre conjugirte
Form, so dricke man die letztere als zugehorige Form durch P;und R, aus.
Es sei in dieser-Weise P, = AP;+{ BR;, dann ist die conjugirte zu P,
nach §.27, Theorem 23. einerseits die Function Af—BdJf, andrerseits nach
§. 27, Theorem 21. die Function y selbst, beide Male noch multiplicirt mit
einem constanten Factor, so dafs

, y = C(Af— BA4f)

wird, also durch f und 4f dargestellt ist. Es mufs daher auch jede dritte
-unabhdingige Covariante wmindestens von der sechsten Ordnung sein.

Zur Darstellung solcher Covarianten benutze ich das 26*°¢ Theorem
insofern, als ich fir die 5 homogenen Functionen zweiter Ordnung

3) 4. Az,2,, Z4,Byz,x;,, Z=ZBBx.zx,

. EAmexwl) ZB,,;_.’U*.T)_
simultane Invarianten nach §.3 (9.) bilde, was im Ganzen, nach Ausschei-
dung der ibereinstimmenden und der verschwindenden, noch 15 Covarianten -
giebt; von diesen wahle ich die folgende aus den Coefficienten von f und
4 f symmetrisch gebildete:
4)  y@, 2, a;) = Z(AB)* A, B,
als dritte Fundamentalcovariante. Man konnte aus dem Systeme 3 auch
eine der beiden folgenden wahlen:
‘ E(AA)“B, B; oder E(BB)“A, Ag»,‘ L

indessen sind diese wegen der Unsymmetrie in Bezug auf die Coefficienten
von f und 4f, weniger ginstig. ‘Da die nabere Entwicklung des Zusammen-
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hanges der 15 Covarianten in die Theorie der Zwischenformen gehort, so
ibergehe ich hier dieselbe, indem ich nur in Bezug auf die beiden vor-
stehenden Covarianten hinzufiige, dafs sich durch die Operation & sehr leicht
) S(AA)*B,B, [ 4f.S =2y
' SBB*A 4, = —f.4f. SL212.T—2y

I

ergiebt. Die beiden Covarianten (5.) hat auch Herr Cayley in der citirten Ab-
handlung aufgefithrt, indessen ist seine dritte aus diesen beiden zusammen-
gesetzte nicht die im Vorstehenden definirte .

Als dritte zugehirige Form eignet sich am besten die unter dem
Namen der reciproken Polaren in der Geomeirie vorkommende, welche des-
halb die reciproke KForm genannt werden soll. - Bezeichnet man dieselbe
durch F(u,,u,,u;), so ist bekanntlich

F =0
das Resultat der Elimination der Variabeln x,, 2,, x; aus den Gleichungen
af __ af __ af __
qr, = e dr. = 'd;;-—"s
u1$1+u21'2—i—u3(l‘3 = O-

Eine von Herrn Hesse im 40" Bande dieses Journals S.318 gegebene
Methode zur Bestimmung dieses Resultats lafst sich dadurch ausfihren, dafs
man die nach den Variabeln x,, x,, x; geordnete Zwischenform 0,

0 = Z(a,a,)*u,wyx,x, = 20y, z,z,

e
als homogene Function zweiten Grades dieser Variabeln betrachtet und zu
derselben in diesem Sinne die zugehorige Form bildet, was
6) Fuy,u,,u) = =(00)*u,u,
giebt. Diese Form ist in Bezug auf die Variabeln von der 6'", in Bezug auf
die Coefficienten von der 4“" Ordnung.
Ich will nun eine neue Darstellungsweise von F' geben.

Es soll auf ahnliche Weise wie in §.16 (9.) durch

ATy (1, 1y 15)

‘ dayer

die Function bezeichnet werden, welche entsteht, wenn man 7', nach den

Grofsen a,,, differentiirt und statt der Incremente die Potenzen und Produkte

77,7, substituirt, und fir den Augenblick diese Operation durch'd angedeutet
Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 2. 124

Tlf(”n Uy Usy NiyThy 1) = & Mo Moz
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werden, dann ist
(7.) de = dZ(aeaa)”lseg#u,u;.u
‘ = 23 (a, da,)*s,,, u,uu,+ =(a,a,y*ds,, v, uu,,
aber (a, dao)”3=(ae,17n)”1n“, also mit Anwendung des Vertauschungssatzes:
(a') 2(“9 daa)x gat xulu - 2(09) 77"7)” eauu ulu,a 7]0 Z(uu) 1777)‘ nou“y7 *

Ferner, weil

Sp(01y 03, 0;) = =$,,,0,0,0, = = ((aa)"a,)v,v,v,
ist,
dS;(vy, 0, 0;) = Zds,,,v 0V, = 32 ((aa)y~da)v,v,v, (§.14(6.))
und
(aa)y*da,)e = ((aa)" m)e°n.,
also
=ds Seou®e VsV, = 32((aa)'“’1;1;)9”vev,,vﬂn1,

und wenn man auf beiden Seiten die symbolische Substitution
00,0, = (a,a,)*u,wu,
ausfihrt:
(ﬁ‘) Z(ae aq)xl dsgqy u,u, ll#

[

3= ((aa) mm) (a,a,)  u,u u,n,
3= ((aa)y nm)®° Opu,n, (5.)
= 32(0, M) (a,a,)" u,n

Substituirt man (¢.) und (/3.) in (7.), so ergiebt sich

(8. Tlf(“u Uy g Uss 71y "72; 73)

= 23 (uu, 1m)* 8,3, 4,7, +3=(0, 1m)° (a,a,)* w,n,.
Setzt man nun die Variabeln 7, —u,, so wird (uw, )" = (uu, uu)* =0
und (8.) geht aber in
(9)  Tip(wy,up,us5u, %, %) = 3Z(0,uu)’0,, = 3= (00)°u,u,,

I

was wegen (5.) das folgende Theorem giebt:

Theorem 27.

Wenn man die zweile Invariante T nach den Grifsen a,;, zwei-
mal differentiirt, und statt der Incremente jedesmal die entsprechenden
Potenzen und Produkte u,w,u, substituirt, so entsteht die llrezfaclze re-
ciproke Form, ndmlich

F(u,,u,u) = Z(00)f°u,u, = }=I=! aT

—_— U U U U U, .
da,;,,daen Pt Rl i Rt At
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Differentiirt man die Form (9.) nochmals und selzt wiederum statt der
Incremente die Potenzen und Produkte w,u,u,, so erhilt man mit Ricksicht
auf (3.), weil jetzt nur noch die Ausdricke (4,a,)**, (a,a,)* differentiirt
werden missen, nur Glieder von der Form (uw,uu)*", (uu,uu)”, welche
verschwinden, daher folgt:

a*T

/I s!Is/
=22 day days; dupg,

v, uuu n,u,u, = 0.

Man kaon diesen Satz, so wie den analogen aus §.16 (9.) hervor-
gehenden dazu benutzen, um die beiden Invarianten der Form

[(xy, @,y x5) + h(u,x, ‘I' u, r, + u, ;)
in reducirter Weise darzustellen. Bezeichnet man dieselben durch S und
T, so wird

Sy = S4haS, T, = THrT+ % aT,

weil fir S, die Differentiale vom zweiten ab, fir 7, vom dritten ab ver-
schwinden, daher
(10.) Sh - S+~§lle,' Th == ]‘—I— /lqvf_*_ g/&zﬁ‘f.

Zur Darstellung der zugehdrigen Formen dritter Ordnung habe ich in '

§. 28 die Gleichung

6By = Pr.dg+ 7B ¢
gegeben; eine ganz analoge Beziehung gilt fir die Zusammensetzung der zu-
gehorigen Formen 6 Ordnung, welche aus der zweimaligen Differentiation
einer Invariante entspringen, und ich will hiervon nur der Volistindigkeit hal-
ber noch die Zerlegung von Fz ., in F, P;, R, oder F, S;, T; angeben.
Es ist namlich '

(11.) 6RQFaf+bdf —
d*T.

6R.6.F+ (g0 —GST)PH 2o o et _GS PR (o et —GT)R}

oder wenn man P, und R, durch Sy und T erselat:

(12))  3F.ppeur = 3G .F+(2a> — 4TH) bS; + 6 (a*+ S6*) S; T+ 6ab’T%.
Herr Cayley hat in der citirten Abhandlung die Form (12.) gegeben; die
Form (11.) enthalt aber das Bildungsgesetz.

§. 30.
Zum Schlusse dieser Untersuchungen, aus welchen die ganz besondere
Wichtigkeit der conjugirten Formen genugsam erhellet, will ich noch eine
24
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merkwiirdige Beziehung dieser Formen zu den urspriinglich gegebenen Functio-
nen entwickeln, die eine Art Reciprocititsgesetz zwischen der ersten Co-
~ varianle und der ersten zugehorigen Form bildet.

Theorem 28.

Die erste zugehirige Form und erste Covariante der conjugirten
Form Pr(u,,u,,u;) sind beziehungsweise, bis auf einen constanten Factor,
mit der ersten Covariante und ersten zugehirigen Form der urspring-
lichen Function f(x,,x,,x;) twbereinstimmend.

Zum Beweise bemerke man zunichst, dafs der eine Theil des Satzes
den andern mit herbeifiihrt, weil die Grundeigenschaft der conjugirten Formen
darin besteht, dafs sie sich gegenseitig reproduciren.

Ferner vereinfacht sich der Beweis, wenn man von dem constanten
Factor absieht, weil man dann die Uebereinstimmung der beiden in Rede
stehenden Formen dadurch nachweisen kann, dafs man sie als Eliminations-
resultale derselben Gleichungen darstellt. | Um die erste zugehorige Form als
Eliminationsresultat darzustellen, d. h. um ein System von Gleichungen zu
finden, aus welchen sich

Sf(ulauuus) = 0
als Endresultat ergiebt, beachte man die Grundgleichungen fir S;, §.16
Theorem 9:

(1) Z=(eayra)*uuu,=1L1S;,, Z((aa)*a,)*uw,uu,=0.
wo 7, 7, constante von einander verschiedene Indices bezeichnen.

Aus denselben folgt zunéchst-

) Z=2=(ea)*a)*uwuuuw.x, = L(zu,+zu,+z3u5)8,,
wenn man iber 7 und 7, summirt, da sich die Gleichungen (1.) wieder er-
geben, wenn man die Coefficienten gleicher Potenzen von z,, wx,, z; ein-
ander gleich setzt.

Bezeichnet man jedoch wie im §.8.

=(a,a;)*u,u, durch 0O,,

ferner wie friher
Za,lzzaz,] durch Axl:

so geht (2.) in

B) =ZOA)*uu, = L(x,u,+ v u+ T3u,) S
iiber, oder in

(4) Z(uu, 4)20,, = L(z,u, 4T u,+} &3 u3) Sy,
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Es sei v,, v,, v; ein zweites System von Variabeln, welches in Verbindung
mit @,, x,, @;, die bis dahin ganz beliebig waren, den Gleichungen

() 24, = wv,tuo,
geniigt, so wird die linke Seite von (4.) identisch =0, weil (uw,uv-}-vu)*=0
ist, daher folgt, dafs die 6 Gleichungen, welche aus (5.) entstehen, wenn
man alle Werthe 1, 2, 3 fir », 4 setzty als Eliminationsresultat der Variaheln
Ty, &Iy, T3y U, Uy, U; die Gleichung

Sf = O
liefern.
Die Gleichungen (5.) sind ausfihrlich geschrieben die folgenden:
(@@, + aypx, + 3 T3) = U0,
(@102 T, oy Ty + €13 5) = U, 05

l
2
S

(ey33 @'1‘{’0233‘1'2 '{" Q353 T3) =
2 (@103 @1+ a3 Ty - A3 T5)
2(a,; 2, + Q153 Ty "{" @33 33)
2(a,x, + U192 Ty "I‘ U3 &3) = U0, + u,v,
und S, ist demnach bis auf einen Zahlenfactor einer Determinante gleich.

namlich:

(6

U, ;- U0,

I

!

U0, -} Uy

Ay Gy Gyz; 205 2055 2y,
Q> Gy Q3 2y a1 205,
Qi3 Uy @y 2y U3 2o
u, 0 0 O u, u, )
0 u, O u; 0 u,
0 0 o, uw, u O

Nun kann man aber die Gleichung (6.) mit Hilfe der Coefficienten
von P; auflosen. Da namlich

Epda=0, Zpud,=0, Zp,4,=0

ist, so erhalt man, wenn man die Gleichungen (6.) mit den enlsprechenden

P... multiplicirt

0 = v(Penthy+ path: + Pas )
+ V2 (Prra Uy + Pl ‘l‘l’m u;)
+ 03 (P + Pz U2 ‘f‘ﬂzas u;)
oder wenn der Kiirze halber

P, = piat+ prat + Puaus
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ist, und man v =1, 2 oder 3 setzt:

0=uv, 11‘}‘”2 12+ v, Py

0 = 12"|'v 22+vs 23

0 =uv 13—{' v, Py +03P33-
Eliminirt man hieraus ¢,, v,, v;, so ergiebt sich wegen §.11 (6.):

' 4P; = 0.

Da aber 4P, und S; von der drilten Ordnung in Bezug auf die Variabeln
sind, so konnen sie sich nur noch durch einen constanlen Faclor von einan-
der unterscheiden.

Beilaufig bemerke ich noch, dafs nach Bestimmung dieses Factors
sich ergiebt:

f 4P; = —2R'S;,

| Spr = 4R’ 4f.

Ich habe bereils in meiner Abhandlung im 39**" Bande dieses Journals dar-
auf aufmerksam gemacht, dafs eine der zugehorigen Formen die Eigenschaft
hat eine Function mit rationalen Coefficienten zu liefern, deren erste Covariante
(Functionaldeterminante) sie ist, aus dem Vorhergehenden (9.) sieht man, dafs
— 2R’S; diese Function ist, und dafs Py ihre primitive Form wird.

Fiar geometrische Anwendungen ist durch das 28 Theorem eine Re-
ciprocitit zwischen Punkt- und Liniengebilden dritter Ordnung erwiesen,
welche denen der Kegelschnitte analog ist, weil man in ein und demselben
System direct von Curven dritter Ordnung zu Curven dritter Klasse iber-
gehen kann, wihrend die bekannte Verallgemeinerung dieser Theorie einen
Uebergang von Curven der dritten Ordnuny zu Curven der sechsten Klasse
erfordert.

Ich bemerke zum Schlufs, dafs die zweite zugehorige Form T einem

analogen, fir den Charakter derselben fundamentalen Theorem genugt welches
sich wie folgt aussprechen léfst:

(9.

Theorem 29.
Die homogene Function der Variabeln x,, x,, x,, deren conjugirte
Form die zweite zugehirige Ty ist, stimmt mit der zweilen zugehiorigen
Form der zu [ conjugirten Py bis auf einen constanten Factor wberein.
Mit Hilfe einiger die Zwischenformen betreffenden Entwicklungen ge-
langt man von den beiden letzten Theoremen zu einer wesentlich andern
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Darstellung der Grundformen im System der zugehérigen Formen, als sie

Herr Cayley in der citirten Abhandlung gegeben hat. Es gestaltet sich in

der That das ganze System, welchem die zusammengesetzte Function
aP;—bR; — R((aT—bS8*)S;— (aS—bT)T)

zu Grunde gelegt ist, in folgender ebenso einfachen wie gesetzmifsigen Weise:

1) Supming, = ARG,
II') qvapxl#—brzzﬂ == - 8R4Tab >
III.) R“Px).y_b’xl,u = 6438821,,
IV.) d4(aP;—bR;) = —2R’S,,, 4,
V’) San—be = de(a/‘—l_ be)?

T, dTu
VI') Tan—be = 8R’(} (e . db - f : df)
VII‘) Pan—be = —323681;6 (af+ be)?

ds, , 48 .

VIL)  Rupsn, = —64R'SL (50 F— 4525 4f),
IX.) 3Fan— be =

ARY(af+-bdf). 4 (af+bA[f)S;+d(af+-bAf). dA(af+bAf) — 68 Waris 17
X)) 3G . Yup,—tr, =
SR* . {T.,. S;f+b 1t 28,;. Saf+b<lf Taf+bd/"‘3S:Ib'Fu/‘+bAf}-,
wo  die oben definirte dritte Covariante bedeutet.

Die Ableitung des 29*" Theorems, so wie die Entwicklung der vor-
stehenden Formen werde ich sehr bald diesen Untersuchungen folgen lassen.

Berlin, im December 1857.




