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5.
Über die Gaußische Quadratur und eine Verall-

gemeinerung derselben.
(Von Herrn E. B. Christoffel in Montjoie.)

Uas Folgende enthält eine neue Darstellung des bekannten, von Gaufs
(Comm. Gott. rec. 1814—15) erfundenen Verfahrens zur angenäherten Be-
rechnung bestimmter Integrale. Im Anschlufs hieran wird dasselbe in der
Weise verallgemeinert, dafs zu einer Anzahl beliebig gegebener Zwischen-
werthe die übrigen nach den von Gaufi aufgestellten Prinzipien ausgewählt
werden. Diese neue Methode kann in verschiedenen Beziehungen von Nutzen
sein, wie weiter unten nachgewiesen werden soll.

1.
Da die spätem Entwicklungen in stetigem Zusammenhange mit den

Formeln für die mechanische Quadratur im Allgemeinen stehen, so kann eine
kurze Herleitung der letztern nicht füglich umgangen werden. Sei

(1.)
so fällt die Funktion

(20 ,(.)_
mit der Funktion F(x} für die Werthe x = a^ a^ ... an zusammen, und
es ist (at) — F(a^, (a*) = -^(«2)9 ··· (^ )= ^( ). Aus (2.) folgt

/•o *\ / * / \ *>wv / y (*P) 0*^
rWa* , ... , F(<tn)

—l

und dieser Ausdruck ist bis auf einen bestimmten Fehler gleich dem Integrale

·"*
Um die in (3.) angedeuteten Integrationen auszufuhren, ist im Allge-

meinen folgender Weg einzuschlagen. Ist u eine beliebige, aufserhalb der

Brought to you by | New York University Bobst Library Technical Services
Authenticated

Download Date | 6/5/15 8:18 PM



62 &· Christ off el, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

Gränzen — l und l liegende Gröfse, so hat man identisch
flf(*)dx = flf(u)dX

J X - H J X - U X — U~

Da f(x} eine rationale ganze Funktion von vom nten Grade ist, so ist

/ ( -*)— / M ebenfalls eine solche Funktion vom (n — l)ten Grade von wie
-JC - U

von u. Setzt man demnach

so ist /i(fi) eine ganze Funktion (n— l)ten Grades, und

(50
Diese Formel bleibt offenbar selbst dann bestehen, wenn u zwischen die Gren-
zen — l und -j-1 fällt, sobald nur die unter dem Integral linker Hand stehende
Funktion ' innerhalb jener Gränzen überall endlich bleibt. Die Formelx — u J

(5.) gilt daher, wenn u einer der Gröfsen 019 «29 ·· · ß/* gleich gesetzt wird,
unter allen Umständen, mögen diese Gröfsen aufserhalb oder innerhalb der er-
wähnten Gränzen liegen. Dadurch geht die Gleichung (3.) in folgende über:

(6.)

und man hat annähernd

(7.) flF(x}dx =
-i -i

Durch Zerlegung in Partialbrüche folgt;

/» _ &M.JL- AW i \
f\U) — f'(aj U-^T/'i»,) fl-ll,"·"

so dafs der mittelst der Zwischen werthe a fy, ... art berechnete an-.(u)
/

l Qx
- ist; und wenn man dies in (5.) an-U~~~~JC

wendet
(8.)
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8. Christoff elj die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung. 63

Setzt man von jetzt an

W
so ist wegen (5.)

(io.)
und wegen (8.)

Ð É º Ã^Î--\ß^Á _J__L/iW _J é
./ « — x ( f (â,) «— t

T /''(«,) «—«2 "l
/» /· v

Es ist somit ~r~ der Unterschied zwischen dem wahren und dem angen her-

ten Werthe von / — — = lg^-ô. Entwickelt man daher in (11.) die linkeJ u — x &u — l ^ J

Seite nach absteigenden Potenzen von u, und setzt den Ueberschufs des wah-
ren Werthes von / xmda ber den angen herten Werth desselben, n mlich

(12.)

so erh lt man:

u ' u ' w
Setzt man andererseits

(14.)
—l

und allgemein
(15.)

—l
ferner

. ^ . ô
n+*· » n+2 » ' * *'/'(fl) Wn

so ist
(16.) Ì«

und
— ^X | | 3 ,

^1 T n^ T "+3 "l/'(M)
mithin Áõ = x = k2 = · · · = «^ = 0. Die Formel (7.) liefert also allemal den

/

i
F(x} dx, so oft F(x) eine ganze Funktion ist, welche

den (n — l)ten Grad nicht bersteigt. Man hat ferner
f' * = 4 , ^ ^ ^ ^ é ^ etc.
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64 #· Christoff ei, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

Kann man nun /"(ti) so bestimmen, dafs in der Entwicklung von f i ( u ) die

m ersten Glieder, also in der Entwicklung von /*(ti)Ig * _| die Glieder, welche
1 1 l— , — £ , . . . — enthalten, von selbst wegfallen, so beginnt die Reihe für

-/* / \ 7

£|--̂  mit dem Term lltli ? und die Formel (7.) ist für alle ganzen Funktio-/(fl) wm+n+l 9 ^ ^ 6

nen vom (fli-f- — l)ten oder einem niedrigem Grade vollkommen strenge.
Gleichzeitig ist

kn+m = Am+lA', kn+m^ = .4m+2^' + ,+ ^''> etc.
Es wird sich bald zeigen, dafs der höchste Grad von Genauigkeit,

welcher mit der vorausgesetzten Form von f(x) erreicht werden kann, dem
Falle entspricht, wo m = n ist. Es ist dies der nämliche Fall, den Gaufs
in der oben angeführten Abhandlung, und JacoM in gegenwärtigem Journal
behandelt haben.

Das Folgende beruht auf diesem Lemma:
Unterwirft man eine ganze Funktion f(u) vom nien Grade der Be-

dingung, dafs aus der absteigenden Entwicklung von f ( u ) Ig _ r die
1 1 lTerme, welche —, —^, ... — enthalten, von selbst wegfallen, so giebt7 u 7 u 7 un ' b ' D

es stets eine Funktion, welche diesen Bedingungen genügt, und dieselbe
ist bis auf einen constanten Faktor bestimmt. Verlangt man aufserdem,
dafs das Glied mit —^ verschwinde, so wird die Funktion f ( u ] identisch
gleich Null, indem jener constante Faktor den bestimmten Werth Null
erhält.

Dasselbe ergiebt sich leicht mittelst der Formeln (10.) und (14.), denen
zufolge allgemein der Coefficient von — in der absteigenden Entwicklung von

u 4-1 /*x
F(u)lg ' . gleich / F(x}dx ist, vorausgesetzt, dafs F(u) eine rationale

U—l c/

ganze Funktion ist. Sei zunächst f ( u ) so bestimmt, dafs in (10.)/2(w) die Form
»̂ / \ ^«4-2 +'- nW — ^^+r + -^+rH

bat, und sei ferner f(u) — P-\-Qi, wo P und Q reelle ganze Funktionen
von u sind; so mulliplicire man die Gleichung (10.) mit P—Qi. Dann ist
(JP—Qi)f i (u) wieder eine ganze Funktion von u, während die Entwicklung
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£. Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung. 65

l lvon (P — Qi}fi(u} mit dem Term — beginnt. Also ist der Faktor von —
gleich Null. Da derselbe aber gleich

-l

ist, und die Elemente dieses Integrals alle positiv sind, so mufs, wenn das
ganze Integral gleich Null sein soll, jedes einzelne Element verschwinden,
also wie behauptet, /*(«) identisch gleich Null sein.

Da somit die, in Bezug auf die unbekannten Coefficienten der Funktion
/'(«/) linearen Gleichungen

A = 0, A2 = 0, . . . = 0, +1 = 0
von einander unabhängig sind, indem sich aus ihnen für jede der (w-j-1) un-
bekannten Gröfsen ein einziger Werth ergiebt, so folgt, dafs man unter den
(n-j-1) Coefficienten von f(u) wenigstens auf eine Art ein System von n
derselben so auswählen kann, dafs die n Gleichungen

(A.) Jx = 0, -42 = 0, . . . An = 0
in Bezug auf dieses System von Unbekannten von einander unabhängig sind.
Denn wäre dies nicht der Fall, so müfste man, wie leicht zu sehen ist, aus
den Gleichungen

AI = (%! , A2 = <*2 } . . . An = (Xn y An+i = fln+i

sämmtliche Unbekannten eliminiren können, was nach dem eben bewiesenen
nicht möglich ist.

Da endlich die Gleichungen (A.) linear sind, so bestimmen sie das
Verhältnifs von n Coefficienten zum (w-f-l) ten auf eine einzige Weise, wodurch
obiges Lemma in allen seinen Theilen bewiesen ist.

Differentiirt man nun die Gleichung ( .), und multiplicirt mit ti2 — l,
so folgt:

eis.)
und eine nochmalige Differentiation giebt:

Diese beiden Gleichungen haben wieder die Form von (10.). Nimmt man
aber jetzt an, dafs f^(u) die Potenzen — ,-,, . . . — nicht enthält, dafs also

f - + | An+l
'2 "^~ n~*~L ' n+2 l

Journal für Mathematik Bd. L V, Heft 1.
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66 #· Ckristoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

ist, so folgt
9 d* ( 1) +1 ,

'
so dafs die Funktion TT- ((X — l)·^1) — w(w-J-l) /29 na°h negativen Potenzen

du V öfi

TT-
1 1 1 1von ii entwickelt, die Potenzen — , -5, ... — , — nicht enthält. Multi-7 U ^ U 7 Mrt ' Un+l

plicirt man daher die Gleichung (10.) mit n(n-j-l) und subtrahirt sie von der
vorstehenden, so folgt

und da der Faktor von Ig^r den (n-|-l)ten Grad nicht erreicht, so folgt
U " l

vermöge des obigen Lemmas, dafs er identisch gleich Null sein mufs. Da
ferner auf der rechten Seite die drei ersten Glieder nur positive Potenzen
von u enthalten, während das Folgende sich nur aus negativen Potenzen von
u zusammensetzt, und da diese beiden Theile für sich verschwinden müssen,
so haben wir

(20.) .

(21.) (^-1)·-*(*+1) +4 =. 0.

Nach den bekannten Untersuchungen über die Gleichung (19.) folgt hieraus

(220

~" 1.2.3...n U" *' 1.2.3...n — 2 ** ' '
und wegen (9.)

(23.) ft(u) = Qn(u) =
—l

welche Bezeichnung von der gewöhnlichen nur wenig abweicht. Sodann folgt,
dafs die Gleichung

zu ihrem completen Integrale einen Ausdruck von der Form

(25.) 7 =
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#. Christ of fei, die Gaufslsche Quadratur und deren Verallgemeinerung. 67

hat, wo Rn(u) eine rationale ganze Funktion vom (n— l)ten Grade, und nichts
Anderes, als die bisher durch /i(w) bezeichnete Funktion ist. Die Funktionen
P, Q, R stehen in Folge der Gleichung (10.) in der Relation

(26.) Pn

oder auch
(27.) Qn(u) =

so dafs nur noch die Funktion Rn(u] zu bestimmen übrig bleibt. Zuvor will
ich aber noch die Formeln

(28.) (iil—l )!*,(«) =

(2»-fl)«P„(w) =
(29.) (2 +1) if

(2 + l)tiÄn (ti) = (
einschalten, welche sich auf verschiedene Art, unter anderm auch mittelst
obigen Lemma's beweisen lassen. Setzt man z. B. in (18.) Pn(u) für f(ii)

ein, so beginnt die Entwicklung von (u1— 1)4^- mit dem Term —
Bedenkt man nun, dafs man setzen kann

so folgt aus unserm Lemma, dafs auf der rechten Seite alle Coefficienten, mit
Ausnahme von a und by verschwinden. Die Bestimmung der Constanten a und
b hat keine Schwierigkeiten. — Zur Herleitung der Gleichungea (29.) hat
man nur (26.) mit u zu multipliciren, und ganz ähnliche Betrachlungen anzu-
stellen. Diese Gleichungen stimmen übrigens im Wesentlichen mit denen über-
ein, deren sich €fatifs in den arlt. 17. und 18. seiner Abhandlung bedient.

Differentiirt man die Gleichung (28.), so folgt wegen (19.)

also auch
PLi («) - P'*-* («) — (811-8) P^2 («) ,

u. s. f., woraus durch Addition
(30.) P;+1(ti) = (2n+l)P;(tO + (än-3)^
folgt. Vermöge dieser Formel geht die Gleichung (24.) in folgende über:

(31.) 4((^1)^)-«( -|-1)17

s4-...} ** 0.
9*

Brought to you by | New York University Bobst Library Technical Services
Authenticated

Download Date | 6/5/15 8:18 PM



68 Christoff âÀ^ die Gaufsiscke Quadratur und deren Verallgemeinerung.

Um nun zur Bestimmung von jRn(ti) berzugehen, bemerke man, dafs die
Gleichung (26.) durch Aenderung des Vorzeichens von u und nachfolgende
Multiplication mit ( — l)""1 folgende Gestalt annimmt:

woraus durch Vergleichung mit (26.) n (— u} = (— \Y~lRn(u] folgt. Da
somit „(ti) nur die Potenzen w"·"1, w"~3, f/"~5 etc. enthalten kann, so hat es
die Form

Rn (ff) = âé P,.! (W) + <!3 Pn-3 («0 + «5 P„-6 («)+··· ·

Setzt man dies in (31.) f r U ein, so folgt:

0 = ^ n

und hieraus
2ç — 5

+ 4(2Ë-9)ÑË_â

Ë 2ç — 9

Damit sind die verlangten Funktionen f ,
es ist n mlich:

Ëç/º/* \\nf - m \ ôç fnm\ ^ v* /

(32.)

U. S. W.
-*r
vollst ndig bestimmt;

= „ («) = 2 = Ñç_á («) -f =

—l

Den allgemeinen Ausdruck der Funktion P„(ti) hat Gaufs in seiner Abhand-
lung gegeben, doch r hrt die elegante, obenstehende Form derselben von
Jacobi her. Auch findet man bei Gaufs den Ausdruck von Qn(u) sowohl
in Form einer hypergeometrischen Reihe, wie in seiner Reduction auf einen
algebraischen und einen transcendenten Theil.

Obgleich auf diese Weise die Coefficienten in der Gleichung (6.) ex-
plicite-dargestellt sind, so giebt es doch mit Rucksicht darauf, dafs in den
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tf. Christoffel, die Gaufsiscke Quadratur und deren Verallgemeinerung. 69

-P i \
Gröfsen t~ dort für u nur solche Werthe zu substituiren sind, welche f ( u )

verschwinden machen, noch einfachere Darstellungsweisen für dieselben. Aus
den Gleichungen

folgt durch Elirainalion von n(n-\-l}:

Pn^u*-\}Rü-RnjLw-i}p>n-)+wnp'n = o,
und hieraus durch theilweise Integration

= a.
Für M — l ergiebt sich hieraus = 2, also ist identisch

(33.) ^-{Pn(u}R'n(u}-Rn(u}P'n(u}}-\-Pl(u) = l,

mithin für alle Werthe von u, für welche P„(«) = 0 ist:

(34.) i^P»^«) = l.

Daraus folgt für die nämlichen Werthe von «:

f (M) - P'n(u) 2

Die erste dieser Darstellungen ist von Gaufs gegeben; die zweite dagegen

hat den Vorzug, dafs sie die Berechnung der Coefficienten ^~ blofs von
/ (u)

der Funktion Pn(w) abhängig macht, deren numerischer Werth bei der Auf-
lösung der Gleichung JPn(w)=0 gleichzeitig mit der Wurzel u bestimmt wird.

Sind a19 a2, ... an die Wurzeln der Gleichung Pn(ti) = 0, so ist

(36.) pn(u> *= 1>
1

3^;3;^~1(^-« )(^-^)...( -^),
folglich nach der zweiten Darstellungsweise

o/ i-g.3. . .n V
(qj \1.3.5...2n— i/f371 m i; =1 '} /''K) (i-eiMi+^Cte-eiH«!--«.) · · · («r

so dafs sämmtliche Coefficienten in einfache, leicht zu bildende Faktoren zer-
legt sind. Ich bemerke noch folgende Formeln, welche sich unter der Vor-
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70 *>· C h r i s t o f f e l ) die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

aussetzung, dafs ( )==0 sei, aus (28.) und (29.) leicht ergeben:
(38.) (l-«2)P;o

(3«0 4£r =
Diese Ausdrücke treten durch Auflösung in lineare Faktoren in eine interessante
Beziehung zum Produkte

R n ( a { ) tR„(aJ Rn(an)
P^aj' P'n(ct.) '" P (an) '

Dies vorangeschickt haben wir das Resultat, dafs, wenn F(x) eine
rationale ganze Funktion von ist, welche den (2n— l)ten Grad nicht über-
schreitet, man die streng richtige Gleichung hat

(40.)
Läfst sich ferner F(x) in eine nach positiven ganzen Potenzen von fort-
schreitende Reihe entwickeln, welche für alle zwischen — l und l liegenden
Werthe von so stark convergirt, dafs man die Reihe, ohne ihren Werth
merklich zu ändern, auf ihre 2n ersten Glieder reduciren kann, so gilt die
Formel (40.) wieder ohne merklichen Fehler. Dasselbe gilt, wenn man ver-
möge der besondern Beschaffenheit von F(x] alle auf das 2nie folgenden
Glieder in den sogenannten Rest der Reihe vereinigen mufs, wofern nur
dieser Rest gegen F(x] vernachlässigt werden darf.

Um hiervon eine Anwendung zu geben, werde ich die Interpolations-
formel (2.) für den Fall, wo die Gröfsen 19 «2·> ··· an die Wurzeln der
Gleichung Pn(u} = Q sind, in eine andere Form bringen. Ich erinnere zu
dem Zwecke an die bekannten Formeln

von denen sich die erstere aus der Betrachtung des Produktes Pm

unter Anwendung der Gleichung (14.) leicht ergiebt. — Ist nun
und auch Zv<i2n> so mufs mal mittetet dör Formel (40.) den genauen Werth
dieser Integrale erhalten, und es ist somit

(4l.) .iJ>,(«)Py(<i) = 0

wo die Summen sich auf die Werthe a^a a^ % < . . 4* beziehen. Will man
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£. Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung. 71

jetzt die Funktion F(x) durch eine Funktion f ( x ) vom (n— l)ten Grade er-
setzen, welche mit ihr f r die Werthe ÷ = el9 a2, . . . an bereinstimmen soll,
so kann man setzen

und hat zur Bestimmung der Coefficienten , /919 ... n^.l die Gleichungen
F( 1) = /9Ñû(â1) + /ú1Ñ1(á1) + /92Ñ2(âé) + ... + /9^1Ñé^1(â1)
F(«2) = /9Ñû(á2) + /91Ñ1(á2) + /32Ñ2(á2) + ··· + Á-éÑ^é(éÀ2)

Multiplicirt man diese der Reihe nach mit

und addirt, so fallen wegen (41.) alle /? weg, deren Index von v verschieden
o

ist: da hingegen nach (42.) der Coefficient von v gleich . · ist, so folgt

wo die Summe wie oben zu interpretiren isfc Die so bestimmte Funktion f(x}
ist mit der durch die Gleichung (2.) definirten ö(÷) identisch, da beides
rationale ganze Funktionen (n— l)ie Grades sind, welche f r n Werthe von
÷ mit einander bereinstimmen. Es ist also

(43.) <p(x) *=/jF
y= " < x-n{U)

Ist F(x) eine ganze Funktion (n—l)ten Grades, so f llt diese Formel mit der
bekannten Entwicklung zusammen. Setzt man z. B. F(x) = M _ —,÷ y
so ist (p(x) = F(x), ferner F(ae) = -ii£l9 mithin

y ËÁ

W . N ÷. IV (r) -
j-a ñ (

In diesem Ausdrucke ist di erste Summe gleich »(y); die andere kann, da
)— IVfe) · e panktion von ÷ ist, welche den 2nten Grad nicht° 'y — ÷

erreicht, nach (40.) durch das Integral - Sx = ̂ ^ ersefzt
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72 #· Christoff elj die Gaufsische Quadratur and deren Verallgemeinerung.

werden. Folglich ist

ßv=
und

Setzt man hier Ix und /y statt und y, so überzeugt man sich leicht,
dafs ßv höchstens vom (n — v — l)ten Grade sein kann,

Die erzeugende Funktion der Ausdrücke

nämlich v — 2£ITmxtm, genügt der Differentialgleichung
0

wie man durch Substitution der Reihe für v mittelst (29.) leicht verifizirt;
und es findet sich

Daraus ergiebt sich

/* ,r, ______ *̂  / **"

O7W|/(1 %UX-\-X*) J |/(1—S

also wenn ^<C -*
w_j/«_l

"D Tf 11 Ti _____ O ^T* J

wodurch die oben nachgewiesene Reduktion bewerkstelligt ist.
Eine interessantere, auch in der Folge nützliche Anwendung von (43.)

ist folgende. Setzt man in dieser Formel

. «./„N _ » p-fr) ft-i(y)— P« 0) Pn-i(^)*W — y -- jnj - »
so erhält man wieder (f(x}=.F(x~}^ da letztere Funktion in Bezug auf
ganz und vom («— l)te" Grade ist. Es ist aber

folglich

" 3 2 y-a
Aus (38.) und (34.) folgt weiter
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tf. Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung. 73

mitbin

Es ist daher identisch

(44) „.. P.MP.-.w-..-. = p
» JL -r-y v==(j

wie man auch durch Multiplication mit — und Anwendung von (29.)
verificiren kann.

3.
Sei jetzt, um zu dem in 1. angedeuteten allgemeinen Falle überzu-

gehen, f ( u ) eine Funktion vom (m-j-w)ten Grade, welche die Eigenschaft hat,

dafs aus der Entwicklung von /W lg die Terme — , -7, ... — weg-0 ' ^ ' * u - 1 u 1 u* t um &

fallen, und sei wie früher

(1.) fl
—l

seien ferner 19 ^ ... an+m die Wurzeln der Gleichung f(n) — Q, so giebt
der Ausdruck

im Allgemeinen einen genäherten Werth des Integrals / F(x}Bx, während
—l

er diesen Werth genau darstellt, so oft F(x) eine ganze Funktion ist, welche
den (2m-\-n— l)ten Grad nicht übersteigt.

Zur Bestimmung der Funktion f(u) bietet sich zunächst ein Weg dar
durch die Gleichungen 1. (14.), (15.), denen zufolge die erwähnte Eigen-
schaft von f(u) durch die Gleichungen

(3·) flf(x)8x = 0, flf(x}xdx = Q, . . . rf(x}xm^dx = 0
-i -i

bedingt wird.
Da diese Gleichungen nach dem in art. 2 Eingangs Bemerkten von

einander unabhängig sind, so lassen sich aus ihnen m Coefficienten von f(u)
durch die übrigen ( +!) ausdrücken. Geht man also auf die Wurzeln von
f(u) zurück, so sind durch die Gleichungen (3.) m dieser Wurzeln durch
die übrigen n auf eine einzige Weise bestimmt; letztere dagegen bleiben
vollkommen willkürlich. Genau gesprochen besteht also die vorliegende Auf-
gabe darin, dafs man diejenige Funktion f(v) vom (n-f tw)ten Grade bestimmen

Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 1. 10
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74 #· Christoff el; die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

soll, welche den Gleichungen (3.) Genüge leistet, und für gegebene n Werthe
von u verschwindet. Zugleich ist ersichtlich, dafs diese Aufgabe stets eine,
und nur eine einzige Lösung zuläfst.

Gegenwärtige Methode gewährt demnach die Möglichkeit, bei der an-
genährten Integration einer gegebenen Funktion alle Vortheile zu vereinigen,
welche einerseits aus der Berücksichtigung des numerischen Verlaufs dieser
Funktion, und andererseits aus der Anwendung der Gaufsischen Methode ent-
springen können. Man wird nämlich jene n willkürlichen Wurzeln so wählen,
dafs für sie die Funktion F(x) besonders einfache, oder auch solche Werthe
annimmt, von denen ein grofser Einflufs auf den Werth des gesuchten Inte-
grals zu erwarten ist.

Man kann aber auch in den Fall kommen, dafs der analytische Aus-
druck von F(x) unbekannt ist, während die Werthe F(a^, F(a2}, ... F(an)
beispielsweise durch Beobachtungen bestimmt worden sind. Kann man es
alsdann dahin bringen, auch noch die Werthe von F(x} für die übrigen Wur-
zeln der Gleichung f(x) = 0 zu bestimmen, so gewährt die Formel (2.),
abgesehen von den Beobachtungsfehlern, einen höhern Grad von Genauigkeit,
als sich mit jenen n und irgend welchen ändern m Zwischenwerthen im All-
gemeinen würde erreichen lassen.

Seien also #1, #25 ··· # die gegebenen Wurzeln von f(x\ und
(4.) = (x — a^(x — a2}...(x — 0M),

so kann man setzen
(5.) f(x)

Setzt man ferner

so gehen die Gleichungen (3.) in folgende über:
Os=Am
o = JL

0 = A
und hieraus ergiebt sich, wenn y19 y29 . · · · > * » die Werthe von y für
# = #!, #29 ... xm vorstellen, und man von einem conslanten Faktor absieht

(7.) f(v) =
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#. Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung. 75

/ \ ^ //y» / » ^ ^ · /r» ^ ̂  /»· <·*» >\ *f Tf* *

irgend eine Permutation der Zahlen l, 2, ... wi, so ist dies auch gleich

Bringt man aber in die Indices wieder in die frühere Ordnung, so erhält
x";. x\, ... x^ dasselbe Vorzeichen, welches es in der Determinante*i~ Z 2? lm 7

^_L /v.« /r.1 ^m—l /' · V V \
^* _H «^l ^2 · · · »^w ^^ V·*'l 9 i*/2i · · · ^mJ

hat. Folglich ist auch
(8.)

Dies ist der allgemeine Ausdruck der Funktion /*(#), und es steht seiner
Anwendung nichts im Wege, als die zahlreichen und unbequemen Integratio-
nen, welche er involvirt. Ich werde daher für einige besondere Fälle seine
entwickelte Form hersetzen. Es ist für

-^[F2
2F3-F1F3

2+F0F3F4-F1F2F4+F1
2F5-FÜF2F5]

+ ir[FüF4
2-FüF3F5+F1F2F5-F1F3F4+F2F3

2-F2
2F4]

-[F3
3-F2F3F4+F1F4

2-F2F3F4+F2
2F5-F1F3F5]}

etc. etc.
Für gewisse Anwendungen ist es nöthig, die Gleichung (2.) in eine

andere Form zu bringen. Sei

so dafs die Gröfsen blt)b^ ... bm mit den früher durch «n+n an+n ... an+m
bezeichneten zusammenfallen. Sei ferner

so ist die rechte Seite von (2.) nichts anderes als das von = — l bis
10*
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76 S· Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

x = i genommene Integral von (&). Man kann aber diese Funktion auch
in die Form

bringen, indem beide Ausdrücke für ? = 19 2, ... an> Ä19 i2> ··· #m mit
F(x} übereinstimmen, und somit als Funktionen des (n-{-m—iyen Grades
identisch sein müssen. Dies festgestellt, erhalten wir statt der Gleichung (2.)
folgende :

(13.) = ̂ ^Fw+js^-yj? ^ d^ J Ä\a) ^ ' l A(b)B'(b) J x—b '
welche für die Anwendung gegenwärtiger Methode einen neuen Gesichtspunkt
darbietet. Betrachtet man nämlich

als erste Annäherung an den Werth von / F(x}dx, so stellt sich der Ausdruck

als die Correction dar, welche man an jener anzubringen hat, um einen ge-
nauem Werth zu erhalten.

So aufgefafst kommt also unsere Methode darauf hinaus, die Wurzeln
619 Ä2? ··· *m so auszuwählen, dafs die mittelst derselben berechnete Cor-
rection ^/ eine höhere Genauigkeit erreicht, als sich im Allgemeinen mittelst
irgend welcher anderer m Wurzeln würde erzielen lassen.

Ist k^ der bei der Integration von x8 begangene Fehler, so hat man
nach art. l k™ = k™ = · . · = ls§^l = 0,

also

*£+· , C+n+l [ , , , _ / « ( < * ) _ i J *
2»+·+1 1" u*m+n+2 T ffr) — ffr) * 1!"+·+!

.(m) ,. Um+lfz(u) i 1
 m f , , ~

ÄL+n = lim '^ = "I" l aTfWBv·
t W -Am '

um+n

Aus (7.) folgt aber weiter, dafs
flxmf(x)dx

\jSO\_, *Z?2 9 · · · *"m-\-l) «2/1 »2?2 · · · ^w-f l *̂*̂ 1 ̂ 2̂ · · · & -f
—l
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8. Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung. 77

der Coefficient der h chsten Potenz von ÷ in

also nach der Bezeichnung der Formel (5.) gleich Am+1 ist. Folglich hat
man allgemein

also z. B.

= Ã«

Õ Õ* 1 Z 0
Õ Õ× 2 Ë 1

Ã3 Õ2 F1
F4 F3 ¾\

ã 9 ·*Ç-4
.·* ï Ft F0

F F·* 2 ·* 1

etc.

Obgleich die Entwicklungen des vorigen art. f r alle in der Praxis
vorkommenden F lle ausreichen d rften, so werde ich doch eine zweite Her-
leitung derselben nicht bergehen, da die gesuchten Ausdr cke auf einem
ndern Wege eine vollkommnere Gestalt annehmen.

Ist f(x} eine ganze Funktion vom (n-f m)ien Grade, so kann man
stets setzen

fW = ËÑ^»(*ï+4Ñ,Ç^(*Ç^
Sollen nun aus der Entwicklung von jT(a?)lg x

 A die Terme — , — , · · · -^
JP~—~i (K JC 3C

ausfallen, so sieht man aus den fr her entwickelten Eigenschaften der Funktio-
nen P, dafs f(x) die Funktionen P0, P19 ... Pm^ nicht enthalten darf, und
es ist daher der allgemeinste Ausdruck der Funktion (n-\-m)ien Grades, welche
jener Bedingung gen gt, dieser:

Diese Funktion soll ferner f r 0? = ̂ , Ë2, ... an verschwinden. Wenn man
daher von einem willk rlichen constanten Faktor absieht, so erh lt man

(10 f(*\ = ^±Pn^(^Pn^l(«l)PW-f^2(«2) · · - Ñ.(á.) ,

und es handelt sich darum, diese Determinante durch das Produkt

wirklich zu dividiren. F r w = l gelingt dies mittelst der Formel (44.)
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78 S. Christoff elf die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

art. 2. Setzt man n mlich dort m -[-l statt n und A statt y, so ergiebt sich

_ __ __ __ v V .

Ich werde jetzt einen H lfssatz beibringen, durch welchen man von vorstehen-
der Formel zur bivision der Gleichung (1.) durch den Ausdruck

gelangen kann.
Bezeichnet man die in (1.) rechts stehende Determinante durch J9 so

bilde man die Funktion
f\ Ë r\ Ë

n-f m-1 aL -~~
JJ =

Pn-f m-1 (aL) -~~p T— T «+m~l «2 ^n - 7~{oi'n^.m(al) , ___ drn+m(a2) é â t .
x — aj(x— á¢)...(÷ — an) » (x — aa)...(x— an)(x— aj '(

n + ma n
' (j? — «Ji^ — á2)...(á: — á«-é)

also
(a? — a^(x — a2}...(x — á.) Ú7

Nun ist nach den bekannten Eigenschaften der Determinanten

mithin vorstehendes gleich

Transformirt man hier die Faktoren der Partialdeterminanten mittelst der
Formel (29. art. 2)

M_i 2» + 8» -l »+"

so zerst ren sich alle Glieder, welche Faktoren von der Form
n+m— l \

erbalten, und dieser Ausdruck ergiebt sich gleich
n+m
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£. Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung. 79

Daraus folgt die Formel
-* [r

Ë t

Da die partiellen Determinanten -̂ 75 — -, — : von derselben Art wie J selber,

aber eine Ordnung niedriger sind, so reducirt sich durch (4.) die Herstellung
des Quotienten zur Linken auf die von n ndern Quotienten derselben Gat-
tung, in denen Z hler und Nenner um eine Ordnung niedriger sind.

Mittelst der Formeln (2.) und (4.) erh lt man
S±Pm+2 (af) Pm+i (a,) Pm (g,)

2m +3

Ebenso ergiebt sich

(x — aj (a; — et) (ar— »3)

é ñ f„^±Pm+i(Jc)Pn+1(al)Pm(at) \
T ^«.+2 (.«sJ (jp-aj^-e,) l

2 2w-fl.2m-l-3.2m-f-5

Man kann auf diese Weise fortfahren, und es hat nicht die geringste
Schwierigkeit, durch Induktion folgende allgemeine Formel nachzuweisen:

(5.) f(x) = Ó±Ñç+ç(÷}Ñ^ç_é(áß} . . . P„(fl„) X
2

m-f l.m-f 2 ...

y

Es ergiebt sich ferner unter Beibehaltung der fr hern Bezeichnung

welche Determinanten durch Permutation der an den Funktionalzeichen be-
findlichen Indices zu bilden sind.
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80 #· Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung.

Setzt man zur Abkürzung

so erhält man für den bei der Integration von a?2TO+w begangenen Fehler k%?+n,
welcher mit dem in art. 3 bestimmten identisch sein mufs, in folgender Weise
einen neuen Ausdruck. Da nämlich nach art. l

2m-fn | 2m-fw-fl l fz (U)

ist, so folgt, dafs k%^n die Gränze ist, welcher sich

Qm(u)

Pm+n(tl)

mit wachsendem u nähert. Man erhält

1 tC») _J 2m+n ~ 1.2. ..m
m—i i.3...2m + 2n—i df(x)

1 f\ m.2...m 1 .2 . . .m +

Bezeichnet man den Coefficienten von a?s in PÄ(a?), nämlich ' ' ' ' s~"
durch ye, und setzt vorstehenden Ausdruck dem in art. 3 gefundenen gleich,
so folgt:

mithin

Es ist ferner ^40 = 1, und wie sich leicht findet
^, ,,... .),

folglich
,- - «» (—1) W*»-"-1). 1.2... m(8.) 2lm = — i - ̂ - yoyi...
Setzt man in diese Gleichung die Ausdrücke für 2lra und 1.2.. .wiJO T ein,
indem man letztern aus art. 3 (8.) entnimmt, so folgt
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S. Christoffel9 die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung. 81

Dehnt man diese Formel auf n-|-l Argumente x, 019 ... an aus, so ergiebt sich
(9.) Ó±Ñ^ç(÷] Pm+n^ (

(_l)K2m+n-l)

= - 2^ -- W · - - JWu/i · · · ã*+*Ð(á^ ...áç, ÷}
)rir2'--;rm(#— #é)(#— ÷*). ..(÷—

wodurch der Zusammenhang zwischen de;i Formeln des gegenw rtigen und
des vorigen art. dargelegt ist.

Ich werde jetzt noch einen dritten Ausdruck f r f(x) herleiten, der
ebenfalls eigent mlicher Natur ist. Integrirt man die Gleichung (1.) wmal
hinter einander nach ÷ von — l bis x, ebenso mmal nach el9 a^ ... an von
— l bis ËÉ, — l bis a^ ... — l bis an, und wendet dann in jedem Term
der Determinante den Jacobischen Satz %

f*wP (x}Bxm — (x*J r«(x)ox — (x-

an, so erh lt man y *' ó" · ó«
—l

Ã(1)Ã(2)...Ã(ç+1) _
i

± JPffi, («) iftU («,) · - - P? («J -
In dieser Determinante kann man aber zufolge eines bekannten Satzes alle
Elemente auf ihren ersten Term reduciren. Schreibt man darauf die gemein-
samen Faktoren aller Elemente derselben Verlikalreihen heraus, so ergiebt
sich vorstehendes

wo zur Abk rzung gesetzt ist
l (2m)0(2m+2),(2m+4)i . . . (2OT+2»).

'C —
und ìí wie blich den. Coefficienten von x" in der Entwicklung von (\-\-÷}ì

bezeichnet. Es ist demnach auch
(10.) S± Pn+m (x)P^^(al) . . . Pm(an)

Journal f r Mathematik Bd. LV. Heft l· 11
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oder wenn man

setzt:

(12.)

Ist nun der Ausdrnck F reell oder so beschaffen, dafs er durch Multi-
plication mit einer constanten Gröfse reell gemacht werden kann, so schliefst
man aus dieser Gleichung nach bekannten Methoden, dafs zum Mindesten m
Wurzeln der Gleichung f ( x } = 0 reell und zwischen den Gränzen — l und
-j- 1 gelegen sein müssen. Sind also z. B. die gegebenen n Wurzeln
tfjL, «25 ··· an reell und aufserhalb jener Gränzen belegen, so müssen die
übrigen m Wurzeln echte Brüche sein. — Sind ferner alle Wurzeln der Glei-
chung F = 0 reell, so sind es auch alle Wurzeln der Gleichung f ( x ) = 0,
und die Anzahl der aufserhalb der Gränzen — l und l liegenden Wurzeln
ist in beiden dieselbe.

Hieraus ist es ersichtlich, dafs man gegenwärtiges Verfahren zur an-
genäherten Integration von F(x) mit grofsem Vortheil z. B. dann wird an-
wenden können, wenn sich F(x) für n bestimmte, aufserhalb des Integrations-
intervalls, und für beliebig viele innerhalb desselben willkürlich vertheilte
Werthe von annähernd oder genau ermitteln läfst*).

*) Während die vorstehende Abhandlung des Herrn Christoffel bereits dem Druck
übergeben war, kam der Redaktion dieser Zeitschrift eine von Herrn C. Gustav Bauer
in München verfafste und als Habilitationsschrift besonders herausgegebene Abhandlung
„Von den Integralen gewisser Differentialgleichungen, welche in der Theorie der An-
ziehung vorkommen" durch die Güte des Herrn Verfassers zu. Von den Laplaceschen
Kugelfunktionen ausgehend beschäftigt sich dieselbe mit den nämlichen Funktionen P,
Qß R> welche in der Christoffelschen Arbeit eine so wesentliche Rolle spielen, und in
einem Anhang enthält sie die Anwendung jener Funktionen auf die Gcw/sische mecha-
nische Quadratur. Bei so naher Berührung des Gegenstandes der Untersuchung konnte
es nicht fehlen, dafs die beiden gelehrten Herrn Verfasser, trotz der Verschiedenheil ihrer
Ausgangspunkte und Methoden, doch in einigen ihrer Ergebnisse zusammentrafen. Zu
diesen gehört die schöne in Gleichung (32.)2 pag· 68 enthalte Entwicklung der Funktio-
nen R, welche indessen Herr Christoffel bereits in seiner 1856 hier erschienenen In-
augural-Dissertation „De motu permanenti electricitatis" pag, 53 veröffentlicht hat.

. ; · · ; ' , . : ' B .
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