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5.

Uber die Gaufsische Quadratur und eine Verall-
gemeinerung derselben.

(Von Herrn E. B. Christoffel in Montjoie.)

Das Folgende enthilt eine neue Darstellung des bekannten, von Gaufs
(Comm. Gott. rec. 1814—15) erfundenen Verfahrens zur angeniherten Be-
rechnung bestimmter Integrale. Im Anschlufs hieran wird dasselbe in der
Weise verallgemeinert, dafs zu einer Anzahl beliebig gegebener Zwischen-
werthe die ibrigen nach den von Gaufs aufgestellten Prinzipien ausgewahlt
werden. Diese neue Methode kann in verschiedenen Beziehungen von Nutzen
sein, wie weiter unten nachgewiesen werden soll.

j 8
Da die spiatern Entwicklungen in stetigem Zusammenhange mit den
Formeln fir die mechanische Quadratur im Allgemeinen stehen, so kann eine
kurze Herleitung der letztern nicht fiiglich umgangen werden. Sei
1) f@) = A@—a)@—a)...(c—a,),
so fillt die Funktion
. F(a,) F(a,) F(a,)

R) o) = f(x){f (@) (@x—a,) +f' (@) ( x—a2)+ +f T (Gn) (£ — an) }
mit der Funktion F'(z) fir die Werthe x—=a,, @,, ... @, zusammen, und
es ist ¢ (a)=F(a,), ¢p(a) =F(a,), ... ¢(a,)= F(a,). Aus (2.) folgt

3) / ‘¢ (z) 0

1

__ F(a) [*f(x)0x +F(a,) 1 f(x)ox 4o f,(an) ! f(x)dx

f'(“)_ r—a, ! flla)d x—a, @) xT—an’
und dieser Ausdruck ist bis auf einen bestimmten Fehler gleich dem Integrale
/ "F(z)bx.

-1

Um die in (3.) angedeuteten Integrationen auszufiihren, ist im Allge-
meinen folgender Weg einzuschlagen. Ist u eine beliebige, aufserhalb der
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Grinzen —1 und 1 liegende Grofse, so hat man identisch

'L f(x)Ox — L f(w) 8.1‘_{_/ f(x) —z(u) or

Tr—1u xr—1u

= f(u)lg ?,:;_{_1 "l'"/ f( r—u(“)

Da f(x) eine rationale ganze Funktion von x vom =n'" Grade ist, so ist
t—(d'—z—jf—é-(—"—) ebenfalls eine solche Funktion vom (n—1)*" Grade von x wie
von u. Setzt man demnach

@y O = fw),

so ist fi(u) eine ganze Funktion (r—1)*" Grades, und

¢y O = rweiTrHhw.

Diese Formel bleibt offenbar selbst dann bestehen, wenn # zwischen die Gren-
zen —1 und |1 fallt, sobald nur die unter dem Integral linker Hand stehende

f,

Funktion -, innerhalb jener Griinzen iberall endlich bleibt. Die Formel

(5.) gilt daher, wenn u einer der Grofsen a,, a,, ... @, gleich gesetzt wird,
unter allen Umstéinden, mogen diese Grofsen aufserhalb oder innerhalb der er-
wihnten Grinzen liegen. Dadurch geht die Gleichung (3.) in folgende iber:

v e fila) fi(a,) Y ACD)
©) [ o@oe = JesFa)t hsFat -+ FesF,

und man hat annihernd
1 1
F(x)0z = [ ¢(x)oz.
S S

Durch Zerlegung in Partialbriiche folgt:

flw f,(a, fia) 1 fla) 1
f) = fla) u—a, +f'(az)'u—ag+"'+f'(an) u—a,

so dafs L der mittelst der Zwischenwerthe @,, a,, ... a, berechnete an-

fw)
genaherte Werth des Imegrals / -———; ist; und wenn man dies in (5.) an-

wendet
(8 1f(x)ox

xr—u

— fx(a| 1(“2) 1 fl( ") 1 '
f(w) {'g w1 'I‘ fa,) v—a, + f'(a,) u—a,+ -+ fl(zn) “—a, }
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Setzt man von jetzt an
1 £(x)d
@) I8 _ ),
-1
so ist wegen (5.)

10)  Fwlgitl = fiw+riw),

u—

und wegen (8.)
(1) ! dux {f;(a. 4 fi(a,) ded (@) % f2()

u—x f’(a) u—a, f’(a) u—a, 1" (an) “u—an flu)

Es ist somit L) o Unterschied zwischen dem wahren und dem angeniher-

Fi%)
ten Werthe von / a‘r = lg::iii Entwickelt man daher in (11.) die linke

Seite nach absteigenden Potenzen von u, und setzt den Ueberschufs des wah-
1
ren Werthes von / a™dx iber den angendherten Werth desselben, nimlich

Lom fn("i a,) a” f;(an)
a2y florso—{fart figart -t fisar) = ko,

so erhalt man:

o (u
(w)

o~k
~

=z

Ky b Ky
3) Zgliplho—
Setzt man andererseits

14) [f@)oz = 4,

“hie

und allgemein

15) [ r@eoe = A,

ferner
i AH AI"
m = —+un+1+un+2 +
so ist 4
1 A2 'A.'i
(16) fw) =L+ +7+
und

) Ad | AL AL | A AL A A LA
(17.) ’;.(u) A4 | AA AL | A A AL 4o,

mithin Aky=k, =k,=-.-=k,_;=0. Die Formel (7.) liefert also allemal den
1
genauen Werth von / F(x)0=, so oft F'(x) eine ganze Funklion ist, welche
1

den (m—1)*" Grad nicht tbersteigt. Man hat ferner
k,=A4, k, ,=4,41+44", k, ,=A4,4+4,4"4 4, 4", eic.
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Kann man nun f(u) so bestimmen, dafs in der Entwicklung von f,(u) die

m ersten Glieder, also in der Entwicklung von f(u)lg :::[-—11 die Glieder, welche
%, ;‘1-2-, e enthalten, von selbst wegfallen, so beginnt die Reihe fiir.

mit dem Term , und die Formel (7.) ist fir alle ganzen Funktio-

flw) wm
nen vom (m-+n—1)*" oder einem niedrigern Grade vollkommen sirenge.
Gleichzeitig ist

by = A, ., A, ki = A, ,4+4,,,4", etc.

Es wird sich bald zeigen, dafs der hiochste Grad von Genauigkeit,
welcher mit der vorausgesetzten Form von f(x) erreicht werden kann, dem
Falle entspricht, wo m=mn ist. Es ist dies der namliche Fall, den Gaufs
in der oben angefiihrten Abhandlung, und Jacobi in gegenwirtigem Journal
behandelt haben.

2.
Das Folgende beruht auf diesem Lemma:
Unterwirft man eine ganze Funktion f(#) vom n'*" Grade der Be-
dingung, dafs aus der absteigenden Entwicklung von f(u) lgf—f—_—i— die

Terme, welche -:7, -1-:;, . 7:—— enthalten, von selbst wegfallen, so giebt

n

es stets eine Funktion, welche diesen Bedingungen geniigt, und dieselbe
ist bis auf einen constanten Faktor bestimmt. Verlangt man aufserdem,

dafs das Glied mit w—1+1- verschwinde, so wird die Funktion (%) identisch
gleich Null, indem jener constante Faktor den bestimmien Werth Null

erhalt. ,
Dasselbe ergiebt sich leicht mittelst der Formeln (10.) und (14.), denen

zufolge allgemein der Coefficient von -'-i- in der absteigenden Entwicklung von

F(u)lg

+1 .t . . .
T 8leich / F(x)0x ist, vorausgesetzt, dafs F'(u) eine rationale
et}

"
u—
ganze Funktion ist. Sei zunachst f(u) so bestimmt, dafs in (10.) £; (u) die Form
Ani2 1 Any3 T

() = 7t

hat, und sei ferner f(u)= P+ Qi, wo P und Q reelle ganze Funktionen
von u sind; so multiplicire man die Gleichung (10.) mit P—@:. Dann ist
(P— Qi)f,(u) wieder eine ganze Funktion von w, wihrend die Entwicklung
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von (P— Q:)f,(u) mit dem Term i% beginnt. Also ist der Fakior von %
gleich Null. Da derselbe aber gleich

S raP—0iou = [P+ ¢)ou

ist, und die Elemente dieses Integrals alle positiv sind, so mufs, wenn das
ganze Integral gleich Null sein soll, jedes einzelne Element verschwinden,
also wie behauptet, f(u) identisch gleich Null sein.

Da somit die, in Bezug auf die unbekannten Coefficienten der Funktion
[(u) linearen Gleichungen

4,=0, A4,=0, ce 4,=0, 4,.,=0
von einander unabhingig sind, indem sich aus ihnen fir jede der (n-}1) un-
bekannten Grofsen ein einziger Werth ergiebt, so folgt, dafs man unter den
(n-+1) Coefficienten von f(u) wenigstens auf eine Art ein System von =
derselben so auswahlen kann, dafs die » Gleichungen
(A) 4,=0, 4,=0, ... 4,=0

in Bezug auf dieses System von Unbekannten von einander unabhingig sind.
Denn wiire dies nicht der Fall, so mifste man, wie leicht zu sehen ist, aus
den Gleichungen

A=, A, = a,, Ce A4, =a,, A4,.,=a,.,
sammtliche Unbekannten eliminiren konnen, was nach dem eben bewiesenen
nicht moglich ist. '

Da endlich die Gleichungen (A.) linear sind, so bestimmen sie das
Verhiltnifs von n Coefficienten zum (n--1)*" auf eine einzige Weise, wodurch
obiges Lemma in allen seinen Theilen bewiesen ist.

Differentiirt man nun die Gleichung (10.), und multiplicirt mit w*—1,
so folgt:

a8y -1y s 2+ (- —1)8L 1)L,

und eine nochmalige Differentiation giebt:

2 (0Dt =1+ 2w L)+ 7 (-0 ).

Diese beiden Gleichungen haben wieder die Form von (10.). Nimmt man

aber jetzt an, dafs f,(u) die Potenzen -'-1‘-, ui,, . i nicht enthalt, dafs also

An-}-l + n+2 |

“n-H un+2
Journal fiir Mathematik Bd. LV, Heft 1. 9



66 &. Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallyemeinerung.

ist, so folgt
1) 4,
S(w—nydfe) = 2ltlden o

ou u"“
of, .
so dafs die Funktion —((u -—1) )—n(n—|—1)f2, nach negativen Potenzen
von # entwickelt, die Potenzen %, ;2, uin, —-n—1+—1 nicht enthalt. Multi—

plicirt man daher die Gleichung (10.) mit n(n-41) und subtrahirt sie von der
vorstehenden, so folgt

g ((“—1)af>—”(”+1 } u_H

8u +du << afl)—n(n+1)f1+ { <(u —1) 6f2> ”(N—I—i)/}};

und da der Faktor von lgi den (n-1)*"" Grad nicht erreicht, so folgt

vermoge des obigen Lemmas, dafs er identisch gleich Null sein mufs. Da
ferner auf der rechten Seite die drei ersten Glieder nur positive Potenzen
von u enthalten, wahrend das Folgende sich nur aus negativen Potenzen von
u zusammenseizt, und da diese beiden Theile fir sich verschwinden miissen,
so haben wir

19) E(w—0Z) —n@minr = o,
(20 . ; 2 (w 1>af*) —n41)f = 0,
(21.) ‘9 2 (-1 ) —nmdDftad — o

Nach den bekannten Untersuchungen iber die Gleichung (19.) folgt hieraus

an 2__1 n
(22)  f) = P,(w) = 2—11—#

__1.3.5...2n—1 1.3.5.. 2n—3 w2
= T23.. ¥ ¥T23. T
und wegen (9.) P
1
(@3) fi(w) = Q.(uw) = ;(f_’f,

-1
welche Bezeichnung von der gewdhnlichen nur wenig abweicht. Sodann folgt,

dafs die Gleichung P
0 n

@4) 2( 21)2 20) = nntnyU—a220
zu ihrem completen Integrale einen Ausdruck von der Form

(25) U= AP,()+BO,)+RB,®)
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hat, wo R, (u) eine rationale ganze Funktion vom (n—1)"" Grade, und nichts
Anderes, als die bisher durch f;(n) bezeichnete Funktion ist. Die Funktionen
P, O, R stehen in Folge der Gleichung (10.) in der Relation

(26)  P.(wlg— "“ = Q.(u)+ R, (u),
oder auch

@7)  0.w) = P,(w)lg “tl _R.(w),

so dafs nur noch die Funktion R, (u) zu bestlmmen ibrig bleibt. Zuvor will
ich aber noch die Formeln

(28) (#—1)P,(u) = "z("ﬂ)(l’m(u) P,_u),

Rni+ul,(u) = (n+1)P,.,(w)+nP,_,(u),
(29.) (2n -{—1) uQ,(u) = (n 'l‘i) 0,1 (uw) + nQ,._,(u),
Ran+1)uR,(u) = (n41)R,,(u)--nR,_, (u)
einschalten, welche sich auf verschiedene Art, unter anderm auch mittelst

obigen Lemma’s beweisen lassen. Setzt man z. B. in (18.) P,(u) fir f(w)
) 6/; (nt-1) Ania |

u"

ein, so beginnt die Entwicklung von (u*— mit dem Term —

Bedenkt man nun, dafs man setzen kann
(wW—1)P,(u) = aP, (w)+oP,_(u)+cP,_s(u)+ -
so folgt aus unserm Lemma, dafs auf der rechten Seite alle Coefﬁclenten, mit
Ausnahme von ¢ und b, verschwinden. Die Bestimmung der Constanten & und
b hat keine Schwierigkeiten. — Zur Herleitung der Gleichungen (29.) hat
man nur (26.) mit » zu multipliciren, und ganz &hnliche Betrachtungen anzu-
stellen. Diese Gleichungen stimmen iibrigens im Wesentlichen mit denen iber-
ein, deren sich G'aufs in den arit. 17. und 18. seiner Abhandlung bedient.
Differentiirt man die Gleichung (28.), so folgt wegen (19.)
P ()= P, () = m+1)P,(u),

also auch

‘ P (u)—P, ;(u) = (2'1“—3)1)»-2(“)’

u. 8. f., woraus durch Addition
(30)  Pl(w) = (2nL1)P, ) +(20—8) P,y (1)-+ (20 —7) Po_y() -
folgt. Vermoge dieser Formel geht die Glelchung (R4.) in folgende uber
631) (=i —a@+ 1)U
+4{(2n —1). ,,_,+(2n—-5)P,,_3+(2n»99P,,_3¢g;..} == 0,
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Um nun zur Bestimmung von R, (u) iiberzugehen, bemerke man, dafs die
Gleichung (26.) durch Aenderung des Vorzeichens von # und nachfolgende
Multiplication mit (—1)"* folgende Gestalt annimmt:

P,u)lg Tt — (—1y+ Q,(— )+ (—1) R,(—u),

woraus durch Vergleichung mit (26.) R,(—u)=(—1)"'R,(u) folgt. Da
somit R,(u) nur die Potenzen "', u"%, u"~® etc. enthalten kann, so hat es

die Form

R . () = aP,_,(u)+a;P,_;(u)ta;P,_ (u)+----
Setzt man dies in (31.) fir U ein, so folgt:
0 = an—1)n—nmt+)]P,_+a[(n—3)(n—2)—nn{1)]P,_,

+4@n—1)P, +4@n—5)P,,
+a[(n—5)n—6)—nn{1)]P, 4 -
14(2n—9)P,_, +..-
und hieraus
2n—1 2n—>5 2n—9
(ll—z—:l—.,';—, 23(" 1), a5=2-5—(,-‘—_T), u. S. w,

Damit sind die verlangten Funktionen £, fi, /. vollstindig bestimmt;

es ist namlich:

O (1)
f(w) =P"(u)_2".l"n-|—1)67"’

fiw=R,w=25 P+ D P,_,(u)
(32) + 52,:‘ Pyl ... ; ,
fuw) = 0,(w)= P,(w)lgth — B, () — " Palr)l
9> __2+1.2642...2s4n 1

=0 2541.25F3...2sF2nF1 wntorl’
Den allgemeinen Ausdruck der Funktion P,(u) hat Gaufs in seiner Abhand-
lung gegeben, doch rihrt die elegante, obenstehende Form derselben von
Jacobi her. Auch findet man bei Gaufs den Ausdruck von Q,(u) sowohl
in Form einer hypergeometrischen Reihe, wie in seiner Reduction auf einen
algebraischen und einen transcendenten Theil.

Obgleich auf diese Weise die Coefficienten in der Gleichung (6.) ex-
plicite. dargestellt sind, so giebt es doch mit Riicksicht darauf, dafs in den
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Grofsen 7;’,( “) Jort far u nur solche Werthe zu substituiren sind, welche f(u)
verschwinden machen, noch einfachere Darstellungsweisen fir dieselben. Aus
den Gleichungen

d
2 (@—1)P}(w)) = n(n+1)P,(u),
2 (@—1)R,@) = nnA1)R,(u)— 4P} (u)
folgt durch Eliminalion von n(n--1):
P ) ,
P2 (w—1)R)—R. o (w—1)P)+4P,P, = 0,
und hieraus durch theilweise Integration
(w—1)(P,R, — R, P,)} 2P} = a.
Fir u=1 ergiebt sich hieraus a =2, also ist identisch
33) P ) Bl (w)— B, (w) Pi(w)} + P2 () —
mithin fir alle Werthe von u, fir welche P,(u)=—0 ist:
¢4 SEPwR@ =
Daraus folgt fir die namlichen Werthe von u:

fi _ Bi(w) _ 1—u P = 2 :
B5) 76y = P z B0 = s @y

Die erste dieser Darstellungen ist von Gaufs gegeben; die zweite dagegen

hat den Vorzug, dafs sie die Berechnung der Coefficienten % blofs von
der Funktion P)(u) abhéngig macht, deren numerischer Werth bei der Auf-

losung der Gleichung P,(u)=0 gleichzeitig mit der Wurzel # bestimmt wird.
Sind a,, ¢, ... a, die Wurzeln der Gleichuhg P,(u)=0, so ist

1.3.5...2n—
36) P = “ppylu—a)u—a)...(u—a,),

folglich nach der zweiten Darstellungsweise

1.2.3.
87y L@ _ (1555 n—i)
f' () (1——01)(1-}-“4)[(ar-a,)(al—aa) - (a,—ax)]*’
so dafs saimmtliche Coefficienten in einfache, leicht zu bildende Faktoren zer-
legt sind. Ich bemerke noch folgende Formeln, welche sich unter der Vor-
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aussetzung, dafs P,(u) = i, aus (28.) und (29.) leicht ergeben:
(38) (A—=w)P,(u) = nP, ,(u) = —(n+1)P,,,(u),
(39.) filw)  2(0—ud) 2(1—wu?)

, ') — (nPuoy(w)? = () Porr(w))?
Diese Ausdriicke treten durch Auflosung in lineare Faktoren in eine interessante

Beziehung zum Produkte

R.(a)) R.(a,)  R.(an)
P,(a) P (a,) P, (a,)
Dies vorangeschickt haben wir das Resultat, dafs, wenn F'(x) eine
rationale ganze Funktion von @ ist, welche den (2nm —1)"" Grad nicht iber-
schreitet, man die streng richtige Gleichung hat

40) [ F@ioe =1L (")F( W+ ‘“’m @)oo "(“") ) Fa,)

P (
Liafst sich ferner F'(x) in eine nach posxllven ganzen Potenzen von x fort-
schreitende Reihe entwickeln, welche fiir alle zwischen —1 und 1 liegenden
Werthe von « so stark convergirt, dafs man die Reihe, ohne ihren Werth
merklich zu é&ndern, auf ihre 2n ersten Glieder reduciren kann, so gilt die
Formel (40.) wieder ohne merklichen Fehler. Dasselbe gilt, wenn man ver-
moge der besondern Beschaffenheit von F'(x) alle auf das 2n'° folgenden
Glieder in den sogenannten Rest der Reihe vereinigen mufs, wofern nur
dieser Rest gegen F'(x) vernachlissigt werden darf.

Um hiervon eine Anwendung zu geben, werde ich die Interpolations-
formel (2.) fir den Fall, wo die Grofsen «;, @,, ... @, die Wurzeln der
Gleichung P,(u) =0 sind, in eine andere Form bringen. Ich erinnere zu
dem Zwecke an die bekannten Formeln ‘

1 1
S P@P@oz=0, [P@P@ie=g,
von denen sich die erstere aus der Betrachtung des Produktes P, (u)Q,.,,(u)
unter Anwendung der Gleichung (14.) leicht ergiebt. — Ist nun u-}»<<2n
und auch 2v <<2n, so mufs man mittelst der Formel (40.) den genauen Werth
dieser Integrale erhalten, und es ist somit

(1) ZP(a)P,(a) % —

Pi(a)
| R.a) _ 2
“2) =P,@P)F 2= 577

wo die Summen sich auf die Werthe @==a,, @, .. 8, begiechen. Will man
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jelzt die Funktion F'(a) durch eine Funktion f(z) vom (n—1)“" Grade er-
setzen, welche mit ihr fir die Werthe = @,, a,, ... @, ibereinstimmen soll,
so kann man selzen
f(z) = ﬁl:,()('r)+/31P1($)+ﬁ2p2(x)+_"'+/)’n—l a1 (L),
und hat zur Bestimmung der Coefficienten 3, 3, ... 3., die Gleichungen
F(a) = BB, (a1)+ﬂ1 1(ax)+ﬂz 2(“1)+ —I_ﬂn—-lpn—l (a,)
F(“a) = ﬂRJ(’h)‘l‘ ﬂ.l 1(“2)+{32 2(“2)+ "l"ﬁn-l 1(“2)

F(an) - ﬁlj()(an)—]_[}’l l(an)+/3)2p2(an)+ _{—/311-—1 —l(an)’
Multiplicirt man diese der Reihe nach mit
n(a) Rn(ag) . R, (a,)
1/( 1) P ( ‘) v( 2) P ((12) v( n) P ( n)
und addirt, so fallen wegen (41.) alle 3 weg, deren Index von v verschieden
. ist: da hingegen nach (42.) der Coefficient von /3, gleich 57 +1 ist, so folgt
R, (a)
Pi(a)’
wo die Summe wie oben zu interpreliren ist: Die so bestimmte Funktion f(x)

ist mit der durch die Gleichung (2.) definirten ¢ () identisch, da beides
rationale ganze Funktionen (n—1)* Grades sind, welche fir » Werthe von

o mit einander ibereinstimmen. Es ist also

(43) o¢@ =7=2H 2”; 1P,(a:),}-:).‘i‘(a) P,(a) ﬁyé“)).

Ist F(x) eine ganze Funktlon (n—1)*" Grades, so fillt diese Formel mit der
bekannten Entwicklung zusammen. Setzt man z. B. F(z) = IM,

g, = 2 sF(@)P, @)

r—y
so ist ¢(x)=F(x), ferner F(as)—— “(y ) o mithin
o P (o)
ﬂv— 2 P() J"“'aP(a)
o (0 P.0) P,(y)—P,(a) Ru(a) )
=B Pl y—a TrOIETL =T G

In diesem Ausdrucke ist dia erste Summe gleich R,(y); die andere kann, da

———-—-—Py(};:f”(x) eine ganze Funktion von a ist, welche den 2n"" Grad nicht

erreicht, nach (40.) durch das Integral / Maw ,(y) ersetzt
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werden. Folglich ist

B, — 2v+1

(P,()B.(y)—P,(y)R,(y))

und

P@)=Puly) __ S 21""1 {P,()R.(y)— P.(y)R,(y)} P, ()

r—y 0

Setzt man hier Zx und Zy statt « und y, so uberzeugt man sich leicht,
dafs (3, hochstens vom (n—» —1)*" Grade sein kann.

Die erzeugende Funktion der Ausdriicke
Hm = Pn(u)Rn+m(u)—Pn-}-m(u)Rn(u)3
nimlich v = = IT, o™, geniigt der Differentialgleichung
0

(1—2ux -} z?) ag;” + (@ —uw)zv = 2z,

wie man durch Substitution der Reihe fir » mittelst (29.) leicht verifizirt;
und es findet sich
P x x"ox

"y (1—2ux+ 2% / Yl —2uxr+ux?) ’

UV —

Daraus ergiebt sich

. Py (w) P (u)
oy = 2? nts+1

also wenn v < n:
P,R,—P,R, — 2% PPy
v "= 0o v+s+1?

wodurch die oben nachgewiesene Reduktion bewerkstelligt ist.

Eine interessantere, auch in der Folge niitzliche Anwendung von (43.)
ist folgende. Setzt man in dieser Formel

Fa) = 3 POPaG)I= B 0P

so erhalt man wieder ¢(x) = F(x), da letztere Funktion in Bezug auf z
ganz und vom (rn—1)"*" Grade ist. Es ist aber

F(a,) n. n(J’ n—l(av) ),

Y —as
folglich
B, = ..”_.2”+12P"(9’) P, (a)Py_1(a)Ra(a)
v P 2 y—a P,:(a)

Aus (38.) und (34.) folgt weiter
1—a)P,(a)y=nP,_,(a), (1—a*)P.(a)R,(a)=nP,_,(a)R, (a)=2,
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mithin

41 [ Pu(y) Py(a) 2041
b= === Pla) P, (y).
Es ist daher identisch

(44)) _g_ Py(2) Pus () = Pu(p) Poca (@) __ "= 21/—[—1 P,(2)P,(y),

=
r=y v=0

wie man auch durch Multiplication mit z —1y und Anwendung von (29.)

verificiren kann.

Sei jetzt, um zu dem in 1. angedeuteten allgemeinen Falle iberzu-
gehen, f(u) eine Funktion vom (m 4 n)'** Grade, welche die Eigenschaft hat,
wtl . 1 1

dafs aus der Entwicklung von f(u) lg;_—1 die Terme B TIREE ui"' weg-

fallen, und sei wie friiher

T —U
-1

seien ferner a,, @, ... a,,, dle Wurzeln der Gleichung f(u)=0, so giebt
der Ausdruck

2) 0= S'E ;ﬁ(“

im Allgemeinen einen geniherten Werth des Integrals / F(x)0x, wihrend

2 F(a,)

er diesen Werth genau darstellt, so oft F'(x) eine ganze Funktion ist, welche
den (2m--n—1)*" Grad nicht iibersteigt.

Zur Bestimmung der Funktion f(u) bietet sich zunachst ein Weg dar
durch die Gleichungen 1. (14.), (15.), denen zufolge die erwihnte Eigen-
schaft von f(u) durch die Gleichungen

1 _ 1 _ ‘1 1 .
(3.) [f(:c)@w_o, ‘—/l‘f(m)a:ax_o, Zf(:c)w or=20
bedingt wird.

Da diese Gleichungen nach dem in art. 2 Eingangs Bemerkten von
einander unabhingig sind, so lassen sich aus ihnen m Coefficienten von f(u)
durch die ibrigen (n--1) ausdricken. Geht man also auf die Wurzeln von
f(u) zurick, so sind durch die Gleichungen (3.) m dieser Wurzeln durch
die tbrigen n auf eine einzige Weise bestimmt; letztere dagegen bleiben
vollkommen willkirlich. Genau gesprochen besteht also die vorliegende Auf-
gabe darin, dafs man diejenige Funktion f(¥) vom (- m)*" Grade bestimmen

Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 1. 10
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soll, welche den Gleichungen (3.) Geniige leistet, und fir gegebene n Werthe
von u verschwindet. Zugleich ist ersichtlich, dafs diese Aufgabe stets eine,
und nur eine einzige Losung zulafst.

Gegenwirtige Methode gewihrt demnach die Moglichkeit, bei der an-
genahrten Integration einer gegebenen Funklion alle Vortheile zu vereinigen,
welche einerseits aus der Beriicksichtigung des numerischen Verlaufs dieser
Funktion, und andererseits aus der Anwendung der Gaufsischen Methode ent-
springen konnen. Man wird namlich jene m willkirlichen Wurzeln so wahlen,
dafs fir sie die Funktion F'(x) besonders einfache, oder auch solche Werthe
annimmt, von denen ein grofser Einflufs auf den Werth des gesuchten Inte-
grals zu erwarten ist.

Man kann aber auch in den Fall kommen, dafs der analytische Aus-
druck von F'(z) unbekannt ist, wihrend die Werthe F'(a,), F(a,), ... F'(a,)
beispielsweise durch Beobachtungen bestinmt worden sind. Kann man es
alsdann dahin bringen, auch noch die Werthe von F'(x) fir die dbrigen Wur-
zeln der Gleichung f(x) =0 zu bestimmen, so gewihrt die Formel (2.),
abgesehen von den Beobachtungsfehlern, einen hohern Grad von Genauigkeit,
als sich mit jenen n und irgend welchen andern m Zwischenwerthen im All-
gemeinen wiirde erreichen lassen.

Seien also @,, a,, ... @, die gegebenen Wurzeln von f(x), und

“4) y=@&—a)lz—a)...(x—a,),
so kann man setzen

(5)  flx) = y(duar-A, vt A,
Setzt man ferner
(6. /lyw‘&r = Y,,

so gehen die Gleichungen (3.) in folgende tber:

0= A4,Y,}4.Y,,+-- LA™Y,
0= A, Y,,,H—[—A' m+ —]—A""’Y
0= ,,._HrA’ Km-2+ A""Ym.“

und hieraus ergiebt sich, wenn Yy, ¥2,.. . . Y. die Werthe von y fir
& == &y, Ty, ... T, vorstellen, und man von einem conslanten Faktor absieht

@) @) =y Oy ya@—w) (@ —a)... (@~ )
-t II(xy @y ... )25 ... T2 02,0k, ... O,
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wo II(x)y&yy... @) = (Ty— &,) (05— &) (X3 — 2,)... ist. Ist 2,y &y, ... 1,
irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2, ... m, so ist dies auch gleich

Y/()J’l_')’z Yn(@—2)(®—7,) ... (T —2,)
II(z;, @iy ... @ )2} @} ... 77102, 0. 0T,

Bringt man aber in 77 die Indices wieder in die frihere Ordnung, so erhiilt
), x}, ... 27" dasselbe Vorzeichen, welches es in der Determinante
Stxixy...apt = (e, 2,,...2,)
hat. Folglich ist auch
1 (8) I'(m+1).f(z)
= _)/. My Yo oo Y (= BN L —T3) eve (=2 ) [TT (15 T3 5 oos T ) |20, 0.0,
-1

Dies ist der allgemeine Ausdruck der Funktion f(x), und es steht seiner
Anwendung nichts im Wege, als die zahlreichen und unbequemen Integratio-
nen, welche er involvirt. Ich werde daher fir einige besondere Fille seine
entwickelte Form hersetzen. Es ist fir
m=0 fl@)=y
m=1 flx)=y{zY,—Y,}
m=2 f@)=y{@[Yi—¥Y,]—a[V,Y.— LY, ]+ [ V= V.X.]}
9y {m=3 f(@)=y@[Vi—Y,,¥,+ }¥,— V,T,Y }¥,— ¥, Y]
— [ VY, — Y, Y4 LY, Y,— Y, Y, Y| VY~ Y, ,Y]
+e[F Y- Y,V Y LY, Y,— VY, Y} LY~ VY]
— [V’ -Y. Y, Y 1Y, Y;-Y, Y, Y1 YY—Y Y. Y]}
etc. etc.
Fir gewisse Anwendungen ist es nothig, die Gleichung (2.) in eine
andere Form zu bringen. Sei
y = (x—a)(@—a)...(x—a,) = A(x),
flx) = yB(z) = y A, (x—b)(z—by)...(x—0,),
so dafs die Grofsen 4,, b,, ... b, mit den friher durch @,y G,129 <. Gy
bezeichneten zusammenfallen. Sei ferner
F@) A@)

10) 9@ = Tga 2,

< F@) A@)B(@) F@) d(r)B(x)
1) y@) =2 A@) (r—a)B(a) +EB'(0) (x—b)4(b)°

so ist die rechte Seite von (2.) nichts anderes als das von == —1 bis
10%
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o =1 genommene Integral von y(x). Man kann aber diese Funktion auch

in die Form
(D) —ao (b
(12) y@ = 9@ += EA(I?b)B%;) Af_)_Bb(x)

bringen, indem beide Ausdriicke fir x = a,, a,, ... a,, b,, b,, ... b, mit
F'(x) ubereinstimmen, und somit als Funktionen des (n-}m—1)"*" Grades
identisch sein missen. Dies festgestellt, erhalten wir statt der Gleichung (2.)

folgende: 4
— (a) Fb)—o®) [ A(x) B(»’v)
13) L A’( )F( )—{—2 A0 B S oy, oz,

welche fir die Anwendung gegenwirtiger Methode einen neuen Gesichtspunkt
darbietet. Betrachtet man némlich

A,
S o@iz = 2@ F@
als erste Anniherung an den Werth von / F'(x)0x, so stellt sich der Ausdruck
-1

_ s Fb)—o@®) [*r4(x)B(x)
4 == A0B®) J “a—b oz

als die Correction dar, welche man an jener anzubringen hat, um einen ge-
nauern Werth zu erhalten.

So aufgefafst kommt also unsere Methode darauf hinaus, die Wurzeln
b, b,, ... b, so auszuwihlen, dafs die mittelst derselben berechnete Cor-
rection 4 eine hohere Genauigkeit erreicht, als sich im Allgemeinen mittelst
irgend welcher anderer m Wurzeln wirde erzielen lassen.

Ist & der bei der Integration von z* begangene Fehler, so hat man

nach art. 1 A" =&k =...= k)., =0,
SR , () 1 mts
u2':+-"‘-+‘ + ulz'*"”-‘l’-‘"-"‘-'12 + = ff(u) f (u) u""‘“*““/ " f(x) oz,
also ;
(m) umt f, (u) . _1_ ! m
Krnin -—”l_l_moo———-——ﬂ = o ! x"f(x)ox.
um+n
Aus (7.) folgt aber weiter, dafs
1
S e F(@)oe
-1

1 _
(m+1) '
___——/ Y1Y2e oo Ympd T (@1y Loy oo Tpg) ZITG 00 By O, 025 .. 0T 44

-1
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der Coefficient der hochsten Potenz von 2 in

2 Y s Y@ — DY@ — ) o (@ — D)

-— 0
1 (@) @y oo Ty ) X)X} 00 X1 OB, 0. Oy, 14

also nach der Bezeichnung der Formel (5.) gleich A4,,, ist. Folglich hat
man allgemein

KD = 2,
also z. B.
Yz Yi YO
‘§1 i;o Ya Yz Yl
v Y, Y, Y
kf,o) = :Yo, :;+2 = | 2Y° : D k:z'+4 = ‘_4Y1—3Yo—|2", etc.
Y, Y|
4.

Obgleich die Entwicklungen des vorigen art. fir alle in der Praxis
vorkommenden Fille ausreichen diirften, so werde ich doch eine zweite Her-
leitung derselben nicht ibergehen, da die gesuchten Ausdricke auf einem
andern Wege eine vollkommnere Gestalt annehmen.

Ist f(«) eine ganze Funklion vom (n-m)* Grade, so kann man
stets setzen

f(z‘) - APn+m(w)+A1Pn+m-l(w)—|— e _}'- A,,,+,,,,__1P1(w)+ An+ml)()($)'

x+1 1 1 1

Sollen nun aus der Entwicklung von ]“(ar:)lg;—“—1 die Terme =

ausfallen, so sieht man aus den frither entwickelten Eigenschaften der Funktio-
nen P, dafs f(x) die Funktionen P,, P,, ... P,_, nicht enthalten darf, und
es ist daher der allgemeinste Ausdruck der Funktion (n--m)"* Grades, welche
jener Bedingung geniigt, dieser:

f(®) = AP, . (x)+ AP, ,(x)+ -+ A4,P,(x).

Diese Funktion soll ferner fir x —a,, a,, ... 6, verschwinden. Wenn man
daher von einem willkirlichen constanten Faktor absieht, so erhdlt man

(1') f(x) == Ei P1l+m (z‘{Pn-i-m—l(al)Pn-l-m—Z (az) LIRS Pm(an) 9
und es handelt sich darum, diese Determinante durch das Produkt
(z—a)(@—a)...(x—a,)

wirklich zu dividiren. Fir n=1 gelingt dies mittelst der Formel (44.)
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art. 2. Setzt man namlich dort m-}-1 statt n und @, statt y, so ergiebt sich

P, y1(x)Pu(#)—Pu(2) Prnyi(a) 2 2m+i ”'21/-[—1
() = r—a, = - 2m+1 m+1 2

Ich werde jetzt einen Hiilfssatz beibringen, durch Welchen man von vorstehen-
der Formel zur Division der Gleichung (1.) durch den Ausdruck

(x—a)(x—ay)...(x—a,)

P,(z)P,(a,).

gelangen kann.

Bezeichnet man die in (1.) rechts stehende Determinante durch 4, so
bilde man die Funktion

o4 84
6y U= WemGy | P ®aE, G +--
' (@ —a) (x—a)...(x—a,) | (x—a)...(x—a)(x—a,)
a4
Pt ) 5 i)
(x—a,)(x—a,)...(x—an-1)’
also

(x— al) (x—ay)...(v—a,)U

= (z— al) P,,+m_1 (al) a_P_T)- —l— (x— az) Pn+m-l (az) aP (a,) +

By
+(x—a,)P,,,. (a,) OPrim(tn)

Nun ist nach den bekannten Eigenschaften der Determinanten

84 o4
n+m—l (1’) ap .Z‘) -l_ Pn+m—l (al) a P a ) + + P""'"‘"l ((l ) aP +m (a,.) O

mithin vorstehendes gleich

{“’P"M—l(w)ap (x)"“‘lpw-l("l)ap (a1)+ }

Transformirt man hier die Faktoren der Partialdeterminanten mittelst der
Formel (29. art. 2)

1
P = R P R P
so zerstoren sich alle Glieder, welche Fakioren von der Form
n4d-m—1
2§ 2m—1 Lrtns(¥)

erhalten, und dieser Ausdruck ergiebt sich gleich

_ntm o4 o4 ____ntm
~ Znfom—i {~+m(‘”)—“"‘ap,,+,.(f) TP, ﬂﬂ(“')ap_m(a,)’l‘"'}“— S om—14"
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Daraus folgt die Formel
i 2n 2m—1
(4) (r—a)(x—a,)...(x —an) = jz—-l—m U.
o4
OP, n(as)
aber eine Ordnung niedriger sind, so reducirt sich durch (4.) die Herstellung
des Quotienten zur Linken auf die von » andern Quotienten derselben Gat-

tung, in denen Zihler und Nenner um eine Ordnung niedriger sind.
Mittelst der Formeln (2.) und (4.) erhdlt man
24 Poys (%) Pnis(a,) Pr(a,)

(x——a1) (x—'az)

Da die partiellen Determinanten von derselben Art wie 4 selber,

2 3 2+P, P,(a, 2+ P, P, (a,
— ————’Zl_tz { 1 (@) —= ;i.z;) (@) — P, (@) ;_l.i‘z‘;)‘ (e} }
2 2m4+1.2m43 211—|—1

= il milmfe = 2

Ebenso ergiebt sich

P, (x)=+ P, (a)P,(a).

Zi-.Pm+3 (x)Pm+2 (ai)Pm-\‘-l(az)Pm(as)
(x—a)(x—a,) (x—a,)

2m+5§ ( )2+ Pm+2(x) Pm-l—l(az)P (aq + ( >2+Pm+2 (x m+l(a ) “ )
FIOVT @ —a) (e —a) ) T ) @ —a,)
+P, . (a 3)E+Pm+2(-1‘)1’m+1(a1)1’ ' (@) :

(r—a,)(x—a,)

m--3.2 kd
=2m2+1 22:5;1 o iz mﬁs <72 2P, (2) 21 Pt (@) Pos () P, (@)

Man kann auf diese Weise fortfahren, und es hat nicht die geringste

Schwierigkeit, durch Induktion folgende allgemeine Formel nachzuweisen:

(G) f(@) = 24P, (@) Ppyns(a) ... Py(a,) X
2 2mi{i1.2m43..2m+42n—1
 2m-+i m+1.m+2 ... m+4n
21/—{-1
0

Es ergiebt sich ferner unter Bexbehaltung der friihern Bezeichnung

6.) LLi(x) = EiRm+n($)Pm+n—l(al)’ ..P,(a,),
6 @) = =+£0.,.@) Papes (@) .. Pa(a),

welche Determinanten durch Permutation der an den Funktionalzeichen be-
findlichen Indices zu bilden sind.

(z—a)(r—ay)...(x—a,)

P(x)=+P,, . (a)... P, (a_)P,a,).
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Setzt man zur Abkiirzung
Zipm-}-n—l(al) Pm+n—2(a2) oo pm(“n) = U,,
so erhalt man fir den bei der Integration von z*** begangenen Fehler A, .,
welcher mit dem in art. 3 bestimmten identisch sein mufs, in folgender Weise
einen neuen Ausdruck. Da nidmlich nach art. 1

Kin | Fomruts NI AC)
w2 tntl wimtnt2 f (w)
ist, so folgt, dafs ké’,ﬁ,, die Grénze ist, welcher sich
of(x)
wmntl 0 (v )BP (x)
of (x)
m+" (")apm+"(x)
mit wachsendem wu nahert. Man erhalt
df(x)
(7)) P - 2 . 1.2...m ) 1.2...m+n ) dP,(r)
’ mtn T 2m41 1.3...2m—1 1.3...2m+2n—1 = Of(x)
0 Ppin(2)
— (_1)1; 2 . i.2...m . 1.2...m-|—n .%Im.;_j,'
2m+1 1.3...2m—1 1.3...2m+2n—1 %,
Bezeichnet man den Coefficienten von z* in P,(x), namlich 1—:;)—72—%%—1-

durch 7., und setzt vorstehenden Ausdruck dem in art. 3 gefundenen gleich,
so folgt:

Anyr __ 2(—1) i1
An (2m+1)}’m7m+n Un ’
mithin
An ()2 1 A
A, 1.2..2m—1 p07 s ¥met - ¥n¥ntte-- Ymin— o

Es ist ferner A,=1, und wie sich leicht findet

folalich = (——1)%"("_1)7071 oo Yn—1 II(al LT a,,) N
C
oo (—1)inCm+n—1) 4.2, .m /
(8’) le = 2m 7‘)71' L 711&'7()71 coe 7,,..*.,,_111(01 Py Aygeos (ln)Am,

Setzt man in diese Gleichung die Ausdricke fir %, und 1.2...mA4, ein,
-indem man letztern aus art. 3 (8.) entnimmt, so folgt
=+P,. . .(a)...P.a,
tyamtet +Poyoi(@). .. Pa(a,)

= T Yo71-- 7m°7071'"7m+n-1H<al,a29"' )
L(m)

Y1Yzeo  YulZI(Zyy T2y ... €,)]'02, 0, ... Oz,

-1
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Dehnt man diese Formel auf n41 Argumente x, a,, ... @, aus, so ergiebt sich
(9') Zipm-l-n(w) Pm+n—1 (al) LA Pm(an)
(_1)1n(2m+n—1)
= Y0V 1 e Vm VoY1 e Vi L (s .. @, @)
('")yl Yaoor Yu(@—a,) (2—25).. (x—2,) [ (2, ... x,)]'0x, 0,... 0z,
-~1
wodurch der Zusammenhang zwischen den Formeln des gegenwirligen und
des vorigen art. dargelegt ist.

Ich werde jelzt noch einen dritten Ausdruck fir f(ax) herleiten, der
ebenfalls eigenthiimlicher Natur ist. Integrirt man die Gleichung (1.) mmal
hinter einander nach x von —1 bis x, ebenso mmal nach @,, a,, ... a, von
—1 bis @, —1 bis @, ... —1 bis a,, und wendet dann in jedem Term
der Determinante den Jacobischen Satz

* (m) ) n L(n—m1) 0™ P,(x) )
f P,(z)0z" = (= —1) I’(n-l—m—}—i) ox™

—1
an, so erhilt man

S e p ) (8a day.... Da)"

—1

==+ / P, (2) 8w"f“x(m)Pn+m_l (a,) da? .. / ™P,(a,)day

-1

_ rare)...rm+41) , .
= TemTiIent?).. . renfn & —DE—1...(a—1)]
=1 P (@) Poni(a). . P (a,).

In dieser Determinante kann man aber zufolge eines bekannten Satzes alle
Elemente auf ihren ersten Term reduciren. Schreibt man darauf die gemein-
samen Faktoren aller Elemente derselben Vertikalreihen heraus, so ergiebt
sich vorstehendes

= c[(@®—1)(ai—1)... (@i —1)]"=+z"ai". .. @,

= c[(z’—1)(ai—1)...(a; —1)]"11(G,, @,y ..., T),
wo zur Abkirzung gesetzt ist

1 _(2m), (2m4-2),(2m+-4), . . . (2m+-2n),

[2"I(m+1)]*+! my(mF1),(m+2),...(m+n)
und g, wie ablich den Coefficienten von z” in der Entwicklung von (14x)#
bezeichnet. Es ist demnach auch

(10) =+P,n(@)Parps(@).. . Pa(a)
m(n+1)
-(_6—.;‘_§a—+— )m {[("l" 1)(a1"'1) (a ‘—'1)] II(a,,, Buyyeoe By (L‘)} 9
Journal fiir Mathematik Bd. LY. Heft 1, 11
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oder wenn man
11.) W———;ét—a;"—),;{[(af—l)(@—i)...(a?,—l)]"‘II(a,,, yoryenr )} =V
setzt: o

12)  Z+P, ., (2)Puyfa)... Pya) = & 1T

Ist nun der Ausdrnck V reell oder so beschaffen, dafs er durch Multi-
plication mit einer constanten Grofse reell gemacht werden kann, so schliefst
man aus dieser Gleichung nach bekannien Methoden, dafs zum Mindesten m
Waurzeln der Gleichung f(z) =0 reell und zwischen den Grinzen —1 und
+1 gelegen sein miissen. Sind also z. B. die gegebenen n Wurzeln
a4,y @, ... a, reell und aufserhalb jener Grinzen belegen, so missen die
ibrigen m Wurzeln echte Briiche sein. — Sind ferner alle Wurzeln der Glei-
chung V' =0 reell, so sind es auch alle Wurzeln der Gleichung f(x)=0,
und die Anzahl der aufserhalb der Grinzen —1 und 1 liegenden Wurzeln
ist in beiden dieselbe.

Hieraus ist es ersichtlich, dafs man gegenwirtiges Verfahren zur an-
genaherten Integration von F'(x) mit grofsem Vortheil z. B. dann wird an-
wenden konnen, wenn sich F'(x) fir n bestimmte, aufserhalb des Integrations-
intervalls, und fiir beliebig viele innerhalb desselben willkiirlich vertheilte

Werthe von x annihernd oder genau ermilteln lafst *).

*) Wahrend die vorstehende Abhandlung des Herrn Christoffel bereits dem Druck
iibergeben war, kam der Redaktion dieser Zeitschrift eine von Herrn C. Gustav Bauer
in Minchen verfafste und als Habilitationsschrift besonders herausgegebene Abhandlung
,Yon den Integralen gewisser Differentialgleichungen, welche in der Theorie der An-
ziehung vorkommen” durch die Giite des Herrn Verfassers zu. Von den Laplaceschen
Kugelfunktionen ausgehend beschéftigt sich dieselbe mit den nimlichen Funktionen P,
0, R, welche in der Christoffelschen Arbeit eine so wesentliche Rolle spielen, und in
einem Anhang enthilt sie die Anwendung jener Funktionen auf die Gaufsische mecha-
nische Quadratur. Bei so naher Berihrung des Gegenstandes der Untersuchung konnte
es nicht fehlen, dafs die beiden gelehrten Herrn Verfasser, trotz der Verschiedenheil ihrer
Ausgangspunkte und Methoden, doch in einigen ihrer Ergebnisse zusammentrafen. Zu
diesen gehort die schone in Gleichung (32.), pag. 68 enthalte Entwicklung der Funktio-
nen R, welche indessen Herr Christoffel bereits in seiner 1856 hier erschienenen In-

augural - Dissertation ,,De motu permanenti electricitatis” pag. 53 verdffentlicht hat.




