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12.
Ueber eine zahlentheoretische Funktion.

(Yon Herrn Stern zu Gébttingen.)

[n den ,Monatsberichten der Akademie der Wissenschafien zu Berlin,
aus dem Jahre 1850” findet man S.36 einen Aufsatz von Kisenstein iber
eine zahlentheoretische Funktion, auf welche er bei seinen Untersuchungen
iber die hoheren Reciprocititsgesetze gefithrt wurde, woriiber in einer an-
deren Arbeit Hisenstein’s (dieses Journal Bd. 39 S.356) weitere Erorterungen
vorkommen. In dem erwihnten Aufsatze giebt Kisenstein den Werth der
Funktion an. und zeigt, dafs dieser Werth der einzige ist, der den Bedin-
gungen entspricht, welchen die Funktion geniigen soll. Die Analyse aber, die
zu diesem Werthe gefiihrt hat, und die der Verfasser als eine schwierige be-
zeichnet, hat er nicht mitgetheilt. Weiter bemerkt er, dafs ihn die Betrach-
tung dieser Funktion auf eine merkwiirdige Zahlenreihe gefiibrt habe. Er
giebt eine Anzahl von Sitzen, die eben so viel Eigenschaften dieser Reihe
ausdricken; der Beweis derselben, sagt er am Schlusse, sei in derselben
Analyse mit enthalten, welche zur Bestimmung der erwihnten Funktion ge-
fihrt hitte.

Dieser Aufsatz wurde der Akademie den 18. Februar mitgetheilt.
Schon etwas friher, in einem vom 14. Januar datirten Briefe, theilte mir
Eisenstein die Auffindung dieser Reihe und die so eben erwihnten Eigen-
schaften mit, ohne jedoch der zahlentheoretischen Funktion zu gedenken, und
schrieb mir noch Folgendes dabei. ,Meine Beweise dieser Sitze sind ziem-
lich complicirt, vielleicht finden Sie einfachere, es wire mir lieb solche zu
besitzen, die sich unmittelbar aus der gegebenen Bildungsweise auf elementare
Weise ergeben.” Ich war damals verhindert, diesem Gegensiande meine
Aufmerksamkeit zu widmen. Gegenwartig aber hoffe ich, leider zu spat,
dem Wunsche meines unvergefslichen Freundes vollstindig zu entsprechen,
indem ich die Eigenschaften der Reihe, wie der damit eng verbundenen
Funktion aus den elementarsten Be!racbtdngen ableiten werde.
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1.
Es seien zwei positive Zahlen s und n gegeben, man addire sie und
setze die Summe m - n zwischen dieselben, so erhilt man die Folge

1) m, m-+n, n .
Man addire in dieser Folge wieder je zwei aufeinanderfolgende Zahlen, und
setze ihre Summe zwischen dieselben, so erhalt man die Folge
R) m,2m+n, m4n, m+2n, n
Behandelt man diese Folge weiter auf dieselbe Weise, so erhilt man
B) m, 3m+n, 2m-tn, 3n+2n, m+4-n, 2m+3n, m+42n, m+3n, n
und man sieht, dafs sich das Verfahren ins Unendliche fortsetzen lafst.

Die Folge (1.) nenne ich die erste Reihe, die Folge (2.) die zweite
Reihe u. s. w. Alle diese ins Unbestimmte fortgesetzten Reihen sollen die
Entwickelung (m, n) heifsen und m das erste, n .das zweite Argument
dieser Reihen. Wo es die Deutlichkeit fordert, werde ich die p* Reihe auch
als die p* Entwickelungsreihe (m,n) bezeichnen, und die Folge m, n die
nullte Entwickelungsreihe nennen. Jede in einer Reihe enthaltene Zahl heifse
ein Glied dieser Reihe, eine Anzahl unmittelbar aufeinanderfolgender Glieder
eine Gruppe. Jede Zahl, welche die Summe der sie einschliefsenden Zahlen
ist, nenne ich ein Summenglied, jede andere Zahl ein Stammglied; ein und
dieselbe Zahl kann also an gewissen Stellen ein Summenglied und an anderen
ein Stammglied sein.

‘ Aus der Bildung der Reihen ergeben sich nun unmittelbar folgende
Eigenschaften derselben.

Die Zahl sn kommt nur und immer nur am Anfange, die Zahl n nur
und immer nur am Ende jeder Reihe vor, die Zahl m 42 nur und immer
nur in der Milte, weswegen sie auch das Mittelglied heifsen soll. Die
Reihe der Glieder von dem ersten an bis zu dem Miltelgliede, dieses ein-
geschlossen, soll die erste Hailfte der Reihe heifsen, die Reihe der Glieder
von dem Mittelgliede an, dieses eingeschlossen, bis zum Ende der Reihe,
heifse die zweite Halfte. In den Reihen, welche auf die erste folgen, sind
die zwischen dem Anfangsgliede m und dem Mittelgliede enthaltenen Glieder
ebenso aus diesen gebildet, wie die zwischen dem Mittelgliede und dem End-
gliede n liegenden Glieder aus diesen. Zwei gleichweit von dem Mittelgliede
entfernte Glieder mfissen also in einander ibergehen, wenn man m und n
vertauscht (da das Mittelglied durch diese Vertauschung nicht geandert wird).
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Ist das eine dieser Glieder Am - In, so mufs das andere lm-| kn sein; zwei
solche Glieder nenne ich symmetrische. Die Coefficienten des ersten und
zweiten Arguments in irgend einem Gliede sollen beziiglich der erste und
zweite Coefficient dieses Gliedes heifsen.

Zwischen je zwei Stammgliedern steht ein Summenglied, zwischen je
zwei Summengliedern ein Stammglied. Die Stammglieder nehmen die un-
geraden Stellen in der Reihe ein, die Summenglieder die geraden; die
Zahlen in den geraden Stellen sind daher grofser als die unmittelbar folgen—
den und vorhergehenden. Daraus folgt, dafs in jeder Reihe, von den zwei
Stammgliedern, welche ein Summenglied bilden, abwechselnd das vorher-
gehende oder das folgende das kleinere ist. Beginnt z. B. irgend eine Reihe
mit den Gliedern

m, s, My, S, Myy Syy - ..
so beginnt die folgende mit

m, m-+s, s, m,--s, m;, m+s;, s, ...
und man hat m<s; s>my; m; < s, ...
Es ist also allgemein ein Glied in der Stelle 4k 3, grofser als die
Glieder in der Stelle 4541 und 44+ 5.

2.

Ist die Anzahl der Glieder in irgend einer Reihe =%, so ist die
Anzahl der Glieder der folgenden Reihe 2 (A —1)-+ 1. Nun ist die Anzahl
der Glieder der ersten Reihe = 211, also allgemein die Anzahl der Glie-
der in der p*" Reihe =27} 1.

Stellt man sich die einzelnen Glieder einer Reihe zusammen addirt
vor, und nennt dies die Swumme der Reihe, so ist leicht zu sehen, dafs die
Summe einer folgenden Reihe gefunden wird, wenn man das dreifache der
Summe der unmittelbar vorhergehenden nimmt und die Summe der Argumente
m--n abzieht. Denn in der folgenden Reihe kommen nicht blofs die Glieder
der vorhergehenden wieder unmittelbar vor, sondern jedes derselben wird
noch aufserdem doppelt wiederholt, indem es zum vorhergehenden und fol-
genden addirt wird; mit Ausnabme des ersten Gliedes, welches nur zum
folgenden, und des letazten, welches nur zum vorhergehenden addirt wird.
Bezeichnet also S,(m,n) die Summe der p*" Reihe mit den Argumenten
m, n, so findet sich

S, (m, n) = 32“ (m—+n).

25 *
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Im Folgenden sollen die Argumente immer ganze Zahlen sein, doch
darf eines derselben auch Null werden.
Man hat
S, (m,n) = 8S,(n, m)
Sp(m'yn)  m'4n!
Sp(m,n) — min
S,(m+m',n+tn") = 8,(m,n)+ S,(m', n)
Aus der letzten Gleichung folgen die speciellen Gleichungen
Sp(19 1) = Sp(19 O)‘I‘ Sp(Os 1)
Sp(17 2) - Sp(09 1)+Sp(1a 1)
S,2,3) = S,(1,1)+8,(1,2)

also auch =
S,(d,1) S0, 1) _ .1
550 — tsay — 117
s,(,2) 1
S, 1) 1
1+
Sp23) _ 41
2 — T 1
1+
u. S. W.
3.

Ich betrachte nun den besonderen Fall, wenn die beiden Argumente
der Einheit gleich sind, also die Entwickelung (1, 1), auf welche sich, wie
spiter gezeigt werden soll, alle ibrigen Fille zuriickfiibren lassen. Aus den
obigen allgemeinen Erorterungen ergiebt sich unmittelbar, dafs hier die Ein-
heit émmer und nur am Anfang und Ende jeder Reihe vorkommt, dafs das
Mittelglied — 2 ist und dafs die symmetrischen Glieder gleich sind; so dafs
die der Zahl 2 vorausgehenden Glieder sich hinter derselben in umgekehrter
Ordnung wiederholen. .

Es konnen nie zwei gerade Zahlen in einer Reihe unmittelbar auf
einander folgen. Bezeichnen g, ¢', ¢" irgend welche gerade Stammglieder,
u, w, u" irgend welche ungerade, G, G', G" irgend welche gerade Sum-
menglieder, U, U’, U" irgend welche ungerade, so mifste eine Gruppe von
gwei geraden Gliedern, diein der p'" Reihe vorkidme, entweder G, g oder g, G
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sein; in beiden Fillen hétte man also eine Gruppe von drei geraden Gliedern,
entweder ¢', G, g oder g, G, ¢' und mithin in der p—1'" Reihe eine Gruppe von
zwei geraden Gliedern, ¢', ¢ oder g, ¢', d. h. wenn in der p'" Reihe eine
Gruppe von zwei geraden Gliedern vorkommt, mufs auch in der p —1'", und
mithin in jeder vorhergehenden Reihe, eine solche Gruppe vorkommen, wah-
rend doch die erste, aus den Gliedern 1, 2, 1 bestehende Reihe keine solche
Gruppe enthilt, also iiberhaupt keine solche vorkommen kann.

In keiner Reihe kann eine Gruppe von dre: Zahlen vorkommen, so
beschaffen, dafs jede dieser Zahlen, oder nur die mittlere, ungerade ist.
Gabe es in der p*" Reihe eine Gruppe u, u', u", so konnte sie, wie sich
versteht, nicht u, U, v’ sein, sondern U, ', U'. Diese letztere Gruppe wiirde
also die Gruppe ¢, U, ', U’, ¢' bedingen und mithin mifste die p—1' Reihe
die Gruppe g, u', ' enthalten; diese mifste &, w, G’ sein, (da sie nicht
9> U, ¢' sein kann) und wiirde daher die Gruppe u, &, v/, G', u" be-
dingen; in der p — 2" Reihe miifste mithin wieder eine aus drei ungeraden
Gliedern bestehende Gruppe w, ', »" vorkommen. Setzt man diesen Schlufs
fort, so folgt, dafs iberhaupt in den Reihen vom Range p, p —2, p—4, ...
eine Gruppe von der Form w, U’, #/, und in den Reihen vom Range p—1.
p—3, p—>5, ... eine Gruppe von der Form &, u, G’ vorkommen miifste.
Da aber die zwei ersten Reihen 1, 2, 1 und 1, 3, 2, 3, 1 weder die eine
noch die andere dieser Gruppen enthalten, so folgt, dafs sie uberbaupt nicht
vorkommen konnen.

Aus ‘dem Vorhergehenden folgt, dafs von den acht Zusammenstellun-
gen zu drei Elementen, die sich aus irgend welchen geraden Elementen ¢
und irgend welchen ungeraden u bilden lassen, nur die drei folgenden in ir-
gend einer Reihe als Gruppe vorkommen konnen, nemlich ‘

Juu

ugu

uug.
Man sieht aber zugleich, dafs nur eine dieser Gruppen sich fortwahrend in
der Reihe wiederholen kann und mufs. Geht man z. B. von der Gruppe guu
aus, so kann die nachstfolgende weder uug noch ugu sein, weil in beiden
Fillen drei ungerade Zahlen auf einander folgen wiirden.

Beginnt irgend eine Reihe mit wgwu, so ist klar, dafs die nichste mit
uug, die darauf folgende wieder mit wgu beginnen mufs u. s. w. Nun be-
ginnt die erste Reihe wirklich mit ugu, folglich wird sich in jeder Reihe
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vom Range 2p-+1 diese Gruppe von Anfang an wiederholen; und da die
Zahl aller Glieder = 2%+'-L1, also durch 3 theilbar ist, so wiederholt sich
diese Gruppe bis ans Ende der Reihe. Ist dagegen die Reihe vom Range 2p,
also die Anzahl der Glieder 2°”4-1, so wird sich die Gruppe uug vom An-
fang der Reihe an wiederholen, die Reihe wird aber mit wu schliefsen.

4.

In jeder Reihe ist die Summe der zwei dufseren von je dre:
aufeinander folgenden Gliedern durch das mittlere Glied theilbar. Ist
das mittlere Glied ein Summenglied, so versteht sich der Satz von selbst.
Ist dagegen das mittlere Glied, welches m heifsen soll, ein Stammglied, sind
also die aufseren, s und &', Summenglieder, so wird m jedenfalls aus einer
friheren Reihe herstammen, in welcher es Summenglied war. War es in
der p —1'*" Reihe Summenglied und dort von den Gliedern ¢ und 6 einge-
schlossen, @-} & =m, so hat man in der p*" Reihe die Gruppe @, s, m, s, b,
also s=a-tm,s=m-+|b und s+s'=3m. War m in der p—2"" Reihe
Summenglied, so hat man, mit Beibehaltung der vorhergehenden Bezeichnung,
in der p — 1" Reihe die Folge s—m, m, s'—m, und nach dem eben Be-
wiesenen, s —m-s'—m = 3m, also s+s' = 5m. Setzt man diese Betrach-
tung fort, so findet man allgemein Folgendes:

Wenn in der p*" Reihe die Gruppe a, b, ¢ vorkommt, und & ist
in der p—k"“" Reihe als Summenglied entstanden, so ist

4) a+tc= (Rk+1)b.
Man sieht dafs diese Formel zugleich den Fall umfafst, wenn & =0,
also m in der p*" Reibe selbst als Summenglied entstanden ist. ‘
Umgekehrt kann man also auch aus einer gegebenen Gruppe a, &, c,
in der p*" Reihe finden, in welcher Reihe das Mittelglied & als Summenglied
entstanden ist. Denn bezeichnet man diese Reihe durch p — &, so ist

_ ate—b
k= ——

Man findet z. B. dafs die sechste Reihe mit den Zahlen

1, 7, 6, 11, 5, 14, 9, 13, 4, 15, 11, ...
beginnt. Nimmt man die Gruppe 13, 4, 15, so folgt aus =3,
dafs die Zahl 4 in der 3" Reihe als Summenzahl entstanden ist. In der

That entspringt die Gruppe 13, 4, 15 aus der Gruppe 1, 4, 3, mit welcher
die dritte Reihe beginnt.

134+15—4
s
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Da die geradstelligen Glieder in jeder Reihe Summenglieder sind, und
das Glied, welches in der p — 1'" Reihe die Stelle 2/ einnimmt, in der fol-
genden Reihe in der 4/— 1" Stelle erscheint, so kann man auch behaupten,
dafs das 4/—1" Glied der p*" Reihe in der p — 1" Reihe als Summenglied
entstanden ist; ebenso findet sich, dafs das 8! —3" Glied der p*" Reihe in
der p —2'" Reihe als Summenglied entstanden ist; und allgemein, dafs das
Glied, welches in der p*" Reihe die Stelle 2'~'2/— (2"'—1) = 2t (2/—1) }-1
einnimmt, in der Reihe p — (f— 1) als Summenglied entsteht. Ist also & das
Glied, welches die Stelle 2'~*(21—1)-}-1 einnimmt, @ das vorhergehende und
¢ das folgende, so hat man nach der Formel (4.):

(2t—1)b = a+}c.

Es ist klar, dafs durch die Form 2'~'(2l—1)-}1 jede ganze Zahl, und
zwar nur auf eine einzige Weise dargestellt werden kann. Sobald mithin die
Reihe p und die Stelle (21 —1)-}1 in dieser Reihe, in welcher eine Zahl
vorkommt, gegeben ist, weifs man, dafs diese Zahl in der Reihe p — & als
Summenzahl entstanden ist. Auf den Werth von ! kommt es hierbei nicht an.

Ist in einer Reihe die Gruppe @, b, ¢, in einer andern die Gruppe
o, (3, y enthalten, und steht o in derselben Stelle wie @, so hat man auch

ety  adc
g b

3.

Es kionnen nie zwei aufeinander folyende Glieder einer Reihe
einen gemeinschafilichen Faktor haben. Es seien a@, b, ¢ drei unmittelbar
auf einander folgende Glieder. Hatten & und ¢ einen gemeinschaftlichen Faktor,
so mifsten, nach der Form (4.), auch @ und & diesen Faktor gemeinschaftlich
haben, und aus der Fortsetzung dieser Schlufsweise wiirde folgen, dafs alle
Glieder der Reihe diesen Faktor enthalten miifsten; was nicht sein kann, da
das erste Glied der Reihe =1 ist. Der frilher bewiesene Satz (§.3), dafs
nicht zwei gerade Zahlen in der Reihe unmittelbar auf einander folgen kon-
nen, ist also ein spezieller Fall dieses allgemeineren.

Ein Summenglied & kann also nur dadurch entstehen, dafs zwei Zahlen,
welche relative Primzahlen zu & sind, zusammen addirt werden. Mit anderen
Worten: wenn in der Gruppe a, b, ¢ die Zahl b=a-|c ist, so mussen
a und c relative Primzahlen sein.



200 12. Stern, iber eine zahlentheoretische Funktion.

6.

Eine und dieselbe Gruppe a, b kann nicht zugleich in zwei ver-
schiedenen Reiken vorkommen. Man nehme zuerst an, es sei @ > b, also
a eine Summenzahl. Geht das Glied 3 dem @ voraus, so ist 3 <Za und in
der vorhergehenden Reihe findet sich die Gruppe (3, b. Hier ist wieder ent-
weder 3>>0b und es geht daher ein Glied 3’ <3 dem Gliede /3 voraus,
oder es ist 3<Z&, und es folgt dann auf & ein Glied &’ <<b. In der néchst-
vorhergehenden Reihe hat man also entweder die Gruppe /', 3, oder die
Gruppe b, b'. Man wird also jedenfalls, von einer zweigliedrigen Gruppe
der vorhergehenden Reihe gefiihrt, in welcher wenigstens das erste, oder
das zweite Glied kleiner ist als das entsprechende Glied der Gruppe, von
welcher man ausging. Setzt man dieses Verfahren fort, so mufs man zuletzt,
nach einer bestimmten Zahl von Operationen, zu einer zweigliedrigen Gruppe
kommen, in welcher entweder das erste, oder das zweite Glied der Hinheit
gleich ist. Man nehme nun an, die Gruppe a4, b komme in der p*" Reihe
vor und man werde nach & Operationen zur Gruppe 1, 2 oder zur Gruppe
/3, 1 gefihrt, welche also zur p — k" Reihe gehort. Die Gruppe 1, 3 kann
nur am Anfang, die Gruppe (3, 1 nur am Ende der Reihe siehen (und beide
Gruppen missen zugleich in der Reihe vorkommen). Finde sich nun die
Gruppe a, b noch aufserdem in der ¢*" Reihe, so miifste sich auch in der
g— k" Reihe die Gruppe 1, 3 am Anfang finden; was nicht sein kann.
Dasselbe Resultat erhalt man, wenn man @ < b voraussetzt.

Eine und dieselbe Gruppe a, b kann nicht zweimal in derselben
Reihe vorkommen. Indem man sich der vorhergehenden Beweisfiihrung be-
dient, lafst sich ndmlich zeigen, dafs wenn in irgend einer Reihe eine zwei-
gliedrige Gruppe doppelt vorkidme, dies auch in jeder vorhergehenden Reihe
der Fall sein mifste, wahrend doch in der ersten Reihe 1, 2, 1 keine solche
Doppelgruppe existirt.

Eine bestimmie Gruppe a, b, kann also tuberhaupt nichl mehr atls
einmal in der Entwickelung (1,1) vorkommen.

Es folgt zugleich hieraus, dafs in derselben Hilfte einer Reihe nicht
irgend eine Gruppe @, b, und die umgekehrte 4, a vorkommen kann, weil
sonst in der zweilen Hilfte dieselben Gruppen vorkommen mifsten (§.3.);
sowie dafs nicht in einer Reihe die Gruppe @, b, und in einer anderen die
Gruppe b, a, vorkommen kann.
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.
Aus dem Vorhergehenden ergeben sich unmittelbar folgende Saize:
In keiner Reihe kann eine Summenzahl mehr als einmal auf die-
selbe Weise gebildet werden. Ist z. B. & die Summe von a und ¢, so
kann die Gruppe @, b, ¢ nicht zweimal in derselben Reihe vorkommen.
Ebenso folgt, dafs nicht in derselben Hilfte einer Reihe eine Summen-
zahl auf dieselbe und auf umgekehrte Weise gebildet werden kann,
d. h. es konnen nicht in derselben Hilfte einer Reihe zugleich die zwei
Gruppen «, b, ¢ und ¢, b, a vorkommen. Auch kann nicht in zwei
verschiedenen Reihen eine Summenzahl auf dieselbe oder auf umgekehrte
Weise gebildet vorkommen.
Nun sind @ und c¢ relative Primzahlen (§.5), man hat also den Satz:
Eine Zahl (die grofser als die Einheit ist) kann Adchstens so oft
als Summenzahl vorkommen, als es kleinere Zahlen giebt, die zu ihr
Primzahlen sind.
S.

In der Entwickelung (1,1) kommt jede gunze Zahl vor. Denn
die erste Reihe beginnt mit 1, 2; die zweite mit 1, 3; allgemein die n —1'
mit 1, n.

In der Entwickelung (1, 1) kommt jede Gruppe a, ¢ vor, bei
welcher a und ¢ relative Prunzahlen sind. Da mit der Gruppe @, ¢ jeden-
falls die Gruppe ¢, @ zugleich vorkommt, oder fehlt, so kann man immer
a ¢ setzen; im entgegengesetzten Falle hilte man nur die umgekehrte
Gruppe zu betrachten. Man setze a=kc4r, wo r<c; kommt nun die
Gruppe r, ¢ in irgend einer Reihe vor, so mufs auch die Gruppe «, ¢ vor-
kommen. Denn wenn in irgend einer Reihe die Gruppe r, ¢ steht, so steht
in der ersten folgenden die Gruppe r--¢, ¢, in der zweilen folgenden die
Gruppe r+2¢, ¢, in der k' folgenden die Gruppe r-|-kc, c. Selzt man
ferner c=£Kk'r+r', wo r'<r, so wird ebenso bewiesen, dafs wenn die
Gruppe ', r vorkommt, auch die Gruppe ¢, r, mithin auch die Gruppe r, ¢
und die Gruppe a, ¢ vorkommen mufs. Geht man so fort, so kommt man
zuletzt, da die Zahlen », #' ... immerfort abnehmen, an eine Zahl », = 1.
Eine Gruppe, in welcher ein Glied der Einheit gleich ist, kommt aber nach
dem Vorhergehenden immer vor, welches auch die ganze Zahl sei, die das
andere Glied bildet, folglich mufs auch jede Gruppe @, ¢ vorkommen, wenn
a und ¢ relative Primzahlen sind; kiame sie nicht vor, so konnte auch eine
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bestimmte zweigliedrige Gruppe nicht vorkommen, in welcher ein Glied der
Einheit gleich wire.

Verbindet man dieses mit §.6, so hat man also den Salz:

In der Entwickelung (1,1) kommt jede Zahl so oft als Summen-
zahl vor, als es kleinere Zakhlen giebt, die zu ihr relative Primzahlen
sind. Eine Primzahl p kommt mithin p —1 mal als Summenzahl vor.

9.

Die leizte Reihe, in welcher die Ziakl n als Summenzahl vor-
kommt, ist die n —1%, in keiner spdteren kann sie als solche vorkommen.

Dafs sie in der n—1'" Reihe als Summenzahl vorkommt, ist klar, denn
diese Reihe beginnt mit der Gruppe 1, n, n—1. Sie kann aber in keiner
spitern Reihe als solche vorkommen. Finde sich in einer solchen die Gruppe
a, n, b und a+b=mn, so hitte man in der vorhergehenden Reihe entweder
die Gruppe a, b, b—a oder a— b, a, b; jedenfalls wire in der Gruppe a, b,
oder @ — b, a eine Zahl kleiner als die entsprechende in der Gruppe @, n,
und indem man auf diese Weise immer von Reihe zu Reihe zurickgeht,
mufs man zuletzt auf die Gruppe 1, 1 kommen, von der man ausging. Das
langsamste Verfahren zu dieser letzteren Gruppe zuriickzukehren ist offen-
bar das, wenn man von 1, m» zu 1, »—1, dann zu 1, n—2 u. s. w. zu-
rickgeht. Und da man in diesem Falle doch nur durch » —1 Reihen zurick-
zugehen braucht, so mufs man, mit der Gruppe @, n anfangend, schon friher
zu 1, 1 zurickkommen.

Bezeichnet ¢(n) die Anzahl der Zahlen, die kleiner als # und zu
dieser relative Primzahlen sind, so folgt, dafs die n—1' Reihe die erste
ist, in welcher die Zahl n @(n) mal vorkommt, und dafs sie in jeder folgen-
den Reihe ebenso oft vorkommt.

Die Zahl n kommt also nur dann und immer n—1 mal in der
n—1' Reihe vor, wenn n eine Primzahl ist. Hierin hitte man also ein
neues, freilich in der Art, wie der Wilson'sche Satz, praktisch unbrauch-
bares. Mittel, die Primzahlen von den zusammengesetzten zu unterscheiden.

10.

Da eine bestimmte Gruppe @, ¢ nur in einer einzigen Reihe vor-
kommt so mufs es auch moglich sein, aus der Gruppe selbst zu finden, wel-
cher Reihe sie angehort. Den Weg hierzu zeigt die Beweisfihrung in §. 8.
Setzt man nemlich
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= Iw—{—r
c = Krir
r = k'r'+¢"

Ty = km.rm_,—]—l
so folgt, dals die Gruppe a4, ¢ in der (k-FA'-}k"..-+k,) Reihe nach
derjenigen folgt, in welcher die Gruppe 1, r,_, vorkommt, d. h. die Gruppe
a, ¢ kommt in der (k+k'+-K"-.-+k,}r,_,—1) Reihe vor. Nun ist

'+m.,.+1
kn+

1

m—1

Man hat also folgende Regel:
Um zu erfahren in welcher Reike die Gruppe a, ¢ vorkommt,

verwandele man den Quolienten % in einen Kettenbruch, die Summe der
Theilnenner um eine EHinheit vermindert giebt die Ziakl der Reihe. Die
Glieder der p —1'" Reihe sind also so beschaffen, dafs der Quotient je
zweier aufeinanderfolgenden einen Kettenbruch giebt, bei welchem die 'Summe
der Theilnenner = p ist. Die finfte Reihe z. B. beginnt mit

1,6,5,9, 4, 11, 7 ...;

hier ist
6 . 6 1 9 1 9 1 11 1
T=06 z=1+4++%, ':5“"—1+1_1'9 T=2t+ =2+ o1
| 7 3
u s, W.

Um zu erfahren, wie oft eine Zahl N in der Reihe p vorkommt,
zerlege man daher N, so oft es geht, in zwei Theile @ und ¢, die relative
Primzahlen sind, und bilde aus -f:— einen Kettenbruch. Soviel solcher Ketten~
briiche es giebt, bei welchen die Summe der Theilnenner nicht grofser als
p ist, so oft kommt N in der p*" Reihe vor. Denn die Gruppe @, ¢ kann
Spéitestens in der p—1*" vorkommen, soviel solcher Gruppen aber in
den vorhergehenden Reihen gebildet sind, so oft kommt N in éiner fol-

genden vor. ‘ A
Auch kann es keinen Kettenbruch geben, bei welchem die Summe der

Theilnenner = p ist, dessen reducirter Werth —:— nicht als Gruppe 4, ¢ in
26 *
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der p —1'" Reihe vorkiame. Ferner folgt, dafs zwei Gruppen «, ¢ und ¢, 7,
die zu verschiedenen Reihen gehéren, niemals Kettenbriichen entsprechen kon-
nen, bei welchen die Summe der Theilnenner dieselbe ist.

11.

Bezeichnet (i, n), die p* Entwickelungsreihe (m,n) und das Symbol
(m, n),+ (m',n'), die Reihe, welche man erhalt, wenn man die einzelnen in
(m', n'), enthaltenen Glieder zu den gleichstelligen Gliedern von (m, n), addirt
oder davon abzieht, je nachdem das obere oder das untere Zeichen gilt, so
hat man offenhar:

(m,n), +(m',n'), = (mtm',n+n'),,.
und als speciellen Fall:
(5-) (17 2)/)"‘(1: 1)/» = (Oo 1),:'

Die Entwickelung (0,1) hat aber die Eigenthiimlichkeit, dafs die erste Halfte
jeder Reihe (0, 1),,, nichts Anderes ist, als die vorhergehende Reihe (0,1),.
So ist z. B. (0,1),=0,1, 1, 2, 1 und (0,1);=0,1, 1, 2, 1, 3, 2, 3, 1,
und es ist leicht zu sehen, dafs dies allgemein so sein mufs. Das A" Glied
in (0,1), ist also identisch mit dem A'" Gliede in (0,1),,, und iiberhaupt mit
dem k' Gliede aller Entwickelungsreihen (0, 1), die nicht weniger als £ Glie-
der haben. Ferner ist (1,2), nichts Anderes als die erste Hilfte der Reihe
(1,1),4:. Die Gleichung (5.) sagt also, dafs das £" Glied in (0,1), die
Differenz der k' Glieder in (1,1),,, und (1, 1), ist. Selzt man aber in die-
ser Gleichung p 41 statt p, so folgt aus dem eben Gesagten, dafs auch die
Differenz der £** Glieder in (1,1),,, und (1, 1),,, dem &*" Gliede in (0, 1),
gleich ist. Hieraus ergiebt sich also folgender Satz:

In den Entwickelungsreihen (1, 1) bilden die gleichstelligen Glieder
eine arithmetische Progression, deren Differenz das gleichstellige Glied in
der Entwickelung (0, 1) ist. Die Glieder z. B., welche in den Entwickelungs-
reihen (1,1) die vierte Stelle einnehmen, bilden die Progression 3, 5, 7, 9...
Die Differenz ist = 2, wie die vierte Zahl in der Reihe 0, 1, 1, 2, 1 ...

Es ist klar, dafs ein Glied in (1,1), grofser sein mufs, als das gleich-
stellige Glied in (0,1),, das letzte Glied ausgenommen, welches in beiden
Fillen = 1 ist. Bezeichnet man durch ¢, @ und d beziehlich das At Glied
in (1,1),, (1,1),,, und (0,1),, so hat man, wenn nicht c =d =1 ist,

’ a>d.
Nun ist, nach (Gleich.5), @ — @ = d, mitlin ¢ > la, d. h. ein Glied in der
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Reihe (1,1), ist immer grofser als die Hilfte des gleichstelligen Gliedes der
Reihe (1,1),,,, ausgenommen das letzte Glied in (1,1),, welches =1 und
also gerade die Halfte des entsprechenden Gliedes 2 in (1,1),,, ist.

Sind (3, ¥ die unmittelbar auf & folgenden Glieder, b, ¢ die unmittel-
bar auf @, und e, f die unmittelbar auf d folgenden, so ist (§.4):

aty _ ate _ atridif
g b f+e 7
also auch:
ety __ d+f
fe) e
12.

Mit Beibehaltung der vorhergehenden Bezeichnung kann man nun den

Satz aussprechen: Es ist
6.) oab—apf = 1.

Es ist leicht zu zeigen, dafs diese Gleichung allgemein richtig ist, wenn sie
bis zu irgend einer Reihe gilt. Ist sie nemlich unter der Voraussetzung, dafs
o zur p*" Reihe gehort, richtig, so entsteht aus der Gruppe «, (3, in dieser
Reihe, die Gruppe @, o, (3, in der Reihe p |1, so dafs 0=« --/3, und aus
der Gruppe @, b entsteht in der p-}-2°" Reihe die Gruppe a, s, b, wo s=a-1-0.
Nach der Voraussetzung miissen also die Glieder a, s, & beziehlich dieselben
Stellen einnehmen, wie die Glieder ¢, 0, 3, und man hat offenbar es—ao=1
und ob—s3 =1, sobald ab — a3 =1 ist. Man uberzeugt sich aber leicht,
dafs der Satz bei den ersten Entwickelungsreihen (1,1) wirklich Statt hat.

Hieraus folgt ferner, dafs auch

() oae—pd =1
ist, da a=0a-+d; b=[34e. Es sind aber zugleich & und ¢ die kleinsten
zusammengehorenden Werthe, welche der Gleichung
aQr — Py = 1
Genige leislen. Gibe es noch kleinere «' und y', so hitte man z’'=e—#kfj;
y'=d— ke, wo k irgend eine ganze positive Zaht ware, mithin wire «<Zd;
was nach §.11 nicht sein kann.

13.
Ich gehe nun zur Entwickelung (1,7n) tber, wo n>1 sein soll.
Die k' Entwickelungsreihe (1,7) ist offenbar identisch mit dem Theile der
(n+k—1)" Entwickelungsreibe (1,1), weleher die Glieder, von dem ersten
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an bis zu dem ersten in dieser Reihe vorkommenden n, dieses eingeschlossen,
umfafst, da dieser Theil aus den Elementen 1, n gebildet ist, mit welchen die
n—1° Entwickelungsreihe (1,1) beginnt. Alle Eigenschaften der letzteren
Entwickelungsreihen, welche einem solchen Theile zukommen, gelten also auch
fir die Entwickelung (1, #), und umgekehrt. Namentlich ist also auch im ge-
genwirtigen Falle in jeder dreigliedrigen Gruppe die Summe der aulseren
Glieder durch das mittlere theilbar; es konnen nicht zwei aufeinander fol-
gende Glieder einen gemeinschaftlichen Faktor haben, und es kann eine be-
stimmte zweigliedrige Gruppe nicht mehr als einmal vorkommen. Da n
mindestens =2 ist, also die Entwickelung (1, n) hdchstens die erste Hailfte
der Entwickelung (1, 1) umfafst, so kann auch bei der ersteren Entwickelung
nicht zugleich eine Gruppe und die umgekehrte in derselben Reihe vorkom-
men; auch nicht eine Gruppe in einer, und die umgekehrte in einer anderen
Reihe (§. 6).

Hier hat jede Reihe das Anfangsglied 1, das Mittelglied 1} n, das
Endglied n. Die ibrigen Glieder sind simmtlich in der Form k- in ent-
halten; die symmetrischen Glieder (§.1) haben hier die Form k- in und
{1+ kn. Es kann aber kein Glied von der Form k4 An vorkommen, wenn
es nicht das Mittelglied, also & =1 ist; denn nur bei der Bildung des Mittel-
gliedes concurriren die Elemente 1 und n auf gleiche Weise. Bei den Glie-
dern aber, welche zwischen 1 und 1-}+n gebildet werden, iberwiegt das
erste Argument =— 1 ebenso, wie bei den Gliedern welche zwischen 14-n
und n gebildet werden, das zweite. Hieraus folgt, dafs die symmetrischen
Glieder nicht gleich sein konnen, denn wire k- In =10+ kn, so mifste k=1
sein. In der ersten Hilfte der Reihe ist immer &>, in der zweiten I > &,
das Mittelglied ausgenommen.

Das Anfangsglied ausgenommen, enthalten die Glleder keine Zahl,
welche kleiner als n ist, dagegen kommen alle Zahlen vor, welche grofser
als n sind, da die auf das Anfangsglied folgenden Glieder in der 1'", 2"
Reihe u. s. w. 14n, 2+ n u. s, w. sind.

14.

Die ersten Coefficienten (§.1) der Glieder der Reihe (1,n),, bis
zum Mittelgliede, bilden eine Reihe, die mit (1,1),_, identisch ist, die zwei-
ten Coefficienten dieser Glieder bilden eine Reibe, die mit (0,1),_, identisch
ist. Entwickelt man die ersten Reihen '
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1, 1+n, n
1, 24n, 14-n, 142n, n
1,34+ n, 24+n, 3+42n, 14 n, 2-3n, 1+2n, 14 3n, n,
so zeigt sich, dafs die ersten Coefficienten, bis zum Miltelgliede genommen.

die Reihen
. 1, 1. - (1,1)0

1,2, 1= (1,1),
1,3,2,3, 1 = (1,1),
geben, die zweiten Coefficienten dagegen die Reihen
0, 1 = (0,1),
0,1, 1 = (0,1),
0,1,1,2, 1 = (0,1),,
und man sieht leicht, dafs das allgemein gelten mufs. Da nemlich die Glie-
der bis zum Mittelgliede aus den Elementen 1, 1| n gebildet werden, so
heifst das, ihre ersten Coefficienten werden aus 1, 1, und ihre zweiten aus
0, 1 gebildet. Wahrend aber die Gruppen 1, 1 und O, 1 beziehlich die
nullle Reihe der Eniwickelung (1,1) und (0,1) bilden, so erscheinen sie
hier als erste und zweite Coefficienten in der ersten Reihe; und so geht
es weiter.

Dieselbe Erwigung zeigt, dafs vom Mittelgliede an bis zum Eundgliede,
die ersten Coefticienten eine mit (1,0),_, identische Reihe, d. h. eine Reihe,
welche die Glieder der Reihe (0,1),_, in umgekehrter Ordnung enthalt, bil-
den, die 2weiten Coefficienten dagegen eine mit (1,1),_, identische Reihe.

Hieraus folgt nun unmittelbar, dafs wenn eine Gruppe aus den zwei
Gliedern k--In und &' I'n besteht, die Gleichung

8) KM—-Kl =1
Statt findet, da hier &, &', I, I' beziehlich an die Stelle von «, 3, d, e, in
der Gleichung (7.) treten. Es sind also ¢ und ¢ die kleinsten Werthe, welche
dieser Gleichung geniigen, und mithin gegeben, sobald & und &' gegeben sind.
Da %, k', I und ! keinen gemeinschaftlichen Fakior haben konnen, so kann
in der Entwickelung (1, n) kein Glied von der Form Ak-{A'kn vorkommen.

, 15.

Da k, k' irgend eine Gruppe aus der Entwickelung (1, 1) bedeutet, so
folgt aus §.8, dafs diese Gruppe alle moglichen Zusammenstellungen- zweier

|
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relativen Primzahlen ausdrickt, und aus §.6, dafs jede solche Zusammen-
stellung nur einmal vorkomm!. Hieraus folgt weiter, dafs in der Entwickelung
(1,n) alle Zahlen von der Form K+ Ln vorkommen missen, wenn K und
L relative Primzahlen sind, und zwar, insofern K und L bestimmnte Zahlen
sind, jede nur einmal als Summenglied. Da die Glieder K-} Ln und L+ Kn
jedenfalls zugleich vorkommen, oder nicht vorkommen, so kann man immer
denjenigen dieser zwei Ausdriicke betrachten, bei welchem der erste Coef-
ficient grofser ist als der zweite. Ich setze daher K > L. Man suche nun
die kleinsten Werthe, welche der Gleichung Ko — Ly =1 geniigen; sie seien
r=L,, y=K,, also sind auch L, und L die kleinsten Werthe, welche
der Gleichung Ko — K,y =1 geniigen. Da K und K, relative Primzahlen
sind, so mufs es jedenfalls eine Gruppe in der Eniwickelung (an, n) geben,
bei welcher die ersten Coefficienten K und K, sind; dann missen aber nach
der Gleichung (8.) die zweiten Coefficienten I. und L, sein, d. h. es giebt
ein Glied K- Ln.

Es kann aber ein solches Glied nur einmal als Summenglied gebildet
werden. Man nehme an, die beiden Stammglieder seien k- In und A4 /'n,
so dafs also in irgend einer Reihe die Glieder k- in, K- Ln, k4 I'n auf
einander folgen. Mithin ist ‘

K = k-+F; L = {40
und

(k4K —{+U)E = 1

so dafs !’ und &' die kleinsten Werthe sind, welche der Gleichung

9)  G+K)a—+l)y =1
Geniige leisten. Gabe es nun noch eine andere Gruppe x--im, K- Ln,
# 4 i'n, so dafs K=2x-#, L = 444 wire, so hitte man auch

W=V = (kK ) — 1) =1

und es wiren A’ und ' die kleinsten Werthe, die der Gleichung (9.) ge-
nigen. Mithin ! =1 k=%, k=12x, l=1, d. h. die Gruppe k-}in, K'+Un
kime doppelt vor, was nicht sein kann (§. 13).

16.
Nun wurde schon friher nachgewiesen, dafs jede Zahl N, die grofser
als n ist, in der Entwickelung (1,n) vorkommen mufs. Nach dem Vorher-
gehenden konnen wir also sagen, dafs eine jede solche Zahl N> n so. oft
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vorkommt, als es moglich ist, der Gleichung

(10) K+ Ln = N
so zu geniigen, dafs K und L relative Primzakhlen sind. Dies kann man
auch auf eine andere Weise ausdriicken.

Es seien zuerst , N und n relative Primzahlen; hat man dann einen
Ausdruck K -+ Ln gefunden, welcher = N isl, und ist zugleich L Primzahl
zu N, so mufs auch K Primzahl zu NN sein. Soviel Zahlen L es also giebt,
welche kleiner als -erV und zu N relalive Primzahlen sind, so oft kann die
Gleichung (10.) erfillt werden; d. h. die Zahl N kommt in der Entwickelung
(1,m) so oft vor, als es Zahlen zwischen 0 und -Inx giebt, die relative Prim-
zahlen zu N sind.

Haben N und n den grofsiten gemeinschaftlichen Faktor /, so mufs,
wenn K- Ln= N sein soll, auch K diesen Faktor enthalten. Man selze
daher K=fK', n=fn', N=fN', so ist K'4-Ln'=N'". Ist L eine
relative Primzahl zu N’, so mufs auch K’ relalive Primzahl zu N' und mit-
hin auch K' relative Primzahl zu L sein. Die letzte Gleichung wird also so
oft mit der Bedingung, dafs K’ und L' relative Primzahlen sind, erfillt, als

es Zahlen L<£:7' d. h. L<—J,-:— giebt, welche relative Primzahlen zu N’

sind. Soll aber zugleich der Gleichung (10.) geniigt werden, so mufs L
auch relative Primzahl zu NN sein. Man hat mithin auch in diesem Falle die

Regel, dafs N so oft vorkommt, als es Zahlen zwischen O und % giebt,
welche relative’ Primzahlen zu N sind.

Nach einer friheren Bemerkung (§.13) kann man auch sagen, dafs die
Zahl N in der Entwickelung (1,1) so oft zwischen dem Anfangsgliede und
dem ersten Gliede, welches den Werth n hat, vorkommt, als es Zahlen

zwischen 0 und —j’—:i giebt, die relative Primzahlen zu N sind.

19.

Nach dem Vorhergehenden erledigt sich nun von selbst die Entwicke-
lung (n,1), indem die Reihen dieselben Glieder enthalten, wie die ent-
sprechenden Reihen der Entwickelung (1,n); nur in umgekehrter Ordnung.
Ich gehe daher sogleich zu dem allgemeinsten Falle dber, nemlich zur Ent-
wickelung (m, n). Ich selze aber hierbei voraus, dafs m und n keinen ge-
meinschaftlichen Faktor haben; ware nemlich ihr grofster gemeinschaftlicher
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Faktor = p, und zwar m = pm', n=—pn', wiren also =’ und n' relative
Primzahlen, so brauchte man nur die Entwickelung (m', ') zu betrachten;
multiplicirte man dann jedes ‘Glied dieser Entwickelung mit p, so hitte man
die gesuchte Entwickelung (m, n).

In der Entwickelung (1,1) kommt irgendwo, wie friher bewiesen,
die Gruppe m, n vor; mithin kann man auch die Entwickelung (m,n) als
Bruchstick der Entwickelung (1,1) ansehen. Alle diesem Bruchsticke zu-
kommenden Eigenschafien gelten also auch fir die Entwickelung (m,n), und
umgekehrt.

Zu den schon in §.1 entwickelten Eigenschaften der Reihe (m,n)
setze ich zuniachst noch Folgendes hinzu. Die symmetrischen Glieder konnen
nicht gleich sein, da kein Glied von der Form kwm -} kn vorkommen kann,
sobald X1 ist, was ebenso bewiesen wird, wie es bei der Eniwickelung
(1,n) geschah (§.13). Ferner lifst sich ebenso wie dort (§.14) zeigen,
dafs die ersten Coefficienten der Entwickelung (m, n), bis zu dem Miitelgliede,
eine mit (1,1),_,, die zweiten Coefficienten eine mit (0,1), , identische
Reihe bilden. Hier kommen aber nicht, wie in der Entwickelung (1,n) alle
Zahlen vor die iber einer gewissen Grenze liegen, sondern nur solche, die
in der Form km-|-in enthalten sind. Es kommen aber alle in dieser Form
enthaltenen Zahlen, bei welchen % und ! relative Primzahlen sind, und zwar
jefle nur einmal, als Summenzahl vor, wihrend solche Zahlen, wo & und !
einen gemeinschaftlichen Faktor haben, nicht vorkommen konnen; was ebenso
wie bei der Entwickelung (1, ) bewiesen wird. Mithin kommt jede Zahl N
so oft in der Entwickelung (m, ») vor, als es moglich ist, sie in der Form
km-|-In darzustellen, so dafs & und / relative Primzahlen sind, und es lafst
sich daher die Anzahl der Darstellungen der Zahl N auf eine einfache Weise
ausdriicken. '

Ich mufs, um dies nachzuweisen, einige Worte iber die Auflosung
der Gleichung '

(11.) mxdny =c¢
einschalten, wo sowohl m, n, als z, y, ganze positive Zahlen sein sollen.
Hier sind m und n, der Voraussetzung gemifs, relative Primzahlen. Man
lose nun zuerst die Gleichung
nr —my = 1
auf. Es seien £ = m, und y = n, die kleinsten zusammengehorenden Werthe,
welche dieser Gleichung genigen. Man bilde alsdann die zwei Briiche %c
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[ : " . . . .
und —"9-0, von welchen der erste der grofsere ist und bezeichne beziehlich

durch E(%"-c) und E(%"— c> die grofste in denselben enthaltene ganze Zahl.
Die siammtlichen Auflosungen der Gleichung (11.) erbalt man dann durch die

Formel
L = NC,— nyc; y == m,c— imnc,

wo ¢, jede ganze Zahl bezeichnet, welche grofser als %c und kleiner als
%’c ist, so dafs man allmalig
n n
0 = E(*e)+1, E(2c)t2,
zu setzen hat; wo als letzter Werth von ¢, entweder E(’-"—ﬂ c) oder E(in—" c)—-l
m m
zu nehmen ist, je nachdem %"-c ein Bruch oder eine ganze Zahl ist. Je

nachdem %c ein Bruch oder eine ganze Zahl ist, ist also die Anzahl decr
Auflosungen der Gleichung (11.) entweder

E(%c)—- E(L:;’— c) oder E(%’Tl c)——EG;lc) —1.

Dafs nemlich diese Werthe von & und y der Gleichung (11.) ge-
nigen, zeigt die unmittelbare Substitution; sollen sie aber zugleich positiv
sein, so ist es nothwendig und hinreichend, dafs c(,>1;—:0 und ¢, << ’1‘”%0_

Ist nun noch aufserdem die Bedingung gestellt, dafs = und y relative
Primzahlen sein sollen, so darf man nur solche Werthe fir & und y setzen,
bei welchen ¢ und ¢, relative Primzahlen werden. Sind umgekehrt ¢ und ¢,
relative Primzahlen, so missen auch & und y relative Primzahlen sein. Aus
den Werthen von x und y folgt nemlich

myx +nyy = c,.
Hatten nun « und y den gemeinschaftlichen Factor f, so miifste dieser auch
in ¢, und mithin auch in ¢ enthalten sein. Sobald also = und y relative Prim-
zahlen sein sollen, hat die Gleichung'(11.) so viel Auflosungen, als es ganze
Zahlen zwischen %0 und %c giebt, welche relative Primzahlen zu ¢ sind.

. 18,
Da die Zahl N so oft als Summenzahl in der Entwickelung (i, n) vor-
kommt, als es moglich ist, der Gleichung
mk+nl = N
AT %
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durch Werthe von & und ! zu geniigen, welche relative Primzahlen sind, so
folgt aus dem Vorhergehenden unmittelbar, dafs diese Zahl so oft vorkommt,

. . . n m i . .
als es relative Primzablen zu N zwischen —-N und 7"1\/ giebt ; insofern,

wie friher, m, und n, die kleinsten Losungen der Gleichung nm,— mn, =1
bedeuten. Dies ist einer der Kisensteinschen Sitze.

Ist m=1, so ist auch m,=1 und n,=n—1; die Zahl NV kommt
demnach in der Entwickelung (1,n) so oft als Summenzahl vor, als es re-

!Nud N giebt. Da aber jeder re-

lative Primzahlen zu N zwischen =

n
lativen Primzahl o eine andere N — o entspricht, so dafs N—a zwischen

!N und N liegt, so kann man auch

Null und J'V—‘— liggt, wenn « zwischen 2 ~

sagen, dafs die Zahl N so oft vorkommt, als es relative Primzahlen zu ihr
zwischen Null und % giebt; wie es friher in §. 16 angegeben wurde.

Die allgemeine Regel umfafst zugleich den Fall, wenn m=n=—1; denn
alsdann ist m,=2, n,=1. Die Zahl N kommt also in der Entwickelung
(1,1) so oft als Summenzahl vor, als es relative Primzahlen zu ibr zwischen
N und 2N, d. h. also, zwischen 0 und N, giebt, was mit der friiheren Regel
(§.8) ibereinstimmt.

19.

Setzt man noch immer

mk--ln = N
und bezeichnet irgend welche der Zahlen die zwischen -':7°N und %N lie-

gen und zu N Primzahlen sind, durch N,, so ist (§.17):

k = aN,—n,N; ! = m(,N—mN‘,‘.
Ist K'm+U'n, kK'm41"n die Gruppe durch deren Summation N enistanden
ist, so hat man

mK+E')+nl'+1") = N.
Multiplicirt man diese Gleichung mit X" und bertcksichtigt die Gleichung
KUKl = 1,

so findet sich: .
) K+ K")YK"m+ K+ E')l"n —n = k"N,
b K+ &) (K'm+1"n) = n (mod. N)
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oder ,
IR grmg-1rm) =1 (mod. N,
Aus
k = nN(,—n(,N
folgt aber
N, = k';tk" (mod. N)
also auch

Ny(k"m+-1"n) = 1 (mod. N).
Nun wurde vorausgesetzt, dafs man die dreigliedrige Gruppe
Km+4Un, N, K'm41'n
hat, mithin ist die unmittelbar auf NN folgende Zahl der Werth von 1% (mod.N).

Dies ist ein zweiter Satz von Kisenstein, zunichst fir deon Fall be-
wiesen, wenn N eine Summenzahl ist; woraus sich aber dann von selbst
ergiebt, dafs er allgemein giltig ist. Denn aus der dreigliedrigen Gruppe, in
welcher das Mittelglied N Summenzahl ist, entsteht in jeder folgenden Reihe
eine Gruppe o, N, 3, wo a=~K'm-+|U'n{sN und 8 =4K"m+U"n--IN sein
mufs, also 3= k"m4U"n (mod. N).

Da kKm-+|1l'n = —(&'"m+1"n) (mod. N) ist, so lafst sich auch
sagen, dafs die Zahl, welche dem NN unmittelbar vorausgeht, der Werth von

——1:70 (mod. N) ist, also (A'm-+U'n)(N— N,)==1 (mod. N). Mithin ist,

nach dem bekannten Kunstausdrucke (Disq. ar.77), N, der numerus socius
von k"m--1"n und N —N, der numerus socins von A'm-i'n.

<0.
Nach §.16 kommt in der Entwickelung (1,2) jede Zahl N so oft

. . . . N
als Summenzahl vor, als es-relative Primzahlen zu ihr zwischen O und 5

giebt. Die der Zahl unmittelbar vorausgehenden und folgenden Zahlen bilden
also das vollstindige Restsystem der relativen Primzahlen zum Modulus N.

Nun ist hier m=1, n=2, also my=1, n,=1, und es bedeutet da-

her N, jede relative Primzahl zu N zwischen -12‘—7 und N. Mithin N.,>-122,

N—N‘,<%, es folgen daher auf NN die Zahlen, deren numerus socius

grofser als 1—2! ist, wihrend die Zahlen, deren numerus socius kleiner als —12!

ist, der Zahl N vorausgehen. Dies ist der letzte Eisensteinsche Satz.
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Nach dem Vorhergehenden ist es leicht ihn zu verallgemeinern. Die
Entwickelung (1,1) stimmt in der ersten Hilfte jeder Reihe mit der Ent-
wickelung (1,2) zusammen; in der zweiten Hilfte kommen alle Glieder in
umgekehrter Ordnung vor. Demnach bilden in der Entwickelung (1,1) so-
. wohl die N unmittelbar vorausgehenden, wie die unmittelbar folgenden Zahlen,
das ganze Restsystem der relativen Primzahl zum Modulus N, und zwar in
der Weise, dafs eine vorausgehende Zahl in der ersten oder zweilen Hilfte
der Reihe vorkommt, je nachdem ihr numerus socius kleiner oder grofser als

r

%— ist, wihrend bei den nachfolgenden Zahlen das umgekehrte Verhaltnifs

Statt findet.

Dies fihrt zugleich zur Beantworlung einer in diesem Gebiete nicht
uninteressanten Frage. Da nemlich friher bewiesen wurde, dafs in der Ent-
wickelung (1,1) jede Gruppe @, & zugleich mit der umgekehrien b, @ in ir-
gend einer Reihe vorkommt, sobald @ und & relative Primzahlen sind, und
zwar nur einmal, so kann man fragen, wie sich entscheiden lasse, ob die
Gruppe 4, b in der ersten, oder in der zweiten Halfte der Reihe vorkommt?
Die Antwort lautet: das erstere oder das letztere wird Statt finden, je nach-
dem der numerus socius von « nach dem Modulus a4 & kleiner oder grofser

als f_zif_ ist. Dies in Verbindung mit §.10 zeigt also, dafs sich fir jede

gegebene Gruppe @, b bestimmen lifst, nicht blofs in welcher Reihe, sondern
zugleich in welcher Hilfte der Reihe sie vorkommt.

Bei der Entwickelung (1,n) ist, wie schon bemerkt (§.18), m,==1,
1N und N; die zu N relativen

. . n
n,=—=n—1; also liegt IV, zwischen

n
Primzahlen stehen also unmittelbar vor oder nach N, je nachdem ihr numerus

socius kleiner oder grofser als _f__:’ ist, im letzteren Falle sind sie zugleich
grofser als g—n;i-N. Umgekehrt verhilt es sich natiirlich bei der Entwicke~
lung (n,1).

Bei der allgemeinen Entwickelung (m, n) liegt N, zwischen den Gren-
zen %N und "—';—°N. Man hat also folgende allgemeine, die friheren speciellen
Fille zugleich umfassende Regel: die zu N relativen Pimzahlen, deren numerus

socius zwischen ’:—:N und %"-N liegt, folgen unmittelbar auf N, dagegen
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m-’;mo) N

gelten diejenigen unmittelbar voraus, deren numerus socius zwischen (
und ( '°)N liegt.
21. |
Zum Abschlufs dieses Theils der Untersuchung soll noch gezeigt wer-
den, wie sich finden lifst, in welcher Entwickelungsreihe (m, n) das Glied
km--In als Summenglied gebildet wird; was, wie in (§.15) bewiesen wurde,
nur in einer bestimmten Reihe Statt hat. Je nachdem k& >17 oder k<!
kommt dieses Glied in der ersten oder zweiten Hilfte der Reihe vor (§.13).
Man setze zuerst £ 1/ und nehme an, dafs Akm-}In die Summe des vor-
hergehenden Gliedes A'm--1'n und des folgenden Ic"m+l”n ist. Es ist also
Kl —kl! =1,
K'Ml—Fkl" = —1,
und zwar sind in der ersten Gleichung A’ und !’ in der zweiten A" und "
die kleinsten zusammengehﬁrenden Werthe, welche diesen Gleichungen ge-

niigen. Es sei - der Werth des Kettenbruchs a—l-

DR

am—l"l__a:

und l der unmittelbar vorhergehende Naherungswerth, mithin

’ kol —kl, = —1 |
und k,, {, die kleinsten dieser Gleichung geniigenden Werthe. Gilt daher
das obere Zeichen, so setze man &' =k, und I'=1,, folglich k" =k — k,,
1" =1(-—1,, gilt dagegen das untere, so ist k" =k,, I" =1, und &' =k — k,,
l'=10—1,. Da hiernach &' und &"” bekannt sind, so hat man nur zu fragen,
in welcher Reihe diese Grofsen als erste Coefficienten zweier auf einander
folgender Glieder vorkommen; ist diese Reihe gefunden, so weifs man, dafs
in der nichstfolgenden km--in als Summenglied vorkommt. Nun bilden die
ersten Coefficienten der Reihe (m, n), bis zum Mittelgliede dieselbe Reihe wie
(1,1),, (§.17); man hat also nur zu fragen, in welcher Entwickelungsreihe
(1,1) die Gruppe &', &" vorkommt. Dies findet sich aber, indem man den

!
Quotienten Tc'k_' in einen Kettenbruch verwandelt und die um eine Einbeit ver-

minderte Summe der Theilnenner nimmt (§. 10). Ist also diese Summe p, so
kommen &', k" als erste Coefficienten zweier auf einander folgender. Glieder
in der Reihe (m,n), vor, und mithin das Glied km--In in der Reihe (m,n),.,.
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I —
Da 'I’ci"' entweder k_ﬁﬁ_ oder -’ka—°- ist, und die Summe der Theilnenner des
0 0

entsprechenden Kettenbruchs dieselbe bleibt, welchen dieser zwei Briiche man

in einen Kettenbruch entwickeln mag, so kann man sich immer an den letz-

teren Bruch halten. Da aber
k—F,

1
————ko _ am - 1 + am—1+ + 1

a,—{-—
ist, so mufs
ata+:-+a,,+a,—1 =p
oder
atat o tanta, = pt
sein. Man hat also folgende einfache Regel:

Um zu erfahren in welcher Entwickelungsreihe (m,n) das Glied

km4-In vorkommt, verwandle man % in einen Kettenbruch, und be-

rechne die Summe der Theilnenner, dies ist die gesuchte Zahl.

Im Vorhergehenden wurde & >>! angenommen, wire k<l, s0
kame das Glied km--In in der zweiten Hilfte der Reihe vor, dann miifste in
der ersten Hilfte das Glied lm-kn vorkommen, und um die Reihe zu finden,

in welcher das letztere Glied sich befindet, hatte man —,lc— in einen Ketten-

bruch zu verwandeln; da es aber in Beziehung auf die Summe der Theil-
nenuer vollkommen gleichgiiltig ist, wenn man stait dessen -Ili in einen Ket-

tenbruch verwandelt, so bleibt die Regel dieselbe wie im vorhergehenden Falle.

Es folgt hieraus der Satz, dafs das Glied Am-}-In in der Reihe
(i, n) als Summenglied erscheint, wenn die Gruppe %, ! in der Reihe
(1, 1),_, steht, was sich auch schon daraus ergiebt, dafs diese Summe
= k+ ¢ wird, wenn m=n=1 ist.
Da die geraden Glieder in jeder Reihe Summenglieder sind, so hat
man auch noch den Salz:

Wenn man die Quotienten des ersten und zweiten Coefficienten
jedes geraden Gliedes in der Entwickelung (m, n), in einen Kettenbruch
verwandelt, so giebt die Summe der Thellnenner in allen diesen Ketten-
briichen - denselben Werth p.
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. w2
Es lafst sich nun ohne Schwierigkeit die Funktion finden, welche fol-
genden drei Bedingungsgleichungen geniigen soll, nemlich

(a)  f(myn) = f(m,m+n)+f(m-n,n)
wenn m-+tn <A,

(b) f(m,n) = n

wenn m-4|-n=A%,
()  fmm) =0 |

wenn . m-n >4,
. wo m und n ganze positive Zahlen sind und i eine ungerade Primzahl ist.
Es wird hierbei zunichst vorausgesetzt, dafs m und n relative Primzahlen sind.

Entwickelt man f(m, n) nach der Gleichung (a.), so findet sich

f(m,n) = f(mn, m-+n)4f(m-+n,n)
= f(m, 2m 4 n) -+ f(2m -+ n, m+ n) 4 flm 4 n, m-42n) |- f(m+2n, )
u. s. w.
Schreibt man hier die in jeder Reihe unter dem Funktionszeichen vorkommen-.
den Ausdricke in der Ordnung, wie sie auf einander folgen, nebeneinander,
indem man jedoch zwei unmittelbar auf einander folgende Glieder, welche die-
selbe Form haben, nur einmal setzt, so erhilt man

m, n
m, m‘ +n, n
m, 2m-+n, m-+n, m4-2n, n
u. s. w.
d. h. man erhalt die Entwicklungsreihen (m,n). Umgekehrt kann man also
aus diesen Entwickelungsreihen die Entwickelung von f(m, n) ableiten, indem
man sich alle Glieder, das erste und letzte abgerechnet, doppelt geschrieben
vorstellt, dann je zwei auf einander folgende Glieder unter das Funktions-
zeichen setzt, und endlich alle hieraus entstehenden Ausdriicke addirt.

Dies gilt aber nur so lange, als es uberhaupt noch erlaubt ist, die
Funktion f(m, n) nach der Gleichung (a.) zu entwickeln. Sobald man an eine
Entwickelung gekommen ist, in welcher ein Ausdruck f(km-|in, K'm-}-U'n)
sich zeigt, so dafs (k-+A')m-- (¢4 {')n==14 ist, darf derselbe natirlich nicht
mehr weiter nach (a.) entwickelt werden, da er vielmehr = ({4-')n ist. Ist
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aber (k4K )m4 (I41U')n>> 4, so mufs der correspondirende Ausdruck
flkm+ln, K'm-+U'n)= 0 gesetzt werden, damit den Bedingungsgleichungen
(b.) und (c.) entsprochen werde.

Man kann aber jedenfalls, vermoge der Bedingungsgleichung (a.), die
Entwickelung von f(m, n) so weit treiben, bis man entweder an einen Aus-
druck f(kmin, k'm-{-U'n) kommt, der den Werth (/{1')n hat, weil
(k+H&)m+(+U)n=2, oder an einen Ausdruck von dieser Form, der
=0, also ganz unbeachtet zu lassen ist, weil (k- &")m-}({+?)n> 4. Der
Werth von f(m, n) ist also ein vollkommen bestimmter.

Es sollen auch hier die Grofsen m, n die Argumente der Funktion
f(en, n) heifsen. Man betrachte nun zundchst den einfachsten Fall, wenn
m=—1, n=2. Da i eine Primzahl ist, so wird solche in der Entwickelung
(1,2) so oft gebildet, als es ganze Zahlen zwischen Null und }i giebt (§.16).
Jedesmal also, wenn man in der Entwickelung (1,2) an eine Gruppe ¢, 4 —«
kommt, hat man, dieser entsprechend, in der Entwickelung von f(1,2) statt
(e, A—ec) den Werth A—c zu setzen. Eine jede solche Gruppe kommt
aber nur einmal vor (§.13). Bezeichnet man daher die ibrigen Gruppen in
~der Entwickelung (1,2), bei welchen die Summe der zwei Glieder der Gruppe
= 4 ist, durch &', A —¢'; ", A—¢"; u. s. w., so mufs

f1,2) = i—ati—o+d—a"+---
sein, da die dbrigen Funk’tionen, welche noch in der Entwickelung f(1,2)
vorkommen konnen, so beschaffen sein miissen, dafs die Summe ihrer Ar-
gumente grofser als 4 ist, mithin diese Funktionen =— 0 sind.
Also z. B. wenn man den Werth von f(1,2) fir den Modulus A =25 \
sucht, so hat man, der Reihe 1, 3, 2 =(1,2) entsprechend:

r4,2) = rf(1,3)+73,2) = r{1,3)+2.

Jetzt kann man in der Reihe 1, 3, 2 die Zahl 2 ganz weglassen; aus 1, 3
folgt die weitere Entwickelung 1, 4, 3, also f(1,3)=F(1,4)+f(4,3)=14,
mithin f(1,2)=6 oder, wenn man nur den Rest nach dem Modulus 5
- bericksichtigt, f(1,2) = 1. Sowie nun hier nur die Zusammenstellungen

3+2=>5, 14+4=2>5 zu machen waren, um daraus f(1,2)=f(3,2)4f(1,4)
zu finden, so sind iberhaupt, wenn der Werth von f(1,2) nach irgend einem
Modulus zu bestimmen ist, nur aus den Zahlen, welche kleiner als dieser
Modulus A sind, alle Zusammenstellungen zu zweien zu machen, so dafs die
Summe der zwei Zahlen = 1 ist. Die einzige Schwierigkeit besteht darin,
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dafs entschieden werden mufs, welche von,den beiden Zahlen in die erste
Stelle zu setzen ist, da, wenn a-}-3=1 ist, es darauf ankommt, ob f(e,3)=/3
oder f(/3, ¢) =« ist. Hierauf ist aber schon friher die Antwort gegeben.
Denn es wurde nachgewiesen, dafs in der Entwickelung (1,2) immer die-
jenige der zwei Zahlen & und 3 in zweiter Stelle steht, deren numerus so-

cius grofser als %— ist (§.20); mit anderen Worten: in zweiter Stelle stehen
die Zahlen, welche der Congruenz .’L‘E—:— (mod. ) entsprechen, wo r alle

ganzen Zahlen von r—_-:&# bis # =14 —1 bedeutet, und man hat mithin

f1,2) = =+ (mod. 1),

wo sich die Summation auf die oben genannten Werthe von r bezieht.

Es ist nun leicht auch das allgemeine Resultat anzugeben, wenn man
das, was friher iiber die Eniwickelung (mm, n) gesagt wurde, beriicksichtigt.
Soll nemlich f(m,n) bestimmt werden, so hat man nur zu suchen, wie oft 4
als Summe zweier Ausdricke von der Form Akm--In und A'm-4Il'n darge-
stellt werden kann, so dafs kl'—A'l=1 ist; jede solche Gruppe giebt, wenn
in der Entwickelung (m, n) das Glied km-} {n zuerst steht, den Theil &'m-|-{'n
des Werthes von f(m,n). Solcher Gruppen, welche 2 zur Summe haben,

. . . ‘ n
giebt es aber so viele, als es ganze Zahlen r zwischen den Grenzen A
mO

und oot giebt, die Buchstaben m, und =, in ibrer friheren Bedeutung ge-

nommen (§.18). Um noch zu entscheiden, ob Am - In oder k'm--1'n zuerst
stiehe, hat man nur zu bemerken, dafs diejenige Zahl in zweiter Stelle steht,

deren numerus socius >'—:f-}. und <%L Setzt man also wieder .z-_=_-ri—
(mod. 2), so ist
flm, ) = 2_‘; (mod. 1);

wo r zwischen den angegebenen Grenzen zu nehmen ist. Dies ist der Kisen-
steinsche Satz.

Ist 4 keine Primzahl, so sind von den zwischen den angegebenen
Grenzen enthaltenen Zahlen nur diejenigen zu nehmen, die relative Prim-
gahlen zu A sind.

Bleiben die Bedingungsgleichungen (a.) und (c.) dieselben, und man

hat dagegen statt der Bedingungsgleichung (b.) die andere f(m, n)= F(n)
28 *
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fir den Fall m+n=24, so bringt dies in der friheren Betrachtung nur die
Aenderung hervor, dafs jetzt eine jede Gruppe o, 3 nicht mehr den Beitrag
3, sondern F'((3) zum Werthe von f(m, n) liefert. Man hat also

fom,n) = SFL  (mod. ),

wo wieder » durch die Congruenz .’L‘E—:T (mod. ) und die Bedingung

r> 1:;’—),, r<%—°—l bestimmt wird. Auch dies hat Eisenstein angegeben.

Es wurde bis jetzt vorausgesetzt, dafs m und n relative Primzahlen
sind; hitten sie einen gemeinschaftlichen Faktor, so mifste f(m,n) fir die
Primzahl 2 als Modulus immer Null sein, da kein in der Entwickelung (m, n)
vorkommendes Glied km--In dem Werthe 4 gleich sein konnte.

Gottingen, im Juli 1855.




