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lieber eine zahlentheoretische Punktion.
(Von Herrn Stern zu Göttingen.)

In den „Monatsberichten der Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
aus dem Jahre 1850" findet man S. 36 einen Aufsatz von Eisenstein über
eine zahlentheoretische Funktion, auf welche er bei seinen Untersuchungen
über die höheren Reciprocitätsgesetze geführt wurde, worüber in einer an-
deren Arbeit Eisenstein'^ (dieses Journal Bd. 39 S. 356) weitere Erörterungen
vorkommen. In dem erwähnten Aufsatze giebt Eisenstein den Werth der
Funktion an, und zeigt, dafs dieser Werth der einzige ist, der den Bedin-
gungen entspricht, welchen die Funktion genügen soll. Die Analyse aber, die
zu diesem Werthe geführt hat, und die der Verfasser als eine schwierige be-
zeichnet, hat er nicht mitgetheilt. Weiter bemerkt er, dafs ihn die Betrach-
tung dieser Funktion auf eine merkwürdige Zahlenreihe geführt habe. Er
giebt eine Anzahl von Sätzen, die eben so viel Eigenschaften dieser Reihe
ausdrücken; der Beweis derselben, sagt er am Schlüsse, sei in derselben
Analyse mit enthalten, welche zur Bestimmung der erwähnten Funktion ge-
führt halte.

Dieser Aufsatz wurde der Akademie den 18. Februar mitgetheilt.
Schon etwas früher, in einem vom 14. Januar datirten Briefe, theilte mir
Eisenstein die Auffindung dieser Reihe und die so eben erwähnten Eigen-
schaften mit, ohne jedoch der zahlentheoretischen Funktion zu gedenken, und
schrieb mir noch Folgendes dabei. „Meine Beweise dieser Sätze sind ziem-
lich complicirt, vielleicht finden Sie einfachere, es wäre mir lieb solche zu
besitzen, die sich unmittelbar aus der gegebenen Bildungsweise auf elementare
Weise ergeben." Ich war damals verhindert, diesem Gegenstande meine
Aufmerksamkeit xu widmen. Gegenwärtig aber hoffe ich, leider zu spät,
dem Wunsche meines unvergefslichen Freundes vollständig zu entsprechen,
indem ich die Eigenschaften der Reihe, wie der damit eng verbundenen
Funktion aus den elementarsten Betrachtungen ableiten werde.
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194 12. Stern, über eine zahlcntheoretische Funktion.

1.
Es seien zwei positive Zahlen m und n gegeben, man addire sie und

setze die Summe m-^n zwischen dieselben, so erhält man die Folge
(1.) m, m-\-n, n.

Man addire in dieser Folge wieder je zwei aufeinanderfolgende Zahlen, und
setze ihre Summe zwischen dieselben, so erhält man die Folge

(2.) m, 2m -j- n, m -f n, m-\- 2n, n.
Behandelt man diese Folge weiter auf dieselbe Weise, so erhält man
(3.) m, 3m-}-n, 2w-\-n, 3m-\-2n, m-\-n, 2m-\-3n, m-\-2n, w-f3w, n

und man sieht, dafs sich das Verfahren ins Unendliche fortsetzen läfst.
Die Folge (1.) nenne ich die erste Reihe, die Folge (2.) die zweite

Reihe u. s. w. Alle diese ins Unbestimmte fortgesetzten Reihen sollen die
Entwickelung (m, n) heifsen und m das erste, n das zweite Argument
dieser Reihen. Wo es die Deutlichkeit fordert, werde ich die pte Reihe auch
als die pie Entwickelungsreihe (m, n) bezeichnen, und die Folge m, n die
nullte Entwickelungsreihe nennen. Jede in einer Reihe enthaltene Zahl heifse
ein Glied dieser Reihe, eine Anzahl unmittelbar aufeinanderfolgender Glieder
eine Gruppe. Jede Zahl, welche die Summe der sie einschliefsenden Zahlen
ist, nenne ich ein Summenglied, jede andere Zahl ein Stammglied; ein und
dieselbe Zahl kann also an gewissen Stellen ein Summenglied und an anderen
ein Stammglied sein.

Aus der Bildung der Reihen ergeben sich nun unmittelbar folgende
Eigenschaften derselben.

Die Zahl m kommt nur und immer nur am Anfange, die Zahl n nur
und immer nur am Ende jeder Reihe vor, die Zahl m-{-n nur und imitier
nur in der Mitte, weswegen sie auch das Mittelglied heifsen soll. Die
Reihe der Glieder von dem ersten an bis zu dem MHtelgliede, dieses ein-
geschlossen, soll die erste Hälfte der Reihe heifsen, die Reihe der Glieder
von dem Mittelgliede an, dieses eingeschlossen, bis zum Ende der Reihe,
heifse die zweite Hälfte. In den Reihen, welche auf die erste folgen, sind
die zwischen dem Anfangsgliede m und dem Mittelgliede enthaltenen Glieder
ebenso aus diesen gebildet, wie die zwischen dem Mittelgliede und dem End-
gliede n Hegenden Glieder aus diesen. Zwei gleichweit von dem Mittelgliede
entfernte Glieder müssen also in einander übergehen, wenn man m und n
vertauscht (da das Mittelglied durch diese Vertauschung nicht geändert wird).
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12. Stern, über eine zahlentheoretiscke Funktion. 195

Ist das eine dieser Glieder km-^ln, so mufs das andere lm-\-kn sein; zwei
solche Glieder nenne ich symmetrische. Die Coefficienten des ersten und
zweiten Arguments in irgend einem Gliede sollen bezüglich der erste und
zweite Coefficient dieses Gliedes heifsen.

Zwischen je zwei Stammgliedern steht ein Summenglied, zwischen je
zwei Summengliedern ein Stammglied. Die Stammglieder nehmen die un-
geraden Stellen in der Reihe ein, die Summenglieder die geraden; die
Zahlen in den geraden Stellen sind daher gröfser als die unmittelbar folgen-
den und vorhergehenden. Daraus folgt, dafs in jeder Reihe, von den zwei
Stammgliedern, welche ein Summenglied bilden, abwechselnd das vorher-
gehende oder das folgende das kleinere ist. Beginnt z. B. irgend eine Reihe
mit den Gliedern

™, s, wi19 *n M2, s2, ...
so beginnt die folgende mit

m, «i + *, 9, vfi^s, m„ ml^-sli *n ...
und man hat w<Cs; s^>m^ m^^s^ ...

Es ist also allgemein ein Glied in der Stelle 4Ä~f-3, gröfser als die
Glieder in der Stelle 4&-{-l und 4A-J-5.

9.
Ist die Anzahl der Glieder in irgend einer Reihe =A, so ist die

Anzahl der Glieder der folgenden Reihe 2 (k — l ) - f - l . Nun ist die Anzahl
der Glieder der ersten Reihe = 24-l9 also allgemein die Anzahl der Glie-
der in der j>ten Reihe = 2?-j-l.

Stellt man sich die einzelnen Glieder einer Reihe zusammen addirt
vor, und nennt dies die Summe der Reihe, so ist leicht zu sehen, dafs die
Summe einer folgenden Reihe gefunden wird, wenn man das dreifache der
Summe der unmittelbar vorhergehenden nimmt und die Summe der Argumente
m-j-ft abzieht. Denn in der folgenden Reihe kommen nicht blofs die Glieder
der vorhergehenden wieder unmittelbar vor, sondern jedes derselben wird
noch aufserdem doppelt wiederholt, indem es zum vorhergehenden und fol-
genden addirt wird; mit Ausnahme des ersten Gliedes, welches nur zum
folgenden, und des letzten, welches nur zum vorhergehenden addirt wird.
Bezeichnet also Sp(m, n) die Summe der />ten Reihe mit den Argumenten
m, n, so findet sich
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196 12· Stern, όber eine zahlentheoretische Funktion.

Im Folgenden sollen die Argumente immer ganze Zahlen sein, doch
darf eines derselben auch Null werden.

Man hat
Sp(m,n) = Sp(n,m}
Sp(m',n') _ m'+n'
Sp (m, n) m-\-n

Sp (m + m', n -f n9) = 8P (m, n) + Sp (m'9 n1)
Aus der letzten Gleichung folgen die speciellen Gleichungen

also auch
£p(i,l) . . Sp(0, i) i j _L
sp(i,0) ~ 11~* , ) — + i

\ \\ == *

5P (2,3) __ . j_5P(i,2) ~~ ' ;
U. S. W.

3·
Ich betrachte nun den besonderen Fall, wenn die beiden Argumente

der Einheit gleich sind, also die Entwickelung (1,1), auf welche sich, wie
später gezeigt werden soll, alle übrigen Fälle zurfickffibren lassen. Aus den
obigen allgemeinen Erörterungen ergiebt sich unmittelbar, dafs hier die Ein-
heit immer und nur am Anfang und Ende jeder Reihe vorkommt, dafs das
Mittelglied =2 ist und dafs die symmetrischen Glieder gleich sind; so dafs
die der Zahl 2 vorausgehenden Glieder sich hinter derselben in umgekehrter
Ordnung wiederholen.

Es können nie zwei gerade Zahlen in einer Reihe unmittelbar auf
einander folgen. Bezeichnen g, ff', g" irgend welche gerade Stammglieder,
ti, u', tf" irgend welche ungerade, G, G', G" irgend welche gerade Sum-
menglieder, D, U9, U" irgend welche ungerade, so müfste eine Gruppe von
zwei geraden Gliedern, die in der jiten Reihe vorkäme, entweder G, g oder g, G

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/8/15 11:36 AM



12. Stern, über eine zahlentheoretische Funktion. 197

sein ; in beiden Fällen hätte man also eine Gruppe von drei geraden Gliedern,
entweder g', G, g oder g, G, g' und mithin in der p— lten Reihe eine Gruppe von
zwei geraden Gliedern, g\ g oder g, g* , d. h. wenn in der /?ten Reihe eine
Gruppe von zwei geraden Gliedern vorkommt, mufs auch in der p — lteiv, und
mithin in jeder vorhergehenden Reihe, eine solche Gruppe vorkommen, wäh-
rend doch die erste, aus den Gliedern l, 2, l bestehende Reihe keine solche
Gruppe enthält, also überhaupt keine solche vorkommen kann/

In keiner Reihe kann eine Gruppe von drei Zahlen vorkommen, so
beschaffen, dafs jede dieser Zahlen, oder nur die mittlere, ungerade ist.
Gäbe es in der ;/en Reihe eine Gruppe ti, n', u", so könnte sie, wie sich
versteht, nicht u, U, u1 sein, sondern -U, u', U'. Diese letztere Gruppe würde
also die Gruppe g, U, u', U', ff' bedingen und mithin müfste die/?— lte Reihe
die Gruppe g, uf, g' enthalten; diese müfste G, u', G' sein, (da sie nicht
g, U, g' sein kann) und würde daher die Gruppen, G, u', G', u" be-
dingen; in der p — 2ten Reihe müfste mithin wieder eine aus drei ungeraden
Gliedern bestehende Gruppe t*, tif, ti" vorkommen. Setzt man diesen Schlufs
fort, so folgt, dafs überhaupt in den Reihen vom Range p, p — 2, p— 4, ...
eine Gruppe von der Form u, U', u\ und in den Reihen vom Range /»—l.
p — 39 p — 5^ ... eine Gruppe von der Form G, u, G' vorkommen müfste.
Da aber die zwei ersten Reihen l, 2, l und l, 3, 2, 3, l weder die eine
noch die andere dieser Gruppen enthalten, so folgt, dafs sie überhaupt nicht
vorkommen können.

Aus dem Vorhergehenden folgt, dafs von den acht Zusammenstellun-
gen zu drei Elementen, die sich aus irgend welchen geraden Elementen g
und irgend welchen ungeraden u bilden lassen, nur die drei folgenden in ir-
gend einer Reihe als Gruppe vorkommen können, nemlich

Uff U
UUff.

Man sieht aber zugleich, dafs nur eine dieser Gruppen sich fortwährend in
der Reihe wiederholen kann und mufs. Geht man z. B. von der Gruppe yuu
aus, so kann die nächstfolgende weder uuff noch uyu sein, weil in beiden
Fällen drei ungerade Zahlen auf einander folgen würden.

Beginnt irgend eine Reihe mit u g u, so ist klar, dafs die nächste mit
uuff, die darauf folgende wieder mit ugu beginnen mufs u. s. w. Nun be-
ginnt die erste Reihe wirklich mit uyu, folglich wird sich in jeder Reihe

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/8/15 11:36 AM



198 ^Ä. Stern* über eine zahlentheoretische Funktion.

vom Range 2p-\-l diese Gruppe von Anfang an wiederholen; uncl da die
Zahl aller Glieder =22p+14-l> also durch 3 theilbar ist, so wiederholt sich
diese Gruppe bis ans Ende der Reihe. Ist dagegen die Reihe vom Range 2p,
also die Anzahl der Glieder 22p-j-l, so wird sich die Gruppe uug vom An-
fang der Reihe an wiederholen, die Reihe wird aber mit uu schliefsen.

4.
In jeder Reihe ist die Summe der zwei ävfseren von je drei

aufeinander folgenden Gliedern durch das mittlere Glied theilbar. Ist
das mittlere Glied ein Summenglied, so versteht sich der Satz von selbst.
Ist dagegen das mittlere Glied, welches m heifsen soll, ein Stammglied, sind
also die äufseren, s und s'9 Summenglieder, so wird m jedenfalls aus einer
früheren Reihe herstammen, in welcher es Summenglied war. War es in
der p — lten Reihe Summenglied und dort von den Gliedern a und h einge-
schlossen, a-\-b = w, so hat man in der pien Reihe die Gruppe a, s, m, s', b9

also s=a-\-m,s'= m-\-b und *-f*' = 30t. War m in der p — 2ten Reihe
Summenglied, so hat man, mit Beibehaltung der vorhergehenden Bezeichnung,
in der p—· lten Reihe die Folge s — m, m, *'—m, und nach dem eben Be-
wiesenen, s — m-\-s*—m = 30t; also -[-$':= 50*. Setzt man diese Betrach-
tung fort, so findet man allgemein Folgendes:

Wenn in der p*en Reihe die Gruppe a, b, c vorkommt, und b ist
in der p — Äten Reihe als Summenglied entstanden, so ist

(4.) a + c = (2&4-l)£.
Man sieht dafs diese Formel zugleich den Fall umfafst, wenn Ä = 0,

also m in der /?ten Reihe selbst als Summenglied entstanden ist.
Umgekehrt kann man also auch aus einer gegebenen Gruppe «, b, c,

in der pien Reihe finden, in welcher Reihe das Mittelglied b als Summenglied
entstanden ist. Denn bezeichnet man diese Reihe durch p —k, so ist

k — e+ c—fr
* 26

Man findet z. B. dafs die sechste Reihe mit den Zahlen
l, 7, 6, 11, 5, 14, 9, 13, 4, 15, 11, ...

134-15 4beginnt. Nimmt man die Gruppe 13, 4, 15, so folgt aus —-^-g = 3,
dafs die Zahl 4 in der 3ten Reihe als Summenzahl entstanden ist. In der
That entspringt die Gruppe 13, 4, 15 aus der Gruppe l, 4, 3, mit welcher
die dritte Reihe beginnt.
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12. Stern, über eine zahlentheoretische Funktion. 199

Da die geradstelligen Glieder in jeder Reihe Summenglieder sind, und
das Glied, welches in der p — lten Reihe die Stelle 2l einnimmt, in der fol-
genden Reihe in der 4 /—l t e n Stelle erscheint, so kann man auch behaupten,
dafs das 4 /—l t e Glied der pien Reihe in der p — lten Reihe als Summenglied
entstanden ist; ebenso findet sich, dafs das 8l — 3te Glied der />ten Reihe in
der p — 2ten Reihe als Summenglied entstanden ist; und allgemein, dafs das
Glied, welches in der pienReihe die Stelle 2^21— (2'-1—1) = 2i~i(2l— l)-f l
einnimmt, in der Reihe p — (t—1) als Summenglied entsteht. Ist also b das
Glied, welches die Stelle 2*~1(2l—l)-f l einnimmt, a das vorhergehende und
c das folgende, so hat man nach der Formel (4.):

(2t—1)Ä = a + c.
Es ist klar, dafs durch die Form 2<"1(2i—l)-f l jede ganze Zahl, und

zwar nur auf eine einzige Weise dargestellt werden kann. Sobald mithin die
Reihe p und die Stelle 2*(2/ — l)-}-l in dieser Reihe, in welcher eine Zahl
vorkommt, gegeben ist, weifs man, dafs diese Zahl in der Reihe p — k als
Summenzahl entstanden ist. Auf den Werth von / kommt es hierbei nicht an.

Ist in einer Reihe die Gruppe a, b, c, in einer ändern die Gruppe
a, , enthalten, und steht a in derselben Stelle wie a, so hat man auch

-j-y a-\-c
~J- — —b-

5.
Es können nie zwei aufeinander folgende Glieder einer Reihe

einen gemeinschaftlichen Faktor haben. Es seien a, b, c drei unmittelbar
auf einander folgende Glieder. Hätten b und c einen gemeinschaftlichen Faktor,
so müfsten, nach der Form (4.)9 auch a und b diesen Faktor gemeinschaftlich
haben, und aus der Fortsetzung dieser Schlufsweise würde folgen, dafs alle
Glieder der Reihe diesen Faktor enthalten müfsten; was nicht sein kann, da
das erste Glied der Reihe = l ist. Der früher bewiesene Satz (§. 3), dafs
nicht zwei gerade Zahlen in der Reihe unmittelbar auf einander folgen kön-
nen, ist also ein spezieller Fall dieses allgemeineren.

Ein Summenglied b kann also nur dadurch entstehen, dafs zwei Zahlen,
welche relative Primzahlen zu b sind, zusammen addirt werden. Mit anderen
Worten: wenn in der Gruppe a> b> c die Zahl b?=a-{-c ist, so müssen
a und c relative Primzahlen sein.
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200 J2- Stern, über eine zahlentheoretische Funktion.

.
Eine und dieselbe Gruppe a, b kann nicht zugleich in -zwei ver-

schiedenen Reihen vorkommen. Man nehme zuerst an, es sei a > b, also
a eine Summenzahl. Geht das Glied ß dem a voraus, so ist /?<« und in
der vorhergehenden Reihe findet sich die Gruppe ß, b. Hier ist wieder ent-
weder ß>b und es geht daher ein Glied ß' <iß dem Gliede ß voraus,
oder es ist ß<^l)> und es folgt dann auf A ein Glied V <#. In der nächst-
vorhergehenden Reihe hat man also entweder die Gruppe ß', ß, oder die
Gruppe b, V. Man wird also jedenfalls, von einer zweigliedrigen Gruppe
der vorhergehenden Reihe geführt, in welcher wenigstens das erste, oder
das zweite Glied kleiner ist als das entsprechende Glied der Gruppe, von
welcher man ausging. Setzt man dieses Verfahren fort, so mufs man zuletzt,
nach einer bestimmten Zahl von Operationen, zu einer zweigliedrigen Gruppe
kommen, in welcher entweder das erste, oder das zweite Glied der Einheit
gleich ist. Man nehme nun an, die Gruppe a, b komme in der //"n Reihe
vor und man werde nach k Operationen zur Gruppe l, ß oder zur Gruppe
ß, l geführt, welche also zur p — Äten Reihe gehört. Die Gruppe l, ß kann
nur am Anfang, die Gruppe ß, l nur am Ende der Reihe stehen (und beide
Gruppen müssen zugleich in der Reihe vorkommen). Fände sich nun die
Gruppe a, b noch aufserdem in der yten Reihe, so müfste sich auch in der
g — Ä}™ Reihe die Gruppe l, ß am Anfang finden; was nicht sein kann.
Dasselbe Resultat erhält man, wenn man a<^b voraussetzt.

Eine und dieselbe Gruppe a, b kann nicht zweimal in derselben
Reihe vorkommen. Indem man sich der vorhergehenden Beweisführung be-
dient, läfst sich nämlich zeigen, dafs wenn in irgend einer Reihe eine zwei-
gliedrige Gruppe doppelt vorkäme, dies auch in jeder vorhergehenden Reibe
der Fall sein müfste, während doch in der ersten Reihe l, 2, l keine solche
Doppelgruppe existirt.

Eine bestimmte Gruppe a, b, kann also überhaupt nicht mehr als
einmal in der Enlwickeluny (1,1) vorkommen.

Es folgt zugleich hieraus, dafs in derselben Hälfte einer Reihe nicht
irgend eine Gruppe a, b, und die umgekehrte b, a vorkommen kann, weil
sonst in der zweiten Hälfte dieselben Gruppen vorkommen müfsten (§.3.);
sowie dafs nicht in einer Reihe die Gruppe a, b, und in einer anderen die
Gruppe b, u, vorkommen kann.
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12. Stern, όber eine zahlentheoretische Funktion. 201

f.
Aus dem Vorhergehenden ergeben sich unmittelbar folgende Sätze:

In keiner Reihe kann eine Summenzahl mehr als einmal auf die-
selbe Weise gebildet werden. Ist z. B. b die Summe von a und c, so
kann die Gruppe a, b, c nicht zweimal in derselben Reihe vorkommen.
Ebenso folgt, dafs nicht in derselben Hälfte einer Reihe eine Summen-
zahl auf dieselbe und auf umgekehrte Weise gebildet werden kann,
d. h. es können nicht in derselben Hälfte einer Reihe zugleich die zwei
Gruppen a, b, c und c, b, a vorkommen. Auch kann nicht in zwei
verschiedenen Reihen eine Summenzahl auf dieselbe oder auf umgekehrte
Weise gebildet vorkommen.

Nun sind a und c relative Primzahlen (§.5), man hat also den Satz:
Eine Zahl (die gröfser als die Einheit ist) kann höchstens so oft

als Summenzahl vorkommen, als es kleinere Zahlen giebt, die zu ihr
Primzahlen sind.

8.
In der Entwickelung (1,1) kommt jede ganze Zahl vor. Denn

die erste Reihe beginnt mit l, 2; die zweite mit l, 3;; allgemein die n—l l e

mit l, n.
In der Entwickelung (l, 1) kommt jede Gruppe a, c vor, bei

welcher a und c relative Primzahlen sind. Da mit der Gruppe a, c jeden-
falls die Gruppe c} a zugleich vorkommt, oder fehlt, so kann man immer

>6· setzen; im entgegengesetzten Falle hätte man nur die umgekehrte
Gruppe zu betrachten. Man setze a — kc-^r, wo r<c; kommt nun die
Gruppe r, c in irgend einer Reihe vor, so mufs auch die Gruppe a, c vor-
kommen. Denn wenn in irgend einer Reihe die Gruppe r, c steht, so steht
in der ersten folgenden die Gruppe r-\~c, c, in der zweiten folgenden die
Gruppe r-j-2c, c, in der Äten folgenden die Gruppe r-\-kc} c. Setzt man
ferner c = kfr-\-rr, wo r'<^r, so wird ebenso bewiesen, dafs wenn die
Gruppe rf, r vorkommt, auch die Gruppe c> r, mithin auch die Gruppe r, c
und die Gruppe a, c vorkommen mufs. Geht man so fort, so kommt man
zuletzt, da die Zahlen r, r1 ... immerfort abnehmen, an eine Zahl r„ = 1.
Eine Gruppe, in welcher ein Glied der Einheit gleich ist, kommt aber nach
dem Vorhergehenden immer vor, welches auch die ganze Zahl sei, die das
andere Glied bildet, folglich mufs auch jede Gruppe a> c vorkommen, wenn

und c relative Primzahlen sind; käme sie nicht vor, so könnte auch eine
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 3. 26
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202 *2· Sternf über eine zahUntheoretische Funktion.

bestimmte zweigliedrige Gruppe nicht vorkommen, in welcher ein Qlied der
Einheit gleich wäre.

Verbindet man dieses mit §. 6, so hat man also den Satz:
In der Entwickelung (1,1) kommt jede Zahl so oft als Summen-

zahl vor, als es kleinere Zahlen giebt, die zu ihr relative Primzahlen
sind. Eine Primzahl p kommt mithin p—l mal als Summenzahl vor.

9.
Die letzte Reihe, in welcher die Zahl n als Summenzahl vor-

kommt, ist die n—lte, in keiner späteren kann sie als solche vorkommen.
Dafs sie in der n—lten Reihe als Summenzahl vorkommt, ist klar, denn

diese Reihe beginnt mit der Gruppe l, n, n—1. Sie kann aber in keiner
spätem Reihe als solche vorkommen. Fände sich in einer solchen die Gruppe
a, n, b und a-\-b — n, so hätte man in der vorhergehenden Reihe entweder
die Gruppe a, b, b — a oder a — b, a, b; jedenfalls wäre in der Gruppe a, b,
oder a — b, a eine Zahl kleiner als die entsprechende in der Gruppe a, n,
und indem man auf diese Weise immer von Reihe zu Reihe zurückgeht,
mufs man zuletzt auf die Gruppe l, l kommen, von der man ausging. Das
langsamste Verfahren zu dieser letzteren Gruppe zurückzukehren ist offen-
bar das, wenn man von l, n zu l, n—l, dann zu l, n — 2 u. s. w. zu-
rückgeht. Und da man in diesem Falle doch nur durch n—l Reihen zurück-
zugehen braucht, so mufs man, mit der Gruppe a, n anfangend, schon früher
zu l, l zurückkommen.

Bezeichnet (n) die Anzahl der Zahlen, die kleiner als n und zu
dieser relative Primzahlen sind, so folgt, dafs die n —l t e Reihe die erste
ist, in welcher die Zahl n <p(ri) mal vorkommt, und dafs sie in jeder folgen-
den Reihe ebenso oft vorkommt.

Die Zahl n kommt also nur dann und immer n—i mal in der
r

n—jten Heike vor, wenn n eine Primzahl ist. Hierin hätte man also ein
neues, freilich in der Art, wie der Wilson'sche Satz, praktisch unbrauch-
bares Mittel, die Primzahlen von den zusammengesetzten zu unterscheiden.

10.
Da eine bestimmte Gruppe a, c nur in einer einzigen Reihe vor-

kommt so mufs es auch möglich sein, aus der Gruppe selbst zu finden, wel-
cher Reibe sie angehört. Den Weg hierzu zeigt die Beweisführung in §. 8.
Setzt man nemlich
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12. Stern, über eine zahlentheoreiische Funktion. 203

a
c
r

so folgt, dafs die Gruppe 0, c in der (Ä-f-Ä'-f *"···-]- Äm)len Reihe nach
derjenigen folgt, in welcher die Gruppe l, rm-1 vorkommt, d. h. die Gruppe
a, c kommt in der (A-j-*'-f *"··· + £„,-}- r^ — l)ten Reihe vor. Nun ist

l

Man hat also folgende Regel:
Um %u erfahren in welcher Reihe die Gruppe a, c vorkommt,

verwandele man den Quotienten — in einen Kettenbruch, die Summe derc
Theilnenner um eine Einheit vermindert giebt die Zahl der Reihe. Die
Glieder der p—-llen Reihe sind also so beschaffen, dafs der Quotient je
zweier aufeinanderfolgenden einen Kettenbruch giebt, bei welchem die 'Summe
der Theilnenner =/> ist. Die fünfte Reihe z. B. beginnt mit

l, 6, 5, 9, 4, 11, 7 ...;
hier ist

6 6 - , i 9 _ 1 , 1 9 _ 9 , 1 ^ „ o i 1

T_b, _ = i + T, __ i + _, __ a+T , T_2+—T
1+T 1+T

u. s. w.
Um zu erfahren, wie oft eine Zahl N in der Reihe p vorkommt,

zerlege man daher N, so oft es geht, in zwei Theile a und c, die relative
Primzahlen sind, und bilde aus — einen Kettehbruch. Soviel solcher Ketten-
brüche es giebt, bei welchen die Summe der Theilnenner nicht gröfser als
p ist, so oft kommt N in der />ten Reihe vor. Denn die Gruppe a, c kann
spätestens in der /7 —l t e n vorkommen, soviel solcher Gruppen aber in
den vorhergehenden Reihen gebildet sind, so oft kommt N in einer fol-
genden vor.

Auch kann es keinen Kettenbruch geben, bei welchem die Summe der
Theilnenner = p ist, dessen jeducirler Werth — nicht als Gruppe a, c inc

26*
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204 12- Stein, über eine zahlentheoretische Funktion.

der p— lten Reihe vorkäme. Ferner folgt, dafs zwei Gruppen a, c und a, ,
die zu verschiedenen Reihen gehören, niemals Kettenbrüchen entsprechen kön-
nen, bei welchen die Summe der Theilnenner dieselbe ist.

11.
Bezeichnet (m,ri)p die //e Entwickelungsreihe (m, n) und das Symbol

(»i, ri)p + (m', n')p die Reihe, welche man erhält, wenn man die einzelnen in
(mf, nf)p enthaltenen Glieder zu den gleichstelligen Gliedern von (m, n)p addirt
oder daVon abzieht, je nachdem das obere oder das untere Zeichen gilt, so
hat man offenbar:

(m,n\±(m',ri)p = (in±m',n±n\, .
und als speciellen Fall:

(5.) (1,2)„-(1,1)„ = (0,1),.
Die Entwickelung (0,1) hat aber die Eigentümlichkeit, dafs die erste Hälfte
jeder Reihe (0,1),+1 nichts Anderes ist, als die vorhergehende Reihe (0,1),.
So ist z. B. (0,1)2 = 0, l, l, 2, l und (0,1)3 = 0, l, l, 2, l, 3, 2, 3, l,
und es ist leicht zu sehen, dafs dies allgemein so sein mufs. Das Ate Glied
in (0,1), ist also identisch mit dem kien Gliede in (0, l)p+i und überhaupt mit
dem Äten Gliede aller Entwickelungsreihen (0, 1), die nicht weniger als k Glie-
der haben. Ferner ist (l, 2), nichts Anderes als die erste Hälfte der Reihe
(l, l),+i- Die Gleichung (5.) sagt also, dafs das Ate Glied in (0,1), die
Differenz der Afen Glieder in (1,1),+1 und (l, 1), ist. Setzt man aber in die-
ser Gleichung p-\-l statt p, so folgt aus dem eben Gesagten, dafs auch die
Differenz der Äten Glieder in (l,l)p+2 und (l, 1),+1 dem /cten Gliede in (0,1),
gleich ist. Hieraus ergiebt sich also folgender Satz:

In den Entunckelungsreihen (l, 1) bilden die gleichstelligen Glieder
eine arithmetische Progression, deren Differenz das gleichstellige Glied in
der Entwickelung (0,1) ist. Die Glieder z. B., welche in den Entwickelungs-
reihen (1,1) die vierte Stelle einnehmen, bilden die Progression 3, 5, 7, 9 ...
Die Differenz ist =2, wie die vierte Zahl in der Reihe 0, l, l, 2, l ...

Es ist klar, dafs ein Glied in (1,1), gröfser sein mufs, als das gleich-
stellige Glied in (0,1),, das letzte Glied ausgenommen, welches in beiden
Fallen — l ist. Bezeichnet man durch a, a und d beziehlich das Ate Glied
in (1,1)P> (1,1)^+1 und (0,1),, so hat man, wenn nicht er — d — l ist,

a>A.
Nun ist, nach (Gleich, 5), a»~a = d, mithin a > ^a, d. h. ein Glied in der
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12. Stern, über eine zahlentheoretische Funktion. 205

Reihe (l,l)p ist immer gröfser als die Hälfte des gleichstelligen Gliedes der
Reihe (l,l)p+1, ausgenommen das letzte Glied in (l, l)p, welches =1 und
also gerade die Hälfte des entsprechenden Gliedes 2 in (l,l)p+1 ist.

Sind , die unmittelbar auf a folgenden Glieder, b, c die unmittel-
bar auf a, und e, f die unmittelbar auf d folgenden, so ist (§. 4) :

' b
also auch:

_ d+f
ß ~ e

l«.
Mit Beibehaltung der vorhergehenden Bezeichnung kann man nun den

Satz aussprechen: Es ist
(6.) ab — aß == 1.

Es ist leicht zu zeigen, dafs diese Gleichung allgemein richtig ist, wenn sie
bis zu irgend einer Reihe gilt. Ist sie nemlich unter der Voraussetzung, dafs
a zur pien Reihe gehört, richtig, so entsteht aus der Gruppe a, ßy in dieser
Reihe, die Gruppe a, e, ß, in der Reihe jp-f-l9 so dafs = -\- , und aus
der Gruppe a, b entsteht in der p^ 2ten Reihe die Gruppe a, s, b, wo *=e-j-i.
Nach der Voraussetzung müssen also die Glieder a, s, b beziehlich dieselben
Stellen einnehmen, wie die Glieder a, o, ß, und man hat offenbar äs — ao = l
und ab — sß = l, sobald ab — aß — \ ist. Man überzeugt sich aber leicht,
dafs der Satz bei den ersten Entwickelungsreihen (1,1) wirklich Statt hat.

Hieraus folgt ferner, dafs auch
(7.) ae-ßd = l

ist, da a = a-\~d; b — ß-\- e. Es sind aber zugleich d und e die kleinsten
zusammengehörenden Werthe, welche der Gleichung

— = l
Genüge leisten. Gäbe es noch kleinere x' und yf, so hätte man x'~e—kß;
y' = d — ka, wo k irgend eine ganze positive Zahl wäre, mithin wäre a<id;
was nach §.11 nicht sein kann.

13.
Ich gehe nun zur Entwickelung (l, n) über, wo n^>\ sein soll.

Die Äte Entwickelungsreihe (l, n) ist offenbar identisch mit dem Theile der
(n-f-Ä— l)ten Entwickelungsreihe (1,1), welcher die Glieder, von dem ersten
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206 12- Stern, όber eine zahlentheoretische Funktion.

an bis zu dem ersten in dieser Reihe vorkommenden n, dieses eingeschlossen,
umfafsL da dieser Theil aus den Elementen l, n gebildet ist, mit welchen die
n — lle Entwickelungsreihe (1,1) beginnt. Alle Eigenschaften der letzteren
Entwickelungsreihen, welche einem solchen Theile zukommen, gelten also auch
für die Entwickelung (l, ri), und umgekehrt. Namentlich ist also auch im ge-
genwärtigen Falle in jeder dreigliedrigen Gruppe die Summe der äulseren
Glieder durch das mittlere theilbar; es können nicht zwei aufeinander fol-
gende Glieder einen gemeinschaftlichen Faktor haben, und es kann eine be-
stimmte zweigliedrige Gruppe nicht mehr als einmal vorkommen. Da n
mindestens =2 ist, also die Entwickelung (l, n) höchstens die erste Hälfte
der Entwickelung (l, 1) umfafst, so kann auch bei der ersteren Entwickelung
nicht zugleich eine Gruppe und die umgekehrte in derselben Reihe vorkom-
men; auch nicht eine Gruppe in einer, und die umgekehrte in einer anderen
Reihe (§.6).

Hier hat jede Reihe das Anfangsglied l, das Mittelglied l - f w j das
Endglied n. Die übrigen Glieder sind sämmtlich in der Form k-\-ln ent-
halten; die symmetrischen Glieder (§.1) haben hier die Form k-\-ln und
l-\-kn. Es kann aber kein Glied von der Form k-\-kn vorkommen, wenn
es nicht das Mittelglied, also k = i ist; denn nur bei der Bildung des Mittel-
gliedes concurriren die Elemente l und n auf gleiche Weise. Bei den Glie-
dern aber, welche zwischen l und 1-f ^ gebildet werden, überwiegt das
erste Argument = 1 ebenso, wie bei den Gliedern welche zwischen l-}- n
und n gebildet werden, das zweite. Hieraus folgt, dafs die symmetrischen
Glieder nicht gleich sein können, denn wäre k-\-ln = l-^kn, so müfste Ä = /
sein. In der ersten Hälfte der Reihe ist immer k>l, in der zweiten l>k,
das Mittelglied ausgenommen.

Das Anfangsglied ausgenommen, enthalten die Glieder keine Zahl,
welche kleiner als n ist, dagegen kommen alle Zahlen vor, welche gröfser
als n sind, da die auf das Anfangsglied folgenden Glieder* in der lten, 2ten

Reihe u, s. w. i-}- n, 2-f n u. s. w. sind.

Die ersten Coefficienten (§.1) der Glieder der Reihe (l, »)p, bis
zürn Mittelgliede, bilden eine Reihe, die mit (l, l )p-1 identisch ist, die zwei-
ten Coefficienten dieser Glieder bilden eine Reihe, die mit (0, l)p_, identisch
ist. Entwickelt man die ersten Reihen

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/8/15 11:36 AM



12. Stern, über eine zahlentkeoretiscke Funktion. 207

l, 1-f n, n
i, 2-f n, 1-f n, l-j-2fl, n
l, 3 + n, 2 + n, 3 + 2n, 1-f n, 2-j-3w, 1+2», 1-f 3w, n,

so zeigt sich, dafs die ersten Coefficienten, bis zum Miüelgliede genommen*
die Reihen

l, l = (l, Do
i, a, = ( , ),

l, 3, 2, 3, l = (1,1),
geben, die zweiten Coefficienten dagegen die Reihen

0,.l = (0,1)0

0, l, l = (0,1),
0, l, l, 2, l = (0,1)2,

unid man sieht leicht, dafs das allgemein gelten mufs. Da nemlich die Glie-
der bis zum Mittelgliede aus den Elementen l, 1-f w gebildet werden, so
heifst das, ihre ersten Coefficienten werden aus l, l, und ihre zweiten aus
0, l gebildet. Während aber die Gruppen l, l und 0, l beziehlich die
nullte Reihe der Entwickelung (1,1) und (0,1) bilden, so erscheinen sie
hier als erste und zweite Coefficienten in der ersten Reihe; und so geht
es weiter.

Dieselbe Erwägung zeigt, dafs vom Mittelgliede an bis zum Endgliede,
die ersten Coefficienten eine mit (l,0)p_j identische Reihe, d. h. eine Reihe,
welche die Glieder der Reihe (0, l)p_1 in umgekehrter Ordnung enthält, bil-
den, die zweiten Coefficienten dagegen eine mit (l,l)p_j, identische Reihe.

Hieraus folgt nun unmittelbar, dafs wenn eine Gruppe aus den zwei
Gliedern A-f In und k'-\~lfn besteht, die Gleichung

(8.) kl9— k'l = l
Statt findet, da hier Ar, k', l, l1 beziehlich an die Stelle von a, /i, d, e, in
der Gleichung (7.) treten. Es sind also / und /' die kleinsten Werthe, welche
dieser Gleichung genügen, und mithin gegeben, sobald k uqd kf gegeben sind.
Da /r, k', l und /' keinen gemeinschaftlichen Faktor haben können, so kann
in der Entwickelung (l, n) kein Glied von der Form hk-^Kkn vorkommen.

15.
Da k, k* irgend eine Gruppe aus der Entwickelung (1,1) bedeutet, so

folgt aus §.8, dafs diese Gruppe alle möglichen Zusammenstellungen zweier
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208 12· Stern, über eine zahlentheorctische Funktion.

relativen Primzahlen ausdrückt, und aus §.6, dafs jede solche Zusammen-
stellung nur einmal vorkommt. Hieraus folgt weiter, dafs in der Entwickelung
(l, H) alle Zahlen von der Form K-\-Ln vorkommen müssen, wenn K und
L relative Primzahlen sind, und zwar, insofern K und L bestimmte Zahlen
sind, jede nur einmal als Summenglied. Da die Glieder K-\-Ln und L-\-Kn
jedenfalls zugleich vorkommen, oder nicht vorkommen, so kann man immer
denjenigen dieser zwei Ausdrücke betrachten, bei welchem der erste Coef-
ficient gröfser ist als der zweite. Ich setze daher K > L. Man suche nun
die kleinsten Werthe, welche der Gleichung Kx — Ly—l genügen; sie seien
a? = L(l, y = Äü, also sind auch L0 und L die kleinsten Werthe, welche
der Gleichung Kx — K()y = i genügen. Da K und K(} relative Primzahlen
sind, so mufs es jedenfalls eine Gruppe in der Entwickelung (m9n) geben,
bei welcher die ersten Coefficienten K und jfif(J sind; dann müssen aber nach
der Gleichung (8.) die zweiten Coefficienten L und L0 sein, d. h. es giebt
ein Glied K^Ln.

Es kann aber ein solches Glied nur einmal als Summenglied gebildet
werden. Man nehme an, die beiden Stammglieder seien A-f In und Ä'-j~/X
so dafs also in irgend einer Reihe die Glieder Ä-f In, K-\-Ln, KA-Vn auf
einander folgen. Mithin ist

K = k + k'; L = /-{-/'
und

so dafs /' und k* die kleinsten Werthe sind, welche der Gleichung
(9.) (* + *')*- ( /+ / ' ) y= l

Genüge leisten. Gäbe es nun noch eine andere Gruppe - -\- , K-\-Ln,
'-\- ' , so dafs = -\- ', * = -\- ' wäre, so hätte man auch

und es wären ' und ' die kleinsten Werthe, die der Gleichung (9.) ge-
nügen. Mithin /' — ' k — ', k — , / = , d. h. die Gruppe k-^ln, k'-^l'n
käme doppelt vor, was nicht sein kann (§. 13).

16.
Nun wurde schon früher nachgewiesen, dafs jede Zahl N, die gröfser

als ist. in der Entwickelung (l, n) vorkommen mufs. Nach dem Vorher-
gehenden können wir also sagen, dafs eine jede solche Zahl N^>n so oft
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12. Stern, über eine zaklentheoretische Funktion. 209

vorkommt, als es möglich ist, der Gleichung

(10.) K+Ln = N
so zu genügen, dafs K und L relative Primzahlen sind. Dies kann man
auch auf eine andere Weise ausdrücken.

Es seien zuerst^N und n relative Primzahlen; hat man dann einen
Ausdruck K-\-~Ln gefunden, welcher = N ist, und ist zugleich L Primzahl
zu N, so mufs auch K Primzahl zu N sein. Soviel Zahlen L es also giebt,

JVwelche kleiner als — und zu JV relative Primzahlen sind, so oft kann dien
Gleichung (10.) erfüllt werden; d.x h. die Zahl N kommt in der Entwickelung

N( l ,w) so oft vor, als es Zahlen zwischen 0 und — giebt, die relative Prim-
zahlen zu N sind.

Haben N und n den gröfsten gemeinschaftlichen Faktor f9 so mufs,
wenn K-\-Ln=N sein soll, auch K diesen Faktor enthalten. Man setze
daher K = fK', n=fn', JV = /2V', so ist K' + Ln' = N'. Ist L eine
relative Primzahl zu N', so mufs auch K' relative Primzahl zu N' und mit-
hin auch K' relative Primzahl zu L sein. Die letzte Gleichung wird also so
oft mit der Bedingung, dafs K' und Lf relative Primzahlen sind, erfüllt, als

jyr j\r
es Zahlen L<<— d. h. L <— giebt, welche relative Primzahlen zu JV'

sind. Soll aber zugleich der Gleichung (10.) genügt werden, so mufs L
auch relative Primzahl zu N sein. Man hat mithin auch in diesem Falle die

J/VRegel, dafs N so oft vorkommt, als es Zahlen zwischen 0 und — giebt,
welche relative Primzahlen zu N sind.

Nach einer früheren Bemerkung (§, 13) kann man auch sagen, dafs die
Zahl N in der Entwickelung (1,1) so oft zwischen dem Anfangsgliede und
dem ersten Gliede, welches den Werth n hat, vorkommt, als es Zahlen

7Vzwischen 0 und — siebt, die relative Primzahlen zu A? sind.n e

W.
Nach dem Vorhergehenden erledigt sich nun von selbst die Entwicke-

lung (n, 1), indem die Reihen dieselben Glieder enthalten, wie die ent-
sprechenden Reihen der Entwickelung (l, n); nur in umgekehrter Ordnung.
Ich gehe daher sogleich zu dem allgemeinsten Falle über, nemlich zur Ent-
wickelung (m, n). Ich setze aber hierbei voraus, dafs m und n keinen ge-
meinschaftlichen Faktor haben; wäre nemlich ihr gröfster gemeinschaftlicher
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210 ·*£ Stern, über eine zahlentheoretische Funktion.

Faktor = p9 und zwar m-=pwl, n = pnf, wären also m' und n1 relative
Primzahlen, so brauchte man nur die Entwickelung (m',nr) zu betrachten;
multiplicirte man dann jedes Glied dieser Entwickelung mit p, so hätte man
die gesuchte Entwickelung (m, n}.

In der Entwickelung (1,1) kommt irgendwo, wie früher bewiesen,
die Gruppe m, n vor; mithin kann man auch die Entwickelung (m, n] als
Bruchstück der Entwickelung (l, 1) ansehen. Alle diesem Bruchstücke zu-
kommenden Eigenschaften gelten also auch für die Entwickelung (m, n\ und
umgekehrt.

Zu den schon in §. l entwickelten Eigenschaften der Reihe (m, n]
setze ich zunächst noch Folgendes hinzu. Die symmetrischen Glieder können
nicht gleich sein, da kein Glied von der Form km-\-kn vorkommen kann,
sobald Ä>1 ist, was ebenso bewiesen wird, wie es bei der Entwickelung
(l, n) geschah (§.13). Ferner läfst sich ebenso wie dort (§.14) zeigen,
dafs die ersten Coefficienten der Entwickelung (m, n)p bis zu dem Mittelgliede,
eine mit (l,l)p_19 die zweiten Coefficienten eine mit (0, l)p_i identische
Reihe bilden. Hier kommen aber nicht, wie in der Entwickelung ( l , f i ) alle
Zahlen vor die über einer gewissen Grenze liegen, sondern nur solche, die
in der Form km-\^ln enthalten sind. Es kommen aber alle in dieser Form
enthaltenen Zahlen, bei welchen k und / relative Primzahlen sind, und zwar
jede nur einmal, als Summenzahl vor, während solche Zahlen, wo k und /
einen gemeinschaftlichen Faktor haben, nicht vorkommen können; was ebenso
wie bei der Entwickelung (l, n) bewiesen wird. Mithin kommt jede Zahl N
so oft in der Entwickelung (m, n) vor, als es möglich ist, sie in der Form
km-^ln darzustellen, so dafs k und / relative Primzahlen sind, und es läfst
sich daher die Anzahl der Darstellungen der Zahl N auf eine einfache Weise
ausdrucken.

Ich mufs, um dies nachzuweisen, einige Worte über die Auflösung
der Gleichung

(11.) mx-\ ny = c
einschalten, wo sowohl m, n, als x> y, ganze positive Zahlen sein sollen.
Hier sind m und n, der Voraussetzung gemäfs, relative Primzahlen. Man
löse nun zuerst die Gleichung

nx — my = i
auf. Es seien = iw0 und y = n() die kleinsten zusammengehörenden Werthe,
welche dieser Gleichung genügen. Man bilde alsdann die zwei Brüche —c
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i2. Stern, über eine zahlentheoretische Punktion. 2li

nund —-c, von welchen der erste der gröfsere ist und bezeichne beziehlichn
/vn \ / *i \

durch E(-±cj und E(^—cj die gröfste in denselben enthaltene ganze Zahl.
Die sämmtlichen Auflösungen der Gleichung (11.) erhält man dann durch die
Formel

x = nc(] — it0c; y = m()c—mc()

wo c() jede ganze Zahl bezeichnet, welche gröfser als — c und kleiner als

—-c ist, so dafs man allmälig

zu setzen hat; wo als letzter Werth von c{} entweder E( — c) oaer E( — c\—l> m / > m J
zu nehmen ist, je nachdem —-c ein Bruch oder eine ganze Zahl ist. Je

nachdem —c ein Bruch oder eine ganze Zahl ist, ist also die Anzahl der
Auflösungen der Gleichung (11.) entweder

t — - c ) — E ( — c) oder E(—-c) — E( — c) — 1.

Dafs nemlich diese Werthe von und der Gleichung (11.) ge-
nügen, zeigt die unmittelbare Substitution; sollen sie aber zugleich positiv
sein, so ist es nothwendig und hinreichend, dafs £0>— c und £0<C —c.

Ist nun noch aufserdem die Bedingung gestellt, dafs und y relative
Primzahlen sein sollen, so darf man nur solche Werthe für und y setzen,
bei welchen c und c0 relative Primzahlen werden. Sind umgekehrt c und c(l

relative Primzahlen, so müssen auch und y relative Primzahlen sein. Aus
den Werthen von und folgt nemlich

Hätten nun und y den gemeinschaftlichen Factor f , so müfste dieser auch
in c0 und mithin auch in c enthalten sein. Sobald also und relative Prim-
zahlen sein sollen, hat die Gleichung (11.) so viel Auflösungen, als es ganze
Zahlen zwischen — c und —c giebt, welche relative Primzahlen zu c sind.

Da die Zahl N so oft als Sumraenzahl in der Entwickelung (m, n) vor-
kommt, als es möglich ist, der Gleichung

mk+nl =
27*
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212 12· Stern, όber eine zahlentheoretische Funktion.

durch Werthe von k und / zu gentigen, welche relative Primzahlen sind, so
folgt aus dem Vorhergehenden unmittelbar, dafs diese Zahl so oft vorkommt,

als es relative Primzahlen zu N zwischen — -N und —N giebt ; insofern,

wie früher, m() und n(} die kleinsten Lösungen der Gleichung nm(}— mni} = \
bedeuten. Dies ist einer der Eisensfeinschen Sätze.

Ist in=l , so ist auch #i0=l und it0 = ii — 1; die Zahl N kommt
demnach in der Entwickelung (l, n) so oft als Summenzahl vor, als es re-

lative Primzahlen zu N zwischen n~ N und N giebt. Da aber jeder re-

lativen Primzahl a eine andere N— a entspricht, so dafs N — a zwischen

Null und — ÜQgt, wenn a zwischen - N und N liegt, so kann man auch

sagen, dafs die Zahl N so oft vorkommt, als es relative Primzahlen zu ihr
7

zwischen Null und — giebt; wie es früher in §.16 angegeben wurde.

Die allgemeine Regel umfafst zugleich den Fall, wenn »i = it = l; denn
alsdann ist m0 = 2, n0=l. Die Zahl N kommt also in der Entwickelung
(1,1) so oft als Summenzahl vor, als es relative Primzahlen zu ihr zwischen
N und 2ZV, d. h. also, zwischen 0 und JV, giebt, was mit der früheren Regel
(§.8) übereinstimmt.

19.
Setzt man noch immer

ln = N

und bezeichnet irgend welche der Zahlen die zwischen — - J\ und — -N lie-0 n m
gen und zu N Primzahlen sind, durch JV0, so ist (§.17):

k = nN() — n()N; l = mQN — mNü.
Ist k'm-^Vn, k"m-\-l"n die Gruppe durch deren Summation N entstanden
ist, so hat man

m(*f + *")+n(/'-K') = N.
Multiplicirt man diese Gleichung mit k" und berücksichtigt die Gleichung

k'l"~k"r = l,
so findet sich:

(K -f k" ) *"w -f (k9 -f k" ) - n = k" N,
d. h.

(Ä' + A" )(Ä"tw + /" ) = n (mod.IV)
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12. Stern, όber eine zahlentheoretische Funktion. 213

oder
i) = l (mod.JV).

Aus
k = 7

0 — n0]V
folgt aber

N, = *±*L (mod. JV)

also auch
.= l (mod.JV).

Nun wurde vorausgesetzt, dafs man die dreigliedrige Gruppe
Km + Vn, N, V'm + l"n

hat, mithin ist die unmittelbar auf N folgende Zahl der Werth von ·«- (mod.JV).
0

Dies ist ein zweiter Satz von Eisenstein, zunächst für den Fall be-
wiesen, wenn JV eine Summenzahl ist; woraus sich aber dann von selbst
ergiebt, dafs er allgemein gültig ist. Denn aus der dreigliedrigen Gruppe, in
welcher das Mittelglied N Summenzahl ist, entsteht in jeder folgenden Reihe
eine Gruppe a, JV, ß, wo a = k'm-}-l'n-{-sN und ' /9 = Ä"JW -{- l"n-\-tN sein
mufs, also ß = k"m-\-l"n (mod. N).

Da Ä/w-f t9 n — (*"» -|- ) (mod.JV) ist, so läfst sich auch
sagen, dafs die Zahl, welche dem JV unmittelbar vorausgeht, der Werth von

_ * (mod. N) ist, also (#m-{-/rii)(JV— JV0) = l (mod. JV). Mithin ist,
»

nach dem bekannten Kunstausdrucke (Disq. ar. 77) , JV0 der numerus socius
von k"m-\-l"n und iV — .JV„ der numerus socius von Wtn-\-l'n.

«O.
Nach §. 1 kommt in der Entwickelung (1,2) jede Zahl JV so oft

JVals Summenzahl vor, als es relative Primzahlen zu ihr zwischen 0 und y
giebt. Die der Zahl unmittelbar vorausgehenden und folgenden Zahlen bilden
also das vollständige Restsystem der relativen Primzahlen zum Modulus JV.
Nun ist hier m = l , n = 2 , also w<j = l , na = l , und es bedeutet da-

x JV JVher Nn jede relative Primzahl zu JV zwischen y und JV. Mithin JV0>y,
JV7 — JV (i<Tr9 es folgen daher auf JV die Zahlen, deren numerus socius
6
JV JVgröfser als -5- ist, während die Zahlen, deren numerus socius kleiner als y-

ist, der Zahl N vorausgehen. Dies ist der letzte Eisen s t einsehe Satz.
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214 &· Stern, über eine zaklentheoretiscke Funktion.

Nach dem Vorhergehenden ist es leicht ihn zu verallgemeinern. Die
Entwickelung (1,1) stimmt in der ersten Hälfte jeder Reihe mit der Ent-
wickelung (1,2) zusammen; in der zweiten Hälfte kommen alle Glieder in
umgekehrter Ordnung vor. Demnach bilden in der Entwickelung (1,1) so-
wohl die 7 unmittelbar vorausgehenden, wie die unmittelbar folgenden Zahlen,
das ganze Restsystem der relativen Primzahl zum Modulus JV, und zwar in
der Weise, dafs eine vorausgehende Zahl in der ersten oder zweiten Hälfte
der Reihe vorkommt, je nachdem ihr numerus socius kleiner oder gröfser als
N— ist, während bei den nachfolgenden Zahlen das umgekehrte Verhältnifs

Statt findet.
Dies führt zugleich zur Beantwortung einer in diesem Gebiete nicht

uninteressanten Frage. Da nemlich früher bewiesen wurde, dafs in der Ent-
wickelung (1,1) jede Gruppe a, b zugleich mit der umgekehrten b, in ir-
gend einer Reihe vorkommt, sobald a und b relative Primzahlen sind, und
zwar nur einmal, so kann man fragen, wie sich entscheiden lasse, ob die
Gruppe a, b in der ersten, oder in der zweiten. Hälfte der Reihe vorkommt?
Die Antwort lautet: das erstere oder das letztere wird Statt finden, je nach-
dem der numerus socius von a nach dem Modulus a-\-b kleiner oder gröfser

als at ist. Dies in Verbindung mit §.10 zeigt also, dafs sich für jede

gegebene Gruppe a9 b bestimmen läfst, nicht blofs in welcher Reihe, sondern
zugleich in welcher Hälfte der Reihe sie vorkommt.

Bei der Entwickelung (l, M) ist, wie schon bemerkt (§.18), 1/^=1,

ii0=:ft—1; also liegt N{) zwischen —— N und N; die zu N relativen

Primzahlen stehen also anmittelbar vor oder nach JV, je nachdem ihr numerus
j\

socius kleiner oder gröfser als — ist, im letzteren Falle sind sie zugleich

gröfser als -JV. Umgekehrt verhält es sich natürlich bei der Entwicke-
lung (n, 1).

Bei der allgemeinen Entwickelung (m, n) liegt ZV0 zwischen den Gren-

zen — N und — N. Man hat also folgende allgemeine, die früheren speciellen

Fälle zugleich umfassende Regel: die zu N relativen Pimzablen, deren numerus

socius zwischen — N und ^*-N liegt, folgen unmittelbar auf N, dagegen
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12. Stern, über eine zahlentheoretiscke Funktion. 215

gellen diejenigen unmittelbar voraus, deren numerus socius zwischen ( - -jN

und (~^)^V liegt.

M.
Zum Abschlufs dieses Theils der Untersuchung soll noch gezeigt wer-

den, wie sich finden läfst, in welcher Entwickelungsreihe (m, n) das Glied
km-\-ln als Summenglied gebildet wird; was, wie in (§.15) bewiesen wurde,
nur in einer bestimmten Reihe Statt hat. Je nachdem A > / oder k<^l
kommt dieses Glied in der ersten oder zweiten Hälfte der Reihe vor (§.13).
Man setze zuerst Ä> / und nehme an, dafs km-\-ln die Summe des vor-
hergehenden Gliedes kfm-\-lfn und des folgenden k"m-^l'fn ist. Es ist also

M—kl' = l,
k"l-kl" = -l,

und zwar sind in der ersten Gleichung kf und /' in der zweiten k" und l"
die kleinsten zusammengehörenden Werthe, welche diesen Gleichungen ge-

k lnügen. Es sei -j- der Werth des Kettenbruchs a-\ — -r
" > ' · · _L JL __ .

j. i^-1+ZT
kund der unmittelbar vorhergehende Näherungswerth, mithin

M— */o = -l
und ÄO, /0 die kleinsten dieser Gleichung genügenden Werthe. Gilt daher
das obere Zeichen, so setze man k' = k() und /' = /(J, folglich k" — k — k^
/" = /— /Ü5 gilt dagegen das untere, so ist A"=Äb, /" = /0 und ' = — ,
/'=:/ — /0. Da' hiernach Af und Ä" bekannt sind, so hat man nur zu fragen,
in welcher Reihe diese Gröfsen als erste Coefficienten zweier auf einander
folgender Glieder vorkommen; ist diese Reihe gefunden, so weifs man, dafs
in der nächstfolgenden km-\-ln als Summenglied vorkommt. Nun bilden die
ersten Coefficienten der Reihe (m, n)p bis zum Mittelgliede dieselbe Reihe wie
(lj l)p_i (§·17); man hat also nur zu fragen, in welcher Entwickelungsreihe
(1,1) die Gruppe Ä', k" vorkommt. Dies findet sich aber, indem man den

Äf

Quotienten -nr in einen Kettenbruch verwandelt und die um eine Einheit ver-/r
minderte Summe der Theilnenner nimmt (§. 10). Ist also diese Summe p, so
kommen k', k" als erste Coefficienten zweier auf einander folgender Glieder
in der Reihe (0 , );, vor, und mithin das Glied hinein in der Reihe (m,»)p+1.
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216 % · Stern, über eine zahlentheoretische Funktion.

jj j. % ^
Da -771- entweder r—V- oder —r-— ist, und die Summe der Theilnenner des—K O KO

entsprechenden Kettenbruchs dieselbe bleibt, welchen dieser zwei Brüche man
in einen Kettenbruch entwickeln mag, so kann man sich immer an den letz-
teren Bruch halten. Da aber

0 « „ _ ! . .

^
ist, so mufs

0 + «1-| ----- h Äm-l ·+««—! = P

oder

sein. Man hat also folgende einfache Regel:
Um zu erfahren in welcher Entwickelungsreihe (m, n) das Glied

kkm -{-In vorkommt, verwandle man -y in einen Kettenbruch, und be-

rechne die Summe der Theilnenner, dies ist die gesuchte Zahl.
Im Vorhergehenden wurde Ä > / angenommen, wäre k<^l, so

käme das Glied km-\-ln in der zweiten Hälfte der Reihe vor, dann inüfste in
der ersten Hälfte das Glied lm-\-kn vorkommen, und um die Reihe zu finden,

in welcher das letztere Glied sich befindet, hätte man y- in einen Ketten-

bruch zu verwandeln; da es aber in Beziehung auf die Summe der Theil-
knenrier vollkommen gleichgültig ist, wenn man statt dessen y in einen Ket-

tenbruch verwandelt, so bleibt die Regel dieselbe wie im vorhergehenden Falle.
Es folgt hieraus der Satz, dafs das Glied km-\-ln in der Reihe

( , ] als Summenglied erscheint, wenn die Gruppe k, l in der Reihe
(l, l)p_i steht, was sich auch schon daraus ergiebt, dafs diese Summe
== k -j- A wird, wenn m = n = l ist.

Da die geraden Glieder in jeder Reihe Summenglieder sind, so hat
man auch noch den Satz:

Wenn man die Quotienten des ersten und zweiten Coefficienten
jedes geraden Gliedes in der Entwickelung (m, n)p in einen Kettenbruch
verwandelt, so giebt die Summe der Theilnenner in allen diesen Ketten-
brüchen denselben Werth p.
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12. Stern, über eine zahlentheoretische Funktion. 217

SS.
Es läfst sich nun ohne Schwierigkeit die Funktion finden, welche fol-

genden drei Bedingungsgleichungen genügen soll, neinlich
(a.) /"(m, n) = f(m, m + n) + f(m + n,n)

wenn w- f ra<^
(b.) f(m, n} = n

wenn 0 -[- = ,
(c.) f(m, n) = 0

wenn m -J- n > ,
wo m und n ganze positive Zahlen sind und eine ungerade Primzahl ist.
Es wird hierbei zunächst vorausgesetzt, dafs m und n relative Primzahlen sind.

Entwickelt man f(m, n] nach der Gleichung (a.), so findet sich
f(m, n} = f(m, m -f- n) + f(m + n, n)

= /^Sm + wJ + nSw + H,™^
> U. S. W.

Schreibt man hier die in jeder Reihe unter dem Funktionszeichen vorkommen-
den Ausdrücke in der Ordnung, wie sie auf einander folgen, nebeneinander,
indem man jedoch zwei unmittelbar auf einander folgende Glieder, welche die-
selbe Form haben, nur einmal setzt, so erhält man

m, n\
m, m-\-n, n

m, 2m~\-n, m-f-ft , iti-f2fi, n
u. s. w.

d. h, man erhält die Entwicklungsreihen (m, n). Umgekehrt kann man also
aus diesen Entwickelungsreihen die Entwickelung von f(m, n} ableiten, indem
man sich alle Glieder, das erste und letzte abgerechnet, doppelt geschrieben
vorstellt, dann je zwei auf einander folgende Glieder unter das Funktions-
zeichen setzt, und endlich alle hieraus entstehenden Ausdrücke addirt.

Dies gilt aber nur so lange, als es überhaupt noch erlaubt ist, die
Funktion f(m,n) nach der Gleichung (a.) zu entwickeln. Sobald man an eine
Entwickelung gekommen ist, in welcher ein Ausdruck f(km-\-ln,lsfm-^lfri)
sich zeigt, so dafs (Ä-j-A')m-f·(£-f/ ')fi = ist, darf derselbe natürlich nicht
mehr weiter nach (a.) entwickelt werden, da er vielmehr = (/-f ' ')n *st· 'st

Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 3. 28

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/8/15 11:36 AM



218 12· Stern, ber eine zahlentheoreiische Funktion.

aber ( -f A')r/i-f (/-{-/ ') n > ë, so mufs der carrespondirende Ausdruck
/'( r/i + fti, 'IW-}-/'»)== 0 gesetzt werden, damit den Bedingungsgleichungen
(b.) und (c.) entsprochen werde.

Man kann aber jedenfalls, verm ge der Bedingungsgleichung (a.)·» die
Entwickelung von f(m, it) so weit treiben, bis man entweder an einen Aus-
druck f(km-}-ln,krm'\-lfn} kommt, der den Werth (l-\-lf}n hat , weil
(&-\-?å')Ì-\-(1·\-1')ç=:ë, oder an einen Ausdruck von dieser Form, der
= 0, also ganz unbeachtet zu lassen ist, weil (A-f Af)»i-f-(/-|- /')Ë> ë. Der
Werth von ^(»i, n) ist also ein vollkommen bestimmter.

Es sollen auch hier die Gr fsen m, n die Argumente der Funktion
f(m,n) heifsen. Man betrachte nun zun chst den einfachsten Fall, wenn
7/1 = 1, n = 2. Da ë eine Primzahl ist, so wird solche in der Entwickelung
(1,2) so oft gebildet, als es ganze Zahlen zwischen Null und £ë giebt (§.16).
Jedesmal also, wenn man in der Entwickelung (1,2) an eine Gruppe ce, ë —á
kommt, hat man, dieser entsprechend, in der Entwickelung von /"(l, 2) statt
f(a, ë — á) den Werth ë — a zu setzen. Eine jede solche Gruppe kommt
aber nur einmal vor (§. 13). Bezeichnet man daher die brigen Gruppen in
der Entwickelung (1,2), bei welchen die Summe der zwei Glieder der Gruppe
= ë ist, durch a', ë — a1; a", ë —a"; u. s. w., so mufs

/*(1,2) = ë — á + ë — a'-j-ë —á"-|
sein, da die brigen Funktionen, welche noch in der Entwickelung /'(l, 2)
vorkommen k nnen, so beschaffen sein m ssen, dafs die Summe ihrer Ar-
gumente gr fser als ë ist, mithin diese Funktionen = 0 sind.

Also z. B. wenn man den Werth von ^(1,2) f r den Modulus ë = 5
sucht, so hat man, der Reihe l, 3, 2 = (1,2) entsprechend:

AI, 2) = A1,3)+A3,2) = f(\, 3)+ 2.
Jetzt kann man in der Reihe l, 3, 2 die Zahl 2 ganz weglassen; aus l, 3
folgt die weitere Entwickelung l, 4, 3, also f(l, 3) = />(!,4}-f f(4, 3) = 4,
mithin /(l, 2) = 6 oder, wenn man nur den Rest nach dem Modulus 5
ber cksichtigt, /*(1,2) = 1. Sowie nun hier nur die Zusammenstellungen
3+2 = 5, 1+4 = 5 zu machen waren, um daraus /%(l,2)=/(3,2)+/(l,4)
zu finden, so sind berhaupt, wenn der Werth von /°(1,2) nach irgend einem
Modulus zu bestimmen ist, nur aus den Zahlen, welche kleiner als dieser
Modulus ë sind, alle Zusammenstellungen zu zweien zu machen, so dafs die
Summe der zwei Zahlen =ë ist. Die einzige Schwierigkeit besteht darin,
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12. Stern, ber eine zahlentheoretische Funktion. 219

dafs entschieden werden mufs, welche von den beiden Zahlen in die erste
Stelle zu setzen ist, da, wenn á·\·â=ë ist, es darauf ankommt, ob f(a, ) —
oder f( 9 a) = a ist. Hierauf ist aber schon fr her die Antwort gegeben.
Denn es wurde nachgewiesen, dafs in der Entwickelung (1,2) immer die-
jenige der zwei Zahlen a und â in zweiter Stelle steht, deren numerus so-

cius gr fser als ã ist (§.20); mit anderen Worten: in zweiter Stelle stehen

die Zahlen, welche der Congruenz x = — (mod. ë) entsprechen, wo r alle

ganzen Zahlen von r = -i- bis r — l— l bedeutet, und man hat mithin&
)=.S± (mod. ë),

wo sich die Summation auf die oben genannten Werthe von r bezieht.
Es ist nun leicht auch das allgemeine Resultat anzugeben, wenn man

das, was fr her ber die Entwickelung (m, n) gesagt wurde, ber cksichtigt.
Soll nemlich f(m, n] bestimmt werden, so hat man nur zu suchen, wie oft ë
als Summe zweier Ausdr cke von der Form km-\-ln und kfm-\-lfn darge-
stellt werden kann, so dafs kl'—k'l—l ist; jede solche Gruppe giebt, wenn
in der Entwickelung (m, n) das Glied fcm-\-ln zuerst steht, den Theil k'm-\-l'n
des Werihes von f(m,n). Solcher Gruppen, welche ë zur Summe haben,

giebt es aber so viele, als es ganze Zahlen r zwischen den Grenzen —ë

und —ë giebt, die Buchstaben m^ und n„ in ihrer fr heren Bedeutung ge-

nommen (§. 18). Um noch zu entscheiden, ob km·}· In oder k'm^l'n zuerst
stehe, hat man nur zu bemerken, dafs diejenige Zahl in zweiter Stelle steht,

deren numerus socius >^.ë und <C— ë. Setzt man also wieder ×ÎÎÎ —
(mod. ë) , so ist

f(m, n) = Ó— (mod. ë);

wo r zwischen den angegebenen Grenzen zu nehmen ist. Dies ist der Eisen-
tffetftsche Satz.

Ist ë keine Primzahl, so sind von den zwischen den angegebenen
Grenzen enthaltenen Zahlen nur diejenigen zu nehmen, die relative Prim-
zahlen zu ë sind.

Bleiben die Bedingungsgleichungen (a.) und (c.) dieselben, und man
hat dagegen statt der Bedingungsgleichung (b.) die andere f(m,ri) =

28*
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220 º2· Stern, ber eine zahlentheoretische Funktion.

f r den Fall m-\-n = h, so bringt dies in der fr heren Betrachtung nur die
Aenderung hervor, dafs jetzt eine jede Gruppe á, â nicht mehr den Beitrag

, sondern F( ) zum Werthe von f(m,ri) liefert. Man hat also

f(m, n) = - T F - - (mod. ë) ,

wo wieder r durch die Congruenz ÷ Î — (mod. ë) und die Bedingung

r>— ë, r<— ë bestimmt wird. Auch dies hat Eisenstein angegeben.

Es wurde bis jetzt vorausgesetzt, dafs m und n relative Primzahlen
sind; h tten sie einen gemeinschaftlichen Faktor, so m fste f(m,n) f r die
Primzahl ë als Modulus immer Null sein, da kein in der Entwickelung (m, w)
vorkommendes Glied km-}- In dem Werthe ë gleich sein k nnte.

G ttingen, im Juli 1855.
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