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14.
Theorie der Abel'schen Functionen.

(Von Herrn B. Riemann.)

JLn der folgenden Abhandlung habe ich die Abel'schen Funetionen nach
einer Methode behandelt, deren Principien in meiner Inauguraldissertation*)
aufgestellt und in einer etwas veränderten Form in den drei vorhergehenden
Aufsätzen dargestellt worden sind. Zur Erleichterung der Uebersicht schicke
ich eine kurze Inhaltsangabe vorauf.

Die erste Abtheilung enthält die Theorie eines Systems von gleichver-
zweigten algebraischen Funetionen und ihren Integralen, soweit für dieselbe
nicht die Betrachtung von ^-Reihen mafsgebend ist, und handelt im §. l—5
-von der Bestimmung dieser Funetionen durch ihre Verzweigungsart und ihre
Unstetigkeiten, im §.6—10 von den rationalen Ausdrucken derselben in zwei
durch eine algebraische Gleichung verknüpfte veränderliche Gröfsen, und im
§. 11—13 von der Transformation dieser Ausdrücke durch rationale Substi-
tutionen. Der bei dieser Untersuchung sich darbietende Begriff einer Klasse
von algebraischen Gleichungen, welche sich durch rationale Substitutionen in
einander transformiren lassen, dürfte auch für andere Untersuchungen wichtig
und die Transformation einer solchen Gleichung in Gleichungen niedrigsten
Grades ihrer Klasse (§. 13) auch bei anderen Gelegenheiten von Nutzen sein.
Diese Abtheilung behandelt endlich im §. 14—16 zur Vorbereitung der fol-
genden die Anwendung des Abel'schen Additionstheorems für ein beliebiges
System allenthalben endlicher Integrale von gleichverzweigten algebraischen
Funetionen zur Integration eines Systems von Differentialgleichungen.

In der zweiten Abtheilung werden für ein beliebiges System von immer
endlichen Integralen gleichverzweigter, algebraischer, 2/?-}-lfach zusammen-
hangender Funetionen die Jacobi'schen Umkehrungsfunctionen von p verän-
derliehen Gröfsen durch /?fach unendliche #-Reihen ausgedruckt, d.h. durch
Reihen von der Form

*) Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funetionen einer veränderlichen
complexen Gröfse. Göttingen 1851.
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116 14· B. Riemann, Theorie der Abel'schen Functioncn.

worin die Summationen im Exponenten sich auf und ', die äufseren Sum-
mationen auf «i19 m2, . .., wip beziehen. Es ergiebt sich, dafs zur allgemei-
nen Lösung dieser Aufgabe eine — wenn /?>3, specielle — Gattung von
#- Reihen ausreicht, in denen zwischen den V ' Gröfsen a ~~ «f ~"~

Ä l . £

Relationen stattfinden , so dafs nur 3p — 3 willkührlich bleiben. Dieser Theil
der Abhandlung bildet zugleich eine Theorie dieser speciellen Gattung von
#-Functionen; die allgemeinen #-Functionen bleiben hier ausgeschlossen,
lassen sich jedoch nach einer ganz ähnlichen Methode behandeln.

Das hier erledigte Jacobi'sche Umkehrungsproblem ist für die hyper-
elliptischen Integrale schon auf mehreren Wegen durch die beharrliche mit so
schönem Erfolge gekrönten Arbeiten von Weierstrafi gelöst worden, von
denen eine Uebersicht im 47. Bande d. J. (S. 289) mitgetheilt worden ist. Es
ist jedoch bis jetzt nur von dem Theile dieser Arbeiten, welcher in den §§. l
und 2 und der ersten die elliptischen Functionen betreffenden Hälfte des §. 3
der angeführten Abhandlung skizzirt wird, die wirkliche Ausführung veröffent-
licht (Bd. 52 S. 285 d. J.); in wie weit zwischen den späteren Theilen dieser
Arbeiten und meinen hier dargestellten eine Uebereinstimmung nicht blofs in
Resultaten, sondern auch in den zu ihnen führenden Methoden stattfindet,
wird grofsentheils erst die versprochene ausführliche Darstellung derselben er-
geben können.

Die gegenwärtige Abhandlung bildet mit Ausnahme der beiden letzten
§§. 26 und 27, deren Gegenstand damals nur kurz angedeutet werden konnte,
einen Auszug aus einem Theile meiner von Michaelis 1855 bis Michaelis 1856
zu Göttingen gehaltenen Vorlesungen. Was die Auffindung der einzelnen
Resultate betrifft, so wurde ich auf das im §.1 — 5, 9 und 12 Mitgetheilte und
die dazu nöthigen vorbereitenden Sätze, welche später Behufs der Vorlesungen
so, wie es in dieser Abhandlung geschehen ist, weiter ausgeführt wurden, im
Herbste 1851 und zu Anfang 1852 durch Untersuchungen über die conforme
Abbildung mehrfach zusammenhangender Flächen geführt, ward aber dann
durch einen ändern Gegenstand von dieser Untersuchung abgezogen. Erst um
Ostern 1855 wurde sie wieder aufgenommen und in den Oster- und Michaelis-
ferien jenes Jahres bis zu §. 21 incl. fortgeführt; das Uebrige wurde bis
Michaelis 1856 hinzugefügt. Einzelne ergänzende Zusätze sind an manchen
Stellen während der Ausarbeitung hinzugekommen.
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14. B. RiemauH) Theorie der AbePsehen Functionen. H7

Erste Abtheilung·
l.

Ist .9 die Wurzel einer irreductibeln Gleichung wten Grades, deren
Coefficienten ganze Functionen mten Grades von % sind, so entsprechen jedem
Werthe von z n Werthe von s, die sich mit % überall, wo sie nicht unend-
lich werden, stetig ändern. Stellt man daher (nach S. 103 dieses Bandes)
die Verzweigungsart dieser Function durch eine in der #-Ebene ausgebreitete
unbegrenzte Fläche T dar, so ist diese in jedem Theile der Ebene n fach, und
6· ist dann eine eirrwerthige Function des Orts in dieser Fläche. Eine unbe-
grenzte Fläche kann entweder als eine Fläche mit unendlich weit entfernter
Begrenzung oder als eine geschlossene angesehen werden, und Letzteres soll
bei der Fläche T geschehen, so dafs dem Werthe s = 00 in jedem der n Blät-
ter der Fläche ein Punkt entspricht, wenn nicht etwa für sr —oo eine Ver-
zweigung stattfindet.

Jede rationale Function von s und z ist offenbar ebenfalls eine ein-
werthige Function des Orts in der Fläche T und besitzt also dieselbe Ver-
zweigungsart wie die Function s, und es wird sich unten ergeben, dafs auch
das Umgekehrte gilt.

Durch Integration einer solchen Functirfn erhält man eine Function,
deren verschiedene Fortsetzungen für denselben Theil der Fläche T sich nur
um Constanten unterscheiden, da ihre Derivirte für denselben Punkt dieser
Fläche immer denselben Werth wieder annimmt.

Ein solches System von gleichverzweigten algebraischen Functionen
und Integralen dieser Functionen bildet zunächst den Gegenstand unserer Be-
trachtung; statt aber von diesen Ausdrücken dieser Functionen auszugehen,
werden wir sie mit Anwendung des Dirichlet'sehen Princips (S. 111 dieses
Bandes) durch ihre Unstetigkeiten definiren.

2
Zur Vereinfachung des Folgenden heifse eine Function für einen Punkt

der Fläche T unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn ihr Loga-
rithmus bei einem positiven Umlaufe um ein diesen Punkt umgebendes Flächen-
stück, in welchem sie endlich und von Null verschieden bleibt, um 2ni wächst.
Es ist demnach für einen Punkt, um den die Fläche T sich mal windet,

JL i
wenn dort z einen endlichen Werth hat, (# — «/, also (dz)**, wenn aber
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118 M. B. Riemannj Theorie der Abduschen Functioncn.
i

( l \<"— ) unendlich klein von der ersten Ordnung. Der Fall, wo eine
Function in einem Punkte der Fläche T unendlich klein oder unendlich grofs
von der Hen Ordnung wird, kann so betrachtet werden, als wenn die Function
in v dort zusammenfallenden (oder unendlich nahen) Punkten unendlich klein
oder unendlich grofs von der ersten Ordnung wird, wie in der Folge bisweilen
geschehen soll.

Die Art und Weise, wie jene hier zu betrachtenden Functionen un-
stetig werden, kann dann so ausgedrückt werden. Wird eine von ihnen in
einem Punkte der Fläche T unendlich, so kann sie, wenn r eine beliebige
Function bezeichnet, die in diesem Punkte unendlich klein von der ersten
Ordnung wird, stets durch Subtraction eines endlichen Ausdrucks von der Form

in eine dort stetige verwandelt werden, wie sich aus den bekannten — nach
Cauchy oder durch die jFowr^r'sche Reihe zu beweisenden — Sätzen über
die Entwicklung einer Function in Potenzreihen ergiebt.

3.
Man denke sich jetzt eine in der «-Ebene allenthalben nfach ausge-

breitete unbegrenzte und nach dem Obigen als geschlossen zu betrachtende
zusammenhangende Fläche T gegeben und diese in eine einfach zusammen-
hangende T' zerschnitten. Da die Begrenzung einer einfach zusammenhangen-
den Fläche aus einem Stücke besteht, eine geschlossene Fläche aber durch
eine ungerade Anzahl von Schnitten eine gerade Zahl von Begrenzungsstücken,
durch eine gerade eine ungerade erhält, so ist zu dieser Zerschneidung eine
gerade Anzahl von Schnitten erforderlich. Die Anzahl dieser Querschnitte
sei =2p. Die Zerschneidung werde zur Vereinfachung des Folgenden so
ausgeführt, dafs jeder spätere Schnitt von einem Punkte eines früheren bis zu
dem ansteigenden Punkte auf der ändern Seite desselben geht: wenn sich
dann eine Gröfse längs der ganzen Begrenzung von T' stetig ändert und im
ganzen Schnittsysteme zu beiden Seiten gleiche Aenderungen erleidet, so ist
die Differenz der beiden Werthe, die sie in demselben Punkte des Schnitt-
netzes annimmt, in allen Theilen eines Querschnitts derselben Constanten gleich.

Man setze nun z = x-\-yi und nehme in T eine Punction cr-j-/3ivon
, folgendermafsen an:

In der Umgebung der Punkte «M £2, ... bestimme man sie gleich ge-
gebenen in diesen Punkten unendlich werdenden Functionen von -\· , und
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. B. Riemann, Theorie der AbeV sehen Functionen, 119

indem man eine beliebige Function von #, die in €y unendlich
klein von der ersten Ordnung wird, durch rv bezeichne!, gleich einem end-
lichen Ausdrucke von der Form

worin Av, Bv, Cv ... willkührliche Constanten sind. Man ziehe ferner nach
einem beliebigen Punkte von allen Punkten «, für welche die Gröfse A von
Null verschieden ist, einander nicht schneidende Linien durch das Innere von
T', von die Linie lr. Man nehme endlich die Function in der ganzen
noch übrigen Fläche T so an, dafs sie aufser den Linien / und den Quer-
schnitten überall stetig, auf der positiven (linken) Seite der Linie /,, um
— 2niAr und auf der positiven Seite des r\en Querschnitts um die gege-
bene Constante hv gröfser ist, als auf der ändern, und dafs das Integral

^(( ̂ -^^ ^^^ durch die Fläche T ausgedehnt einen end-

lichen Werth erhält. Dies ist wie leicht zu sehen immer möglich, wenn die
Summe sämmtlicher Gröfsen A gleich Null ist, aber auch nur unter dieser
Bedingung, weil nur dann die Function nach einem Umlaufe um das System
der Linien / den vorigen Werth wieder annehmen kann.

Die Constanten h(l\ h™, ..., (2 ), um welche eine solche Function
auf der positiven Seite der Querschnitte gröfser ist, als auf der ändern, sollen
die Periodicitätsmoduln dieser Function genannt werden.

Nach dem DiricMet'schen Princip kann nun die Function a-\-ßi in
eine Function w von &-\-yi verwandelt werden durch Subtraction einer ähn-
lichen in Tf allenthalben stetigen Function von , mit rein imaginären Perio-
dicitälsmoduln, und diese ist bis auf eine additive Constante völlig bestimmt.
Die Function stimmt dann mit a-\-ßi in den Unstetigkeiten im Innern von
T' und in den reellen Theilen der Periodicitätsmoduln überein. Für kön-
nen daher die Functionen <pv und die reellen Theile ihrer Periodicitätsmoduln
willkührlich gegeben werden. Durch diese Bedingungen ist sie bis auf eine
additive Constante völlig bestimmt, folglich auch der imaginäre Theil ihrer
Periodicitätsmoduln.

Es wird sich zeigen, dafs diese Function sämmtliche im §. l be-
zeichneten Fdnctionen als specielle Fälle unter sich enthält.

16*
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120 /-*. B. Riemann, Theorie der Abet sehen Functionen.

Allenthalben endliche Functionen . (Integrale erster Gattung.)

Wir wollen jetzt die einfachsten von ihnen betrachten und zwar zuerst
diejenigen, die immer endlich bleiben und also im Innern von T9 allenthalben
stetig sind. Sind t019 w^ . .., wp solche Functionen, so ist auch

worin «19 a2, . .., ap beliebige Constanten sind, eine solche Function. Es
seien die Periodicitätsmoduln der Functionen ti>19 e#2, ..., wp für den ^ten
Querschnitt Ä?°, Ä?°9 . . ., k(

p\ Der Periodicitätsmodul von w für diesen Quer-
schnitt ist dann «lÄ^-f^^M ----- \~ap^ = Ä(y); und setzt man die Gröfsen
a in die Form y-\-di, so sind die reellen Theile der 2p Gröfsen Ä(1), k(2\ ...,
Ä(2p) lineare Functionen der Gröfsen y19 y2, · · · > 7p ^ ^15 ^2? · · · < > ^P- Wenn
nun zwischen den Gröfsen 019 ^2? · · · « > ^P keine lineare Gleichung mit con-
stanten Coefficienten stattfindet, so kann die Determinante dieser linearen Aus-
drücke nicht verschwinden; denn es liefsen sich sonst die Verhältnisse der
Gröfsen a so bestimmen, dafs die Periodicitätsmoduln des reellen Theils von
w sämmtlich 0 würden, folglich der reelle Theil von w und also auch w selbst
nach dem Diricklet' sehen Princip eine Constante sein müfste. Es können da-
her dann die 2p Gröfsen a und so bestimmt werden, dafs die reellen Theile
der Periodicitätsmoduln gegebene Werthe erhalten; und folglich kann w jede
immer endlich bleibende Function darstellen, wenn t019 w^ ..., wp keiner
linearen Gleichung mit constanten Coefficienten genügen. Diese Functionen
lassen sich aber immer dieser Bedingung gemäfs wählen; denn so lange
< p, finden zwischen den Periodicitätsmoduln des reellen Theils von

a,iWi-\-a2w2-\- ···-)- c^^-j-const lineare Bedingungsgleichungen statt; es ist
daher wfi+l nicht in dieser Form enthalten, wenn man, was nach dem Obigen
immer möglich ist, die Periodicitätsmoduln des reellen Theils dieser Function
so bestimmt, dafs sie diesen Bedingungsgleichungen nicht genügen.

Functionen eo, die für einen Punkt der Fläche T unendlich von der ersten
Ordnung iverden. (Integrale ziveiter Gattung.)

Es sei nur für einen Punkt 6 der Fläche T unendlich, und für
diesen seien alle Coefficienten in aufser B gleich 0. Eine solche Function
ist dann bis auf eine additive Constante bestimmt durch die Grofse B und die
reellen Theile ihrer Periodicitätsmoduln. Bezeichnet <°(e) irgend eine solche
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14. B. Riemann, Theorie der AbePschen Functionen. 121

Function, so können in dem Ausdrucke

die Constanten ß9 «19 2, . .., ap immer so bestimmt werden, dafs für ihn
die Gröfse B und die reellen Theile der Periodicitätsmoduln beliebig gegebene
Werthe erhalten. Dieser Ausdruck stellt also jede solche Function dar.

Functionen , welche für zwei Punkte der Fläche T logarithmisch unendlich
tverden. (Integrale dritter Gattung.)

Betrachten wir drittens den Fall, wo die Function nur logarithmisch
unendlich wird, so mufs dies, da die Summe der Gröfsen A gleich 0 sein
ruufs, wenigstens für zwei Punkte der Fläche T, eL und «2, geschehen und
A2 = — AI sein. Ist von den Functionen, bei denen dies statt hat und die
beiden letztern Gröfsen = l sind, irgend eine 0^, €2), so sind nach ähn-
lichen Schlüssen, wie oben, alle übrigen in der Form

( 2) = (61, 2) + 1^14-«2^2+··· + ? 4- const·
enthalten.

Für die folgenden Bemerkungen nehmen wir zur Vereinfachung an,
dafs die Punkte s keine Verzweigungspunkte sind und nicht im Unendlichen
liegen. Man kann dann rr — z — %v setzen, indem man durch %v den Werth
von z in ev bezeichnet. Wenn man dann cö(619 $2) so nach %± differentiirt, dafs
die reellen Theile der Periodicitätsmoduln (oder auch p von den Periodicitäts-
moduln) und der Werth von cö^,^) für einen beliebigen Punkt der Fläche T
constant bleiben, so erhält man eine Function (^), die in eL unstetig wie --z — zl

wird. Umgekehrt ist, wenn ( ) eine solche Function ist, / "*3 (€ ) * ,
Z2

durch eine beliebige in T von «2 nach % führende Linie genommen, gleich
einer Function (s25 %)· ,Auf ähnliche Art erhält man durch n successive
Differentiationen eines solchen /fo) nach %± Functionen > welche im Punkte ^
wie n!(% — %^~n~l unstetig werden und übrigens endlich bleiben.

Für die ausgeschlossenen Lagen der Punkte e bedürfen diese Sätze
einer leichten Modifikation.

Offenbar kann nun ein mit constanten Coefficienten aus Functionen w,
aus Functionen «2f und ihren Derivirten nach den Unstetigkeitswerthen gebil-
deter linearer Ausdruck so bestimmt werden, dafs er im Innern von Tf be-
liebig gegebene Unstetigkeiten von der Form, wie w, erhalt, und die reellen
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122 14· ß- Ricniann, Theorie der AbcVschen Ftmctionen.

Theile seiner Periodicitätsmoduln beliebig gegebene Werthe annehmen. Durch
einen solchen Ausdruck kann also jede gegebene Function dargestellt werden.

5
Der allgemeine Ausdruck einer Function , die für m Punkte der

Fläche T, f j , £2, . .., em unendlich grofs von der ersten Ordnung wird, ist
nach dem Obigen

worin tv eine beliebige Function /(«,,) und die Gröfsen a und Conslanten
sind. Wenn von den m Punkten 6 eine Anzahl in denselben Punkt der
Fläche T zusammenfallen, so sind die diesen Punkten zugehörigen Func-
tionen t zu ersetzen durch eine Function t ( ) und deren — l erste Derivirte
nach ihrem Unstetigkeitswerthe (§, 2).

Die 2p Periodicitätsmoduln dieser Function s sind lineare homogene
Functionen der p-\-m Gröfsen a und ß. Wenn M^p-fl, lassen sich also
2p von den Gröfsen a und als lineare homogene Functionen der übrigen
so bestimmen, dafs die Periodicitälsmoduln sämmtlich 0 werden. Die Function
enthält dann noch m — p-\-l willkührliche (konstanten, von denen sie eine
lineare homogene Funclion ist, und kann als ein linearer Ausdruck von m — p
Functionen betrachtet werden, deren jede nur für p-\-l Werthe unendlich von
der ersten Ordnung wird.

Wenn r/i = /?-[- 1 ist, so sind die Verhältnisse der 2/?-(-l Gröfsen a
und bei jeder Lage der p-\-l Punkte völlig bestimmt. Es können jedoch
für besondere Lagen dieser Punkte einige der Gröfsen gleich 0 werden.
Die Anzahl dieser Gröfsen sei =m — , so dafs die Function nur für
Punkte unendlich von der ersten Ordnung wird. Diese Punkte müssen dann
eine solche Lage haben, dafs von den 2p Bedingungsgleichungen zwischen
den -\- übrigen Gröfsen und a /j-j- 1 — eine identische Folge der übri-
gen sind, und es können daher nur 2 — —1 von ihnen beliebig gewählt
werden. Aufserdem enthält die Function noch 2 willkührliche Constanten.

4

Es sei nun s so zu bestimmen, dafs möglichst klein wird. Wenn
.? ^mal unendlich von der ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit jeder
rationalen Function ersten Grades von s der Fall; man kann daher für die
Lösung dieser Aufgabe einen der Punkte beliebig wählen. Die Lage der
übrigen mufs dann so bestimmt werden, dafs -\ — von den Bedingungs-
gleichungen zwischen den Gröfsen a und eine identische Folge der übrigen
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14. B. Riemannj Theorie der Abetschen Functionen. 123

sind; es mufs also, wenn die Verzweigungswerthe der Fläche nicht beson-
dern Bedingungsgleichungen genügen, /;-fl— ^ —l °der > ]/?-{-1 sein.

Die Anzahl der in einer FunctiQn $, die nur für m Punkte der Fläche T
unendlich von der ersten Ordnung wird und übrigens stetig bleibt, enthaltenen
willkürlichen Constanten ist in allen Fällen = 2w —/*+!.

Eine solche Function ist die Wurzel einer Gleichung nien Grades,
deren Coefficienten ganze Functionen mien Grades von z sind.

Sind s19 s2, ..., $n die n Werthe der Function s für dassalbe z, und
bezeichnet eine beliebige Gröfse, so ist ( — 9^(0 — $2)...( — eine
einwerthige Function von z, die nur für einen Punkt der sr-Ebene, der mit
einem Punkte zusammenfällt, unendlich wird und unendlich von einer so
hohen Ordnung, als Punkte e auf ihn fallen. In der That wird für jeden auf
ihn fallenden Punkt a, der kein Verzweigungspunkt ist, nur ein Factor dieses
Products von einer um l höheren Ordnung unendlich, für einen Punkt s, um
den die Fläche T sich mal windet, aber Factoren von einer um — höheren
Ordnung. Bezeichnet man nun die Werthe von z in den Puukten £, wo z
nicht unendlich ist, durch £19 ^...) und (z — £i)(# —£2) ... (# — £„) durch
a(); so ist #0(< — ̂ ...( *— s„) eine einwerthige Function von z, die für alle
endlichen Werthe von z endlich ist und für z =00 unendlich von der mten

Ordnung wird, also eine ganze Function iwten Grades von z. Sie ist zugleich
eine ganze Function nten Grades von a, die für a = s verschwindet. Be-
zeichnet man sie durch F und, wie wir in der Folge thun wollen, eine ganze

* n m
Function F n1en Grades von o und mten Grades von z durch F(o, z\ so

n m
ist s die Wurzel der Gleichung F(s, z) = 0.

s.*,.

Diese Function F ist eine Potenz einer unzerfällbaren — d. h. nicht• »
als ein Product aus ganzen Functionen von und z darstellbaren — Function.
Denn jeder ganze rationale Factor von F(a,z) bildet, da er für einige der
Wurzeln *n $2> ..., srt verschwinden mufs, für o = s eine Function von z,
die in einem Theile der Fläche T verschwindet und folglich, da diese Fläche
zusammenhangend ist, in der ganzen Fläche 0 sein mufs. Zwei unzerfällbare
Factoren von F(a, z) könnten aber nur für eine endliche Anzahl von Wer-
thenpaaren zugleich verschwinden, wenn die eine nicht durch Multiplication
mit einer Constanten aus der ändern erhalten werden könnte. Folglich mufs
F eine Potenz einer unzerfällbaren Function sein.
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124 ·̂ · Riemann* Theorie der Abetschen Functionen.

Wenn der Exponent f dieser Potenz >1 ist, so wird die Verzweigungs-
art der Function s nicht dargestellt durch die Fläche T, sondern durch eine
in der z -Ebene allenthalben —fach ausgebreitete Fläche , in welcher die
Fläche T allenthalben /fach ausgebreitet ist. Es kann dann zwar s als eine
wie T verzweigte Function betrachtet werden, nicht aber umgekehrt T als
verzweigt, wie s.

Eine solche nur in einzelnen Punkten von T unstetige Function, wie s,
ist auch -£ ·̂· Denn diese Function nimmt zu beiden Seiten der Querschnitte
und der Linien / denselben Werth an, da die Differenz der beiden Werthe
von in diesen Linien längs denselben constant ist; sie kann nur unendlich
werden, wo w unendlich wird, und in den Verzweigungspunkten der Fläche
und ist sonst allenthalben stetig, da die Derivirte einer einändrig und endlich
bleibenden Function ebenfalls einändrig und endlich bleibt.

Es sind daher sämmtliche Functionen algebraische wie T verzweigte
Functionen von z oder Integrale solcher Functionen. Dieses System von
Functionen ist bestimmt, wenn die Fläche T gegeben ist und hängt nur von
der Lage ihrer Verzweigungspunkte ab.

6. n m
Es sei jetzt die irreductible Gleichung F(s, «) = 0 gegeben und die

Art der Verzweigung der Function s oder der sie darstellenden Fläche T zu
bestimmen. Wenn für einen Werth von z Zweige der Funclion zusam-
menhangen, so dafs einer dieser Zweige sich erst nach Umläufen des % um

wieder in sich selbst fortsetzt, so können diese Zweige der Function
(wie nach Cauchy oder durch die Fourier'sche Reihe leicht bewiesen wer-
den kann) dargestellt werden durch eine Reihe nach steigenden rationalen
Potenzen von z — mit Exponenten vom kleinsten gemeinschaftlichen Nen-
ner , und umgekehrt.

Ein Punkt der Fläche T, in welchem nur zwei Zweige einer Function
zusammenhangen, so dafs sich um diesen Punkt der erste in den zweiten und
dieser in jenen fortsetzt, heifse ein einfacher Verzweigungspunkt.

Ein Punkt der Fläche, um welchen sie sich ( -|~1) 8 windet, kann
dann angesehen werden als zusammengefallene (oder unendlich nahe) ein-
fache Verzweigungspunkte.

Um dies zu zeigen , seien in einem diesen Punkt umgebenden Stücke
der z -Ebene s^ $2, ..., 8 9 einändrige Zweige der Function s und in der
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14. B. Riemann, Theorie der AbeVschen Functionen. 125

Begrenzung desselben, bei positiver Umschreibung auf einander folgend, «n

«25 · · · ! > einfache Verzweigungspunkte. Durch einen positiven Umlauf um
ai werde SL mit #2) um ai *t. m^ $3> · · · ? um «^ SA mit ^vertauscht. Es
gehen dann nach einem positiven Umlaufe um ein alle diese Punkte (und kei-
nen ändern Verzweigungspunkt) enthaltendes Gebiet

#!, #2, . . . , $ , $ + 1

in #2, »$'3, . . ., «£^4.1, #1, über,
und es entsteht daher, wenn sie zusammenfallen, ein ( -\- l)facher Win-
dungspunkt.

Die Eigenschaften der Functionen hangen wesentlich davon ab, wie
vielfach zusammenhangend die Fläche T ist. Um dies zu entscheiden, wollen
wir zunächst die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Function 9
bestimmen.

In einem Verzweigungspunkte nehmen die dort zusammenhangenden
Zweige der Function denselben Werth an, und es werden daher zwei oder
mehrere Wurzeln der Gleichung

einander gleich. Dies kann nur geschehen, wenn

oder die einwerthige Function von z, F\^\}Ff(s^...Ft(sn}^ verschwindet.
Diese Function wird für endliche Werthe von % nur unendlich, wenn s = <x>,
also e0 = 0 ist und mufs, um endlich zu bleiben, mit ("~2 multiplicirt werden.
Sie wird dann eine einwerthige, für ein endliches z endliche Function von z>
welche für 2 = 00 unendlich von der 2m (n — l)ten Ordnung wird, also eine
ganze Function 2m(n — l)ten Grades. Die Werthe von z, für welche F'(s)
und F(s) gleichzeitig verschwinden, sind also die Wurzeln der Gleichung
2m (n— -l)ten Grades

*«·) = 0 oder auch, da F'(9i)*=OuII(9i — 9i,'), (i^tf)
«v

welche durch Elimination von s aus F'(s) = 0 und F(*) = 0 gebildet wer-
den kann.

Wird F(9, %) = 0 für s — a, z = ß, so ist
Journal für Mathematik Bd. UV. Heft 2. 17
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126 4. B. Riemantij Theorie der Abefschen Fundionen.

Ist also für ($==«, s = /3) -^- = 0 und verschwinden -^—, -~-^- dann nicht,
uS G<£ OÄ

so wird s — a unendlich klein, wie (z — /?)*, und findet also ein einfacher
Verzweigüngspunkt statt. Es werden zugleich in dem Producte UFf(s^ zwei
Factoren unendlich klein wie (z — /?)*, und Q(z) erhält dadurch den Factor

r)F r)2F(ss — /?). In dem Falle, dafs -~·— und ™e verschwinden, wenn gleich-dz es
r)Fzeitig F=0 und -^— =0 werden, entspricht demnach jedem linearen Factor

von Q (z) ein einfacher Verzweigungspunkt, und die Anzahl dieser Punkte ist
also =2fw (n— 1).

Die Lage der Verzweigungspunkte hängt von den Coefficienten der
Potenzen von z in den Functionen a ab und ändert sich stetig mit denselben.

Wenn diese Coefficienten solche Werthe annehmen, dafs zwei demselben
Zweigepaar angehörige einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, so heben
diese sich auf, und es werden zwei Wurzeln von F(s) einander gleich, ohne
dafs eine Verzweigung stattfindet. Setzt sich nun jeder von ihnen st in s2

und s2 in ^i fort, so geht durch einen Umlauf um ein beide enthaltendes Stück
der #-Ebene SL in SL und s2 in s2 über, und beide Zweige werden einändrig,
wenn sie zusammenfallen. Es bleibt dann also auch ihre Derivirte -5— ein-dz

r\jf £\ ?
ändrig und endlich, und folglich wird -77- = — 7T~d~ = ®·

r)F r) PWird jF == -^- = -^— = 0 für s = a> z — ß, so ergeben sich aus

den drei folgenden Gliedern der Entwicklung von F(s,z) zwei Werthe für

•^^==y-, ($=«,£=/?). Sind diese Werthe ungleich und endlich, so

können die beiden Zweige der Function $, denen sie angehören, dort nicht
öFzusammenhangen und sich nicht verzweigen. Es wird dann -^— für beide

unendlich klein wie z — ßy und Q(z) erhält dadurch den Factor (« — /?/; es
fallen also nur zwei einfache Verzweigungspunkte zusammen.
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14. B. Ricmann, Theorie der Abcl'schen Functionen. 127

Um in jedem Falle, wenn für % = mehrere Wurzeln der Gleichung
F(s] = 0 gleich a werden, zu entscheiden, wie viele einfache Verzweigungs-
punkte für ($=«,£=/?) zusammenfallen, und wie viele von diesen sich auf-
heben, mufs man diese Wurzeln (nach dem Verfahren von Lagrange) soweit
nach steigenden Potenzen von z — entwickeln, bis diese Entwicklungen
sämmtlich von einander verschieden werden; wodurch sich die wirklich noch
stattfindenden Verzweigungen ergeben. Und man mufs dann untersuchen, von
welcher Ordnung F'(s} für jede dieser Wurzeln unendlich klein wird, um
die Anzahl der ihnen zugehörigen linearen Factoren von Q(z} oder der für
( ·= _, #=/ ?) zusammengefallenen einfachen Verzweigungspunkte zu bestimmen.

Bezeichnet die Zahl , wie oft sich die Fläche T um den Punkt (s, z)
windet, so wird im Punkte (z) Ff(s} so oft unendlich klein von der ersten

i-l
Ordnung, als dort einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, dz * so oft,

l-i
als deren wirklich stattfinden, folglich Fr(s) dz* so oft, als von ihnen sich
aufheben.

Ist die Anzahl der wirklich stattfindenden einfachen Verzweigungen w,
die Anzahl der sich aufhebenden 2r, so ist

w-f-Sr = 2(n— l)tn.
Nimmt man an, dafs die Verzweigungspunkte nur paarweise und sich aufhebend

f\ ?
zusammenfallen, so ist für r Werthenpaare («====y^,»s===ip jp===-g-====g-s===0

r}2/^ r)*F / r)*t? \2

und T~ r nicht Null und für w Werthenpaare von 9 und z

F=0, t^=0, ̂  nicht Null und ~ nicht Null.' ds ' dz ds2

Wir beschränken uns meistens auf die Behandlung dieses Falles , da sich
die Resultate auf die übrigen als Grenzfälle desselben leicht ausdehnen lassen, und
wir können dies hier um so mehr thun, da wir die Theorie dieser Functionen
auf eine von der Ausdrucksform unabhängige, keinen Ausnahmefällen unter-
worfene Grundlage gestutzt haben.

7.
Es findet nun bei einer einfach zusammenhangenden, über einen end-

lichen Theil der »-Ebene ausgebreiteten Fläche zwischen der Anzahl ihrer
einfachen Verzweigungspunkte und der Anzahl der Umdrehungen, welche die
Richtung ihrer Begrenzungslinie macht, die Relation statt, dafs die letztere um

17*
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128 ·̂ · Riemann, Theorie der Abefschen Functionen.

eine Einheit gröfser ist, als die erstere; und aus dieser ergiebt sich für eine
mehrfach zusammenhangende Fläche eine Relation zwischen diesen Anzahlen
und der Anzahl der Querschnitte, welche sie in eine einfach zusammenhan-
gende verwandeln. Wir können diese Relation, welche im Grunde von Mafs-
verhältnissen unabhängig ist und der analysis situs angehört, hier für die
Fläche T so ableiten.

Nach dem Dirichlet' sehen Princip läfst sich in der einfach zusammen-
hangenden Fläche Tr die Function log von z so bestimmen, dafs für
einen beliebigen Punkt im Innern derselben unendlich klein von der ersten
Ordnung wird, und log längs einer beliebigen sich nicht schneidenden, von
dort nach der Begrenzung führenden Linie auf der positiven Seite um — 2nl
gröfser, als auf der negativen, übrigens aber allenthalben stetig und längs der
Begrenzung von T' rein imaginär ist. Es nimmt dann die Function jeden
Werth, dessen Modul <19 einmal an; die Gesammtheit ihrer Werthe wird
folglich durch eine über einen Kreis in der £-Ebene einfach ausgebreitete
Fläche vertreten. Jedem Punkte von T' entspricht ein Punkt des Kreises, und
umgekehrt. Es wird daher für einen beliebigen Punkt der Fläche, wo z — zr,

= ', die Function — £' unendlich klein von der ersten Ordnung, und folg-
lich bleibt dort, wenn die Fläche T' sich ( -f l)mal um ihn windet, bei end-
lichem z'

z— z' dz

bei unendlichem *' aber
z-1 dz

endlich. Das Integral Jd log -gl, um den ganzen Kreis positiv herumgenom-

men, ist gleich der Summe der Integrale um die Punkte, wo -£ unendlich
oder Null wird, und also =2ni(w — 2w). Bezeichnet s ein Stück der Be-
grenzung von T' von einem und demselben bestimmten Punkte bis zu einem
veränderlichen Punkte der Begrenzung, und das entsprechende Stuck auf dem
Kreisutnfange, so ist

dz i dz , , ds

und, durch die ganze Begrenzung ausgedehnt,
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14. B. Riemann, Theorie der AbeVschcn Functionen. 129

also

Es ergiebt sich demnach w — 2n = 2 (p— 1). Da nun w = 2((n— l)m— r),
so ist p — (n— l)(w — 1) — r.

8.
Der allgemeine Ausdruck der wie T verzweigten Functionen s' von z9

die für m' beliebig gegebene Punkte von T unendlich von der ersten Ord-
nung werden und übrigens stetig bleiben, enthält nach dem Obigen m9 — /?-f-l
willkührliche Constanten und ist eine lineare Function derselben (§. 5). Lassen
sich also, wie jetzt gezeigt werden soll, rationale Ausdrucke von s und z
bilden, die für m9 beliebig gegebene, der Gleichung F=Q genügende Wer-
thenpaare von s und z unendlich von der ersten Ordnung werden und lineare
Functionen von mf — p-\-l willkührlichen Constanten sind, so kann durch diese
Ausdrücke jede Funciion $' dargestellt werden.

Damit der Quotient zweier ganzen Functionen (89 ) und /(«, ») für
$=oc und #= beliebige endliche Werthe annehmen kann, müssen beide
von gleichem Grade sein; der Ausdruck, durch welchen s' dargestellt werden

v

soll, sei daher von der Form ,' * , und überdies sei ^ > — , 2 » — 1·

Wenn zwei Zweige der Function $ ohne zusammenzuhängen einander gleich
werden, also für zwei verschiedene Punkte der Fläche T z — y und s — d
wird, so wird s' allgemein zu reden in diesen beiden Punkten verschiedene
Werthe annehmen; soll also — s' allenthalben =0 sein, so mufs für zwei
verschiedene Werthe von«' ( ,9) — *f/(y,i)=0 sein, folglich (y99)=0
und y(y,d) = Q. Es müssen also die Functionen und für die r Wer-
thenpaare s —J^> % — do (S. 127) verschwinden*).

Die Function verschwindet für einen Werth von z, für welchen die
einwerthige und für ein endliches z endliche Function von z

ist; diese Function wird für ein unendliches z unendlich von der Ordnung

*) Es ist hier, wie gesagt, nur der Fall berücksichtigt, wo die Verzweigungspunkte
der Function s nur paarweise und sich aufhebend zusammenfallen. Im Allgemeinen
müssen in einem Punkte von T, wo nach der Auffassung im §. 6 sich aufhebende Ver-
zweigungspunkte zusammenfallen, und , wenn T sich um diesen Punkt mal windet,

unendlich klein werden, wie Ff(s)dzv > damit die ersten Glieder in der Entwicklung der

darzustellenden Function nach ganzen Potenzen von (dz)e beliebige Werfte annehmen
können.
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130 ·̂ Β· Riemann, Theorie der Abzusehen Functionen.

ιην-\-ημ und ist also eine ganze Function (mv -j- n,u)ten Grades. Da f r die
Werthenpaare (y, d) zwei Factoren des Prodncts Πχ($ΐ) unendlich klein von

>

der ersten Ordnung werden, also K (z) unendlich klein von der zweiten Ord-
nung, so wird / aufserdem noch unendlich klein von der ersten Ordnung f r

i = mv -j- ημ — 2r
Werthenpaare von s und % oder Punkte von T.

Ist v^>n— l, μ^>ηι — l, so bleibt der Werth der Function χ unge-
nderU wenn man

v— n μ—m

worin ρ beliebig ist, f r χ (s, z) setzt; es k nnen also (v — η-\·\}(μ > — m-f-1)
von den Coefficienten dieses Ausdrucks willk hrlich angenommen werden.
Werden nun von den (μ-\-ϊ}(ν-\-1} — (y— η-\-\}(μ — iw-f-1) noch brigen r
als lineare Functionen der brigen so bestimmt, dafs χ f r die r Werthenpaare
(γ, S] verschwindet, so enth lt die Function / noch

— (n — l)(«i— 1) — r-f-1
willk hrliche Constanten. Es ist also i — 6=(n — l)(w — 1) — r — i=p — 1.

Nimmt man μ und v so an, dafs €^>mf ist, so kann man χ so be-
stimmen, dafs es f r mr beliebig gegebene Werthenpaare unendlich klein von
der ersten Ordnung wird, und dann, wenn m'^>p, -ψ so einrichten, dafs —

Λ
f r alle brigen Werthe endlich bleibt. In der That ist ψ ebenfalls eine lineare
homogene Function von s willk hrlichen Constanten, und es lassen sich also,
wenn ε — i-\-m'^>l ist, i — wl von ihnen als lineare Functionen der brigen
so bestimmen, dafs ψ f r die i — mf Werthenpaare von s und z, f r welche
χ noch unendlich klein von der ersten Ordnung wird, ebenfalls verschwindet.
Die Function ψ enth lt demnach 6 — i -(-m' = m' — p-}-\ willk hrliche Constan-

alj

ten, und — kann also jede Function $' darstellen.
Λ1

9.
Da die Functionen ^— algebraische wie s verzweigte Functionen von z

sind (§.5), so lassen sie sich zufolge des eben bewiesenen Satzes rational
in s und z ausdr cken, und s mmtliche Functionen ω als Integrale rationaler
Functionen von £ und z.
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14. B. Riemann, Theorie der AbeVschen Functionen. 131
r\

Ist w eine allenthalben endliche Function ω, so wird ^ unendlich von
der ersten Ordnung f r jeden einfachen Verzweigungspunkt der Fl che T, da
dw und (dz}* dort unendlich klein von der ersten Ordnung sind, bleibt aber
sonst allenthalben stetig und wird f r % = oo unendlich klein von der zweiten
Ordnung. Umgekehrt bleibt das Integral einer Function, die sich so verh lt,
allenthalben endlich. />

Um diese Function ~ als Quotient zweier ganzen Functionen von s
Z

und % auszudr cken, mufs man (nach §. 8) zum Nenner eine Function neh-
men, die verschwindet in den Verzweigungspunkten und f r die r Werthen-
paare (γ, δ}. Dieser Bedingung gen gt man am einfachsten durch eine Function,
die nur f r diese Werthe 0 wird. Eine solche ist

Diese wird f r ein unendliches s unendlich von der n — 2ten Ordnung (da
Ou dann unendlich klein von der ersten Ordnung wird) und f r ein unendliches

r\

% unendlich von der r/iten Ordnung. Damit -^ aufser den Verzweigungs-
punkten endlich und f r ein nnendliches % unendlich klein von der zweiten

n— 2 m-2
Ordnung ist, mufs also der Z hler eine ganze Function φ (s, % ) sein, die
f r die r Werthenpaare (y, d) (S. 127) verschwindet. Demnach ist

n—2 m—l Ti—2 m—2

*)

/

φ ( s, z ) dz Ρ φ (s, z
B F ~ ~ Ι ~ W

-π— »/ -R—σ« s;
worin φ = 0 f r $ = γρ, ζ = ΰ^, (> = 1, 2, ..., r.

Die Function 99 enth lt (n—l)(m—1) constante Coefficienten, und wenn
r von ihnen als lineare Functionen der brigen so bestimmt werden, dafs
<jp = 0 f r die r Werthenpaare $ = γ, z=d, so bleiben noch (m—1)(»—1)—r
oder p willk hrlicb, und es erh lt φ die Form

worin y19 φ2, ..., φρ besondere Functionen φ, von denen keine eine lineare
Function der brigen· ist, und αη «2^ ···} «P beliebige Constanten sind. Als
allgemeiner Ausdruck von w ergiebt sich, wie oben auf anderem Wege

«i «0i -{- «2 w>2 + · · · -f «p wp -f const.
Die nicht allenthalben endlich bleibenden Functionen co und also die

Integrale zweiter und dritter Gattung lassen sich nach denselben Principien
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132 £4· B- Riemann> Theorie der Abefschen Functionen.

rational in s und z ausdrücken, wobei wir indefs hier nicht verweilen, da die
allgemeinen Regeln des vorigen §. keiner weitern Erläuterung bedürfen und
zur Betrachtung bestimmter Formen dieser Integrale erst die Theorie der
»9-Functionen Anlafs giebt.

10.
Die Function wird aufser für die r Werthenpaare (y, $) noch für

m(n — 2)-\-n(m— 2) — 2r oder 2(p—1) der Gleichung F~Q genügende
Werthenpaare von s und z unendlich klein von der ersten Ordnung. Sind nun

und

zwei beliebige Functionen , so kann man in dem Ausdrucke ^-^ den Nenner
so bestimmen, dafs er für p — l beliebig gegebene der Gleichung F—Q ge-
nügende Werthenpaare von s und z gleich Null wird, und dann den Zähler
so, dafs er für p — 2 von den übrigen Werthenpaaren, für welche <p(1) noch
gleich 0 wird, gleichfalls verschwindet. Er ist dann noch eine lineare Function
von zwei willkührlichen Constanten und folglich ein allgemeiner Ausdruck einer
Function, die nur für p Punkte der Fläche T unendlich von der ersten Ord-
nung wird. Eine Function, die für weniger als p Punkte unendlich wird,
bildet einen speciellen Fall dieser Function; es lassen sich daher alle Functio-
nen, die für weniger als p-\-l Punkte der Fläche unendlich von der ersten

~ w
Ordnung werden, in der Form 2I_ oder in der Form - -^ wenn ?/?(1) und

?/;(2) zwei allenthalben endliche Integrale rationaler Functionen von s und z
sind, darstellen.

11.
Eine wie T verzweigte Function von z, die für nt Punkte dieser

Fläche unendlich von der ersten Ordnung wird, ist nach dem Früheren (S. 123)
n ni

die Wurzel einer Gleichung von der Form G(z^fs) = 0 und nimmt daher jeden
Werth für Punkte der Fläche T an. Wenn man sich also jeden Punkt
von T durch einen den Werth von «1 in diesem Punkte geometrisch reprä-
sentirenden Punkt einer Ebene abgebildet denkt, so bildet die Gesammtheit
dieser Punkte eine in der s^- Ebene allenthalben /^fach ausgebreitete und die
Fläche T — bekanntlich in den kleinsten Theilen ähnlich — abbildende Fläche
T,. Jedem Punkt in der einen Fläche entspricht dann ein Punkt in der an*

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/24/15 9:33 PM



14. B. Riemann, Theorie der Abef sehen Functionen. 133

dem. Die Funclionen oder die Integrale wie T verzweigter Functionen
von % gehen daher, wenn man für z als unabhängig veränderliche Gröfse z±
einführt, in Functionen über, welche in der Fläche Tl allenthalben einen be-
stimmten Werth und dieselben Unstetigkeiten haben, wie die Functionen in
den entsprechenden Punkten von T, und welche folglich Integrale wie \ ver-
zweigter 'Functionen von z1 sind.

Bezeichnet sl irgend eine andere wie T verzweigte Function von *,
die für m^ Punkte von T und also auch von 2\ unendlich von der ersten
Ordnung wird, so findet (§.5) zwischen s^ und eine Gleichung von der Form

( ,£) =-
statt, worin jp\ eine Potenz einer unzerfällbaren ganzen Function von ^ und
ZL ist; und es lassen sich, wenn diese Potenz die erste ist, alle wie \ ver-
zweigten Functionen von ar19 folglich alle rationalen Functionen von s und z
rational in ^ und ZL ausdrücken (§. 8).

n m
Die Gleichung F(s,z} = Q kann also durch eine rationale Substitution

M l ml
in f\(s^Zj) und diese in jene transformirt werden.

Die Gröfsengebiete (s, z) und ($i,#i) sind gleichvielfach zusammenhan-
gend, da jedem Punkte des einen ein Punkt des ändern entspricht. Bezeichnet
daher r1 die Anzahl der Fälle, in welchen sx und für zwei verschiedene
Punkte des Gröfsengebiets ($i,si) beide denselben Werth annehmen und folglich
gleichzeitig / , ̂  und |̂ - gleich 0 und ̂ |^_ (Ĵ !|Ly nicht Null

ist, so mufs (n, — l)(0ti — 1) — ̂  = 71 = (n — i) (m — 1) — r sein.

Man betrachte nun als zu Einer Klasse gehörend alle irreductiblen
algebraischen Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Gröfsen, welche
sich durch rationale Substitutionen in einander transformiren lassen, so
dafs jF(i, Ä) = O und -Fi(*i9*i) = 0 zu derselben Klasse gehören, wenn sich
für s und z solche rationale Functionen von s^ und ZL setzen lassen, dafs
F(x, z) = 0 in JPi (*i 9 « ) = 0 übergeht und zugleich s^ und z^ rationale
Functionen von s und z sind.

Die rationalen Functionen von s und z bilden, als Functionen von ir-
gend einer von ihnen betrachtet, ein System gleichvferzweigter algebraischer
Functionen. Auf diese Weise führt jede Gleichung offenbar zu einer Klasse
von Systemen gleichverzweigter algebraischer Functionen, welche sich durch
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134 44· B. Riemann, Theorie der Abel·}sehen Functionen.

Einführung einer Function des Systems als unabhängig veränderlicher Gröfse
in einander transformiren lassen und zwar alle Gleichungen Einer Klasse zu
derselben Klasse von Systemen algebraischer Functionen, und umgekehrt
fuhrt (§. 11) jede Klasse von solchen Systemen zu Einer Klasse von Glei-
chungen.

Ist das Gröfsengebiet (s, z) 2p-\-lfach zusammenhangend und die
Function in Punkten desselben unendlich von der ersten Ordnung, so ist
die Anzahl der Verzweigungswerthe der gleichverzweigten Functionen von £,
welche durch die übrigen rationalen Functionen von s und z gebildet werden,
2( -\- —1), und die Anzahl der willkührlichen Constanten in der Funclion
2 —jM-j-1 (§.5). Diese lassen sich so bestimmen, dafs 2 — /*-f-l Verzwei-
gungswerthe gegebene Werthe annehmen, wenn diese Verzweigungswerthe von
einander unabhängige Functionen von ihnen sind; und zwar nur auf eine end-
liche Anzahl Arten, da die Bedingungsgleichungen algebraisch sind. In jeder
Klasse von Systemen gleichverzweigter 2/?-f-lfach zusammenhangender Functio-
nen giebt es daher eine endliche Anzahl von Systemen ^werthiger Functionen,
in welchen 2 —p-\-l Verzweigungswerthe gegebene Werthe annehmen. Wenn
andererseits &2( ~\- — l) Verzweigungspunkte einer die -Ebene allenthal-
ben ^ufach bedeckenden, 2p-{·Ifach zusammenhangenden Fläche beliebig gegeben
sind, so giebt es (§§.3 — 5) immer ein System wie diese Fläche verzweigter
algebraischer Functionen von . Die 3p — 3 übrigen Verzweigungswerthe in
jenen Systemen gleichverzweigter ^werthiger Functionen können daher be-
liebige Werthe annehmen; und es hängt also eine Klasse von Systemen gleich-
verzweigter 2/>-{-Ifach zusammenhangender Functionen und die zu ihr gehö-
rende Klasse algebraischer Gleichungen von 3p—3 stetig veränderlichen Gröfsen
ab, welche die Moduln dieser Klasse genannt werden sollen.

Diese Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse 2p-{-l fach
zusammenhangender algebraischer Functionen gilt jedoch nur unter der Vor-
aussetzung, dafs es 2 — ·\·l Verzweigungswerthe giebt, welche von einander
unabhängige Functionen der willkührlichen Constanten in der Function sind.
Diese Voraussetzung trifft nur zu, wenn p > l, und die Anzahl der Moduln
ist nur dann =3/i — 3, für ^ = 1 aber = 1. Die directe Untersuchung der-
selben wird indefs schwierig durch die Art und Weise, wie die willkührlichen
Constanten in enthalten sind. Man führe deshalb in einem Systeme gleich-
verzweigter 2/?~flfach zusammenhangender Functionen, um die Anzahl der
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14. B. Riemann, Theorie der AbeVschen Functionen. 135

Moduln zu best immen, als unabhängig veränderliche Gröfse nicht eine dieser
Functionen, sondern ein allenthalben endliches Integral einer solchen Function ein.

Die Werthe, welche die Function w von z innnerhalb der Fläche T'
annimmt, werden geometrisch repräsentirt durch eine einen endlichen Theil
der w-Ebene einfach oder mehrfach bedeckende und die Fläche T' (in den
kleinsten Theilen ähnlich) abbildende Fläche, welche durch $ bezeichnet wer-
den soll. Da w auf der positiven Seite des i/ten Querschnitts um die Constante
A(l/) gröfser ist, als auf der negativen, so besteht die Begrenzung von $ aus
Paaren von parallelen Curven, welche denselben Theil des T' begrenzenden
Schnittsystems abbilden, und es wird die Ortsverschiedenheit der entsprechen-
den Punkte in den parallelen, den vlen Querschnitt abbildenden Begrenzungs-
theilen von S durch die complexe Gröfse A(y) ausgedrückt. Die Anzahl der
einfachen Verzweigungspunkte der Fläche S isl 2p — 2, da dw in 2p — 2
Punkten der Fläche T unendlich klein von der zweiten Ordnung wird. Die
rationalen Functionen von * und z sind dann Functionen von w, welche für
jeden Punkt von S Einen bestimmten, wo sie nicht unendlich werden, stetig
sich ändernden Werth haben und in den entsprechenden Punkten paralleler
Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Sie bilden daher ein System
gleichverzweigter und 2/;fach periodischer Functionen von w. Es läfst sich
nun (auf ähnlichem Wege, wie in den §§.3 — 5) zeigen, dafs, die 2p—2
Verzweigungspunkte und die 2p Ortsverschiedenheiten paralleler Begrenzungs-
theile der Fläche $ als willkührlich gegeben vorausgesetzt, immer ein System
wie diese Fläche verzweigter Functionen existirt, welche in den entsprechen-
den Punkten paralleler Begrenznngstheile denselben Werth annehmen und also
2/rfach periodisch sind, und die, als Functionen von einer von ihnen betrachtet,
ein System gleichverzweigter 2/?-|-lfach zusammenhangender algebraischer
Functionen bilden, folglich zu einer Klasse von 2p-\-1 fach zusammenhangenden
algebraischen Functionen führen. In der Thal ergiebt sich nach dem DiricAlet-
schen Princip, dafs in der Fläche $ eine Function von w bis auf eine additive
Constante bestimmt ist durch die Bedingungen, im Innern von $ beliebig ge-
gebene Unstetigkeiten von der Form wie in Tf anzunehmen und in den
entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile um Constanten, deren
reeller Theil gegeben ist, verschiedene Werthe zu erhalten. Hieraus schliefst
man, ähnlich wie im §. 5, die Möglichkeit von Functionen, welche nur in ein-
zelnen Punkten von Ä unstetig werden und in den entsprechenden Punkten
paralleler Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Wird eine solche

18*

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/24/15 9:33 PM



136 14. B. Riemann, Theorie der Ab ef sehen Functionen.

Function sr in n Punkten von S unendlich von der ersten Ordnung und sonst
nicht unstetig, so nimmt sie jeden complexen Werth in n Punkten von $
an; denn, wenn a eine beliebige Constante ist, so ist /dlog(s — fi), um S
erstreckt, == 0, da die Integration durch parallele Begrenzungstheile sich auf-
hebt, und es wird daher z — a in $ ebenso oft unendlich klein, als unendlich
von der ersten Ordnung. Die Werthe, welche % annimmt, werden folglich
durch eine über die z- Ebene allenthalben wfach ausgebreitete Fläche reprä-
sentirt, und die übrigen ebenso verzweigten und periodischen Functionen von w
bilden daher ein System wie diese Fläche verzweigter 2p -}-lfach zusammen-
hangender algebraischer Functionen von z, w. z. b. w.

Für eine beliebig gegebene Klasse 2p -\-lfach zusammenhangender
algebraischer Functionen kann man nun in dem als unabhängig veränderliche
Gröfse einzuführenden

w = c^t
die Gröfsen a so bestimmen, dafs p von den 2p Periodicitätsmoduln gegebene
Werthe annehmen, und c wenn p > l so, dafs einer von den 2p— 2 Ver-
zweigungs*werthen der periodischen Functionen von w einen gegebenen Werth
erhält. Dadurch ist w völlig bestimmt, und also sind es auch die 3p — 3
übrigen Gröfsen, von denen die Verzweigungsart und Periodicität jener Functio-
nen von w abhängt; und da jedweden Werthen dieser 3p— 3 Gröfsen eine
Klasse von 2/?-j-lfach zusammenhangenden algebraischen Functionen entspricht,
so hängt eine solche von 3p — 3 unabhängig veränderlichen Gröfsen ab.

Wenn /> = ! ist, so ist kein Verzweigungspunkt vorhanden, und es
läfst sich in

w = aLiVi-\-c
die Gröfse a^ so bestimmen, dafs ein Periodicitätsmodul einen gegebenen
Werth erhält, und dadurch ist der andere Periodicitätsmodul bestimmt. Die
Anzahl der Moduln einer Klasse ist also dann =1.

13.
Nach den obigen (im §.11 entwickelten) Principien der Transformation

mufs man, um eine beliebig gegebene Gleichung F(s9 sr) = 0 durch eine ratio-
77j mt

nale Substitution in eine Gleichung derselben Klasse · ($ > # ) = 0 von mög-
lichst niedrigem Grade zu transformiren , zuerst für #1 einen rationalen Aus-
druck in s und z, r($,z^ so bestimmen, dafs möglichst klein wird, und
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dann SL gleich einem ändern rationalen Ausdrucke r*(s, z] so, dafs mL möglichst
klein wird und zugleich die zu einem beliebigen Werthe von %1 gehörigen
Werthe von nicht in Gruppen unter einander gleicher zerfallen, so dafs

"l ml

^ \(* 9* ) nicht eine höhere Potenz einer unzerfällbaren Function sein kann.
Wenn das Gröfsengebiet (s, z} 2//-f-lfoch zusammenhangend ist, so ist

der kleinste Werth, den nt annehmen kann, allgemein zu reden, >-y 4" l

(§. 5) und die Anzahl der Fälle, in denen s^ und für zwei verschiedene
Punkte des Gröfsengebiets beide denselben Werth annehmen,

In einer Klasse von algebraischen Gleichungen zwischen zwei ver-
änderlichen Gröfsen haben demnach, wenn ihre Moduln nicht besonderen Bedin-
gungsgleichungen genügen, die Gleichungen niedrigsten Grades folgende Form:

2 2

für /i = l, JF(*,#) = 0, r = 0
2 3

p = 2, F(.s-, ar) = 0, r = 0

= 2 —3, F(«,Ä:) = O, r = ^—2)°~

^ = 2^—2, F( Ä) = 0, r = ( —1)( —3).
Von den Coefficienten der Potenzen von s und z in den ganzen Functio-

nen F müssen r als lineare homogene Functionen der übrigen so bestimmt
r)F r)Fwerden, dafs -?p und - — für r der Gleichung F=0 genügende Werthen-

paare gleichzeitig verschwinden. Die rationalen Functionon von s und z, als
Functionen von einer von ihnen betrachtet, stellen dann alle Systeme 2p-{-Ifach
zusammenhangender algebraischer Functionen dar.

14.
Ich benutze nun nach Jacobi (dieses Journal Bd. 9 Nr. 32 §. 8) das

Abel'sche Additionstheorem zur Integration eines Systems von Differentialglei-
chungen; ich werde mich dabei auf das beschränken, was in dieser Abhand-
lung später nöthig ist.

Führt man in einem allenthalben endlichen Integrale w einer rationalen
Function von 0- und z als unabhängig veränderliche Gröfse eine rationale
Funclion von s und #, , ein, die für m Werthenpaare von s und z unend-
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138 /^· Β· Riemann, Theorie der AbeVschen Fnnctionen.

lieh von der ersten Ordnung wird, so ist -τ~- eine einwerthige Funclion von ζ.oz
Bezeichnet man die m Werthe von w f r dasselbe ζ durch w^l\ w(<2), . .., t0(mj,
so ist

θζ "Γ 3ζ T"'"!"
eine einwerthige Function von ζ, deren Integral allenthalben endlich bleibt,

und folglich ist auch Jd (u>(1) -f «#(2) -| ----- |-w(m)) allenthalben einwerthig und
endlich, mithin constant. Auf hnliche Weise findet sich, wenn ω(1),, α>(2),, ...,
o>(m) die demselben ζ entsprechenden Werthe eines beliebigen Integrals ω
einer rationalen Function von s und z bezeichnen, / (w(1)-[-w(2)4-'---{-co(m))

bis auf eine additive Constante aus den Unstetigkeiten von ω und zwar als
Summe von einer rationalen Function und mit constanten Coefficienten ver-
sehenen Logarithmen rationaler Functionen von ζ.

Mittelst dieses Satzes lassen sich, wie jetzt gezeigt werden soll, fol-
gende p gleichzeitige Differentialgleichungen zwischen den^- j -1 der Gleichung
jP(o^ z) = 0 gen genden Werthenpaaren von s und #, (^,#1), (ό·2,2τ2), ...,

Ψ π (* i> Z^dZj , y^(^ 2y S2)5^2 j , ^ττ(^ρ
"* g "T ' f

f r π= l, 2, . . ., p, allgemein oder vollst ndig (complete) integriren.
Durch diese Differentialgleichungen ind p von den Gr fsenpaaren (&μ,%μ)

als Functionen des einen noch brigen v llig bestimmt, wenn f r einen belie-
bigen Werth des letzteren die Werthe der brigen gegeben werden. Wenn
man also diese p-\-i Gr fsenpaare als Functionen einer ver nderlichen Gr fse ζ
so bestimmt, dafs sie f r denselben Werth 0 dieser Gr fse beliebig gegebene
Anfangswerthe (*?,«?), ($2, »2)9 ···, («$+M *p+i) annehmen und den Diffe-
rentialgleichungen gen gen, so hat man dadurch die Differentialgleichungen all-
gemein integrirt. Nun l fst sich die Gr fse -p- als einwerthige und folglich
rationale Function von (0, z) immer so bestimmen, dafs sie nur f r alle oder
einige von den p-\-i Werthenpaaren (*Ji,«]i) unendlich und f r diese nur un-
endlich von der ersten Ordnung wird, da sich in dem Ausdrucke

die Verh ltnisse der Gr fsen a und β immer so bestimmen lassen, dafs die
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Periodicitätsmoduln sämmtlich 0 werden. Es genügen dann, wenn kein = 0
ist, den zu lösenden Differentialgleichungen die /7-j-l Zweige der /*-f-lwerthigen
gleich verzweigten Functionen s und z von £, (*n*i)9 ($2 9*2)9 · · ·> (*p+i 9^+1)9
welche für £ = 0 die Werthe Oij,s(i), (*S 9*2)9 - " j (*p+i9*£+i) annehmen.
Wenn aber von den Gröfsen einige, etwa die p -\\-rn letzten, gleich 0
werden, so werden die zu lösenden Differentialgleichungen befriedigt durch die
m Zweige der mwerthigen Functionen s und z von , ($i,#i), ($2,#2), ...,
(*m, *m)9 welche für = 0 gleich (* ,* ), («u,«"), · · - 9 («S.,*») werden, und
durch constante also ihren Anfangswerthen *2,+i, . .., *£+i gleiche Werthe der
Gröfsen $m+i,*m+1; ...; *p+i,*p+i. Im letzteren Falle sind von den p linearen

homogenen Gleichungen ̂  ?*£**' ]9^ = 0 für = l, 2, . . ., p zwischen
„

r\

den Gröfsen „ " — - /?4-l — «i eine Folge der übrigen; es ergeben sich
* (» y · > )

08

hieraus p-\-l — in Bedingungsgleichungen, welche, damit dieser Fall eintritt,
zwischen den Functionen Oi,#i), ..., (s„,,#m) und also auch zwischen ihren
Anfangswerthen (* ,« ), ..., (*^,»1) erfüllt sein müssen, und es können daher
von diesen, wie oben (§. 5) gefunden, nur 2m — p — l beliebig gegeben werden.

IS.
Es sei nun /•^»f ^ 4-const., durch das Innere von T' integrirt,

%./ (S, Z)
ds

gleich wn und der Periodicitätsmodul von wn für den i/ten Querschnitt gleich
Ä(^j, so dafs sich die Functionen i019 u?2, . ,., ̂  des Gröfsenpaars (*, 5?) beim
Uebertritt des Punkts (s, z) von der negativen auf die positive Seite des rten
Querschnitts gleichzeitig um Af}, ^}, ..., Äpy) ändern. Zur Abkürzung mag
ein System von p Gröfsen ( 19 J2, ..., Jp) einem ändern (019 a2, . . . , np) con-
gruent nach 2p Systemen zusammengehöriger Moduln genannt werden,
wenn es aus ihm durch gleichzeitige Aenderungen sämmtlicher Gröfsen um
zusammengehörige Moduln erhalten werden kann. Ist der Modul der
Gröfse im j/ten Systeme =A4y), so heifst demnach

v=2p

wenn bn = a„-\- mvk(£ für n = l, 2, .. .^ p und mn wi2, .. ., w2p ganze
yssl

Zahlen sind.
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140 Μ. Β. Riemann, Theorie der AbeVschen Functionen.

Da sich p beliebige Gr fsen «19 #2, . .., ap immer und nur auf eine
r=2p

Weise in die Form απ= Σ %vk^ setzen lassen, so dafs die 2p Gr fsen ξ
v=l

reell sind, und durch Aenderung dieser Gr fsen ξ um ganze Zahlen alle con-
gruenten Systeme und nur diese sich ergeben, so erh lt man aus jeder Reihe
congruenter Systeme eins und nur eins, wenn man in diesen Ausdr cken jede
Gr fse | alle Werthe von einem beliebigen Werthe bis zu einem um l gr -
fseren, einen der beiden Grenzwerthe eingeschlossen, stetig durchlaufen l fsl.

Dieses festgesetzt, folgt aus den obigen Differentialgleichungen oder
μ=ρ+1

aus den /? Gleichungen Σ dw(£) = Q f r π = l, 2, . . . , / ? durch Integration

worin c19 6'2, ..., cp constante von den Werthen ($°, z()) abh ngige Gr fsen sind.

16.
Dr ckt man ζ als Quotienten zweier ganzen Functionen von s und %, — ,

aus, so sind die Gr fsenpaare (*i,#i)9 . .., (*«?*«) die gemeinschaftlichen
Wurzeln der Gleichungen jF=0 und — = ζ. Da die ganze Funclion

X — ζψ =f(*,*)
f r alle Werthenpaare, f r welche / und ψ gleichzeitig verschwinden, eben-
falls, was auch ζ sei, verschwindet, so k nnen die Gr fsenpaare (^,^), ...,
(*m,£m) auch definirt werden als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F=0
und einer Gleichung /*(,?,*) = (), deren Coefficienten so sich ndern, dafs
alle brigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben. Wenn m<^p-\-l.
kann ζ in der Form ^y dargestellt werden (§,10) und f in der Form

φν>—ζφ(η = y(3).

Die allgemeinsten Werthe der den p Gleichungen
>U2dw(£ = Q f r π==1, 2, . . . , />
/!=!

gen genden Functionenpaare (^i,2?i), . . ., (sp,zp} werden daher gebildet durch
/; gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen F= 0 und φ = 0, welche so
sich ndern, dafs die brigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben.
Hieraus folgt leicht der sp ter n thige Satz, dafs die Aufgabe, p — l von den
2p — 2 Gr fsenpaaren (0i9&j), ··., (^-25^-2) als Functionen der/; — l bri-

μ=τ2ρ-2
gen so zu bestimmen, dafs die p Gleichungen Σ du^ — Q f r π = 1,2 ____ ,/?
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14. B. Riemann) Theorie der Abet sehen Functionen. 141

erf llt werden, v llig allgemein gel st wird, wenn man f r diese 2p— 2 Gr -
fsenpaare die von den r Wurzeln s — γ^, z = ̂  (§.6) verschiedenen ge-
meinschaftlichen Wurzeln der Gleichungen F—0 und φ — Ο oder die 2μ — 2
Werthenpaare nimmt, f r welche dw unendlich klein von der zweiten Ordnung
wird, und dafs diese Aufgabe daher nur eine L sung zul fst. Solche Gr fsen-
paare sollen durch die Gleichung φ = 0 verkn pft heifsen. In Folge der

Gleichungen ~2 dw(^ = 0 wird ( Σ u>?\ 2~w?\ . .., ^M#°), die Summen
l 1 1 l

ber solche Gr fsenpaare ausgedehnt, congruent einem constanten Gr fsen-
systeme (019 £2, · · · > C

P^ worin cn nur von der additiven Constante in der
Function wn oder dem Anfangswerthe des sie ausdr ckenden Integrals abh ngt.

Zweite Abtheilung·
17.

F r 'd ie ferneren Untersuchungen ber Integrale von algebraischen,
2p 4-1 fach zusammenhangenden Functionen ist die Betrachtung einer />fach un-
endlichen &- Reihe von grofsem Nutzen, d. h. einer phch unendlichen Reihe,
in welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze Function zwei-
ten Grades der Stellenzeiger ist. Es sei in dieser Function f r ein Glied,
dessen Stellenzeiger wil9 w2, ..., mp sind, der Coefficient des Quadrats m^
gleich αμ,μ, des doppelten Products ιημπιμί gleich αμ)μ, = αμ,ίμ, der doppelten
Gr fse ηιμ gleich νμ, und das constante Glied =0. Die Summe der Reihe,
ber alle ganzen positiven oder negativen Werthe der Gr fsen m ausgedehnt,

werde als Function der p Gr fsen v betrachtet und durch -(t?j , r2, .··, »P)
bezeichnet, so dafs

(f) «μ,μ'ημη^l/Π Ί <l·^, « „ >(l.) &(vL,v2,...,vp)
worin die Summationen im Exponenten sich auf μ und μ'9 die ufseren Sum-
mationen auf #»19 »ι2, ..., mp beziehen. Damit diese Reihe convergirt, mufs

/ p \2
der reelle Theil von (-ΣΜ a^^m^m^ wesentlich negativ sein oder, als eine

Summe von positiven oder negativen Quadraten reeller linearer von einander
unabh ngiger Functionen der Gr fsen m dargestellt, aus p negativen Quadraten
zusammengesetzt sein.

Die Function & hat die Eigenschaft, dafs es Systeme von gleichzeitigen
Aenderungen der p Gr fsen v giebt, durch welche log# nur um eine lineare

Journal f r Mathematik Bd.LIV. Heft 2. 19
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142 4. B. Riemann, Theorie der Abetschen Functionen.

Function der Gröfsen v geändert wird, und zwar 2p von einander unabhän-
gige Systeme (d. h. von denen keins eine Folge der übrigen ist). Denn man
hat, die ungeändert bleibenden Gröfsen v unter dem Functionszeichen & weg-
lassend, für = l, 2, . . . , / ?

(2.) & = &( -\- %) und

(3.) » = ^""»'»(Vi+a^, 2 + 02,,,, - · ·, »p + O*
wie sich sofort ergiebt, wenn man in der Reihe für & den Stellenzeiger
in iw^-fl verwandelt, wodurch sie, während ihr Werth ungeändert bleibt, in
den Ausdruck zur Rechten übergeht.

Die Function & ist durch diese Relationen und durch die Eigenschaft,
allenthalben endlich zu bleiben, bis auf einen constanten Factor bestimmt. Denn
in Folge der letzteren Eigenschaft und der Relationen (2.) ist sie eine ein-
werthige für endliche v endliche Function von e % e*v*, . . ., e p und folglich
in eine /rfach unendliche Reihe von der Form

mit den constanten Coefficienten A entwickelbar. Aus den Relationen (3.)
ergiebt sich aber

A = A-C*m1 , . . . ,m j /+l,...,mp -"«
folglich

.»v
Man kann daher diese Eigenschaften der Function zu ihrer Definition

verwenden. Die Systeme gleichzeitiger Aenderungen der Gröfsen v, durch
welche sich log# nur um eine lineare Function von ihnen ändert, sollen
Systeme zusammengehöriger Periodicitätsmoduln der unabhängig verän-
derlichen Gröfsen in dieser #-Function genannt werden.

18.
Ich substituire nun für die p Gröfsen r19 ?2, ..., vp p immer endlich

bleibende Integrale ti19 u^ ..., up rationaler Functionen einer veränderlichen
Gröfse z und einer 2/?-flfach zusammenhangenden algebraischen Funclion s
dieser Gröfse, und für die zusammengehörigen Periodicitätsmoduln der Gröfsen v
zusammengehörige (d. h. an demselben Querschnitte stattfindende) Periodicitäts-
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moduln dieser Integrale, so dafs log# in eine Function einer Veränderlichen z
übergeht, welche sich, wenn s und % nach beliebiger stetiger Aenderung von
% den vorigen Werth wieder annehmen, um lineare Functionen der Gröfsen
u ändert.

Es soll zunächst gezeigt werden, dafs eine solche Substitution für jede
2/;-j-lfach zusammenhangende Function * möglich ist. Die Zerschneidung der
Fläche T mufs zu diesem Zwecke so durch 2p in sich zurücklaufende Schnitte
#in #25 · · -> a

p> & ·> >2·> · · ·} bp geschehen, dafs folgende Bedingungen erfüllt
werden. Wenn man u^ u2, ..., up so wählt, dafs der Periodicitätsmodul
von an dem Schnitte gleich , an den übrigen Schnitten a gleich 0
ist, und man den Periodicitätsmodul von an dem Schnitte bv durch a^v be-
zeichnet, so mufs , = ^ und der reelle Theil von a^^.m^m^ für alle

/"?,«'
reellen (ganzen) Werthe der p Gröfsen m negativ sein.

19.
Die Zerlegung der Fläche T werde nicht wie bisher nur durch in sich

zurücklaufende Querschnitte, sondern folgendermafsen ausgeführt. Man mache
zuerst einen in sich zurücklaufenden die Fläche nicht zerstückelnden Schnitt aL

und führe dann einen Querschnitt 6 von der positiven Seite von a^ auf die
negative zum Anfangspunkte zurück, worauf die Begrenzung aus einem Stücke
bestehen wird. Einen drilten die Fläche nicht zerstückelnden Querschnitt kann
man demzufolge (wenn die Fläche noch nicht einfach zusammenhangend ist)
von einem beliebigen Punkte dieser Begrenzung bis zu einem beliebigen Be-
grenzungspunkte, also auch zu einem früheren Punkte dieses Querschnitts
führen. Man thue das Letztere, so dafs dieser Querschnitt aus einer in sich
zurücklaufenden Linie a2 und einem dieser Linie voraufgehenden Theile ct be-
steht, welcher das frühere Schnittsystem mit ihr verbindet. Den folgenden
Querschnitt b2 ziehe man von der positiven Seite von a2 auf die negative zum
Anfangspunkte zurück, worauf die Begrenzung wieder aus einem Stücke be-
steht. Die weitere Zerschneidung kann daher, wenn nöthig, wieder durch
zwei in demselben Punkte anfangende und endende Schnitte a3 und Ä3 und
eine das System der Linien a2 und b2 mit ihnen verbindende Linie c2 ge-
schehen. Wird dieses Verfahren fortgesetzt, bis die Fläche einfach zusammen-
hangend ist, so erhält man ein Schnittnetz, welches aus p Paaren von zwei
in einem und demselben Punkte anfangenden und endenden Linien aL und i19

a2 und #2, ..., ap und bp besteht und aus p — \ Linien c^ c2, ,'.., ? _
19*
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welche jedes Paar mit dem folgenden verbinden. Es möge cv von einem
Punkte von bv nach einem Punkte von av+t gehen. Das Schnittnetz wird als
so entstanden betrachtet, dafs der 2v—Ite Querschnitt aus cv_L und der von
dem Endpunkte von £y-i zu diesem zurückgezogenen Linie av besteht, und der
2vie durch die von der positiven auf die negative Seite von av gezogene
Linie bv gebildet wird. Die Begrenzung der Fläche besteht bei dieser Zer-
schneidung nach einer geraden Anzahl von Schnitten aus einem, nach einer
ungeraden aus zwei Stücken.

Ein allenthalben endliches Integral w einer rationalen Function von s
und z nimmt dann zu beiden Seiten einer Linie c denselben Werth an. Denn
die ganze früher entstandene Begrenzung besteht, wie bemerkt, aus einem
Stücke und bei der Integration längs derselben von der einen Seite der Linie c
bis auf die andere wird /dw durch jedes früher entstandene Schnittelement
zweimal, in entgegengesetzter Richtung, erstreckt. Eine solche Function ist
daher in T allenthalben aufser den Linien a und b stetig. Die durch diese
Linien zerschnittene Fläche T möge durch T" bezeichnet werden.

2O.
Es seien nun 019 w*>, ..., wp von einander unabhängige solche Functio-

nen, und der Periodicitätsmodul von M^ an dem Querschnitte av gleich A^
und an dem Querschnitte bv gleich B^\ Es ist dann das Integal lwfldwlJLt>

um die Fläche T" positiv herum ausgedehnt, = 0, da die Function unter dem
Integralzeichen allenthalben endlich ist. Bei dieser Integration wird jede der
Linien a und b zweimal, einmal in positiver und einmal in negativer Richtung
durchlaufen, und es mufs während jener Integration, wo sie als Begrenzung
des posiliverseits gelegenen Gebiets dient, für der Werth auf der positiven
Seite oder w+, während dieser der Werth auf der negativen oder w~ ge-
nommen werden. Es ist also dies Integral gleich der Summe aller Integrale
/( 0+ — 0~) 0 , durch die Linien a und b. Die Linien b führen von der
positiven zur negativen Seite der Linien a, und folglich die Linien a von der
negativen zur positiven Seile der Linien b. Das Integral durch die Linie av

ist daher =^ $> , = A^fdw^ = ™ * , und das Integral durch die

Linie bv =^B^dwflf = — B™A*p. Das Integral fwfiw^, um die Fläche
T" positiv herum erstreckt, ist also =S(A™B$—B^A$),ma diese Summe
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B. Riemann, Theorie der AbeVschen Functionen. 145

.,folglich =0. Diese Gleichung gilt f r je zwei von den Functionen ι#19

wp und liefert also f T ' Relationen zwischen deren Periodicit tsmoduln.

Nimmt man f r die Functionen w die Functionen u oder w hlt man
sie so, dafs A^ f r ein von μ verschiedenes v gleich 0 und A^ = m ist,
so gehen diese Relationen ber in Βμίπί — B^m — Q oder in αμ^τ=α^μ.

21.
Es bleibt noch zu zeigen, dafs die Gr fsen α die zweite oben n thig

gefundene Eigenschaft besitzen.
Man setze w = μ-\-νί und den Periodicit tsmodul dieser Function

an dem Schnitte av gleich -4(v) = ay-f γν% und an dem Schnitte bv gleich

BM = fa+dvi. Es ist dann das Integral ( + ( dT oder

durch die Fl che T" gleich dem Begrenzungsintegral

Ιμάν um T" positiv herum erstreckt, also gleich der Summe der Integrale

/(μ+ — μ~)αν durch die Linien a und b. Das Integral durch die Linie o,

ist =iavjdv = avdv) das Integral durch die Linie bv gleich

und folglich

Diese Summe ist daher stets positiv.
Hieraus ergiebt sich die zu beweisende Eigenschaft der Gr fsen a, wenn

man f r w setzt ulml-{-u2m2'^· ··· -\-upmp. Denn es ist dann Av — mvni,

Β, = Σα^*μ, folglich «„ stets =0 und/((g)2+(^)2) JT=: — S ,y*
= — n2mv v oder gleich dem reellen Theile von — πΣαμ)νηιμηιν, welcher

μ>ν
also f r alle reellen Werthe der Gr fsen m positiv ist.

22.
Setzt man nun in der #-Reihe (1.) §.16 f r α^μ. den Periodicit ts-

modul der Function νμ ndern Schnitt δμ, und, durch e^ e2, ..,, ep beliebige
Constanten bezeichnend, νμ — βμ f r νμ, so erh lt man eine in jedem Punkte

*) Dies Integral druckt den Inhalt der Fl che aus, welche die Gesammtheit der
Werthe, die w innerhalb T" annimmt, auf der w?-Ebene repr sentirt.
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146 M. B. Riemann, Theorie der Abetschen Fundioncn.

von T eindeutig bestimmte Function von %>
#(*i — « i > u2 — e2, ..., Up — ep),

welche aufser den Linien b stetig und endlich und auf der positiven Seite der
Linie bv (e Uy *v )mal so grofs, als auf der negativen, ist, wenn man den
Functionen u in den Linien b selbst den Mittelwerth von den Werthen zu
beiden Seiten beilegt. F r wie viele Punkte von Tr oder Werthenpaare von
s und z diese Function unendlich klein von der ersten Ordnung wird, kann

durch Betrachtung des Begrenzungsintegrals /rflog#, um T' positiv herum
erstreckt, gefunden werden; denn dieses Integral ist gleich der Anzahl dieser
Punkte multiplicirt mit 2πί. Andererseits ist dies Integral gleich der Summe

der Integrale l (dlog&+—dlog&~) durch s mmtliche Schnit t l inien a, b und c.
Die Integrale durch die Linien a und c sind = 0, das Integral durch bv aber

gleich — 2 / d u y = 2ni, die Summe aller also —p2ni. Die Function & wird
daher unendlich klein von der ersten Ordnung in p Punk ten der Fl che-T",
welche durch τ?!, η2, ..., ηρ bezeichnet werden m gen.

Durch einen positiven Umlauf des Punktes (s, z) um einen dieser Punkte
w chst log & um 2ni, durch einen positiven Umlauf um das Schnittepaar av und
by um — 2πϊ. Um daher die Function log# allenthalben eindeut ig zu be-
stimmen, f hre man von jedem Punkte η einen Schnitt durch das Innere nach
je einem Linienpaar, von ην den Schnitt lv nach av und bv, und zwar nach
ihrem gemeinschaftlichen Anfangs- und Endpunkte , und nehme in der dadurch
entstandenen Fl che T* die Funclion allenthalben stelig an. Sie ist dann auf
der positiven Seite der Linien / um —2πί , auf der positiven Seite der Linie
av um ffv2m und auf der positiven Seite der Linie bv um —2(u v—e v}—h v2ni
gr fser, als auf der negativen, wenn yv und hv ganze Zahlen bezeichnen.

Die Lage der Punkte η und die Werthe der Zahlen g und h hangen
von den Gr fsen β ab, und diese Abh ngigkeit l fst sich auf folgendem Wege

n her bestimmen. Das Integral /log&du^, um T* positiv herum erstreckt,
ist =0, da die Function log# in T* stetig bleibt. Dieses Integral ist aber auch

gleich der Summe der Integrale /(log#+— log&~}άν μ durch s mmtliche
Schnittlinien l, a, b und c und findet sich, wenn man den Werth von ημ im
Punkte ην durch a^ bezeichnet, == 2ni(2a^)-\-hflni-\-2gvaViU —
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14. B. Hiemann y Theorie der Abet sehen Functionen. 147

worin kμ von den Gr fsen e, g> h und der Lage der Punkte η unabh ngig
ist. Dieser Ausdruck ist also =0.

Die Gr fse Ημ h ngt von der Wahl der Function ημ ab, welche durch
die Bedingung, an dem Schnitte αμ den Periodicit tsmodul ni, an den brigen
Schnitten a den Periodicit tsmodul 0 anzunehmen, nur bis auf eine additive
Constante bestimmt ist. Nimmt man f r ιιμ eine um die Constante €μ gr fsere
Function und zugleich βμ um €μ gr fser, so bleiben die Function & und folg-
lich die Punkte η und die Gr fsen g, h unge ndert, der Werth von υμ im
Punkte ην aber wird <*%>-\-€μ. Es geht daher k]U in k]U — (p — Ί)ομ ber
und verschwindet, wenn ομ = ^ genommen wird.

Man kann folglich, wie f r die Folge geschehen soll, die additiven Con-
stanten in den Functionen u oder die Anfangswerthe in den sie ausdr cken-
den Integralen so bestimmen, dafs man durch die Substitution von u μ— Soff
f r νμ in Iogi9-(r1, . . ., vp) eine Function erh lt, welche in den Punkten η
logarithmisch unendlich wird und, durch T* stetig fortgesetzt, auf der posi-
tiven Seite der Linien / um — 2ni, der Linien a um 0 und der Linie bvp
um — 2(ti„ — 2aty>) gr fser wird, als auf der negativen. Zur Bestimmung

l

dieser Anfangswerthe werden sich sp ter leichtere Mittel darbieten, als der
obige Integralausdruck f r Ημ.

23.
Setzt man (WA , w2, . .., up) = (a[p\ α(

2
ρ\ , . ., a(

p
p}) nach den 2/> Modul-

systemen der Functionen u (§.15), also

so wird θ· = 0. Wird umgekehrt # = 0 f r νμ = Γμ, so ist (r19 r2, ..., rp)

einem Gr fsensysteme von der Form (— Σα^ —Σα^,...,—Σα%}} con-
1 1 l

gruent. Denn setzt man νμ = νμ — α^^τμ9 indem man ηρ beliebig w hlt,
so wird die Function & aufser in ηρ noch in p — i ndern Punkten unendlich
klein von der ersten Ordnung, und bezeichnet man diese durch ^?ι, ^2, ..., ηρ^
so ist (-ΡΣα(ν\ -ΡΣα%\ ..., -Σα^} = (r19 r2, .. ., rp).

Die Function # bleibt unge ndert, wenn man s mmtliche Gr fsen v
in's Entgegengesetzte verwandelt; denn verwandelt man in der Reihe f r
#(^15 ^25 ···!> t^) s mmtliche Indices m in's Entgegengesetzte, wodurch der
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148 14. B. Riemannj Theorie der Abef sehen Functionen.

Werth der Reihe unge ndert bleibt, da —mv dieselben Werthe wie mv durch-
l uft, so geht &(vL,v2i...)Vp) ber in &(—t?19— v2,...,—vp}.

Nimmt man nun die Punkte ij19 i?2, ..., ηρ_ι beliebig an, so wird
P""1 / P—1

#(—J?«i , . . . ,—J£ «p )===() und folglich, da die Function # wie eben be-
1 l

p—1 r Ί P""1

merkt gerade ist, auch &(Σα±\ ..., J£«p )==0. Es lassen sich also die
l l

p—i Punkte ηρ, ηρ^, ..., η2ρ_2 so bestimmen, dafs

1 1 p p P

und folglich
2p—2 2p—2

/ ·ν* (i7) · ^C* f' /)\ //\ Λ ΛΝ( Σ α\ , ..., Σ αρ ) = (0, , ..., 0)

ist. Die Lage der p—l letzten Punkte h ngt dann von der Lage der p— l
2p—2

ersten so ab, dafs bei beliebiger stetiger Aenderung derselben Σ da%* = 0 f r
l

n = l, 2, ..., p, und folglich sind (§.16) die Punkte η solche 2p— 2 Punkte,
f r welche ein dw unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, oder wenn
man den Werth des Gr fsenpaars (s, z) im Punkte ην durch (#„,£,,) bezeich-
net, so sind (#!,£,),. . , . , (σ2ρ_2, £2/,_2) durch die Gleichung φ = 0 verkn pfte
Werthenpaare (§. 16).

Bei den hier gew hlten Anfangswerthen der Integrale u wird also

wenn die Summafionen ber s mmtliche von den Gr fsenpaaren (γ^ dQ]
(§· 6«) verschiedene gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F = 0
und der Gleichung c^-f ^^a-f ··· "\"cp<Pp = 0 erstreckt werden, wobei
die Constanten Gr fsen c beliebig sind.

Sind *19 629 ...9 £m *w Punkte, f r welche eine rationale Function ξ von s
und #, die wmal unendlich von der ersten Ordnung wird, denselben Werth
annimmt, und u(£\ $μ> %μ die Werthe von un>s,z im Punkte «^9 so ist (§. 15)

I M T W m

(JSwp,-ΣΊι^ , · ·.,-ΣΊΐρ ) congruent einem constanten, d. h. vom Werthe der

Gr fse ξ unabh ngigen Gr fsensysteme (ft19 ftj,...,^), und es kann dann f r
jede beliebige Lage eines Punktes £ die Lage der brigen so bestimmt wer-

m m
den, dafs (2uf \ ..., 2u^)^(b^ ..., 6p). Man kann daher, wenn m —p,
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f 4 . B. Riemannj Theorie der AbeVschen Functionen. 149

p— m p — m

(«i— *iv> V */>) und> wenn m</?, (HA— -Σ1 aiy)— 6Χ, ..., t/p— -Σ1 α;1 — *p)

f r jede beliebige Lage des Punkts (*, s) und der ^ — m Punkte η auf die

(— -Σαί0,..., — JS p10) bringen, ind
l l

zusammenfallen l fst, und folglich ist

Form (— -Σαί0,..., — JS p10) bringen, indem man einen der Punkte 6 mit
l l

f r jedwede Werthe des Gr fsenpaars (s, z) und der p — m Gr fsenpaare
(*„ ?,) gleich 0.

94k
Aus der Untersuchung des §. 22 folgt als Corollar, dafs ein beliebig

gegebenes Gr fsensystem (en .,., ep) immer einem und nur einem Gr fsen-

systeme von der Form (Σα[ν\ ..., Σα^*) congruent ist, wenn die Function

&(Ui — *i,...,t*p — ep) nicht identisch verschwindet; denn es m ssen dann
die Punkte η die p Punkte sein, f r welche diese Function 0 wird. Wenn
aber #(«ίρ) — *n ..., Hpp) — O f r jeden Werth von (sp,%p) verschwindet,

so l fst sich (u^—eL, ..., ιι^ρ) —βρ) =(— Sti?3, ..., — ̂ wj0) setzen (§.23),

und es lassen sich also f r jeden Werth des Gr fsenpaars (*p, srp) die Gr -
fsenpaare (*n ^ι), ...,(^-ι,^ρ-ι) so bestimmen, dafs

und folglich, bei stetiger Aenderung von (9p, arp) , Sdu™ = 0 ist f r

ft= l, 2, ...,/?· Die /; Gr fsenpaare (^,^) sind daher /? von den Gr fsen-
paaren (ye> $e) verschiedene Wurzeln einer Gleichung φ = 0, deren Coeffi-
cienten so sich ndern, dafs die brigen p — 2 Wurzeln constant bleiben.
Bezeichnet man die Werthe von tin f r diese p — 2 Werthenpaare von *

2/?-2 2p— 2
und sr durch t4p+1), «STV··, <~2, so ist (^«^,..., ^ «^) = (0,0,...,0)

2P~2 2p— 2

und folglich (^,...,^) = (— ^ιιΓν.., — ̂ ι4> Umgekehrt ist, wenn
l- Λ ο , Ρ + 1 Ρ+Ι

diese Congruenz stattfindet,

^(ti^-^,...,^-^) = »(Su[9\...^P) = 0.
f> P

Journal f r Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 20
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150 /-*. B· Riemann, Theorie der Abef sehen Funktionen.

Ein beliebig gegebenes Gr fsensystem (eL> ..., ep} ist also nur einem
Grofsensysteme von der Form (Σν^, ...,Σα(**) congruent, wenn es nicht

einem Gr fsensysteme von der Form (— Σα^, . . . , — Σα(^} congruent
l l

ist, und unendlich vielen, wenn dieses stattfindet.
Da Cir.-

so ist & eine ganz hnliche Function wie von (s, #) auch von jedem der p
Gr fsenpaare (ομ9ζμ). Diese Function von (αμ,ζμ) wird =0 f r das Wer-
thenpaar (s, z} und f r die den brigen p — l Gr fsenpaaren (σ, ζ) durch die
Gleichung φ = 0 verkn pften p— l Punkte. Denn bezeichnet man den Werth
von UH in diesen Punkten mit £\ %\..., %~1, so ist

und folglich # = 0, wenn ημ mit einem dieser Punkte oder mit dem Punkte
(s, z) zusammenf llt.

25.
Aus den bisher entwickelten Eigenschaften der Funclion # ergiebt sich

der Ausdruck von log# durch Integrale algebraischer Functionen von (*,s),

Die Gr fse log&(n — Σαμ ...^-\og»(n — α^\ ...) ist, als
l I

Function von (βμ, ζμ} betrachtet, eine Function von der Lage des Punkts ημ,
welche im Punkte £n wie — log(^ — s^), im Punkte i?2, wie log(^ — sr2)
unstetig wird und auf der positiven Seite einer von eL nach £2 zu ziehenden
Linie um 2ni, auf der positiven Seite der Linie bv um 2(n^ — u™) gr fser
ist, als auf der negativen, aufser den Linien b und der Verbindungslinie von ct

und €2 aber allenthalben stetig bleibt. Bezeichnet nun n^](^,e^) irgend eine
Function von (ομ/ζμ)^ welche aufser den Linien b ebenso unstetig ist und
auf der einen Seite einer solchen Linie ebenfalls um eine Constante gr fser
ist, als auf der ndern, so unterscheidet sie sich (§.3) von dieser nur um

P
eine von (αμ,ζμ) unabh ngige Gr fse, und folglich ist sie von Ση^(^ *2)
nur um eine von s mmtlichen Gr fsen (a, ζ) unabh ngige und also blofs von
(*'n3n) und ($29*2) abhangende Gr fse verschieden, π0"^^) dr ckt den
Werth einer Function π(619 62) des §. 4 f r (s, z] = (ομ, ζμ) aus, deren Perio-
dicit tsmoduln an den Schnitten a gleich 0 sind. Aendert man diese Function
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14. B. Riemann* Theorie der AbeV&chen Functionen. 151

p

um die Constante c, so ändert sich ^\^^ um pc; man kann daher, wie
l

für die Folge geschehen soll, die additive Conslante in der Function («1,€2)
oder den Anfangswerth in dem sie darstellenden Integrale dritter Galtung

p

so bestimmen, dafs log#(2)— log#(1) =- * ^ ,, «2)· Da & von jedem der

Gröfsenpaare (a, ) auf ähnliche Art, wie von (*, z] abhängt, so kann die
Aenderung von Iog#, wenn irgend eins der Gröfsenpaare (*,*), (^19^1)9 ···?
(öp,€C{)) eine endliche Aenderung erleidet, während die übrigen constänt blei-
ben, durch eine Summe von Functionen ausgedrückt werden. Offenbar kann
man also, indem man nach und nach die einzelnen Gröfsenpaare (s, s),
(<*u £1)1 ···} (<* > ) ändert, log# ausdrücken durch eine Summe von Funclio-
nen und log#(0, 0,..., 0) oder dem Werth von log# für ein beliebiges
anderes Werthensystem. Die Bestimmung von log#(0, 0,..., 0) als Funclion
der 3p—3 Moduln des Systems rationaler Functionen von s und z (§, 12)
erfordert ähnliche Betrachtungen, wie sie von Jacobi in seinen Arbeiten über
elliptische Functionen zur Bestimmung von 0(0) angewandt worden sind. Man
kann dazu gelangen, indem man mit Hülfe der Gleichungen

4 r
oau,

wenn von ' verschieden ist, die Differentialquotienten von log# nach den
Gröfsen a in

durch Integrale algebraischer Functionen ausdrückt. Für die Ausführung dieser
Rechnung scheint jedoch eine ausführlichere Theorie der Functionen, welche
einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten genügen,
nöthig, die ich nach den hier angewandten Principien nächstens zu liefern
beabsichtige.

Ist (-$2*^2) unendlich wenig von ($1,^) verschieden, so geht (£19£2)
über in ( worin tfa) ein Integral zweiter Gattung einer rationalen

Functiou von s und s ist, welches in €A wie - unstetig wird und an denz — ZL

Schnitten den Periodicitätsmodul 0 hat; und es ergiebt sich, dafs der
ÖM ( J )

Periodicitätsmodul eines solchen Integrals an dem Schnitte 6r gleich ^^- ist

und die Integrationsconstante sich so bestimmen läfst, dafs die Summe der
20*
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152 44· B· Riemannj Theorie der Abetschen Functionen.

Werihe von /(eA) f r die p Werthenpaare ( ο 1 ^ ζ ι ) , ..., (σρ,ζρ) gleich ^

wird. Es ist dann — ̂ L — gleich der Summe der Werthe von /(irj f r die

den p — l von (ομ, ζμ) verschiedenen Gr fsenpaaren (ο, ζ) durch die Gleichung
φ = 0 verkn pften p — l Werthenpaare und f r das Werlhenpaar ($,#)
man erh lt f r

*

einen Ausdruck, welchen Weierstrafs f r den Fall, wenn s nur eine zwei-
werthige Function von z ist, gegeben hat (d. J. Bd. 47 S. 300 Form. 35).

Die Eigenschaften von π(βη€2) und /fo) als Functionen von (-^,^)
und 029*2) ergeben sich aus den Gleichungen

und
i

*(«i) — - #ζ >
welche in den obigen Ausdr cken f r log#(2) — log#(1) und — ̂  — als spe-
cielle F lle enthalten sind.

26.
Es soll jetzt die Aufgabe behandelt werden, algebraische Functionen von

z als Quotienten zweier Producte von gleich vielen Funciionen &(UL — elt) ...)
und Potenzen der Gr fsen eu darzustellen.

Ein solcher Ausdruck erlangt bei den Ueberg ngen von (s, z} ber die
Querschnitte constante Factoren, und diese m ssen Wurzeln der Einheit sein,
wenn er algebraisch von % abhangen und also bei stetiger Fortsetzung f r
dasselbe % nur eine endliche Anzahl von Werthen annehmen soll. Sind alle
diese Factoren (ute Wurzeln der Einheit, so ist die (ute Potenz des Ausdrucks
eine einwerthige und folglich rationale Funclion von s und z.

Umgekehrt l fst sich leicht zeigen, dafs jede algebraische Function r
von z, die innerhalb der ganzen Fl che Tf stetig fortgesetzt, allenthalben nur
einen bestimmten Werth annimmt und beim Ueberschreiten eines Querschnitts
einen constanten Factor erlangt, sich auf mannigfaltige Art als Quotient zweier
Producte von ^-Functionen und Potenzen der G fsen eu ausdr cken l fst.
Man bezeichne einen Werth von ιιμ f r r = 00 durch βμ und f r r = 0
durch γμ und nehme logr, indem man von jedem Punkte, wo r unendlich von
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M. B. Riemann, Theorie der Abefschen Functioncn. 15J?

der ersten Ordnung wird, nach je einem Punkte, wo r unendlich klein von der
ersten Ordnung wird, eine Linie durch das Innere von T' zieht, aufser diesen
Linien in T' allenthalben stetig an. Ist dann logr auf der positiven Seite der
Linie av um gv2ni und auf der positiven Seite der Linie by um — Ay2ni
gröfser, als auf der negativen, so ergiebt sich durch die Betrachtung des Be-
grenzungsintegrals /logr du

für * = 1, 2, . .., , worin gy und hv nach dem oben Bemerkten rationale
Zahlen sein müssen und die Summen auf der linken Seite der Gleichung über
sämmtliche Punkte, wo r unendlich klein oder unendlich grofs von der ersten
Ordnung wird, auszudehnen sind, indem man einen Punkt, wo r unendlich
klein oder unendlich grofs von einer höheren Ordnung wird, als aus mehreren
solchen Punkten bestehend betrachtet (§. 2). Wenn diese Punkte bis auf p
gegeben sind, so lassen sich diese p immer und allgemein zu reden nur auf
eine Weise so bestimmen, dafs die 2p Facloren £*~m, e~~ * gegebene
Werthe annehmen (§§.15,24).

Wenn man nun in dem Ausdrucke
P — 2JSV*„
~Qe

worin P und Q Producle von gleichvielen Functionen #(f/A — [ ), ...) mit
demselben (s, s) und verschiedenen ( , ) sind, die Werthenpaare von * und
z, für welche r unendlich wird, für Gröfsenpaare ( , ) in den ^-Functionen
des Nenners und die Werthenpaare, für welche r verschwindet, für Gröfsen-
paare ( , £) in den #- Functionen des Zählers substituirt und die übrigen
Gröfsenpaare ( , ) im Nenner und im Zähler gleich annimmt, so stimmt der
Logarithme dieses Ausdrucks in Bezug auf die Unstetigkeiten im Innern von
T' mit logr überein und ändert sich beim Ueberschreilen der Linien a und b,
wie logr, nur um rein imaginäre längs diesen Linien constante Gröfsen; er
unterscheidet sich also von logr nach dem DiricAlet'sclien Princip nur um
eine Constante und der Ausdruck selbst von r nur durch einen constanten
Factor. Bei dieser Substitution darf selbstredend keine der &- Functionen
identisch, für jeden Werlh von z, verschwinden. Dieses würde geschehen
(§.23), wenn sämmtliche Werthenpaare, für welche eine einwerthige Function
von (s, z) verschwindet, für Gröfsenpaare ( , ) in einer und derselben #-
Function substituirt würden.
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27.
Als Quotient zweier #-Funclionen, multiplicirt mit Potenzen der Gr -

fsen eM, l fst sich demnach eine einwerthige oder rationale Function von (^ 2)
nicht darstellen. Alle Functionen r aber, die f r dasselbe Werthenpaar von
s und z mehrere Werthe annehmen und nur f r p oder weniger Werthen-
paare unendlich von der ersten Ordnung werden, sind in dieser Form dar-
stellbar und umfassen alle in dieser Form darstellbaren algebraischen Functionen
von z. Man erh lt, abgesehen von einem constanten Factor, jede und jede
nur einmal, wenn man in

f r kv und gv rationale chte Br che und uv — So f r vv setzt.
Diese Gr fse ist zugleich eine algebraische Function von jeder der

Gr fsen ζ und die (im vor. §.) entwickelten Principien reichen v llig hin,
um sie durch die Gr fsen *, £19 ..., ζρ algebraisch auszudr cken.

In der That: Als Funclion von (s, *) nimmt sie, durch die ganze
Fl che T' stetig fortgesetzt, allenthalben einen bestimmten Werth an, wird
unendlich von der ersten Ordnung f r die Werlhenpaare (#ι,ζι), .··, (ορ,ζρ)
und erlangt an dem Schnitte av beim Uebergange von der positiven zur ne-

gativen Seite den Factor edv n\ an dem Schnitte bv den Factor e ly~m ; und
jede andere dieselben Bedingungen erf llende Function von (.?, sr) unterscheidet
sich von ihr nur durch einen Von (8, z) unabh ngigen Faclor. Als Function
von (αμ, ζμ} nimmt sie, durch die ganze Fl che Tr stetig fortgesetzt, allent-
halben einen bestimmten Werth an, wird unendlich von der ersten Ordnung
f r das Werthenpaar (s, z) und f r die den brigen p— l Gr fsenpaaren (er, ζ)
durch die Gleichung φ±^0 verkn pften p — l Werthenpaare (ο[μ\ ^}), . . . « 5

(σρ-Μ £^i) und erlangt an dem Schnitte uv den Factor e~9" m, an dem

Schnitte bv den Factor e v m^ und jede andere dieselben Bedingungen erf l-
lende Function von (ομ/ζμ} unterscheidet sich von ihr nur durch einen von
( u> ζμ) unabh ngigen Factor. Bestimmt man also eine algebraische Function
von *> ζη . . ., ζρ

so, dafs sie als Function von jeder dieser Gr fsen dieselben Eigenschaften
besitzt, so* unterscheidet sie sich von dieser nur durch einen von s mmtlichen
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Gr fsen χ, £19 . .., ζρ unabh ngigen Factor und wird also = Af, wenn A
diesen Factor bezeichnet. Um diesen Faclor zu bestimmen, dr cke man in /"die
von (OM, ζμ} verschiedenen Gr fsenpaare (α,ζ) durch (σ?0,??0), ..., (eJ V ζ^)
aus, wodurch er in

bergehe; offenbar erh lt man dann den inversen Werth der darzustellenden

Function und also einen Ausdruck, welcher =-τ·τ sein mufs, wenn man inΛΐ
Ay f r (σμ,ζμ} das Gr fsenpaar (s, β) und f r die Gr fsenpaare (s, z),
(ο[μ\ ζί^), . . ., (σ^, ̂ ) die Werthenpaare von (.̂  *) subslituirt, f r welche
die darzustellende Function und also /"= 0 wird. Hieraus ergiebt sich Jf
und also A bis auf das Vorzeichen, welches durch directe Betrachtung der
^-Reihen in dem darzustellenden Ausdrucke gefunden werden kann.

G ttingen, 1857.
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