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14.

Theorie der Abel’schen Funetionen.
(Yon Herrn B. Riemann.)

Lo der folgenden Abhandlung habe ich die Abel’schen Functionen nach
einer Methode behandelt, deren Principien in meiner Inauguraldissertation *)
aufgestellt und in einer etwas verinderten Form in den drei vorhergehenden
Aufsatzen dargestellt worden sind. Zur Erleichterung der Uebersicht schicke
ich eine kurze Inhaltsangabe vorauf.

Die erste Abtheilung enthélt die Theorie eines Systems von gleichver-
zweigten algebraischen Functionen und ihren Integralen, soweit fiir dieselbe
nicht die Betrachtung von 9-Reihen mafsgebend ist, und handelt im §.1—5
-von der Bestimmung dieser Functionen durch ihre Verzweigungsart und ihre
Unstetigkeiten, im §. 6—10 von den rationalen Ausdriicken derselben in zwei
durch eine algebraische Gleichung verknipfte veranderliche Grofsen, und im
§.11—13 von der Transformation dieser Ausdricke durch rationale Substi-
tutionen. Der bei dieser Untersuchung sich darbietende Begriff einer Klasse
von algebraischen Gleichungen, welche sich durch rationale Substitutionen in
einander transformiren lassen, diirfte auch fiir andere Untersuchungen wichtig
und die Transformation einer solchen Gleichung in Gleichungen niedrigsten
Grades ihrer Klasse (§.13) auch bei anderen Gelegenheiten von Nutzen sein.
Diese Abtheilung behandelt endlich im §.14—16 zur Vorbereitung der fol-
genden die Anwendung des Abelschen Additionstheorems fir ein beliebiges
System allenthalben endlicher Integrale von gleichverzweigten algebraischen
Functionen zur Integration eines Systems von Differentialgleichungen.

In der zweiten Abtheilung werden fiir ein beliebiges System von immer
endlichen Integralen gleichverzweigter, algebraischer, 2p--1fach zusammen-
hangender Functionen die Jacobi’schen Umkehrungsfunctionen von p verin-
derlichen Grofsen durch pfach unendliche J-Reihen ausgedriickt, d. h. durch
Reihen von der Form

*) Grundlagen fir eine allgemeine Theorie der Funclionen einer verénderlichen
complexen Grofse. Gottingen 1851.
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worin die Summationen im Exponenten sich auf © und 4/, die dufseren Sum-
mationen auf m,, m,, ..., m, beziehen. Es ergiebt sich, dafs zur allgemei-

nen Losung dieser Aufgabe eine — wenn p =3, specielle — Gaitung von
9 -Reihen ausreicht, in denen zwischen den —p—(—';ﬂl Grofsen a Q’—_—?%Zﬁ

Relationen stattfinden, so dafs nur 3p — 3 willkiihrlich bleiben. Dieser Theil
der Abhandlung bildet zugleich eine Theorie dieser speciellen Galtung von
9 -Functionen; die allgemeinen & -Functionen bleiben hier ausgeschlossen,
lassen sich jedoch nach einer ganz #hnlichen Methode behandeln.

Das hier erledigte Jacobi’sche Umkehrungsproblem ist fir die hyper-
elliptischen Integrale schon auf mehreren Wegen durch die beharrliche mit so
schonem Erfolge gekronten Arbeiten von Weierstrafs gelost worden, von
denen eine Uebersicht im 47. Bande d. J. (S.289) mitgetheilt worden ist. Es
ist jedoch bis jetzt nur von dem Theile dieser Arbeiten, welcher in den §§. 1
und 2 und der ersten die elliptischen Functionen betreffenden Hilfte des §. 3
der angefiihrten Abhandlung skizzirt wird, die wirkliche Ausfihrung veroffent-
licht (Bd. 52 S.285d. J.); in wie weit zwischen den spiteren Theilen dieser
Arbeiten und meinen hier dargestellten eine Uebereinstimmung nicht blofs in
Resultaten, sondern auch in den zu ihnen filhrenden Methoden stattfindet,
wird grofsentheils erst die versprochene ausfiihrliche Darstellung derselben er-
geben konnen.

Die gegenwirtige Abhandlung bildet mit Ausnahme der beiden letzten
§§. 26 und 27, deren Gegenstand damals nur kurz angedeutet werden konnte,
einen Auszug aus einem Theile meiner von Michaelis 1855 bis Michaelis 1856
zu Gottingen gehallenen Vorlesungen. Was die Auffindung der einzelnen
Resultate betrifft, so wurde ich auf dasim §.1—5, 9 und 12 Mitgetheilte und
die dazu nothigen vorbereitenden Sitze, welche spéter Behufs der Vorlesungen
so, wie es in dieser Abhandlung geschehen ist, weiter ausgefihrt wurden, im
Herbste 1851 und zu Anfang 1852 durch Untersuchungen iber die conforme
Abbildung mehrfach zusammenhangender Flichen gefiihrt, ward aber dann
durch einen andern Gegenstand von dieser Untersuchung abgezogen. Erst um
Ostern 1855 wurde sie wieder aufgenommen und in den Oster- und Michaelis-
ferien jenes Jahres bis zu §. 21 incl. fortgefihrt; das Uebrige wurde bis
Michaelis 1856 hinzugefiigi. Einzelne erginzende Zusitze sind an manchen
Stellen wahrend der Ausarbeitung hinzugekommen.
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Erste Ahtheilung.

1.

Ist s die Wurzel einer irreductibeln Gleichung nten Grades, deren
Coefficienten ganze Functionen mten Grades von 2 sind, so entsprechen jedem
Werthe von £ n Werthe von s, die sich mit 2 iberall, wo sie nicht unend-
lich werden, stetig &ndern. Stellt man daher (nach S.103 dieses Bandes)
die Verzweigungsart dieser Function durch eine in der z-Ebene ausgebreitete
unbegrenzte Fliache T' dar, so ist diese in jedem Theile der Ebene nfach, und
s ist dann eine einwerthige Function des Orts in dieser Fliche. Eine unbe-
grenzte Fliche kann entweder als eine Fliche mit unendlich weit entfernter
Begrenzung oder als eine geschlossene angesehen werden, und Letateres soll
bei der Fliache T' geschehen, so dafs dem Werthe =00 in jedem der n Blii-
ter der Fliche ein Punkt entspricht, wenn nicht etwa fir = oo eine Ver-
zweigung statifindet.

Jede rationale Function von s und 2 ist offenbar ebenfalls eine ein-
werthige Function des Orts in der Flache 7' und besitzt also dieselbe Ver-
zweigungsart wie die Function s, und es wird sich unten ergeben, dafs auch
das Umgekehrte gilt.

Durch Integration einer solchen Functidn erhélt man eine Function,
deren verschiedene Fortsetzungen fiir denselben Theil der Fliche 7' sich nur
um Constanten unterscheiden, da ihre Derivirte fir denselben Punkt dieser
Fliche immer denselben Werth wieder annimmt.

Ein solches System von gleichverzweigten algebraischen Functionen
und Integralen dieser Functionen bildet zunichst den Gegenstand unserer Be-
trachtung; statt aber von diesen Ausdriicken dieser Functionen auszugehen,
werden wir sie mit Anwendung des Dirichlet’schen Princips (S.111 dieses
Bandes) durch ihre Unstetigkeiten definiren.

2.

Zur Vereinfachung des Folgenden heifse eine Function fir einen Punkt
der Fliche T unendlich kiein von der ersten Ordnung, wenn ibhr Loga-
rithmus bei einem positiven Umlaufe um ein diesen Punkt umgebendes Flichen-
stiick, in welchem sie endlich und von Null verschieden bleibt, um 2n¢ wichst.
Es ist demnach fir einen Punkt, um den die Fléc?e T sich ‘IIL mal windet,

wenn dort 2 einen endlichen Werth @ hat, (2 — a)*, also (dz)*, wenn aber
Journal fiir Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 16
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1
2 = o0, (_i_)# unendlich klein von der ersten Ordnung. Der Fall, wo eine
2

Function in einem Punkte der Fliche 7' unendlich klein oder unendlich grofs
von der vten Ordnung wird, kann so betrachtet werden, als wenn die Function
in » dort zusammenfallenden (oder unendlich nahen) Punkten unendlich klein
oder unendlich grofs von der ersten Ordnung wird, wie in der Folge bisweilen
geschehen soll.

Die Art und Weise, wie jene hier zu betrachtenden Functionen un-
stetig werden, kann dann so ausgedriickt werden. Wird eine von ihnen in
einem Punkte der Fliche 7' unendlich, so kann sie, wenn r eine beliebige
Function bezeichnet, die in diesem Punkte unendlich klein von der ersten
Ordnung wird, stets durch Subtraction eines endlichen Ausdrucks von der Form

Alogr+Br~'4-Cr=>4 ...

in eine dort stetige verwandelt werden, wie sich aus den bekannten — nach
Cauchy oder durch die Fourier’sche Reihe zu beweisenden — Sitzen iiber
die Entwicklung einer Funclion in Potenzreihen ergiebt.

3.

Man denke sich jetzt eine in der z-Ebene allenthalben nfach ausge-
breitete unbegrenzte und nach dem Obigen als geschlossen zu betrachtende
zusammenhangende Fliche 7' gegeben und diese in eine einfach zusammen- -
hangende 7" zerschnitten. Da die Begrenzung einer einfach zusammenhangen-
den Fliche aus einem Sticke besteht, eine geschlossene Fliche aber durch
eine ungerade Anzahl von Schnitten eine gerade Zahl von Begrenzungssticken,
durch eine gerade eine ungerade erhalt, so ist zu dieser Zerschneidung eine
gerade Anzahl von Schnitten erforderlich. Die Anzahl dieser Querschnitte
sei = 2p. Die Zerschneidung werde zur Vereinfachung des Folgenden so
ausgefihrt, dafs jeder spatere Schnitt von einem Punkte eines fritheren bis zu
dem anstofsenden Punkte auf der andern Seite desselben geht: wenn sich
dann eine Grofse lings der ganzen Begrenzung von 7" stetig éndert und im
ganzen Schnittsysteme zu beiden Seiten gleiche Aenderungen erleidet, so ist
die Differenz der beiden Werthe, die sie in demselben Punkte des Schnitt-
netzes annimmt, in allen Theilen eines Querschnitls derselben Constanten gleich.
_ Man setze nun 2 =a+-y¢ und nehme in 7' eine Function «-3i von
~x, y folgendermafsen an:

In der Umgebung der Punkte &, &, ... bestimme man sie gleich ge-
gebenen in diesen Punkten unendlich werdenden Funetionen von - yi, und
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zwar um ¢,, indem man eine beliebige Function von 2, die in &, unendlich
klein von der ersten Ordnung wird, durch =, bezeichnel, gleich einem end-
lichen Ausdrucke von der Form

A, logr,+B,r;*+ C,r;? 4. = o,(r,),

worin 4,, B,, C, ... willkihrliche Constanten sind. Man ziehe ferner nach
einem beliebigen Punkte von allen Punkten &, fir welche die Grofse 4 von
Null verschieden ist, einander nicht schneidende Linien durch das Innere von
T', von ¢, die Linie /,. Man nehme endlich die Function in der ganzen
noch ibrigen Fliche 7' so an, dafs sie aufser den Linien { und den Quer-
schnitten iberall stetig, auf der positiven (linken) Seite der Linie /, um
—2n¢A, und auf der positiven Seite des »ten Querschnilts um die gege-
bene Constante A, grofser ist, als auf der andern, und dafs das Integral

/( g—%-gg}zﬁ—@;—[—%)g)dT durch die Fliache T ausgedehnt einen end-
lichen Werth erhalt. Dies ist wie leicht zu sehen immer maoglich, wenn die
Summe sammtlicher Grofsen A gleich Null ist, aber auch nur unter dieser
Bedingung, weil nur dann die Function nach einem Umlaufe um das System

der Linien / den vorigen Werth wieder annehmen kann.

Die Constanten A", A®, ..., A®P, um welche eine solche Function
auf der positiven Seite der Querschnitte grofser ist, als auf der andern, sollen
die Periodicititsmoduln dieser Function genannt werden.

Nach dem Dirichlet’schen Princip kann nun die Function -}/ in
eine Function w von z-}yi verwandelt werden durch Subtraction einer #hn-
lichen in 7" allenthalben stetigen Function von &, y mit rein imaginiren Perio-
dicitatsmoduln, und diese ist bis auf eine additive Constante vollig bestimmt.
Die Function w stimmt dann mit o} 3¢ in den Unstetigkeiten im Innern von
T’ und in den reellen Theilen der Periodicitatsmoduln iberein. Fir w kén-
nen daher die Functionen ¢, und die reellen Theile ibrer Periodicititsmoduln
willkiihrlich gegeben werden. Durch diese Bedingungen ist sie bis auf eine
additive Constante vollig bestimmt, folglich auch der imagindre Theil ihrer
Periodicititsmoduln.

Es wird sich zeigen, dafs diese Function «w simmiliche im §.1 be-
zeichneten Functionen als specielle Fille unter sich enthalt.

16 *
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A.
Allenthalben endliche Functionen w. (Integrale erster Gattung.)

Wir wollen jetzt die einfachsten von ihnen betrachten und zwar zuerst
diejenigen, die immer endlich bleiben und also im Innern von 7" allenthalben
stetig sind. Sind w,, w,, ..., w, solche Funclionen, so ist auch

w = o,w,-+ w4 e,w, | const.,

worin ¢;, 0y, ..., @, beliebige Constanten sind, eine solche Function. Es
seien die Periodicititsmoduln der Functionen w,, w,, ..., w, fir den »ten
Querschnitt £, £, .. . k. Der Periodicititsmodul von w fiir diesen Quer-
schnitt ist dann alkiy)-}—azkgn—l—---—}— o, k;,") = k®; und setzt man die Grofsen
o in die Form y-J%, so sind die reellen Theile der 2p Grofsen £V, £, ...,
kP lineare Functionen der Grofsen ¥,y %25 «ovy #p5 01y 02y ooy 0, Wenn
nun zwischen den Grofsen w,, w,, ..., w, keine lineare Gleichung mit con-
stanten Coefficienten stattfindet, so kann die Determinante dieser linearen Aus-
driicke nicht verschwinden; denn es liefsen sich sonst die Verhaltnisse der
Grofsen ¢ so bestimmen, dafs die Periodicititsmoduln des reellen Theils von
w simmtlich 0 wiirden, folglich der reelle Theil von w und also auch w selbst
nach dem Dirichlet’schen Princip eine Constante sein miifste. Es konnen da-
her dann die 2p Grofsen « und 3 so bestimmt werden, dafs die reellen Theile
der Periodicititsmoduln gegebene Werthe erhalten; und folglich kann w jede
immer endlich bleibende Function w darstellen, wenn w,, w,, ..., w, keiner
linearen Gleichung mit constanten Coefficienten geniigen. Diese Functionen
lassen sich aber immer dieser Bedingung gemifs wahlen; denn so lange
u < p, finden zwischen den Periodicititsmoduln des reellen Theils von
0w+ e,y 4 -+« |- e, w, - const. lineare Bedingungsgleichungen stait; es ist
daher w,, nicht in dieser Form enthalten, wenn man, was nach dem Obigen
immer moglich ist, die Periodicititsmoduln des reellen Theils dieser Function
so bestimmt, dafs sie diesen Bedingungsgleichungen nicht geniigen.

Functionen w, die fiir einen Punkt der Fliche T unendlich von der ersten
Ordnung werden. (Integrale zweiter Gattung.)

- Es sei w nur fir einen Punkt ¢ der Fliache 7' unendlich, und fiir
diesen seien alle Coefficienten in ¢ aufser B gleich 0. Eine solche Function
ist dann bis auf eine additive Constante bestimmt durch die Grofse B und die
reellen Theile ihrer Periodicititsmoduln. Bezeichnet #°(¢) irgend eine solche
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Function, so konnen in dem Ausdrucke

te) = B(e)+ ayw,+ ow, + -+« 4 e,w, - const.
die Constanten f3, e;, 0y, ..., e, immer so bestimmt werden, dafs fir ihn
die Grofse B und die reellen Theile der Periodicitatsmoduln beliebig gegebene
Werthe erhalten. Dieser Ausdruck stellt also jede solche Function dar.

Functionen w, welche fiir zwei Punkte der Fliche T logarithmisch unendlich
werden. (Integrale dritter Gattung.)

Betrachten wir drittens den Fall, wo die Function w nur logarithmisch
unendlich wird, so mufs dies, da die Summe der Grofsen 4 gleich O sein
mufs, wenigstens fir zwei Punkte der Fliche T, & und &, geschehen und
A,=— — A, sein. Ist von den Functionen, bei denen dies statt hat und die
beiden letztern Grofsen =1 sind, irgend eine @°(e,, &), so sind nach &hn-
lichen Schliissen, wie oben, alle iibrigen in der Form

B (&5 8) = @(&, &)+ o,w,+ w4 -+ a,w, - const.
enthalten.

Fir die folgenden Bemerkungen nehmen wir zur Vereinfachung an,
dafs die Punkte ¢ keine Verzweigungspunkte sind und nicht im Unendlichen
liegen. Man kann dann r, = 2 — 2, setzen, indem man durch 2, den Werth
von 2 in &, bezeichnet. Wenn man dann @ (e, &) so nach 2, differentiirt, dafs
die reellen Theile der Periodicititsmoduln (oder auch p von den Periodicitits-
moduln) und der Werth von @(s,,¢,) fir einen beliebigen Punkt der Fliche 7'

constant bleiben, so erhilt man eine Function #(s,), die in ¢, unstetig wie ——

2 <4

wird. Umgekehrt ist, wenn ¢(¢,) eine solche Function ist,/z"t(e,)i)zl,

durch eine beliebige in 7' von & nach & fihrende Linie geno;flmen, gleich
einer Function @(¢,,¢&). Auf dhnliche Art erhdlt man durch 7z successive
Differentiationen eines solchen {(¢,) nach 2, Functionen w, welche im Punkte ¢,
wie n!(z—=2;)™ " unstelig werden und ibrigens endlich bleiben.

Fir die ausgeschlossenen Lagen der Punkie ¢ bedirfen diese Sitze
einer leichten Modification. ’

Offenbar kann nun ein mit constanten Coefficienten aus Functionen w,
aus Functionen @ und ihren Derivirien nach den Unstetigkeitswerthen gebil-
deter linearer Ausdruck so beslimmi werden, dafs er im Innern von 7" be-
liebig gegebene Unstetigkeiten von der Form, wie w, erhalt, und die reellen
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Theile seiner Periodicitdtsmoduln beliebig gegebene Werthe annebmen. Durch
einen solchen Ausdruck kann also jede gegebene Function w dargestellt werden.

5.
Der allgemeine Ausdruck einer Funclion w, die fiir sz Punkte der
Flache T, ¢, &, ..., &, unendlich grofs von der ersten Ordnung wird, ist
nach dem Obigen

s = [iti+ oty + oo Bulnt oyw -+ eywy - @, w, 4 const.,
worin ¢, eine beliebige Function #(¢,) und die Grofsen ¢ und 3 Conslanten
sind. Wenn von den m Punkten ¢ eine Anzahl ¢ in denselben Punkt # der
Fliche T' zusammenfallen, so sind die ¢ diesen Punkten zugehorigen Func-
tionen ¢ zu ersetzen durch eine Function #(7) und deren ¢ —1 erste Derivirte
nach ihrem Unstetigkeitswerthe (§.2).

Die 2p Periodicititsmoduln dieser Function s sind lineare homogene
Functionen der p--m Grofsen e und 3. Wenn m = p-1, lassen sich also
2p von den Grofsen ¢ und f3 als lineare homogene Functionen der ibrigen
so bestimmen, dafs die Periodicitilsmoduln simmtlich O werden. Die Function
enthdlt dann noch m—p-41 willkihrliche Constanten, von denen sie eine
lineare homogene Funclion ist, und kann als ein linearer Ausdruck von m —p
Funclionen betrachtet werden, deren jede nur fiir p-+1 Werthe unendlich von
der ersten Ordnung wird.

Wenn m=p-}1 ist, so sind die Verhéltnisse der 2p41 Grofsen «
und 3 bei jeder Lage der p-}-1 Punkte & vollig bestimmt. Es konnen jedoch
fir besondere Lagen dieser Punkte einige der Grofsen 3 gleich O werden.
Die Anzahl dieser Grofsen sei =m—pu, so dafs die Function nur fir u
Punkte unendlich von der ersten Orduung wird. Diese u Punkte missen dann
eine solche Lage haben, dafs von den 2p Bedingungsgleichungen zwischen
den p--u ibrigen Grofsen 3 und ¢ p-1—u eine identische Folge der iibri-
gen sind, und es konnen daher nur 2u—p —1 von ihnen beliebig gewihlt
werden. Aufserdem enthélt die Function noch 2 willkiihrliche Constanten.

Es sei nun s so zu bestimmen, dafs u moglichst klein wird. Wenn
s wmal unendlich von der ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit jeder
rationalen Function ersten Grades von s der Fall; man kann daher fir die
Losung dieser Aufgabe einen der u Punkte beliebig wiahlen. Die Lage der
ibrigen mufs dann so bestimmt werden, dafs p-|}1—u von den Bedingungs-
gleichungen zwischen den Grofsen ¢ und /3 eine identische Folge der ibrigen
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sind; es mufs also, wenn die Verzweigungswerthe der Fliche T nicht beson-
dern Bedingungsgleichungen geniigen, p-+1—u = u—1 oder u = }p-+1 sein.

Die Anzahl der in einer Functign s, die nur fir m Punkte der Fliache T
unendlich von der ersten Ordnung wird und ibrigens stetig bleibt, enthaltenen
willkkiihrlichen Constanten ist in allen Fallen = 2m —p 1.

Eine solche Functlion ist die Wurzel einer Gleichung n'*" Grades,
deren Coefficienten ganze Functionen m' Grades von = sind.

Sind s,, $;5 ..., 5, die n Werthe der Function s fiir dassalbe 2, und
bezeichnet o eine beliebige Grofse, so ist (6—s,)(0—s,)... (6—s,) eine
einwerthige Function von 2, die nur fir einen Punkt der -Ebene, der mit
einem Punkte & zusammenfillt, unendlich wird und unendlich von einer so
hohen Ordnung, als Punkte & auf ihn fallen. In der That wird fir jeden auf
ihn fallenden Punkt &, der kein Verzweigungspunkt ist, nur eéin Factor dieses
Products von einer um 1 hoheren Ordnung unendlich, fiir einen Punkt &, um

den die Fliche T sich pmal windet, aber « Factoren von einer um -‘1— hoheren

Ocrdnung. Bezeichnet man nun die Werthe von 2 in den Puukten &, wo =
nicht unendlich ist, durch &, 5,y ..., 5, und (8 —5)(2—5)... (2 —&,) durch
a,; so ist ay(c—s,)...(0—s,) eine einwerthige Function von =, die fiir alle
endlichen Werthe von 2 endlich ist und fir 2 = oo unendlich von der m'"
Ordnung wird, also eine ganze Function m'** Grades von 2. Sie ist zugleich
eine ganze Function n'* Grades von o, die fir o=s verschwindet. Be-
zeichuet man sie durch F" und, wie wir in der Folge thun wollen, eine ganze

Function F n' Grades von ¢ und m' Grades von z durch F(g, ;), S0
ist s die Wurzel der Gleichung F(;, g)_—:O.

Diese Function Ftﬂi‘s_t'_.-eine Potenz einer unzerfallbaren — d. h. nicht
als ein Product aus ganzen Functionen von o und 2 darstellbaren — Function.
Denn jeder ganze rationale Factor von F'(o, ) bildet, da er fir einige der
Wurzeln s,, $,4 ..., 8, verschwinden muls, fir ¢ =s eine Funciion von 2,
die in einem Theile der Fliche T verschwindet und folglich, da diese Fliche
zusammenhangend ist, in der ganzen Flache O sein mufs. Zwei unzerfillbare
Factoren von F(o, 2) konnten aber nur fir eine endliche Anzahl von Wer-
thenpaaren zugleich verschwinden, wenn die eine nicht durch Multiplication
mit einer Constanten aus der andern erhalten werden konnte. Folglich mufs
F eine Potenz einer unzerfillbaren Function sein.
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Wenn der Exponent » dieser Potenz =1 ist, so wird die Verzweigungs-
art der Function s nicht dargestellt durch die Fliche 7', sondern durch eine

in der z-Ebene allenthalben —;—"—fach ausgebreitete Fliche =, in welcher die

Fliche 7' allenthalben »fach ausgebreitet ist. Es kann dann zwar s als eine
wie T' verzweigte Function betrachtet werden, nicht aber umgekehrt 7' als
verzweigt, wie s.

Eine solche nur in einzelnen Punkten von 7' unstetige Function, wie s,

ist auch —g—g— Denn diese Function nimmt zu beiden Seiten der Querschnitte
und der Linien / denselben Werth an, da die Differenz der beiden Werthe
von w in diesen Linien ldngs denselben constant ist; sie kann nur unendlich
werden, wo w unendlich wird, und in den Verzweigungspunkien der Fliche
und ist sonst allenthalben stetig, da die Derivirte einer einéindrig und endlich
bleibenden Function ebenfalls eindndrig und endlich bleibt.

Es sind daher saimmiliche Functionen w algebraische wie 1' verzweigte
Functionen von 2 oder Integrale solcher Functionen. Dieses System von
Functionen ist bestimmt, wenn die Fliche 7' gegeben ist und hingt nur von
der Lage ihrer Verzweigungspunkte ab.

6.

Es sei jetzt die irreductible Gleichung F(.;, ;)=O gegeben und die
Art der Verzweigung der Function s oder der sie darstellenden Fliche 7' zu
bestimmen. Wenn fir einen Werth 2 von = u Zweige der Funclion zusam-
menhangen, so dafs einer dieser Zweige sich erst nach ¢ Umldufen des = um
(3 wieder in sich selbst fortsetzt, so konnen diese w Zweige der Function
(wie nach Cauchy oder durch die Fourier’sche Reihe leicht bewiesen wer-
den kann) dargestellt werden durch eine Reihe nach steigenden rationalen
Potenzen von £ — /3 mit Exponenten vom kleinsten gemeinschaftlichen Nen-
ner u, und umgekehrt.

Ein Punkt der Fliche 7', in welchem nur zwei Zweige einer Function
zusammenhangen, so dafs sich um diesen Punkt der erste in den zweiten und
dieser in jenen fortsetzt, heifse ein einfacher Verzweigungspunkit.

Ein Punkt der Fliche, um welchen sie sich (©-1)mal windet, kann
dann angesehen werden als u zusammengefallene (oder unendlich nahe) ein-
fache Verzweigungspunkte.

Um dies zu zeigen, seien in einem diesen Punkt umgebenden Sticke
der z-Ebene s,y s, ..., s,, einindrige Zweige der Function s und in der
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Begrenzung desselben, bei positliver Umschreibung auf einander folgend, «,,
a,, ..., @, einfache Verzweigungspunkte. Durch einen positiven Umlauf um
a, werde s; mit s,, um @, s mit s;, ..., um @, s, mit s, verlauscht. Es
gehen dann nach einem positiven Umlaufe um ein alle diese Punkte (und kei-
nen andern Verzweigungspunkt) enthaltendes Gebiet

S1g 29 w9 Sy Sun

in &, s, ..., Sy, &, iber,

s

und es entsteht daher, wenn sie zusammenfallen, ein (u-1)facher Win-
dungspunkt.

Die Eigenschaften der Functionen w hangen wesentlich davon ab, wie
vielfach zusammenhangend die Fliche 7' ist. Um dies zu entscheiden, wollen
wir zunichst die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Function s
bestimmen.

In einem Verzweigungspunkie nehmen die dort zusammenhangenden
Zweige der Funclion denselben Werth an, und es werden daher zwei oder
mehrere Wurzeln der Gleichung

F(s) = ays"+a,8" "+ +a, =0
einander gleich. Dies kann nur geschehen, wenn
F'(s) = ans" '+ an—1s"+...4a,,

oder die einwerthige Function von =, F'(s,) F'(s,)... F'(s,), verschwindet.
Diese Function wird fir endliche Werthe von 2 nur unendlich, wenn s =,
also @,==0 ist und mufs, um endlich zu bleiben, mit &)~ multiplicirt werden.
Sie wird dann eine einwerthige, fir ein endliches 2 endliche Function von 2,
welche fiir 2 ==occ unendlich von der 2m(n—1)ten Ordnung wird, also eine
ganze Function 2m(n—1)ten Grades. Die Werthe von 2, fir welche F"(s)
und F(s) gleichzeitig verschwinden, sind also die Wurzeln der Gleichung
2m(n—1)ten Grades

Q(2)=a; " ITF"(s) =0 oder auch, da F'(s)==a,II(s;— 8;), (i=¥)
=" VI (s;—8;) =0, (i=#),
welche durch Elimination von s aus F'(s)==0 und F(s)=0 gebildet wer-
den kann.
Wird F(s,2)=0 fir s=@a, 2=/, so ist
Journal fiir Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 17
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o (a—p)

+ LR H?aa (s—e)e— A+ Tk @ — B}

1_/‘"(3) = %—;@(é )_I_. a az /3)+...

F(s,2) = S (s—a)+

Ist also fir (s=¢a,2=/3) %;-:O und verschwinden :99[* ’ gl: dann nicht,

so wird s — o« unendlich klein, wie (2 —/3)} und findet also ein einfacher
Verzweigungspunkt statt. Es werden zugleich in dem Producte I_TF’(S,-) zwel
Factoren unendlich klein wie (z-—-[;’)"ﬂ, und Q(z) erhalt dadurch den Factor
— ). In dem Falle, dafs —g— und %2-’; nie verschwinden, wenn gleich~

zeitig F'=0 und '—91:—-— 0 werden, entspricht demnach jedem linearen Factor

von Q(z) ein einfacher Verzweigungspunkt, und die Anzahl dxeser Punkte ist
also =2m(n—1).

Die Lage der Verzweigungspunkte héngt von den Coefficienten der
Potenzen von 2 in den Functionen @ ab und andert sich stetig mit denselben.

Wenn diese Coefficienten solche Werthe annehmen, dafs zwei demselben
Zweigepaar angehorige einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, so heben
diese sich auf, und es werden zwei Wurzeln von F'(s) einander gleich, ohne
dafs eine Verzweigung statifindet. Setzt sich nun jeder von ihnen s, in s,
und s, in s, fort, so geht durch einen Umlauf um ein beide enthaltendes Stiick
der 2-Ebene s, in s, und s, in s, iber, und beide Zweige werden einéindrig,

wenn sie zusammenfallen. Es bleibt dann also auch ihre Derivirte %:— ein-

andrig und endlich, und folglich wird §£= —gzi %—:O.
Wird F:%—f:%:O fir s=a, 2 =3, so ergeben sich aus

den drei folgenden Gliedern der Entwicklung von F'(s,2) zwei Werthe fir
E‘% gs, (s=a,2=/3). Sind diese Werlhe ungleich und endlich, so
konnen die beiden Zweige der Function s, denen sie angehoren, dort nicht
zusammenhangen und sich nicht verzweigen. Es wird dann % far beide

unendlich klein wie —f3, und Q(2) erhalt dadurch den Factor (2—f3)*; es
fallen also nur zwei einfache Verzweigungspunkie zusammen.
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Um in jedem Falle, wenn fir = = 3 mehrere Wurzeln der Gleichung
F'(s) =0 gleich o werden, zu entscheiden, wie viele einfache Verzweigungs—
punkte fir (s=a, 2=3) zusammenfallen, und wie viele von diesen sich auf-
heben, mufs man diese Wurzeln (nach dem Verfahren von Lagrange) soweit
nach steigenden Potenzen von 2 — /3 entwickeln, bis diese Entwicklungen
simmtlich von einander verschieden werden; wodurch sich die wirklich noch
stattfindenden Verzweigungen ergeben. Und man mufs dann untersuchen, von
welcher Ordnung F'(s) fir jede dieser Wurzeln unendlich klein wird, um
die Anzahl der ihnen zugehorigen linearen Factoren von Q(2) oder der fir
(s=ua, 2==/3) zusammengefallenen einfachen Verzweigungspunkte zu bestimmen.

Bezeichnet die Zahl g, wie oft sich die Fliche 7' um den Punkt (s, 2)
windet, so wird im Punkte (2) F'(s) so oft unendlich klein von der ersten

1
1= —
Ordnung, als dort einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, dz ¢ so oft,
1

als deren wirklich staitfinden, folglich F"(s) dz¢ " so oft, als von ihnen sich
avfheben.
Ist die Anzahl der wirklich stattfindenden einfachen Verzweigungen w,
die Anzahl der sich aufhebenden 2r, so ist
w2r = 2(n—1)m.

Nimmt man an, dafs die Verzweigungspunkte nur paarweise und sich aufhebend

zusammenfallen, so ist fir 7 Werthenpaare (s=y,, 2= )F——g—F gf 0

p o*F 6’F o*F
0z® Os® 6.98..
F=0, aa—szO, = nicht Null und on nicht Null.

) nicht Null und fir w Werthenpaare von s und 2

Wir beschrianken uns meistens auf die Behandlung dieses Falles, da sich
die Resultate auf die ibrigen als Grenzfalle desselben leicht ausdehnen lassen, und
wir konnen dies hier um so mehr thun, da wir die Theorie dieser Functionen
auf eine von der Ausdrucksform unabhingige, keinen Ausnahmefillen unter-
worfene Grundlage gestiitzt haben.

7.

Es findet nun bei einer einfach zusammenbangenden, iiber einen end-
lichen Theil der z-Ebene ausgebreiteten Fliache zwischen der .Anzahl ihrer
einfachen Verzweigungspunkte und der Anzahl der Umdrehungen, welche die
Richtung ihrer Begrenzungslinie macht, die Relation statt, dafs die letztere um

17 *
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eine Einheit grofser ist, als die erstere; und aus dieser ergiebt sich fiir eine
mehrfach zusammenhangende Fliche eine Relation zwischen diesen Anzahlen
und der Anzahl der Querschniite, welche sie in eine einfach zusammenhan-
gende verwandeln. Wir konnen diese Relation, welche im Grunde von Mafs-
verhiltnissen unabhéingig ist und der analysis situs angehort, hier fir die
Flache T' so ableiten.

Nach dem Dirichlet’schen Princip lifst sich in der einfach zusammen-
hangenden Fliche 7" die Function log{ von 2 so bestimmen, dafs § fir
einen beliebigen Punkt im Innern derselben unendlich klein von der ersten
Ordnung wird, und log{ langs einer beliebigen sich nicht schneidenden, von
dort nach der Begrenzung fiihrenden Linie auf der positiven Seite um — 27
grofser, als auf der negativen, ibrigens aber allenthalben stetig und lings der
Begrenzung von 7" rein imaginar ist. Es nimmt dann die Function { jeden
Werth, dessen Modul <Z1, einmal an; die Gesammtheit ihrer Werthe wird
folglich durch eine iiber einen Kreis in der {-Ebene einfach ausgebreitete
Fliche vertreten. Jedem Punkte von 7' entspricht ein Punkt des Kreises, und
umgekehrt. Es wird daher fir einen beliebigen Punkt der Flache, wo z=2/,
=20, die Function {— ¢’ unendlich klein von der ersten Ordnung, und folg-
lich bleibt dort, wenn die Fliche 7' sich (x-1)mal um ihn windet, bei end-
lichem 2’

—23! . oz
(=&t T 8-
bei unendlichem ¢’ aber
z~1 - oy
T—TF = TSt

endlich. Das Integral ﬁlog%%, um den ganzen Kreis positiv herumgenom-

men, ist gleich der Summe der Integrale um die Punkte, wo %:Z. unendlich
oder Null wird, und also = 2ni(w —2n). Bezeichnet s ein Stick der Be-
grenzung von 7" von einem und demselben bestimmten Punkte bis zu einem
verdnderlichen Punkte der Begrenzung, und ¢ das entsprechende Stiick auf dem

Kreisumfange, so ist
0z __ ;. 0% 0s o
logsz = logé;—}—log%-—logé?,
und, durch die ganze Begrenzung ausgedehnt,

/blog%=(2p—i)2ni, /bloggg-=0, -/élogg—f=~2ni,
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also VL log%—z — (2p—2)2ni.
Es ergiebt sich demnach w —2n=2(p—1). Da nun w=2((n—1)m—r),
so ist p=(m—1)(m—1)—r.

8.

Der allgemeine Ausdruck der wie 7' verzweigten Functionen s’ von z,
die fir m' beliebig gegebene Punkie von 7' unendlich von der ersten Ord-
nung werden und ibrigens stetig bleiben, enthilt nach dem Obigen m'—p 41
willkiihrliche Constanten und ist eine linedre Function derselben (§.5). Lassen
sich also, wie jetzt gezeigt werden soll, rationale Ausdricke von s und 2
bilden, die fir ' beliebig gegebene, der Gleichung F'=— 0 geniigende Wer-
thenpaare von s und 2z unendlich von der ersten Ordnung werden und lineare
Functionen von m'— p-1 willkihrlichen Constanten sind, so kann durch diese
Ausdricke jede Function s' dargestellt werden.

Damit der Quotient zweier ganzen Functionen x/s, 2) und y(s, 2) fir
s=o0 und == oo beliebige endliche Werthe annehmen kann, miissen beide
von gleichem Grade sein; der Ausdruck, durch welchen s’ dargestellt werden

v
e 2(8 =) :
Wenn zwei Zweige der Function s ohne zusammenzuhangen einander gleich

werden, also fir zwei verschiedene Punkte der Fliche T' s =y und s=14
wird, so wird s’ allgemein zu reden in diesen beiden Punkten verschiedene
Werthe annehmen; soll also w — s’y allenthalben = 0 sein, so mufs fir zwei
verschiedene Werthe von s’ yw(y,d)—s'y(y,d)=0 sein, folglich x(y,)=0
und 9 (y,d)=0. Es missen also die Functionen x und y fir die » Wer-
thenpaare s =y,, ¥ =14J, (S.127) verschwinden *).

Die Function x verschwindet fir einen Werth von 2, fir welchen die
einwerthige und fir ein endliches 2 endliche Function von 2

K(z) = alx(s) 2(s2) ... x(8:) = 0

ist; diese Function wird fiir ein unendliches 2 unendlich von der Ordnung

v ou
soll, sei daher von der Form "U(s’:) , und iberdies sei v =n—1, u=m—1.

*) Es ist hier, wie gesagt, nur der Fall beriicksichtigt, wo die Verzweigungspunkte
der Function s nur paarweise und sich aufhebend zusammenfallen. Im Allgemeinen
miissen in einem Punkte von 7, wo nach der Auffassung im §.6 sich aufhebende Ver-
zweigungspunkte zusammenfallen, y und v, wenn T sich um diesen Punkt gmal windet,

1

unendlich klein werden, wie F '(s)dz?_l, damit die ersten’'Glieder in der Entwicklung der
1

l(2:3|'zustellenden Function nach ganzen Potenzen von (dz)¢ beliebige Werthe annehmen
onnen.
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mv-+nw und ist also eine ganze Function (mv--nu)ten Grades. Da fir die
Werthenpaare (y, J) zwei Factoren des Prodncts I7y(s;) unendlich klein von

der ersten Ordnung werden, also K(z) unendlich klein von der zweiten Ord-

nung, so wird y aufserdem noch unendlich klein von der ersten Ordnung fiir
¢ = myv+nu—2r

Werthenpaare von s und 2 oder Punkte von 7'

Ist v>n—1, u >m—1, so bleibt der Werth der Function ; unge-
indert, wenn man

25,2 +o(s 2 F(s %),
worin ¢ beliebig ist, fiir x(;, ;) setzt; es konnen also (v —n-+1)(u—m-1)
von den Coefficienten dieses Ausdrucks willkihrlich angenommen werden.
Werden nun von den (u+1)(v4+1)—@w—mn+41)(u—m-+1) noch ibrigen »
als lineare Functionen der ibrigen so bestimmt, dafs y fir die » Werthenpaare
(7, ) verschwindet, so enthilt die Function x noch

e = (u+1)(v+H1)— @y —nf1)(u—m41)—r
= nutmy—(n—1)(m—1)—r41

willkihrliche Constanten. Esist also i—¢=(n—1)(m—1)—r—1=p—1.

Nimmt man ¢ und » so an, dafs & >m' ist, so kann man x so be-
stimmen, dafs es fir m' beliebig gegebene Werthenpaare unendlich klein von
der ersten Ordnung wird, und dann, wenn m' > p, y so einrichten, dafs k4
fiir alle ibrigen Werthe endlich bleibt. In der That ist v ebenfalls eine lineare
homogene Function von & willkiihrlichen Constanten, und es lassen sich also,
wenn ¢ —¢-Fm' =1 ist, ¢— @' von ihnen als lineare Functionen der ibrigen
so bestimmen, dafs vy fir die ¢—m' Werlhenpaare von s und 2, fir welche
7 noch unendlich klein von der ersten Ordnung wird, ebenfalls verschwindet.
Die Function y enthalt demnach ¢ —i 4 m' = m'— p 41 willkihrliche Constan-
ten, und 1;— kann also jede Function s’ darstellen.

9.

. . o . . . .
Da die Functionen e algebraische wie s verzweigte Functionen von =

sind (§.5), so lassen sie sich zufolge des eben bewiesenen Satzes rational
in s und 2z ausdricken, und simmtliche Functionen w als Integrale rationaler
Functionen von s und 2.
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Ist w eine allenthalben endliche Function w, so wird g—: unendlich von
der ersten Ordnung fir jeden einfachen Verzweigungspunkt der Fliche T', da
dw und (dz)* dort unendlich klein von der ersten Ordnung sind, bleibt aber
sonst allenthalben stetig und wird fiir 2 = oo unendlich klein von der zweiten
Ordnung. Umgekehrt bleibt das Integral einer Function, die sich so verhilt,
allenthalben endlich.

Um diese Function g—;—v als Quotient zweier ganzen Functionen von s
und 2 auszudricken, mufs man (nach §.8) zum Nenner eine Function neh-
men, die verschwindet in den Verzweigungspunkten und fir die » Werthen-
paare (¥,d). Dieser Bedingung geniigt man am einfachsten durch eine Function,
die nur fir diese Werthe 0 wird. Eine solche ist

%lsi = ayns"'lan—1s24...ta,,.
Diese wird fir ein unendliches s unendlich von der 7 —2ten Ordnung (da
a, dann unendlich klein von der ersten Ordnung wird) und fir ein unendliches

2 unendlich von der smten Ordnung. Damit %Z—) aufser den Verzweigungs—
punkten endlich und fir ein nnendliches = unendlich klein von der zweiten

ne=2 m-—2

"Ordnung ist, mufs also der Zihler eine ganze Function ¢(s, 2 ) sein, die
fir die » Werthenpaare (y, d) (S. 127) verschwindet. Demnach ist

n—2 m-—2 n—=2 me=2
- @(s, )0z @(s, z)0s
w = ——__8_1_“ - == - —__BF———'— ]
ds 03z

worin ¢ =0 fir s=y,, s=17J,, o=1, 2, ..., .

Die Function ¢ enthalt (n —1)(z —1) constante Coefficienten, und wenn
r von ihnen als lineare Functionen der iubrigen so bestimmt werden, dafs
¢==0 fir die » Werthenpaare s=y, =4, so bleiben noch (m—1)(n—1)—r
oder p willkiihrlich, und es erhalt ¢ die Form

e prt 0 prte oo e, @y,
worin ¢;, ¢,, ..., ¢, besondere Functionen ¢, von denen keine eine lineare
Function der dbrigen ist, und @, oy, ..., @, beliebige Constanten sind. Als
allgemeiner Ausdruck von w ergiebt sich, wie oben auf anderem Wege
ey wy -+ w4 o+« + e, w, |- const.

Die nicht allenthalben endlich bleibenden Functionen w und also die

Integrale zweiter und dritter Gattung lassen sich nach denselben Principien
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rational in s und 2 ausdriicken, wobei wir indefs hier nicht verweilen, da die
allgemeinen Regeln des vorigen §. keiner weitern Erlduterung bedirfen und
zur Betrachtung bestimmter Formen dieser Integrale erst die Theorie der
9 ~Functionen Anlafs giebt.

10.
Die Function ¢ wird aufser fir die » Werthenpaare (y, &) noch fir
m(n—2)+n(m—2)—2r oder 2(p—1) der Gleichung F'= 0 geniigende
Werthenpaare von s und 2 unendlich klein von der ersten Ordnung. Sind nun

o0 = a’pita’ gt o g,

)
(p(?) pr— ai2)(pl+ ag?) (P2+ e +ap (PP

zwei beliebige Functionen ¢, so kann man in dem Ausdrucke 1(;—; den Nenner
so bestimmen, dafs er fir p—1 beliebig gegebene der Gleichung F'—= 0 ge-
nigende Werthenpaare von s und 2 gleich Null wird, und dann den Zahler
so, dafs er fir p —2 von den ibrigen Werthenpaaren, fir welche ¢ noch
gleich O wird, gleichfalls verschwindet. Er ist dann noch eine lineare Function
von zwei willkiihrlichen Constanten und folglich ein allgemeiner Ausdruck einer
Function, die nur fir p Punkie der Fliche T unendlich von der ersten Ord-
nung wird. Eine Function, die fir weniger als p Punkte unendlich wird,
bildet einen speciellen Fall dieser Function; es lassen sich daher alle Functio-
nen, die far weniger als p--1 Punkte der Fliche T' unendlich von der ersten

@ . dw®
ﬁ‘:m oder in der Form —-
@ du!

w® zwei allenthalben endliche Integrale rationaler Functionen von s und 2
sind, darstellen.

und

Ordnung werden, in der Form wenn w® und
g s .

11.
Eine wie 7' verzweigte Funclion 2, von 2, die fir n, Punkte dieser
Fliache unendlich von der ersten Ordnung wird, ist nach dem Fritheren (S.123)

die Wurzel einer Gleichung von der Form G'(z",,;) == (0 und nimmt daher jeden
Werth fir n, Punkie der Flache 7' an. Wenn man sich also jeden Punkt
von T durch einen den Werth von 2, in diesem Punkte geometrisch repri-
sentirenden Punkt einer Ebene abgebildet denkt, so bildet die Gesammtheit
dieser Punkte eine in der 2,-Ebene allenthalben n,fach ausgebreitete und die
Flache T' — bekanntlich in den kleinsten Theilen ahnlich — abbildende Flache
7',. Jedem Punkt in der einen Fliche entspricht dann ein Punkt in der an-
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dern. Die Funclionen w oder die Integrale wie 7' verzweigter Functionen
von 2 gehen daher, wenn man fir 2z als unabhingig verinderliche Grofse =2,
einfihrt, in Functionen iber, welche in der Fliche 7, allenthalben einen be-
stimmten Werth und dieselben Unstetighkeilen haben, wie die Functionen w in
den entsprechenden Punkten von 7', und welche folglich Integrale wie T, ver—
zweigter *Functionen von 2, sind.

Bezeichnel s, irgend eine andere wie 7' verzweigte Function von z,
die fir s, Punkie von T und also auch von 7, unendlich von der ersten
Ordnung wird, so findet (§.5) zwischen s, und 2, eine Gleichung von der Form

lﬂl('s‘lls 2;) =0
statt, worin £, eine Potenz einer unzerfillbaren ganzen Function von s, und
2, ist; und es lassen sich, wenn diese Potenz die erste ist, alle wie 1", ver-
zweigten Functionen von 2, folglich alle rationalen Functionen von s und 2
ralional in s, und 2, ausdriicken (§.8).

Die Gleichung F(;, ;)=O kann also durch eine rationale Substitution

in F,(;;, ;';) und diese in jene transformirt werden.

Die Grofsengebiete (s, 2) und (s,, 2,) sind gleichvielfach zusammenhan-
gend, da jedem Punkte des einen ein Punkt des andern entspricht. Bezeichnet
daher »; die Anzahl der Fille, in welchen s, und 2, fir zwei verschiedene
Punkte des Grofsengebiets (s,, 2,) beide denselben Werth annehmen und folglich

oF, 8 0*F, 0*F,
gleichzeitig F, ——; und —* T T _(8s 8~1> nicht Null

ist, so mufs (n,-——i)(m,——-i)—rl_p-—:(n—-i)(m——i)——r sein.

L gleich O und

12.

Man betrachte nun als zu Einer Klasse gehorend alle irreductiblen
algebraischen Gleichungen zwischen zwei verdnderlichen Grofsen, welche
sich durch rationale Substitutionen in einander transformiren lassen, so
dafs £'(s,2) =10 und F;(s;,2,)=0 zu derselben Klasse gehoren, wenn sich
fir ¢ und 2 solche rationale Functionen von s, und =2, setzen lassen, dafs
F(s,2) =0 in F,(s;,%;) = 0 iibergeht und zugleich s, und 2, rationale
Functionen von s und 2 sind.

Die rationalen Functionen von s und 2 bilden, als Funclionen von ir-
gend einer von ihnen C betrachtet, ein System gleichverzweigter algebraischer
Functionen. Auf diese Weise fihrt jede Gleichung offenbar zu einer Klasse
von Systemen gleichverzweigter algebraischer Functionen, welche sich durch
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Einfiihrung einer Function des Systems als unabhingig verinderlicher Grofse
in einander transformiren lassen und zwar alle Gleichungen Einer Klasse zu
derselben Klasse von Systemen algebraischer Functionen, und umgekehrt
fuhrt (§.11) jede Klasse von solchen Systemen zu Einer Klasse von Glei-
chungen.

Ist das Grofsengebiet (s, ) é—p——{—_ifach zusammenhangend und die
Function £ in u Punkten desselben unendlich von der ersten Ordnung, so ist
die Anzahl der Verzweigungswerthe der gleichverzweigten Functionen von &,
welche durch die dbrigen rationalen Functionen von s und 2 gebildet werden,
2(u—+p—1), und die Anzahl der willkihrlichen Constanten in der Function
2u —p-+1(§.5). Diese lassen sich so bestimmen, dafs 2u—p-}-1 Verzwei-
gungswerthe gegebene Werthe annehmen, wenn diese Verzweigungswerthe von
einander unabhéngige Functionen von ihnen sind; und zwar nur auf eine end-
liche Anzahl Arten, da die Bedingungsgleichungen algebraisch sind. In jeder
Klasse von Systemen gleichverzweigter 2p--1fach zusammenhangender Functio-
nen giebt es daher eine endliche Anzahl von Systemen uwerthiger Functionen,
in welchen 2u—p--1 Verzweigungswerthe gegebene Werthe annehmen. Wenn
andererseits die 2 (- p —1) Verzweigungspunkte einer die -Ebene allenthal-
ben ufach bedeckenden, 2p I-1fach zusammenhangenden Fliche beliebig gegeben
sind, so giebt es (§§.3 —5) immer ein System wie diese Fliche verzweigter
algebraischer Functionen von . Die 3p—3 ibrigen Verzweigungswerthe in
jenen Systemen gleichverzweigter uwerthiger Funclionen konnen daher be-
liebige Werthe annehmen; und es héngt also eine Klasse von Systemen gleich-

verzweigter 2p J-1fach zusammenhangender Functionen und die zu ihr geho-
rende Klasse algebraischer Gleichungen von 3p—3 stetig verdnderlichen Grofsen
ab, welche die Moduln dieser Klasse genannt werden sollen.

Diese Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse 2p--1fach
zusammenhangender algebraischer Functionen gilt jedoch nur unter der Vor-
aussetzung, dafs es 2u—p-+1 Verzweigungswerthe giebt, welche von einander
unabhéngige Functionen der willkiihrlichen Consianten in der Function ¢ sind.
Diese Voraussetzung trifft nur zu, wenn p > 1, und die Anzahl der Moduln
ist nur dann = 3p —3, fir p =1 aber = 1. Die directe Untersuchung der-
selben wird indefs schwierig durch die Art und Weise, wie die willkihrlichen
Constanten in { enthalien sind. Man fihre deshalb in einem Systeme gleich~

verzweigter 2p -1fach zusammenhangender Functionen, um die Anzahl der
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Moduln zu bestimmen, als unabhiingig verénderliche Grofse nicht eine dieser
Functionen, sondern ein allenthalben endliches Integral einer solchen Function ein.

Die Werthe, welche die Function w von 2 innnerhalb der Fliche T
annimmt, werden geometrisch reprasentirt durch eine einen endlichen Theil
der w-~Ebene einfach oder mehrfach bedeckende und die Fliche 7' (in den
kleinsten Theilen éhnlich) abbildende Fliche, welche durch S bezeichnet wer-
den soll. Da w auf der positiven Seite des »'™ Querschnitts um die Constante
k) grofser ist, als auf der negativen, so besteht die Begrenzung von S aus
Paaren von parallelen Curven, welche denselben Theil des 7' begrenzenden
Schnittsystems abbilden, und es wird die Ortsverschiedenheit der entsprechen-
den Punkte in den parallelen, den »*" Querschnitt abbildenden Begrenzungs—
theilen von &' durch die complexe Grofse &) ausgedriickt. Die Anzahl der
einfachen Verzweigungspunkte der Fliche & ist 2p —2, da dw in 2p —2
Punkten der Fliche 7' unendlich klein von der zweiten Ordnung wird. Die
rationalen Funclionen von s und 2 sind dann Functionen von w, welche fiir
jeden Punkt von & Einen bestimmten, wo sie nicht unendlich werden, stetig
sich dndernden Werth haben und in den entsprechenden Punkten paralleler
Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Sie bilden daher ein System
-gleichverzweigter und 2pfach periodischer Functionen von w. Es lafst sich
nun (auf dhnlichem Wege, wie in den §§.3 —5) zeigen, dafs, die 2p —2
Verzweigungspunkte und die 2p Ortsverschiedenheiten paralleler Begrenzungs—
theile der Fliche S' als willkiihrlich gegeben vorausgesetzt, immer ein System
wie diese Fliche verzweigter Functionen existirt, welche in den entsprechen-
den Punkten paralleler Begrenznngstheile denselben Werth annehmen und also
2pfach periodisch sind, und die, als Functionen von einer von ibnen betrachtet,
ein System gleichverzweigter 2p-}-1fach zusammenbangender algebraischer
Functionen bilden, folglich zu einer Klasse von 2p -1fach zusammenhangenden
algebraischen Functionen fiihren. In der That ergiebt sich nach dem Dirichlet-
schen Princip, dafs in der Fliche S eine Function von w bis auf eine additive
Constante bestimmt ist durch die Bedingungen, im Innern von §' beliebig ge-
gebene Unstetigkeiten von der Form wie w in 7" anzunehmen und in den
entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile um Constanten, deren
reeller Theil gegeben ist, verschiedene Werthe zu erhalten. Hieraus schliefst
man, éhnlich wie im §.5, die Moglichkeit von Functionen, welche nur in ein-
zelnen Punkten von S unstetig werden und in den entsprechenden Punkten
paralleler Begrenzungstheile denselben Werth annebmen. Wird eine solche

18 #
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Function 2 in » Punkten von S unendlich von der ersten Ordnung und sonst
nicht unstetig, so nimmt sie jeden complexen Werth in » Punkten von §
an; denn, wenn «a eine beliebige Constante ist, so ist/blog(z——a), um &
erstreckt, = 0, da die Integration durch parallele Begrenzungstheile sich auf-
hebt, und es wird daher s—a in S ebenso oft unendlich klein, als unendlich
von der ersten Ordnung. Die Werthe, welche £ annimmt, werden folglich
durch eine iiber die 2-Ebene allenthalben nfach ausgebreitete Fliche repri-
sentirt, und die abrigen ebenso verzweigten und periodischen Functionen von w
bilden daher ein System wie diese Fliche verzweigter 2p--1fach zusammen-
hangender algebraischer Functionen von 2, w. z. b. w.

Fir eine beliebig gegebene Klasse 2p|-1fach zusammenhangender
algebraischer Functionen kann man nun in dem als unabhingig verinderliche
Grofse einzufihrenden

w = oW, e, w,4- -+ 4o, w,+-¢

die Grofsen o so bestimmen, dafs p von den 2p Periodicitilsmoduln gegebene
Werthe annehmen, und ¢ wenn p =1 so, dafs einer von den 2p—2 Ver-
zweigungswerthen der periodischen Functionen von w einen gegebenen Werth
erhilt. Dadurch ist w vollig bestimmt, und also sind es auch die 3p—3
iibrigen Grofsen, von denen die Verzweigungsart und Periodicitat jener Functio-
nen von w abhéingt; und da jedweden Werthen dieser 3p—3 Grofsen eine
Klasse von 2p-1fach zusammenhangenden algebraischen Funclionen entspricht,
so hingt eine solche von 3p—3 unabhéingig veranderlichen Grofsen ab.

Wenn p=1 ist, so ist kein Verzweigungspunkt vorhanden, und es

lafst sich in
w=o,w,-}c¢

die Grofse «, so bestimmen, dafs ein Periodicititsmodul einen gegebenen
Werth erhalt, und dadurch ist der andere Periodicititsmodul bestimmt. Die
Anzahl der Moduln einer Klasse ist also dann =—1.

: 13.
Nach den obigen (im §. 11 entwickelten) Principien der Transformation
mufs men, um eine beliebig gegebene Gleichung F'(s, ) = 0 durch eine ratio-

ny my
nale Substitution \in eine Gleichung derselben Klasse F;(s;,2:)=0 von mog-
lichst niedrigem Grade zu transformiren, zuerst fir 2, einen rationalen Aus-
druck in s und 2, 7(s,2), so bestimmen, dafs », moglichst klein wird, und
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dann s, gleich einem andern rationalen Ausdrucke 7'(s, 2) so, dafs m, moglichsi
klein wird und zugleich die zu einem belichigen Werthe von 2, gehorigen
Werthe von s, nicht in Gruppen unter einander gleicher zerfallen, so dafs

F,(s;, z;) nicht eine hohere Potenz einer unzerfillbaren Function sein kann.
Wenn das Grofsengebiet (s, 2) 2p+1fach zusammenhangend ist, so ist

der kleinste Werth, den 7, annehmen kann, allgemein zu reden, g%—{—i

(§. 5) und die Anzahl der Fille, in denen s, und 2, fir zwei verschiedene
Punkte des Grofsengebiets beide denselben Werth annehmen,

v o= (my,—1)(m,—1) —p.
In einer Klasse von algebraischen Gleichungen zwischen zwei ver-

anderlichen Grofsen haben demnach, wenn ihre Moduln nicht besonderen Bedin-
gungsgleichungen geniigen, die Gleichungen niedrigsten Grades folgende Form:

2 2

fir p=1, (s, 2)=0, r=0
2 3

p=2, F(s,2)=0, r=0

“op .
p=2u—3, F(s,2)=0, r=(@u—2y
p =2 _
p=12u—2, F(52)=0, r=@u—1)u—3)
Von den Coefficienten der Potenzen von s und 2 in den ganzen Functio-

nen F' missen r als lineare homogene Functionen der iibrigen so bestimmt

werden, dafs %—f— und -g—f— fir r der Gleichung =0 geniigende Werthen-

paare gleichzeitig verschwinden. Die rationalen Functionén von s und 2, als
Functionen von einer von ihnen betrachtet, stellen dann alle Systeme 2p-1fach
zusammenhangender algebraischer Functionen dar.

4.

Ich benutze nun nach Jacobi (dieses Journal Bd. 9 Nr.32 §.8) das
Abel’sche Additionstheorem zur Integration eines Systems von Differentialglei-
chungen; ich werde mich dabei auf das beschrinken, was in dieser Abhand-
lung spiter nothig ist.

Fihrt man in einem allenthalben endlichen Integrale w einer rationalen
Function von s und 2 als unabhingig verinderliche Grofse eine rationale
Funclion von s und 2, £, ein, die fir m Werthenpaare von s und z unend-
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. . . w . . o » . (5
lich von der ersten Ordnung wird, so ist -3? eine einwerthige Funclion von C.

Bezeichnet man die . Werthe von w fiir dasselbe £ durch w®, w®, ..., w'™,

so ist
aw(‘) ow® + aw(’")
| ot o

eine einwerthige Function von £, deren Integral allenthalben endlich bleibt,
und folglich ist auch /(9(10“)—{—@0‘2)—{—----{—w(”')) allenthalben einwerthig und

endlich, mithin constant. Auf dhnliche Weise findet sich, wenn o®, 0®, ...,
w'™ die demselben { entsprechenden Werthe eines beliebigen Integrals
einer rationalen Function von s und 2 bezeichnen,/é(w(‘)—{—w(?)+.-.+w(””)
bis auf eine additive Constante aus den Unstetigkeiten von w und zwar als
Summe von einer rationalen Function und mit constanten Coefficienten ver-
sehenen Logarithmen rationaler Functionen von C.

Mittelst dieses Satzes lassen sich, wie jetzt gezeigt werden soll, fol-
gende p gleichzeitige Differentialgleichungen zwischen den p -1 der Gleichung
F(s,2)=10 genigenden Werthenpaaren von s und 2, ($;5%1), (S24%3)s +--s

(Spt1s Zpt1)

P($,%)0% | Pn sz""z)a"z ] @Pr(Sp+1y Bp41) OFp1
(9[‘(6‘1, zl + a[‘ Sp 9 %y -+ + aF(sP+la zP+1) =0
0s, 0s, 98p11

fir n=1, 2, ..., p, allgemein oder vollstandig (complete) integriren.
Durch diese Differentialgleichungen sind p von den Grofsenpaaren (s,,2,)
als Functionen des einen noch tbrigen vollig bestimmt, wenn fir einen belie-
bigen Werth des letzteren die Werthe der tbrigen gegeben werden. Wenn
man also diese p--1 Grofsenpaare als Functionen einer verinderlichen Grofse £
so bestimmt, dafs sie fir denselben Werth O dieser Grofse beliebig gegebene
Anfangswerthe (s7, 21), (59,2%)s +..5 ($0.152p41) 80nnehmen und den Diffe-
rentialgleichungen geniigen, so hat man dadurch die Differentialgleichungen all-

gemein integrirt. Nun lafst sich die Grofse —2— als einwerthige und folglich

rationale Function von (s, 2) immer so beslimmen, dafs sie nur fir alle oder
einige von den p-+1 Werthenpaaren (s, 2;,) unendlich und fir diese nur un-
endlich von der ersten Ordnung wird, da sich in dem Ausdrucke

p=p+1 . . u=p
2 Butu =) + = o, w,+ const.

die Verhilinisse der Grofsen o und 3 immer so bestimmen lassen, dafs die
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Periodicititsmoduln simmilich 0 werden. Es geniigen dann, wenn kein 3 =0
ist, den zu losenden Differentialgleichungen die p-{-1 Zweige der p-+1werthigen
gleichverzweigten Functionen s und 2 von 5, (815 21)y (829 %2)5 «+vs (Sp1s Tpais
welche fir =0 die Werthe (s?,2%), (89,23)s -++s (8ps1s2ps1) annehmen.
Wenn aber von den Grofsen /3 einige, etwa die p-|-1—m letzten, gleich 0
werden, so werden die zu losenden Differentialgleichungen befriedigt durch die
m Zweige der mwerthigen Functionen s und 2 von Gy (S1921)s (829 %)y + oo
(Sm»> Tm)s Welche fir =0 gleich (s?, 21), (87, 2%)y « - -5 ($n, 2%,) Werden, und
durch constante also ihren Anfangswerthen )., ..., 2,4, gleiche Werthe der
Grofsen S,y1y Zmi1s ++3 Spy1s Zppa. Im letzteren Falle sind von den p linearen

homogenen Gleichungenﬂg‘m Pa (s 20O ) figp a=1,2, ..., p zwischen

u=l1 ar(s/“ Z:“)
T Osu
den Grofsen —67—2%’:7 p+1—m eine Folge der iibrigen; es ergeben sich
08y

hieraus p+1—m Bedingungsgleichungen, welche, damit dieser Fall eintritt,
zwischen den Functionen (s,,2,), ..., (Sm,%,) und also auch zwischen ihren
Anfangswerthen (s}, 29), ..., (s\,,2%,) erfillt sein miissen, und es konnen daher

von diesen, wie oben (§. 5) gefunden, nur 2m—p —1 beliebig gegeben werden.

15.
Es sei nun /-‘%’;(—;(’f)%—kconst., durch das Innere von 7" integrirt,
os '

gleich w, und der Periodicititsmodul von w, fir den »ten Querschnitt gleich
k%, so dafls sich die Functionen w,, w,, ..., w, des Grofsenpaars (s, 2) beim
Uebertritt des Punkts (s, &) von der negativen auf die positive Seite des vten
Querschnitls gleichzeitig um &7, &, ..., ¥ &ndern. Zur Abkirzung mag
ein System von p Grofsen (,,0,,...,b,) einem andern (al,aQ,'.'..,ap) con-
gruent nach 2p Systemen zusammengehoriger Moduln genannt werden,
wenn es aus ihm durch gleichzeitige Aenderungen sdmmtlicher Grofsen um
zusammengehorige Moduln erhalten werden kann. Ist der Modul der nten
Grofse im »ten Systeme = k{’, so heifst demnach

(bis b2y ey b)) = (ay,8,...,4,),

y=2p
wenn b, =a,+ = m kK fir n=1, 2, ... und wm,, my, ..., Mm,, ganze
o My B s @ ’ 19 ) s My,
Y=
Zahlen sind.
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Da sich p beliebige Grofsen a,, a,, ..., a, immer und nur auf eine
v=2p

Weise in die Form a, 2§ k®) setzen lassen, so dafs die 2p Grofsen §

“reell sind, und durch Aenderung dieser Grofsen & um ganze Zahlen alle con-
gruenten Systeme und nur diese sich ergeben, so erhilt man aus jeder Reilie
congruenter Systeme eins und nur eins, wenn man in diesen Ausdricken jede
Grofse & alle Werthe von einem beliebigen Werthe bis zu einem um 1 gro-
fseren, einen der beiden Grenzwerthe eingeschlossen, stelig durchlaufen Ilafsl.
Dieses festgesetzt, folgt aus den obigen Differentialgleichungen oder
u=p+1
aus den p Gleichungen = dw{’ =0 fir =1, 2, ..., p durch Integration
u=1
(', =wd, ..., Zw;")) = (C1y €y ..y €)),

WOril €, €5y ..., €, constante von den Werthen (s”, 2°) abhingige Grofsen sind.

16.

Driickt man § als Quotienten zweier ganzen Funclionen von s und 2,

°

='"€ [~

“aus, so sind die Grofsenpaare (s,,%,)y ..., (S,,%2,) die gemeinschaftliche
Wurzeln der Gleichungen F'=— 0 und —5—)—:@ Da die ganze Funclion
X—G'# = [(s, %) ’

fir alle Werthenpaare, fir welche y und y gleichzeitig verschwinden, eben-
falls, was auch C sei, verschwindet, so konnen die Grofsenpaare (s, 2,), ...,
($,15%m) auch definirt werden als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F'=0
und einer Gleichung f(s,2)=0, deren Coefficienten so sich édndern, dafs
alle ibrigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben. Wenn m < p 1.

kann £ in der Form 5 dargestellt werden (§.10) und 7 in der Form

PO — Lo = @O,
Die allgemeinsten Werthe der den p Gleichungen

‘E’pdw(,’,‘)=0 fir n=1,2,...,p

=1
geniigenden Funclione:paare (515 21)s ++ 5 (5,,%,) werden daher gebildet durch
p gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen F'= 0 und ¢ =0, welche so
sich dndern, dafs die ubrigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben.
Hieraus folgt leicht der spater nothige Satz, dafs die Aufgabe, p —1 von den
2p —2 Grofsenpaaren (sy, %))y «+vy (S2p—2s Zap—s) als Functionen der p —1 ibri-

. =2p—2
gen so zu bestimmen, dafs die p Gleichungenﬂzg di® =0 fir n=1,2,...,p
pu=1
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erfillt werden, vollig allgemein gelost wird, wenn man fir diese 2p—2 Gro-
fsenpaare die von den r Wurzeln s=1y,, s =4J, (§.6) verschiedenen ge-
meinschaftlichen Wurzeln der Gleichungen F'= 0 und ¢ = 0 oder die 2p—2
Werthenpaare nimmt, fir welche dw unendlich klein von der zweiten Ordnung
wird, und dafs diese Aufgabe daher nur eine Losung zulédfst. Solche Grofsen-
paare sollen durch die Gleichung ¢ — O verkniipft heifsen. In Folge der

2w R ow B w ¥ w
Gleichungen = dw,)” =0 wird (= w/’, T w;)”, ..., T w,"’), die Summen
1 1 1 1

iiber solche Grofsenpaare ausgedehnt, congruent einem constanten Grofsen—
systeme (¢,, €,y ..., €,), Worin ¢, nur von der additiven Constante in der
Function w, oder dem Anfangswerthe des sie ausdriickenden Integrals abhingt.

Ziweite Abhtheilung.

17.

Fir-die ferneren Untersuchungen iber Integrale von algebraischen,
2p -1fach zusammenhangenden Functionen ist die Betrachtung einer pfach un-
endlichen 9 -Reihe von grofsem Nutzen, d. h. einer pfach unendlichen Reihe,
in welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze Function zwei-
ten Grades der Stellenzeiger ist. Es sei in dieser Function fir ein Glied,
dessen Stellenzeiger m,, m,, ..., m, sind, der Coefficient des Quadrats m;,
gleich @, ,, des doppelten Products m,m,, gleich a, .= @, ,, der doppelten
Grofse m, gleich v,, und das constante Glied =0. Die Summe der Reihe,
iber alle ganzen posiliven oder negativen Werthe der Grofsen m ausgedehnt,
werde als Function der p Grofsen v betrachtet und durch 9 (v, 05, ..., 0,)
bezeichnet, so dafs

PN\ 2 P
o\P (Z)a ! Mym +22y,m
(1') 3(”197)2,...,?)P) = ( 2) e(l) HHTHTH T M :“,

worin die Summationen im Exponenten sich auf u und u', die dufseren Sum-
mationen auf m,, m,, ..., m, beziehen. Damit diese Reihe convergirt, mufs

P2
der reelle Theil von (2) a,, ,om,m, wesentlich negativ sein oder, als eine
1

Summe von positiven oder negativen Quadraten reeller linearer von einander
unabhéngiger Functionen der Grofsen m dargestellt, aus p negativen Quadraten
zusammengeselzt sein.

Die Function & hat die Eigenschaft, dafs es Systeme von gleichzeitigen

Aenderungen der p Grofsen v giebt, durch welche logd nur um eine lineare
Jourual fir Mathematik Bd.LIV. Heft 2. 19
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Function der Grofsen » gedndert wird, und zwar 2p von einander unabhin-
gige Systeme (d. h. von denen keins eine Folge der ibrigen ist). Denn man
hat, die ungeindert bleibenden Grofsen v unter dem Funclionszeichen 9 weg-
lassend, fir u=1, 2, ..., p

R) 9 = 9@w,+ni) und

Tu

@3) 9= ezvf"’_ “rG (014 @y, s vz—[—ag,/,, e Uta, L),
wie sich sofort ergiebt, wenn man in der Reihe fir 9 den Stellenzeiger m,
in m,+1 verwandelt, wodurch sie, wihrend ihr Werth ungeandert bleibt, in
den Ausdruck zur Rechten iibergeht.

Die Function & ist durch diese Relationen und durch die Eigenschaft,
allenthalben endlich zu bleiben, bis auf einen constanten Factor bestimmt. Denn

in Folge der letzteren Eigenschaft und der Relationen (2.) ist sie eine ein-
i . . . . 2 2, .
werthige fir endliche v endliche Function von ¢, e‘)v’, cens ¢”’? und folglich

in eine pfach unendliche Reihe von der Form

P

L \P 22v, m

(2)14 e 1 M H
LUYEPRPEES

mit den constanten Coefficienten A entwickelbar. Aus den Relationen (3.)
ergiebt sich aber

P
= 82%‘“#’ ,,m#'—i- Ty v
m,,...,m,,-i-l,...,mp Byyeaey iy, aeny My

folglich

O
sm, m, ,
Aml)u-’ﬂlp _ COﬂSt.e ' TR H ? Ww. Z. b' w.
Man kann daher diese Eigenschaften der Function zu ihrer Definition
verwenden. Die Systeme gleichzeitliger Aenderungen der Grofsen v, durch
welche sich logd nur um eine lineare Function von ihnen éndert, sollen
Systeme susammengehiriger Periodicititsmoduln der unabhingig verdn-

derlichen Grifsen in dieser 9 -Function genannt werden.

18. .

Ich substituire nun fir die p Grofsen v,, v,, ..., v, p immer endlich
bleibende Integrale w,, u,, ..., u, rationaler Functionen einer verinderlichen
Grofse = und einer 2p|1fach zusammenhangenden algebraischen Funclion s
dieser Grofse, und fir die zusammengehorigen Periodicitdtsmoduln der Grofsen v
zusammengehorige (d. h. an demselben Querschnitte stattfindende) Periodicitats-
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moduln dieser Integrale, so dafs log$ in eine Function einer Verinderlichen 2
iibergeht, welche sich, wenn s und 2 nach beliebiger stetiger Aenderung von
% den vorigen Werth wieder annehmen, um lineare Functionen der Grofsen
~ u andert.

Es soll zunichst gezeigt werden, dafs eine solche Substitution fir jede
2p-+-1fach zusammenhangende Function s moglich ist. Die Zerschneidung der
Fliche 7' mufs zu diesem Zwecke so durch 2p in sich zuriicklaufende Schnitte
a, dyy ..., a,, b, b, ..., b, geschehen, dafs folgende Bedingungen erfillt
werden. Wenn man w,, u,, ..., u, so wihlt, dafs der Periodicititsmodul
von u, an dem Schnitte @, gleich i, an den ibrigen Schnitten a gleich 0
ist, und man den Periodicititsmodul von u, an dem Schnitte b, durch @, , be-

zeichnet, so mufs «,, =a, , und der reelle Theil von ,,Eul“"’f"mf‘ m,, fir alle
24

reellen (ganzen) Werthe der p Grofsen s negativ sein.

19.

Die Zerlegung der Fliche T' werde nicht wie bisher nur durch in sich
zuriicklaufende Querschnitte, sondern folgendermafsen ausgefihrt. Man mache
zuerst einen in sich zuriicklaufenden die Fliache nicht zerstiickelnden Schnitt a,
und filhre dann einen Querschnitt &, von der positiven Seite von a; auf die
negative zum Anfangspunkte zuriick, worauf die Begrenzung aus einem Stiicke
bestehen wird. Einen dritten die Flache nicht zerstickelnden Querschnitt kann
man demzufolge (wenn die Fliache noch nicht einfach zusammenhangend ist)
von einem beliebigen Punkte dieser Begrenzung bis zu einem beliebigen Be-
grenzungspunkte, also auch zu einem friheren Punkte dieses Querschnitts
fihren. Man thue das Lelztere, so dafs dieser Querschnitt aus einer in sich
zuriicklaufenden Linie @, und einem dieser Linie voraufgehenden Theile ¢, be-
steht, welcher das frahere Schnittsystem mit ihr verbindet. Den folgenden
Querschnitt b, ziehe man von der posiliven Seite von «, auf die negative zum
Anfangspunkte zuriick, worauf die Begrenzung wieder aus einem Sticke be-
steht. Die weitere Zerschneidung kann daher, wenn nothig, wieder durch
zwei in demselben Punkte anfangende und endende Schnitte @; und &, und
eine das System der Linien @, und b, mit ihnen verbindende Linie ¢, ge-
schehen. Wird dieses Verfahren fortgesetzt, bis die Fliache einfach zusammen-
hangend ist, so erhilt man ein Schnilinetz, welches aus p Paaren von zwei
in einem und demselben Punkte anfangenden und endenden Linien «, und &,
a, und b,, ..., a, und b, besteht und aus p—1 Linien ¢, €, ..., €oy,

19 #
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welche jedes Paar mit dem folgenden verbinden. Es moge ¢, von einem
Punkte von &, nach einem Punkte von a,,, gehen. Das Schnittnetz wird als
so entstanden betrachtet, dafs der 2v—1te Querschnitt aus ¢,_, und der von
dem Endpunkte von ¢,_, zu diesem zuriickgezogenen Linie @, besteht, und der
2vte durch die von der positiven auf die mnegative Seite von a, gezogene
Linie b, gebildet wird. Die Begrenzung der Fliche besteht bei dieser Zer-
schneidung nach einer geraden Anzahl von Schnitten aus einem, nach einer
ungeraden aus zwei Sticken.

Ein allenthalben endliches Integral w einer rationalen Function von s
und 2 nimmt dann zu beiden Seilen einer Linie ¢ denselben Werth an. Denn
die ganze friher entstandene Begrenzung besteht, wie bemerkt, aus einem
Sticke und bei der Integration lings derselben von der einen Seite der Linie ¢
bis auf die andere wird /Ow durch jedes friiher entstandene Schnittelement
zweimal, in enigegengesetzter Richlung, ersireckt. Eine solche Function ist
daher in T allenthalben aufser den Linien « und & stetig. Die durch diese
Linien zerschnittene Fliche T' moge durch 1" bezeichnel werden.

20.

Es seien nun w,, w,, ..., w, von einander unabhingige solche Functio-
nen, und der Periodicititsmodul von w, an dem Querschnitte @, gleich A3’
und an dem Querschnitte 4, gleich B¢). Es ist dann das Integal /w# dw,,
um die Flache 7" positiv herum ausgedehnt, = 0, da die Function unter dem
Integralzeichen allenthalben endlich ist. Bei dieser Integration wird jede der
Linien a und & zweimal, einmal in positiver und einmal in negativer Richtung
durchlaufen, und es mufs wahrend jener Integration, wo sie als Begrenzung
des posiliverseits gelegenen Gebiets dient, fir w, der Werth auf der positiven
Seite oder w;, wihrend dieser der Werth auf der negativen oder w; ge-
nommen werden. Es ist also dies Integral gleich der Summe aller Integrale
/{wj;—w;)dw#, durch die Linien ¢ und 4. Die Linien & fithren von der

positiven zur negativen Seite der Linien a, und folglich die Linien @ von der
negativen zur positiven Seile der Linien 6. Das Integral durch die Linie a,

ist daher = / AP dw,, = AD [ dw,, = AP B, und das Integral durch die

Linie &, = / B dw, = — B’ A}). Das Integral / wdw,., um die Fliche
T" positiv herum erstreckt, ist also = =(4 B —BY AL?), und diese Summe
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folglich =0. Diese Gleichung gilt fir je zwei von den Functionen w,, w,, ...,

p——-———(f ;i) Relationen zwischen deren Periodicititsmoduln.

Nimmt man fir die Functionen w die Functionen # oder wihlt man

sie so, dafs A¢’ fiir ein von u verschiedenes v gleich 0 und A% = 7i ist,
. ! . o . . /. .

so gehen diese Relationen ber in Bl.ni— B),7i=0 oder in @, ,=a,,,.

w, und liefert also

21. ,
Es bleibt noch zu zeigen, dafs die Grofsen a die zweite oben nothig
gefundene Eigenschaft besitzen.
Man setze w = u-»i und den Periodicititsmodul dieser Function
an dem Schnitte @, gleich A" = &, y,¢ und an dem Schnitte &, gleich

B® = 3,4 4d,i. Es ist dann das Integral /((%;—)2—1—(%)2) dT oder

/(g—;g—; - %%)dT*) durch die Fliache T'" gleich dem Begrenzungsintegral

pudv um T positiv herum erstreckt, also gleich der Summe der Integrale
/ éu’f——y‘)dy durch die Linien @ und 4. Das Integral durch die Linie «,

ist = a/ dv = «,d,, das Integral durch die Linie b, gleich 3, /[dv=— (3,7,
und folglich

JUEY+(EY)ar = Zo—p.10.

Diese Summe ist daher stets positiv.
Hieraus ergiebt sich die zu beweisende Eigenschaft der Grofsen @, wenn
man fir w setzt w;m,+wm+ .- 4u,m,. Demn es ist dann 4, =m, 73,

B,=.#2a,,,,m.u, folglich e, stets =0 und / ((g—ﬁ)g-{—(g—;‘)g)dl': —=0,7.

= —nZm,[3, oder gleich dem reellen Theile von —n=a, ,m,m,, welcher
214

also fiir alle reellen Werthe der Grofsen m positiv ist.
22. '
Setzt man nun in der $~Reihe (1.) §.16 fir a, ,. den Periodicitats-
modul der Function », an dem Schnitt b,, und, durch e, €,, ..., ¢, beliebige
Constanten bezeichnend, %, —e, fir v,, so erhilt man eine in jedem Punkte

*) Dies Integral driickt den Inhalt der Fliche aus, welche die Gesammtheit der
Werthe, die w innerhalb T" annimmt, auf der w-Ebene reprisentirt.
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von 7' eindeutig bestimmte Function von z,
F(uy—e, u,—ey, ..., u,—e,),
welche aufser den Linien & stetig und endlich und auf der positiven Seite der

Linie &, (e ey))mal so grofs, als auf der negativen, ist, wenn man den
Functionen # in den Linien & selbst den Miltelwerth von den Werthen zu
beiden Seiten beilegt. Fiir wie viele Punkte von 7'’ oder Werthenpaare von
s und 2 diese Function unendlich klein von der ersten Ordnung wird, kann

—2(u,—

durch Betrachtung des Begrenzungsimegrals/d log3, um 7T positiv herum

erstreckt, gefunden werden; denn dieses Integral ist gleich der Anzahl dieser
Punkte multiplicirt mit 27z2. Andererseits ist dies Integral gleich der Summe

der Integrale/&dlog&‘*—dlog&‘) durch sammtliche Schniltlinien @, 6 und ¢.
Die Integrale durch die Linien « und ¢ sind = 0, das Integral durch b, aber

gl.eich —Z‘/’du,=2ni, die Summe aller also = p2ni. Die Function 9 wird

daher unendlich klein von der ersten Ordnung in p Punkten der Flache - 71",
welche durch 7, 7,, ..., 77, bezeichnet werden mogen.

Durch einen positiven Umlauf des Punktes (s, 2) um einen dieser Punkte
wichst log9 um 2ni, durch einen positiven Umlanf um das Schniltepaar @, und
b, um — 2ni. Um daher die Function log$ allenthalben eindeutig zu be-
stimmen, fihre man von jedem Punkte 5 einen Schnitt durch das Innere nach
je einem Linienpaar, von 7, den Schnitt /, nach «, und 4,, und zwar nach
ihrem gemeinschaftlichen Anfangs- und Endpunkte, und nehme in der dadurch
entstandenen Flache T'* die Function allenthalben stelig an. Sie ist dann auf
der positiven Seite der Linien / um — 277, auf der positiven Seite der Linie
a, um ¢,2n¢ und auf der positiven Seite der Linie 4, um —2(u,—e,)—h,2ni
grofser, als auf der negativen, wenn ¢, und %, ganze Zahlen bezeichnen.

Die Lage der Punkte n und die Werthe der Zahlen g und /% hangen
von den Grofsen e ab, und diese Abhéangigkeit lafst sich auf folgendem Wege
ndher bestimmen. Das Integral/.log..‘}du/,, um T'* positiv herum erstreckt,
ist =0, da die Function log 9 in 1"* stelig bleibt. Dieses Integral ist aber auch

gleich der Summe der Integrale /Elog&*-—log&‘)du‘,, durch sammtliche

Schniitlinien !, @, b und ¢ und findet sich, wenn man den Werth von u, im
Punkte 7, durch &’ bezeichnet, =2ni(Zo’+h,nit=g,a,,—e,+k,),
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worin &, von den Grofsen e, g, & und der Lage der Punkte 7 unabhingig
ist. Dieser Ausdruck ist also =0.

Die Grofse k, hangt von der Wahl der Function u, ab, welche durch
die Bedingung, an dem Schnilte @, den Periodicititsmodul n¢, an den tbrigen
Schnitten @ den Periodicititsmodul O anzunehmen, nur bis auf eine additive
Constante bestimmt ist. Nimmt man fir #, eine um die Constante ¢, grofsere
Function und zugleich e, um ¢, grofser, so bleiben die Function  und folg-
lich die Punkte 5 und die Grofsen g, 4 ungeindert, der Werth von w, im
Punkte 7, aber wird of’+¢,. Es geht daher %, in &k, —(p—1)¢, iber
und verschwindet, wenn 0/‘":,;—-%_1' genommen wird.

Man kann folglich, wie fiir die Folge geschehen soll, die additiven Con-
stanten in den Functionen u oder die Anfangswerthe in den sie ausdricken-
den Integralen so bestimmen, dafs man durch die Substitution von u,—=c’
fir v, in log & (vyy ..., 0,) eine Function erhilt, welche in den Punkien 7
logarithmisch unendlich wird und, durch 7'* stetig fortgesetzt, auf der posi-
tiven Seite der Linien { um — 2n¢, der Linien « um O und der Linie b,
um —2(uy——2p‘a§;”)) grofser wird, als auf der negativen. Zur Bestimmung

1
dieser Anfangswerthe werden sich spater leichtere Mittel darbieten, als der
obige Integralausdruck fir %,.

23.
Setzt man (%, u,, ..., #,) = (e{”, &f”, ..., ¢'”’) nach den 2p Modul-
systemen der Functionen = (§.15), also

-1 p—1
. » & )
(V15 Uy 00y 0) = (—2“ —-21052 a---s"‘zl“xp )s
so wird $=0. Wird umgekebrt $ =0 fir v, =r,, so ist (r;,72,...,7;)
p—1.
einem Grofsensysteme von der Form (—Ea(”) —Za(” ery — =) con-
1

gruent Denn setzt man v,,:u#——ay‘)—[—r#, mdem man 7, beliebig wibhlt,
so wird die Function 9 aufser in %, noch in p —1 andern Punkten unendlich
klein von der ersten Ordnung, und bezeichnet man diese durch 7, 7,,...,7,.,,
so ist (-—_Ea(’), —E‘laé"), = a(”)) = (Fyy T2y ey 7).

Dle Function 8 bleibt unge.mdert wenn man sammtliche Grofsen v

in’s Entgegengesetzte verwandelt; denn verwandelt man in der Reihe fir
3 (v, 2y ..., v,) sdmmiliche Indices m in’s Entgegengesetzte, wodurch der
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Werth der Reihe ungeéndert bleibt, da —m, dieselben Werthe wie m, durch-
lauft, so geht 9(v,,v.,...,0,) tber in (—v;,—v,,..., —0v,).
Nimmt man nun die Punkte #,, 7., ..., 7,_, beliebig an, so wird

—1
.9(——2‘05(” . —PZa(’)):O und folglich, da die Function 9 wie eben be-

p—1
merkt gerade ist, auch 3(20&”, ey =0)=0. Es lassen sich also die
1

p —1 Punkte 7 ,,, Tpgts o9 Nap_2 SO bestimmen, dafs

-1 2p—2 2p=-2
» L ¢ %) (v)\
(2 @y Zeg :(-Z'ocl,...,-—Za
P

und folglich

2p—2

2;—2 p
(Za‘” vy = a)) = (0,0,...,0)
1
ist. Die Lage der p—1 letzten Punkte hiingt dann von der Lage der p —1
2p=—=2
ersten so ah, dafs bei beliebiger stetiger Aenderung derselben = del’ =0 fir
1

n=1,2, ..., p, und folglich sind (§.16) die Punkte 7 solche 2p —2 Punkte,
fir welche ein dw unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, oder wenn
man den Werth des Grofsenpaars (s, 2) im Punkte #, ducch (0,,C,) bezeich-
net, so sind (0,,5,)y ...y (Ogpe2y &2py) durch die Gleichung ¢ = O verkniipfte
Werthenpaare (§.16).

Bei den hier gewdhlten Anfangswerthen der Integrale u wird also
2p-2 2p—2 '

(= w0y Tu”)=(0,0,...,0)
wenn die Summationen uber simmtliche von den Grifsenpaaren (y,,J,)
(§. 6.) verschiedene gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F — 0
und der Gleichung ¢,q,+ ¢, +++ 4 ¢, ¢, = 0 erstreckt werden, wobei
die Constanten Grifsen ¢ beliebig sind.

Sind ¢, &,...4¢, m Punkte, fir welche eine rationale Function § von s
und 2, die mmal unendlich von der ersten Ordnung wird, denselben Werth
annimmt, und #$’, s,, 2, die Werthe von u,, s, 2 im Punkte &,, so ist (§. 15)

m
(Euf"’, Eu(" ’yeiiy Zul?) congruent einem constanten, d. h. vom Werthe der
1

Grofse § unabhéngigen Grofsensysteme (b, b,,...,5,), und es kann dann fir
jede beliebige Lage eines Punktes ¢ die Lage der ibrigen so bestimmt wer-

den, dafs (Eu(’" : .,g’uf,"’)s(b,,...,bp). Man kann daher, wenn m = p,
1
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(uy—byy...,u,—b,) und, wenn m <p, (ul-—-pz:‘ma{"-— byy...y up—p%‘maﬁ,”’—-bp)
fir jede beliebige Lage des Punkis (s, 2) und der p —m Punkte 7 auf die
Form (— Zam .,—E‘la;,”)) bringen, indem man einen der Punkte & mit
(s, 2) zusammenfallen léi;st, und folglich ist

9 (u, _"%"'ai’) —byynyu, -—p%maff) —5)
fir jedwede Werthe des Grofsenpaars (s, z) und der p—m Grofsenpaare
(0,,8,) gleich 0.

2.
Aus der Untersuchung des §.22 folgt als Corollar, dafs ein beliebig
gegebenes Grofsensystem (el, ., €,) immer einem und nur einem Grofsen-

(1’)

p . .
systeme von der Form (Zoc .,Zaﬁ,”) congruent ist, wenn die Function
1

G (u,—ey, ..., u,—e,) nicht identisch verschwindet; denn es missen dann
die Punkte % die p Punkte sein, fir welche diese Function 0 wird. Wenn

aber 19(0(F)—81, ,u(” e,) fir jeden Werth von (s,,2,) verschwindet,
p=1

so lafst sich (u{"—e,,...,u" —e,) = (—Zu(” vy = Zul’) setzen (§.23),
1

und es lassen sich also fir jeden Werth des Grofsenpaars (s,, z,) die Gro-
fsenpaare (Syy 1)y ¢v.y (Sp—1s Tp—1) 50 bestimmen, dafs

P
( o)y
(Zu’) ey ZSul) = (e1y...5€,)
1

p
und folglich, bei stetiger Aenderung von (s,, 2,), =dul’ =0 ist fir
1

n=1,2,...,p. Die p Grofsenpaare (s,,=,) sind daher p von den Grofsen-
paaren (7,,d,) verschiedene Wurzeln einer Gleichung ¢ =0, deren Coeffi-
cienten so sich #ndern, dafs die ubrigen p —2 Wurzeln constant bleiben.
Bezeichnet man die Werthe von u, fir diese p—2 Werthenpaare von s

v w2t v
und 2 durch wPt), uQ+d, ... wP-2 so ist ( s‘u” by = u?’)=(0,0,...,0)
und folglich (e(,...,e€,) = (— 2 u(’) vy — 2‘ u,(f)). Umgekehrt ist, wenn
. +1 +1
diese Congruenz stattfindet, ’

2p=—2 2p—2
S —e,y ., u—e)) = $(Zul, ..., T uP) = 0.
P P

Journal fiir Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 20
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Ein beliebig gegebenes Grifsensystem (e,, ..., e,) ist also nur einem

) r , P .
Grofsensysteme von der Form (Za(’) Za‘”) congruent, wenn es nicht

einem Grofsensysteme von der Form (-—2 a(”) .,——Ega:,”) congruent
ist, und unendlich vielen, wenn dieses statfﬁndet ‘ '
Da 9 (u, -—Za“‘) U __f;a(/‘)) 3(2a(“)—u ey Za )
2 %p I P 19 9 . P P/
so ist 9 eine ganz ahnhche Function wie von (s, %) auch von jedem der p
Grofsenpaare (0,,C,). Diese Function von (0,,[,) wird =0 fir das Wer-
thenpaar (s, 2) und fir die den ubrigen p —1 Grofsenpaaren (o,C) durch die
Gleichung ¢ =0 verknipften p—1 Punkte. Denn bezeichnet man den Werth
von u, in diesen Punkten mit 3P, 32,..., 327% so ist

(0 N W ) ) P )
Czl‘alf‘,. za/‘) (OCF——E[)' p’u_'zl‘ﬂp)

und folglich 9 =0, wenn 7n, mit einem dieser Punkte oder mit dem Punkte
(s, ) zusammenfallt.

25.

Aus den bisher entwickelten Eigenschaften der Funclion 9 ergiebt sich
der Ausdruck von log$ durch Integrale algebraischer Functionen von (s, 2),
(015 Ci)y ooes (055 Cp .

Die Grofse log 9 (ul® — Epai"),..) log 9 (u” — Zpaf”),...) ist, als
Function von (o,, £.) betrachtet, leine Function von der L;ge des Punkts 7,,
welche im Punkte ¢, wie —log({,— 2,), im Punkte &, wie log({, — 2.)
unstetig wird und auf der positiven 'Seite einer von & nach & zu ziehenden
Linie um 27, auf der positiven Seite der Linie &, um 2(u(® —u®) grofser
ist, als auf der negativen, aufser den Linien & und der Verbindungslinie von &,
und &, aber allenthalben stetig bleibt. Bezeichnet nun n (¢, &,) irgend eine
Function von (o,,L,), welche aufser den Linien & ebenso unstetig ist und
auf der einen Seite einer solchen Linie ebenfalls um eine Constante grofser
ist, als auf der andern, so unterscheidet sie sich (§.3) von dieser nur um

P
eine von (c,,(,) unabhiingige Grofse, und folglich ist sie von =7 (e, &)
1
nur um eine von simmtlichen Grofsen (0,() unabhangige und also blofs von
(s15 %)) und (s,,2,) abhangende Grofse verschieden. 7%X(e,,é,) drickt den

Werth einer Function n(e,, &) des §.4 fir (s, 2) = (0,,8,) aus, deren Perio-
dicitatsmoduln an den Schnitten « gleich O sind. Aendert man diese Function
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p .
um die Constante ¢, so dndert sich =n)(¢;, &) um pc; man kann daher, wie
1

fir die Folge geschehen soll, die additive Conslante in der Function 7(z,, &)
oder den Anfangswerth in dem sie darstellenden Integrale dritter Gattung

so hestimmen, dafs log-.‘)m—log&(”===.2p‘n“‘)(s,,ez). Da 9 von jedem der
1

Grofsenpaare (o, () auf ahnliche Art, wie von (s,2) abhingt, so kann die
Acnderung von log 9, wenn irgend eins der Grofsenpaare (s, 2), (715515 «+s
(6,,&,) eine endliche Aenderung erleidet, wahrend die ibrigen constant blei-
ben, durch eine Summe von Functionen 7 ausgedriickt werden. Offenbar kann
man also, indem man nach und nach die einzelnen Grofsenpaare (s, <),
(015 81)s «vvy (0,,8,) andert, logd ausdriicken durch eine Summe von Funclio-
nen 7 und log$(0,0,...,0) oder dem Werth von log$ fir ein beliebiges
anderes Werthensystem. Die Bestimmung von log3(0,0,...,0) als Function
der 3p—3 Moduln des Systems rationaler Functionen von s und 2= (§.12)
erfordert éhnliche Betrachtungen, wie sie von Jacobi in seinen Arbeiten iber
elliptische Functionen zur Beslimmung von O(0) angewandt worden sind. Man
kann dazu gelangen, indem man mit Hilfe der Gleichungen
o R, 0% o3

You, = g W R = e
wenn u von u' verschieden ist, die Differentialquotienten von log9 nach den
Grofsen a in

dlog ¥

aaf,ﬂ da, .

durch Integrale algebraischer Functionen ausdrickt. Fir die Ausfiihrung dieser
Rechnung scheint jedoch eine ausfihrlichere Theorie der Functionen, welche
einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten geniigen,
nothig, die ich nach den hier angewandien Principien nichstens zu liefern
beabsichtige.

dlogd = =

Ist (s,,2,) unendlich wenig von (s,,%;) verschieden, so geht n(e,, &)
iber in 02,f(¢,), worin #(¢) ein Integral zweiter Galtung einer rationalen

. . . . 1 . .
Function von s und 2 ist, welches in ¢ wie —— unstetig wird und an den
: %

Schnitten ‘@ den Periodicititsmodul O hat; und es ergiebt sich, dafs der

oW
Periodicititsmodul eines solchen Integrals an dem Schnitte &, gleich 2596—“;”- i
1

und die Integrationsconstanie sich so bestimmen lafst, dafs die Summe der
20 *

st
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alog&( )

Werthe von ¢(¢,) fir die p Werthenpaare (0,,8,), ..., (0,,5,) gleich

o
wird. Es ist dann é%—gzi— gleich der Summe der Werthe von #(7,) fur die
‘u

den p—1 von (0,,8,) verschiedenen Grdfsenpaaren (0, L) durch die Gleichung
¢ =0 verkniipften p—1 Werthenpaare und fir das Werthenpaar (s, 2), und

man erhalt fir

alog&( ) Ld alogz?( )

dg, = dlog9v,

Oz +=

einen Ausdruck, welchen Wezerslra/s fir den Fall, wenn s nur eine zwei-
werthige Function von 2 ist, gegeben hat (d. J. Bd.47 S. 300 Form. 35).

Die Eigenschaften von n(e,,&,) und #(¢) als Functionen von (s, 2,)
und (s,, 2,) ergebhen sich aus den Gleichungen

(&), &) = “‘(log&(ul —puy,.. )_IOgg(“F)'—I’un“-)) ’
und
1 alogﬂ'(u — Pty ...)
te) = = ’ |
: . ) »_ o dlog I
welche in den obigen Ausdrucken fir log 9®—log 3" und —5 als spe-

cielle Fille enthalten sind. B

26.

Es soll jetzt die Aufgabe behandelt werden, algebraische Functionen von
z als Quotienten zweier Producte von gleichvielen Functionen 9 (u,—e,, ...)
und Potenzen der Grofsen e* darzustellen.

Ein solcher Ausdruck erlangt bei den Uebergéingen von (s,2) uber die
Querschnitte constante Factoren, und diese missen Wurzeln der Einheit sein,
wenn er algebraisch von 2 abhangen und also bei steliger Fortsetzung fir
dasselbe = nur eine endliche Anzahl von Werthen annehmen soll. Sind alle
diese Factoren ute Wurzeln der Einheit, so ist die wte Potenz des Ausdlucks
eine einwerthige und folglich rationale Funclion von s und 2.

Umgekehrt lafst sich leicht zeigen, dafs jede algebraische Funclion #»
von 2, die innerhalb der ganzen Fliache 1" stetig fortgesetzt, allenthalben nur
einen bestimmten Werth annimmt und beim Ueberschreiten eines Querschnitls
einen constanten Factor erlangt, sich auf mannigfallige Art als Quotient zweier
Producte von J-Functionen und Potenzen der Gofsen e ausdriicken lafst.
Man bezeichne einen Werth von #, fir »=o0 durch 3, und fir » =0
durch 7, und nehme logr, indem man von jedem Punkte, wo 7 unendlich von
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der ersten Ordnung wird, nach je einem Punkte, wo r unendlich klein von der
ersten Ordnung wird, eine Linie durch dasInnere von 7T zieht, aufser diesen
Linien in 7" allenthalben stetig an. Ist dann logr auf der positiven Seite der
Linie a, um ¢,27¢ und auf der positiven Seite der Linie 6, um — /%, 2n2
grofser, als auf der negaliven, so ergiebt sich durch die Betrachtung des Be-

grenzungsintegrals /fogrduF
Zpu— 2, = 9#”’.‘1‘?/‘7“‘“’7
fir w=1, 2, ..., p, worin g, und £, nach dem oben Bemerkten rationale
Zahlen sein miissen und die Summen auf der linken Seite der Gleichung iiber
sammtliche Punkte, wo = unendlich klein oder unendlich grofs von der ersten
Ordnung wird, auszudehnen sind, indem man einen Punkt, wo 7 unendlich
klein oder unendlich grofs von einer hoheren Ordnung wird, als aus mehreren
solchen Punkten bestehend betrachtet (§.2). Wenn diese Punkte bis auf p
gegeben sind, so lassen sich diese p immer und allgemein zu reden nur auf
~eine Weise so bestimmen, dafs die 2p Facloren e"""gﬂi, PR gegebene
Werthe annehmen (§§. 15, 24).
Wenn man nun in dem Ausdrucke
P —2=h,u,
0° ’

worin P und Q Producle von gleichvielen Functionen {}(zll——zaﬁ”’,...) mit
demselben (s, 2) und verschiedenen (o, §) sind, die Werthenpaare von s und
2, fir welche » unendlich wird, fiir Grofsenpaare (0,&) in den ¢ -Functionen
des Nenners und die Werthenpaare, fir welche » verschwindet, fiir Grofsen—
paare (0, 5) in den 9-Functionen des Zahlers substituirt und die ibrigen
Grofsenpaare (0,C) im Nenner und im Zihler gleich annimmt, so stimmt der
Logarithme dieses Ausdrucks in Bezug auf die Unstetigkeiten im Innern von
T' mit logr iberein und #ndert sich beim Ueberschreilen der Linien 4 und b,
wie logr, nur um rein imaginire lings diesen Linien constante Grofsen; er
unterscheidet sich also von logr nach dem Dirichlet’schen Princip nur um
eine Constante und der Ausdruck selbst von » nur durch einen constanten
Factor. Bei dieser Substitution darf selbstredend keine der 9-Functionen
identisch, fir jeden Werth von =z, verschwinden. Dieses wiirde geschehen
(§.23), wenn simmtliche Werthenpaare, fir welche eine einwerthige Function
von (s,z) verschwindet, fir Grofsenpaare (o,C) in einer und derselben 9~
Function substituirt wiirden. '
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. 7.

Als Quotient zweier & -Functionen, multiplicirt mit Potenzen der Gro-

fsen e“, lifst sich demnach eine einwerthige oder rationale Function von (s, %)

nicht darstellen. Alle Functionen r aber, die fir dasselbe Werthenpaar von

¢ und = mehrere Werthe annehmen und nur fir p oder weniger Werthen-

paare unendlich von der ersten Ordnung werden, sind in dieser Form dar-

stellbar und umfassen alle in dieser Form darstellbaren algebraischen Funclionen

von 2. Man erhalt, abgesehen von einem constanten Factor, jede und jede
* nur einmal, wenn man in

0(v‘—ylni—%‘hyal,,,,...)

—22v b,
e
F (Vg v 0y Up)

v

P
fir %, und g, rationale dchte Briiche und u,— o fir v, selat.

Diese Grofse ist zugleich eine algebraiséhe Function von jeder der
Grofsen { und die (im vor. §.) entwickelten Principien reichen vollig hin,
um sie durch die Grofsen 2z, §;, ..., §, algebraisch auszudriicken.

In der That: Als Function von (s,2) nimmt sie, durch die ganze
Flache 1" stetig fortgesetzt, allenthalben einen bestimmten Werth an, wird
unendlich von der ersten Ordnung fir die Werthenpaare (o, &), ..., (0,,5,)
und erlangt an dem Schnitte @, beim Uebergange von der positiven zur ne-

. . 27t . —h
gativen Seite den Factor ¢’"™, an dem Schnitte 4, den Faclor € *~"; und

jede andere dieselben Bedingungen erfiillende Function von (s, 2) unterscheidet
sich von ihr nur durch einen von (s, 2) unabhingigen Factor. Als Function
yvon (aﬂ,'g#) nimmt sie, durch die ganze Fliache T stetig forigesetzt, allent-
halben einen bestimmten Werth an, wird unendlich von der ersten Ordnung
fir das Werthenpaar (s, 2) und fir die den ibrigen p —1 Grofsenpaaren (o, {)
durch die Gleichung ¢ == 0 verkniipften p —1 Werthenpaare (0, ¢, ...,

27t
M an dem

27t

(0;"_)1, ,,"_)1) und erlangt an dem Schnilte «, den Factor ¢

Schnitte &, den Factor eh'mi und jede andere dieselben Bedingungen erfil-
lende Function von (o,,5,) unterscheidet sich von ihr nur durch einen von
(04, G,) unabhéngigen Factor. Bestimmt man also eine algebraische Function
von 2, iy ..y &,

(s, 2); (01, ) PR vy (0, Cp))
so, dafs sie als Function von jeder dieser Grofsen dieselben Eigenschaften
besitzt, so unterscheidet sie sich von dieser nur durch einen von simmtlichen
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Grofsen 2, §;, ..., £, unabhingigen Factor und wird also = Af, wenn A
diesen Factor bezeichnel. Um diesen Faclor zu bestimmen, driicke man in f die

von (0,,, L,) verschiedenen Grofsenpaure (o, &) durch (¥, &%), ..., (6% £¥))
aus, wodurch er in
9((0,, s (5, %), (5('“)9 Cgu))a R (02/4_)“ p—l))

ibergehe; offenbar erhilt man dann den inversen Werth der darzustellenden
1 . .
Function und also einen Ausdruck, welcher —-—-z—f— sein mufs, wenn man in

Aq fir (0,,&,) das Grﬁfsenpaar (s, ) und fir die Grofsenpaare (s, 2),
o, Ty ooy (0692, 24, die Werthenpaare von (s, 2) substituirt, fir welche
dxe darzustellende Function und also f==0 wird. Hieraus ergiebt sich A*
und also 4 bis auf das Vorzeichen, welches durch directe Betrachtung der
9-Reihen in dem darzustellenden Ausdrucke gefunden werden kann.

Gottingen, 1857,




