1.
Aligemeine Eigenschaften der algebraischen Curven.

(Yom Herrn Professor J. Steiner zu Berlin.)

(Abgedruckt aus dem Monatsbericht der hiesigen Akad. der Wissens. vom August 1848.)*)

ln der Gesammisitzung der Akademie am 10. August 1848 wurde von
Herrn Steiner eine Abhandlung iber ,allgemeine Eigenschaften der alge-
braischen Curven” vorgelegt. : |
Diese Curven werden darin nach Grad und Classe aufgefafst; das
Wesen der Doppel- und Rickkehrpuncte, der Doppel- und Wendetangenten
wird erldutert und die gegenseitige Abhédngigkeit dieser Elemente und des
Grads und der Classe wird nachgewiesen. Bezeichnen g und % beziehlich
den Grad und die Classe einer Curve, K®=— %, ferner d und r die Zahl
ihrer Doppel- und Riickkehrpuncte, so wie # und w die Zahl ihrer Doppel-
und Wendetangenten, so hat man die drei Gleichungen
1) glg—1) = k+2d43r,
Q) k(k—1) = g+42+43w,
B) 39(9—2) = 6d+8rtw,
aus denen, wenn von den darin enthallenen 6 Grofsen irgend drei gegeben
sind, die drei tubrigen gefunden werden; was somit auf 60 Formeln fihrt.
Bei Bestimmung der Curven durch gegebene Puncte ergiebt sich der fol-
gende bekannte Satz als :

- Erster Fundamentalsatz:

,,Durch beliebige gegebene yn(n-+3)—1 Puncte a, geht eine un-
zihlige Schaar Curven n' Grads, A, und alle diese Curven gehen
nebstdem nothwendig noch durch andere }(n—1)(n —2) bestimmte Puncte
a,, 80 dafs sie ein Curvenbuschel B (A") mit n* gemeinschaftlichen Schnitt-
puncten a bilden.” Die Puncte a, heifsen die bestimmenden, die Puncte a,
die nothwendigen, und beide insgesammt, die n* Puncte « heifsen die Grund-
puncte des Bischels B(A4"). '

#) Dieser Monatsbericht wird vornehmlich aus dem Grunde hier abgedruckt, weil

auf die darin enthaltenen Erklirungen und Sitze in der nachher folgenden Abhandlung
vielfach verwiesen wird. ‘
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Dieser Satz ist fur die Betrachtung der Curven einer der wesentlichsten .
und fruchtbarsten, indem er zahlreiche Folgerungen gewihrt. Dahin gehort
unter andern die Erzeugung der Curven durch Curvenbischel niedrigen Grades,
ganz analog, wie die Kegelschnitte durch projectivische Strahlbischel erzeugt
werden. Ferner eine grofse Reihe von Satzen iber gegenseitige Berithrung
der Curven, wobei sich insbesondere verschiedene merkwirdige Elgenschaften
der 28 Doppeltangenten der Curven 4" Grads ergeben.

Uber die Polaren werden einige neue weiter gehende Gesichtspuncte
aufgestellt, die zu einer Menge neuer Resultate fihren.

Werden aus einem beliebigen Puncte’ P an eine gegebene Curve A"
(die Basis) Tangenten gelegt, so liegen die n(n—1) Berihrungspuncte in
einer Curve A" '; und werden aus demselben Punct P an diese neue Curve
Tangenten gelegt, so liegen die (n-—1)(n—2) Berithrungspuncte eben so in
einer Curve A"~?; und wird so fortgefahren, so erhilt man die aufeinander
folgenden Curven 4™, 4™, A3, ... A, A', welche die successiven Po-
~laren des Puncts P in Bezug auf die Basis 4", und zwar nach der Reihe
die 1%, 2, 3%, ..., (n —2)*, (n—1)" Polare genannt, und die in Zeichen
wie folgt, dargestellt werden
(P): A" = A" (P A"=A4"" (P):A"=A"~; (P),_,: A" = 4,

(P)py: A= A,
wobei also z. B. (P),: 4" = A"~ heifst: die x' Polare des Puncts P in
Bezug auf die Basis A" ist eine Curve vom (n — z)*" Grad, = A", Die
(m—2)" Polare A* ist ein Kegelschnitt und dle (n—1)' Polare A' ist
eine Gerade. ‘

Bewegt sich der Pol P in irgend eimer Linie L (Direclrix), so wird
jede seiner Polaren, wie etwa die x', eine continuirliche Schaar Curven 4",
oder S'(A™~), durchlaufen, die irgend eine Curve umhillen, welche die a'
Polar - Enveloppe E, des beweglen Pols P, oder schlechthin die x'* Po-
lare der Leitlinie L in Bezug auf die Busis A® genannt wird. In Zeichen
wird dies wie folgt ausgedrtckt:

(4) (L), A"=8A>)=kK,.

Ist die Directrix L eine gegebene Curve, etwa vom »" Grad, = D,
so ist auch der Grad jeder ihrer Polaren K, KE,, ... E,_, bestimmt, namlich
es ist allgemein , | |

(5) (Dr)x:An=E;(r+2x—3)("—");
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d. h.: ,,Die ' Polare der Curve D" in Bezug auf die Basis A" ist
eine Curve K, vom r(r-2x —3)(n—x)" Grad;” oder: ,,Bewegl sich
der Pol P in der Curve D', so ist seine x'* Polar - Enveloppe E. eine
Curve vom genannten Grade.”
Fir die erste und letzte Polare, also fir £ =1 und £ =mn—1 hat

man inshesondere

(6) (D)y:d = E "7,
und

(1) (D) A =E";
ist dagegen r =1, also die Directrix eine Gerade D', so hat man (5.):

(8) (DY),:Ar= EXP0)
und fir =1 und £ =n—1 kommt

(9) (DY:4"=E};
und
(10)  (DY,_: A"=EX =g,
d. by ,,Bewegt sich der Pol P auf einer Geraden D' (9.), so ist seine
erste Polar - Einveloppe vom Nulllen Grad, E!, was anzeigt, dafs die
S (A™") sich in (n —1)* Puncten a schneiden, auf welche sich die Enve-
loppe reducirt, oder dafs die Schaar Polaren A" in ein Biischel B(A™™)
ubergehen;” und (10.) ,,die (n —1)" Polare einer Geraden D" in Bezug auf
die Basis A" ist eine Curve vom 2(n— 2)"* Grad und von der (n —1)'""
Classe &".”
Fir die Betrachtung der Polaren dient der folgende, allgemein bekannte,

Satz als

Zweiter Fundamentalsatz:

»»INimmt man, in Bezug auf dieselbe Basis A", von zwei beliebigen
‘Puncten P und Q die ersten Polaren, seien diese P"~' und Q ", und
nimm¢ sodann verwechselt die erste Polare von P in Bezug auf die
Curve Q"' und die erste Polare von Q in Bezug auf P, so sind
diese beiden Polaren eine und dieselbe Curve R'*; oder in Zeicken:

(11) (O [(P): 4] =(P)y:[(Q)y: A"] = R

Dieser Saiz ist ebenso folgenreich, wie der obige. Durch wiederholte
Anwendung desselben folgt zunidchst, dafs ,

(12) () [(P): 4] = (P),:[(0),: 4] = R,
Eine andere Folgerung ist: :
1 *
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»Liegt der Punct Q in der x'" Polure von P, also in P", so
geht die (n —x)'* Polare von Q, also Q~, durch den Punct P.” Ebenso
folgt daraus der schone Reciprocititssatz:

wHat die x'* Polare eines Puncls P, also P, einen Doppel-
punct Q, so hat auch umgekehrt die (n— x —1)"* Polare des lelztern,
d.i. Q**, jenen Punct P zum Doppelpunct.”

Die Doppelpuncte der Polaren spielen eine wesentliche Rolle, wie aus
dem folgenden Beispiel zu ersehen ist.

s, Der Ort desjenigen Puncts P, dessen erste Polare, P, einen
Doppelpunct Q hat, ist eine Curve vom 3(n—2)(n—2)" Grad

= Ppi°
und der Ort des Doppelpuncts Q ist eine Curve vom 3(n —2)*" Grad
— Q3(n—2) 9
diese letatere Curve Q, ist also zugleich auch der Ort desjenigen Puncts Q,
dessen (n—2)*° Polare, @7, einen Doppelpunct P hat, und jene erste Curve
P, ist der Ort dieses Doppelpuncts. Die Polare Q* ist somit ein Kegelschnitt,
der aus zwei Geraden bestebt, die sich in P schneiden. Die Curven P, und
0, werden, nebst andern, conjugirle Kern-Curven der Basis A" genannt.
Sie haben unter andern folgende Eigenschaften:

s Die Curve Q, geht durch die 3n(n—?2) Wendepuncle der Basis
A", wogegen die Curve P, alle Wendetangenten derselben berihri” —
»Die Curve P, ist von der 3(n—1)(n—2)" Classe; und von gleicher
Classe ist, im Allgemeinen, diejenige Curve R,, welche von der Geraden
PQ umhallt wird; diese Curve R, berithrt ebenfalls die Wendelangenten
der Basis A";” etc. — ,,Die (n—1)"¢ Polare von jeder beliebigen Curve I,
d. i D'0+=5 (7)), berihrt die Kerncurve P, in 3r(n-—-2) Puncten;” elc. —
,,Die Kerncurve P, hat

3(n—2)(4n —9) Wendetangenten,
$(n—2)[(3w°4-1)(n —4) 28] Doppeltangenten,
12(n —2)(n—3) Rauckkehrpuncte,. und '
3(n—2)[3(n—2)' —14(n— 2)--11] Doppelpuncte.”

»»Sind P, und P, irgend zwei solche Puncte, deren erste Polaren
P;~' und P;=' einander in irgend einemn Puncte X berihren sollen, so
mufs die Gerade P, P, allemal die Curve P, in irgend einem Puncle P
berithren, und so ist der Punct X der zu P reciproke Pol Q und die
Gerade PQ ist die gemeinsame Tangente jener Polaren im Puncte X = Q.
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Also konnen alle ersten Polaren P;~', P;™, ... einander nur in solchen
Puncten Q berihren, welche in der Kerncurve Q, liegen, und somit zu-
gleich Doppelpuncte von einzelnen derselben sind. -Jeder Tangente PP,
der Curve P, entspricht ein Biischel erste Polaren (9.), B(P;™), die
sich in einem und demselben Puncte Q) berahren, welcher der reciproke
Pol zum Berihrungspunct P der Tangente ist. Ist PP, insbesondere
eine Wendetangente der Kerncurve P,, so osculiren sich ihre Polaren
B(P;™) in Q; und ist PP, eine Doppeltangente von P,, so berihren
sich die Polaren B(P{™') in zwei verschiedenen Puncten Q. Ist ferner
insbesondere P ein Doppelpunct der Curve P,, so hat seine erste Polare
P zwei Doppelpuncte Q, und somit giebt es eben so viele erste Polaren,
welche zwei Doppelpuncte haben, als die Kerncurve P, Doppelpuncte
hat;” u. s. w.

Die gesammien ersten Polaren P, P;~', P;~', ... bilden ein soge-
nanntes Nelz, welches durch irgend drei derselben (die nicht zu einem Bischel
gehoren) bestimmt ist, und wodurch dann auch die Basis A" bestimmt wird.
Haben die drei gegebenen Curven gemeinschaflliche Puncte [1, 2, 3, ... bis
hochstens 4 (n—1)(n-2) —2], so sind dieselben Doppelpuncte der Kern-
curve Q,. Daher ist 2. B. der Ort der Doppelpuncte (oder der Be-
rahkrungspuncte) aller Curven P~, welche durch dieselben gegebenen
3z (x+3)—2 Puncte d gehen, eine Curve Q°°~", welche die Puncte d
au Doppelpuncten hat. Sollen die Curven P* durch }x(x-+3)—1
Puncte d gehen, so bilden sie ein Buschel B(P~) und dann haben sie
susammen 3(x —1)* Doppelpuncte. .

Uber die obigen Polaren (Polar-Enveloppen) wird bemerkt, dafs wenn
man eine derselben zur Directrix annimmt, ibr ebenfalls eine Reihe Polarcurven
entsprechen, von denen die eine vorzugsweise ihre reciproke Polare genannt
wird. Némlich wird von der x'" Polare einer Curve D", also von (5.)

E;(r+2x._3)(n-—x),

“die (n—a)*, d. i die reciproke Polare genommen, so mifste diese die ge-
gebene Curve D" sein; nach der allgemeinen Formel (5.) ist sie aber, wenn
f(r—} Rx—3)(n—ux)==s geselzt wird, eine Curve vom s{s} 2(n—z)—3]a'"
Grad. Hier ist also der scheinbare Widerspruch noch auffallender, als bei der
.gewobnlichen Polaritit, wo die Basis nur ein Kegelschnitt, und fir welchen
Fall er durch Porcelet aufgeklart. worden. Hier wird das Paradoxon wie
folgt erklart.
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Die erste Polare von I, in Bezug auf die Basis A", ist B, 007",

und far die (= —1)" Polare von dieser giebt die Formel (7.)
E r(r—1)(n=0)[r(r=1)(n - 1)+2n—5]

ne=1
~ statt dafs sie, vermoge der Reciprocitit, blofs die urspringliche Curve D™ geben
sollte. Dieses Wundersame klart sich nun dadurch auf: dafs die Curve E,_,
1) aus (n—1)* Mal der Curve D" nebst deren 3r(r — 2) Wendetangenten
und §r(r—2)(r*—9) Doppeltangenten, wobei noch jede Wendetangente
als eine 3fache und jede Doppeltangente als eine 2fache Gerade zu
zahlen ist, also aus (n —1)* X (D" + 2d-3w), und
2) aus den 3r(r—1)(n—1)(n—2) gemeinschaftlichen Tangenten der Curve
D und der Kerncurve P,
besteht.

Eine gegebene Curve Q7 kann von den Curven eines in derselben
Ebene gegebenen Bischels B (P?) in ¢(g -+ 2p — 3) Puncten R beriihrt wer-
den, welche allemal mit den 3(p —1)* Doppelpuncten des Bischels B(P¥)
zusammen in einer Curve R9**~ liegen. — Sind in derselben Ebene irgend
zwei Curvenbischel B(P*) und B(Q7) gegeben, so ist der Ort des Puncts R,
in welchem sich je zwei Curven beider Biischel berihren, eine Curve vom
(2p +2¢—3)* Grad; und die Anzahl derjenigen Puncte R,, in welchen
sich zwei Curven P’ und Q7 beider Bischel osculiren, ist

= 3[(p+9)(p+9—6)+2pg+5].
Sind in einer Ebene drei beliebige Curven-Bischel B (P?), B(Q? und B (R")
gegeben, so ist die Zahl derjenigen Puncte, in welchen je drei dieser Curven
einander beriihren, im Allgemeinen
= 4(pg+pr+qr)—6(p4-¢+r—1)

Fir die Curven 3** und 4" Grads inshesondere ergeben sich aus der
obigen allgemeinen Betrachtung viele, zum Theil ganz neue interessante Ei-
genschaften, wie leicht zu ermessen. Namentlich ireten hier wiederum eigen-
thiimliche Relationen der 28 Doppeltangenten der Curve 4" Grads hervor,
ein Gegenstand, tber welchen bisherige Bemihungen noch wenig ermittelt
haben. Uber die Curve 3' Grads bieten sich noch mehr specielle Falle dars
dabei wird nachgewiesen, dafs das eigentliche Wesen vieler ihrer Elgen-
schaften vornehmlich auf der sogenannten Inwolution beruht.

Durch verschiedene Correlationssysteme werdén theils analoge 'Resulta_té,
wie durch die Polaritat, theils aber anch neue Satze aber Curven geéwonnen.




