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10.
Über die Ergänzungssätze zu den allgemeinen

Reciprocitätsgesetzen.
(Von Herrn E. E. Kummer^ Professor an der Universität zu Breslau.)

JLJas Reciprocitätsgesetz für die quadratischen Reste erstreckt sich be-
kanntlich nicht auf die Primzahl 2, für welche ein besonderer Satz lehrt, ob
sie quadratischer Rest einer gegebenen Primzahl sei, oder Nichtrest. Eben so
ist von dem Reciprocitätsgesetze für die cubischen Reste die Primzahl 3 aus-
genommen; nebst den beiden complexen Primfactoren derselben l — a, l — a2,
wo eine dritte Wurzel der Einheit bezeichnet. Für die höheren Potenz-
reste, welche hier nur für den Fall in Betracht kommen sollen, wp der
Potenz-Exponent eine Primzahl ist, sind ebenfalls, aufser dem allgemeinen
Reciprocitätsgesetze, Ergänzungssätze nöthig, welche entscheiden, ob der Po-
tenz-Exponent und die aus Äten Wurzeln der Einheit gebildeten Prim-
factoren desselben, l — a, l — a2, ... l — ä*"""1, für eine gegebene complexe
Primzahl Potenzreste sind, oder zu welcher Classe der Nichtreste sie ge-
hören. Auch kommen für diese höheren Potenzreste noch die complexen Ein-
heiten hinzu, für welche die Untersuchung noch besonders anzustellen ist. Die
Aufgabe, deren vollständige Lösung ich in dem Folgenden geben werde, be-
steht also darin, die Werthe der auf Ate Potenzreste sich beziehenden Symbole

,und

zu finden, wo a eine Ate Wurzel der Einheit, ( ) eine beliebige complexe
Einheit und f ( a ) eine complexe Primzahl bedeutet; welche eine wirkliche oder

eine ideale sein kann. Die Bedeutung des Symbols ( ,.** J ist durch die
Congruenz

Mod.

definirt, in welcher Nf(a) die Norm von f(ct) bedeutet. Für den Fall, dafs
(a) ideal ist, welcher jedoch vorläufig, da (a) nur einen der drei Werthe
, l — a* oder *(a) haben soll, nicht in Betracht kommt, wird diese Definition
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94 10. Kummer> von den Reciprocitätsyesetzcn.

dahin erweitert, dafs man statt (a) diejenige Potenz von ( ) nimmt,
welche zu einer wirklichen complexen Zahl wird, wenn die fite Potenz es ist.

So hat das Symbol ( f?\ } nac^ ^er °bigen Definition einen ganz bestimmten

Sinn, und es ist sodann (T- ^1) nach der Gleichung

_ ( ( \

zu definiren; welche immer einen bestimmten Werth dafür giebt, wenn H
nicht durch theilbar ist. Für diesen Fall aber, welcher, wie ich ander-
weit gezeigt habe, nur dann vorkommen kann, wenn eine von den Aus-
nahmszahlen ist, für welche eine der ersten £( — 3) ßernoullischen Zahlen
in ihrem Zähler selbst als Factor enthält, ist die gegebene Definition unzu-

reichend. Der Exponent derjenigen Potenz von a> welcher (T· A} gleich ist,

heifst der Index von ( ) für den Mod./*(a) und soll in dem Folgenden durch
Ind. 9 (a) bezeichnet werden, so dafs die vorliegende Aufgabe auch so aus-
gedrückt werden kann: Die Werthe von

Ind. , Ind. (l — a1} und Ind. «(et)
zu finden, für den Mod./*(a).

Es werden hierbei zwei Fälle zu unterscheiden und besonders zu be-
handeln sein; nämlich erstens der Fäll, wo f ( a ) eine complexe Primzahl ist,
deren Norm Nf(a)=p eine Primzahl von der Form -\-1= ist, in
welchem Falle ich f ( a ) eine zum Exponenten Eins gehörende complexe Prim-
zahl nenne; und zweitens der Fall, wo f ( a ) eine zu einem beliebigen ändern
Exponenten gehörende complexe Primzahl ist, d .h. , wo Nf(a)==qt und </
eine für den Modul zum Exponenten / gehörende nic/itcomplexe Primzahl ist.
In dem ersten Falle, für welchen ich eine einfache Methode und die Haupt-
resultate im vorigen Jahre der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu
Berlin mitgetheilt habe (M. s. die Monatsberichte vom Mai 1850), ist die Lehre
von der Kr eist hellung allein ausreichend, um die vorliegende Aufgabe zu
lösen; in dem zweiten Falle aber ist noch eine, auch in anderer Beziehung
nicht unwichtige Erweiterung oder Verallgemeinerung der Theorie der Kreis-
theilung nöthig; welche in dem Folgenden ebenfalls entwickelt werden soll.
Endlich gedenke ich hier auch noch eine Anwendung der gefundenen Re-
sultate anf das allgemeine Reciprocitätsgesetz zu geben, bestehend in der
Lösung der Aufgabe: Wenn das Reciprocitätsgesetz zwischen zwei complexen
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10. Kummer, von den Reciprocit tsgesetzen. 95

Primzahlen gegeben ist, f r besondere Bedingungen, welche die Einheiten be-
stimmen, die als Factoren dieser complexen Zahlen vorhanden sein k nnen:
daraus das Reciprocit tsgesetz f r dieselben complexen Primfactoren zu finden,
welche jenen Bedingungen nicht weiter unterliegen.

§. i.
Entwickelung der Indices von λ, l— α* und f(a) f r den Fall, dafs der Modul,

auf welchen sich die Indices beziehen, ein zum Exponenten Eins geh render
complexer Primfactor ist.

Es sei f ( a ) ein complexer, idealer oder wirklicher Primfactor der realen
Primzahl p, von der Form ^λ-fl; λ sei eine ungerade Primzahl; g eine pri-
mitive Wurzel der Congruenz ^P"1^!, Mod. p; γ eine primitive Wurzel
der Congruenz γλ~ι = l , Mod. λ; χ eine imagin re Wurzel der Gleichung
χρ=^\9) und a eine imagin re Wurzel der Gleichung αλ = ί . Ferner seien

p _ l
η, *]ι·> %i ··· %-i die λ Perioden, welche aus je ?/ = .£— — Wurzeln der Glei-A
chung a?p=l gebildet werden k nnen, so dafs

ist,
U. S. W.

Die Producte je zweier Perioden lassen sich bekanntlich immer als
lineare Functionen aller hnlichen Perioden darstellen. Diese Ausdr cke nehmen
in dem gegenw rtigen Falle, wo λ ungrade ist, folgende Gestalt an:

l i ,1 l
= mri -f 0ι1 τ?1 -f m2 η2 ·] ----- \- ηι

2 2 2 2

= mri -j- mLr]L -\- Μ2η2 -f · · - -f «i^ifo^

in welchen allgemein der Coefficient mh gleich ist der Anzahl der Werth-
Verbindungen des r und s, aus den Zahlen r = 0, l, 2, ... r — l und
$ = 0, l, 2, ... s — l, welche der Congruenz

gen gen, oder, was Dasselbe ist, gleich der Anzahl der Werthe des r aus
13*
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96 Ά Kummer > <von den Reeiprocit tsyesetzen.

der Reihe r = 0, l, 2, ... r— l, welche der Congruenz
Ind. (y^rl-\ -1) ΞΞΞ , Mod. λ,

gen gen, wenn das Zeichen des Index (Ind.) sich auf die Primzahl p und
deren primitive Wurzel y bezieht. Ich stelle hier, wegen des in dem Fol-

*
genden davon zu machenden Gebrauchs, die Haupt-Eigenschaften dieser Zahlen ?nh,
welche ich in der Abhandlung ber die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit
gebildeten complexen Zahlen in ihre Primfactoren (Bd. 35, S. 327 dieses
Journals) hergeleitet habe, f r den vorliegenden Fall, wo λ, die Anzahl der
Perioden, ungerade ist, noch einmal zusammen, n mlich:

λ-fnl * * *
mh = mh , mh+sl = mh ,

* Λ * l-li
mh .= r/i7l_H

*

aber f r = 0,
m-J-Mi-j-^1*-}-" ··· -f r/lA-i = ^ — l·

Betrachtet man nun die Summe

f r alle Werthe 0, l, 2, . . . r — l des r, so finden sich in derselben
k

m{} Glieder, welche congruent Null werden f r den Modul λ; ferner giebt es
* ι

Wj. Glieder, welche congruent l werden, r/i2 Glieder, welche congruent 2
werden u. s. w. ; woraus

-η Mod. λ,
^ _ l

folgt. Nun wird aber, wie leicht zu zeigen, f r v = l— — die Congruenz
Λ

f r alle beliebigen Werthe des z identisch erf llt. Setzt man daher in der-
selben #= — ̂ p-1-^ Mod. /?, und multiplicirt auf beiden Seiten mit gvli, so wird

also, wenn auf beiden Seiten die Indices genommen werden:
Ind.(l-^) ΞΞΞ ^Iod.(/+rZ+l), Mod. λ,

und diese Congruenz, mit der obigen Congruenz verglichen, giebt:

Ind.(l— ̂ *) = 1^+2Γ/ι2 + 3»ι3+ ---- [-(λ— 1>/ι^, Mod. λ.
Ist nun /*(«) ein complexer Primfactor des p> und zwar der zu a=gv

geh rige, so ist gv = a, Mod. /"(a). Ferner ist nach der oben gegebenen
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10. Kummer 9 von den Redproclt tsgesetzen. 97

Definition des Zeichens Ind., welches sich auf den Mod. /"(a) bezieht,
^(«)~i

<p(a) λ = a
lnd'rt°\ Mod.f(cO,

oder Weil - Nf(a) ===== p, -̂ -r — ==v und a=:gv, Mod. /*(«), ist:

f r den Modul f ( a ) und, da diese Congruenz nur nichtcomplexe Zahlen ent-
h lt, auch f r den Mod./?. Hieraus folgt, wenn y(«)= l — a* gesetzt wird:

i/ Ind. (l— y**) = r Ind. (l — a*), Mod./*— l,
also, wenn man durch v dividirt,

Ind. (l— ̂ ) = Ind. (l — a*), Mod.A.
Demnach hat man auch

welche Congruenz eine sehr einfache L sung einer der obigen Aufgaben dar-
stellt. Aus diesem Ausdrucke l fst sich sehr leicht der entsprechende Aus-
druck des Ind. (λ) ableiten, indem man nach einander = l, 2, 3, ... λ — l
setzt; wobei zu beachten ist, dafs

(l — a)(l— «2)(1 — a3) . . . (l— a^1) = λ
und

λ— l

So erh lt man
Ιηΰ.(λ) ΞΞΞ — Of-f- 2>/i2-f3w3-|- ... +(λ— l )*%_!)? Mod. λ.

Endlich ergeben sich aus derselben Quelle auch die Indices der complexen
Einheiten. Nimmt man n mlich die Einheit

_ qtc
— X

welche ich Kreistheilungs - Einheit nenne, so hat man
Ind.0(cc*) ΞΞΞ | (1— y) Ind. α + Ind. (l — a^)— Ind.(l — as), Mod.

also

Mod. λ.
— lwix — 2wi2 — ̂ ^3nt3 — · · · — (λ — )»I -I,

Ein System conjugirter Kreistheilungs -Einheiten ist ein unabh ngiges
System von Einheiten, welches die Eigenschaft hat, dafs berhaupt jede Ein-
heit ohne Ausnahme sich als ein Product von Potenzen der conjugirten Kreis-
theilungs-Einheiten darstellen l fst, und zwar so, dafs die Potenz-Exponenten
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98 /#· Kummer* von den Reciprocit tsgesetzeti.

nur rationale Br che sind; d. h»,, wenn β (α) eine beliebige complexe Einheit
ist, so hat man immer

wo zur Abk rzung £(λ — 1)==μ gesetzt ist, und wo n, %, n2, ... ημ^ rationale
Br che sind. Man erh lt daher auch den Index jeder beliebigen Einheit «(«)
durch die Indices der Kreistheilungs- Einheiten ausgedr ckt, n mlich:
Ind.e(a) ΞΞΞ kr -\-nIna.e (a) -}-ηι!ηά.β(αη^Γ ··· 4-ημ^ϊηά.α(α^1), Μοά.λ.

In den Nennern der rationalen Br che n, ι»ΐ9 . . . η^ kann, wie ich
in der Abhandlung (Bd. 40. S. 117 dieses Journals) gezeigt habe, der Factor λ
nur dann vorkommen, wenn die Classen- Anzahl aller idealen complexen
Zahlen durch λ theilbar ist, also nur dann, wenn λ in einer der ersten |(λ — 3)
Bernoullischen Zahlen als Factor des Z hlers auftritt. Schliefst man diese
Ausnahmszahlen λ auch hier aus, so sind mit den Indices der Kreistheilungs-
Einheiten e(of) zugleich auch die Indices aller m glichen Einheiten gegeben;
denn man kann alle in dem Ausdrucke des Ind*«(oc) vorkommenden Br che
n, fi19 . . . ημ_± durch die ganzen Zahlen ersetzen, denen sie congruent sind
f r den Modul λ.

Hiermit ist also die erste L sung der Aufgabe, die Indices der Zahlen
l — cf und λ, und der complexen Einheiten zu finden, in sehr einfacher Weise
gegeben; f r den Fall, dafs die complexe Primzahl, auf welche die Indices
sich beziehen, eine solche ist, die f r den Modul λ zum Exponenten Eins geh rt.

k
Die Zahlen iw^, mittels welcher die L sung dieser Aufgabe gegeben ist, lassen
sich auf mannichfache Weise auf andere in der Lehre von der Kreistheilung
vorkommende Zahlen reducireii, namentlich auf die Coefficienten der complexen
Zahlen γν(α)ί welche, wenn man

setzt, durch die Gleichung

bestimmt werden. Durch dieselben k nnen die Zahlen mh in folgender Art
ausgedr ckt werden:

* 2-2 r
lmh = Srah+lr— (λ — 3)^+1;

wo in den besondern F llen A — , = 0 oder A = 0 die Eins auf der
rechten Seite wegfallen mufs. Da ferner, wie ich in fr heren Abhandlungen
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iO. Kummer, von den Reciprocitätsyeselzen. 99

gezeigt habe, alle in der Kreistfaeilung vorkommenden Zahlen durch die Coef-
ficienten eines complexen Primfactors von p sich ausdrücken lassen, so wird
man auch die Indices von l, l — a* und ( ) durch die Coeflicienten von f ( a }
selbst ausdrücken können. Ich will jedoch nicht alle diese Umformungen der
gefundenen Formeln hier wirklich ausführen. Für Ind. und Ind. (l — a1) sind
auch die gefundenen Ausdrücke so einfach uud elegant, dafs sie vollständig
genügen können; für die Indices der Einheiten dagegen giebt es noch einige
merkwürdige und einfache Ausdrücke, welche ich entwickeln will, weil sie
auch für andere Untersuchungen wichtig sind. Sie gestalten sich am ein-
fachsten für die zusammengesetzte Kreistheilungs-Einheit

En(a) = e(a}e(a?r*n.e(^T*n . . . e(a^Y^\
welche überhaupt in mehrfacher Beziehung vor den übrigen Einheiten bevor-
zugt ist. Für diese Einheit hat man
Ind.ßn(a) Ind.<a)4-j'-2nlnd.<?(^) + · . - +7~2(^1^Ind.^(a^-1), Mod.A,
und man kann umgekehrt Ind.^(a^) mittels der aus jener leicht abzuleiten-
den Formel
Ind. e (<//) — 2 (yh Ind. E, (a) -f ^ Ind. JB2 (a) -| ----

. . . +y^-^Ind.Ä^(a)), HoiU,
durch die Indices von JEi(a), JE2(a), .. . _ ( ) ausdrücken.

Substituirt man in diesem Ausdrucke des ln&.En(a) für 0(a), für e(a?)
u. s. w. ihre Werthe nach dem oben gegebenen Ausdrucke dieser Kreis-
theilungs- Einheiten, so erhält man nach einigen leichten Reductionen:
2Ind./?n(a) = (/-)(^
und wenn yh = k; Mod.A,, gesetzt wird, was ^~27 k*-L-2n giebt, so erhält
man, mit Anwendung des Summenzeichens:

für A = l, 2, 3, ... — 1; wozu, wenn — 2 — l, wie hier angenommen
werden soll, positiv ist, auch der Werth k — Q hinzugethan werden kann.
Da nun oben

Ind. (l — a1} = Im^m^ ... -f ( —

gefunden wurde, so hat man
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100 10. Kummer, von den Reciprocit tsgesetzen.

ι
In diesen Ausdruck sollen nun statt der Zahlen mh die Perioden η,

i?i, %? · ·· %-i eingef hrt werden. Dies geschieht mit H lfe der Gleichung
Z-l *

aus welcher
;-ι λ

folgt. Multiplicirt man mit i und nimmt die Summe f r i=0, l, 2, 3, ... λ— l,
so ergiebt sich

-1 λ-1 λ-l *
Sikifli+i = SiS

U 0 0

oder, was Dasselbe ist,
λ-Ι λ-1 λ-1 Λ Α-1 λ-1

Ο 0 0 0 0

und, da Σ;ηί+7ι = — ί , ^(i4-Λ)τ^ Ξ-Σ;ι??;, Mod. λ,, und ^τη^ — ν ist, so
Ο 0 (J

erh lt man

^ityiVli+ic = v^iirli-\-^hhifth·) Mod. λ.
0 0 " 0

Multiplicirt man jetzt mit 2-2"-1, nimmt die Summe f r A = 0, l, 2,... λ —l,
und beachtet, dafs '̂ 2""2"~1^0, Mod. λ ist, f r = 0, l, 2, ... λ—l, so
erh lt man

12'Α-Σι
ίιΑλ~2η·"1.^ί^ί+ι = ^-^ ^ 2""2"""1^ ,̂ Mod. λ.

0 0 0 0

Der Ausdruck des zweiten Ind. En (a) verwandelt sich demnach in den folgenden:

0 0 **

Anstatt dem A· in dieser Doppelsumme die Werthe 0, l, 2, ... λ—l
zu geben, kann man ihm auch die Werthe — i , —i-|-l, —1+2, . . .
.^t-j-λ—l zutheilen, ohne dafs in Beziehung auf den Modul λ diese Summe
ihren Werth ndert. Setzt man also k — i statt i, so erh lt man

0 0

Wird jetzt (ft — i)2-2"-1 = (i — A)2""27""1 nach dem binomischen Lehrsatze ent-
wickelt, so trennen sich in den einzelnen Gliedern die in Beziehung auf i zu
nehmenden Summen von den in Beziehung auf k zu nehmenden, und wenn
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16. Kummer, von den Reciprocit tsgesetzen. 101

der Kurze wegen

5*r% = 5fv% = -Dr
0

gesetzt und f r einen Augenblick λ — 2n — l einfach durch m bezeichnet wird,
so erh lt man

Um die durch />0, D19 .D2, ··· bezeichneten Gr fsen noch auf andere
Weise zu bestimmen, gebe ich dem Ausdruck der Kreistheilung

F(a, x} = #+e^-f a2^8-] ----- j-^~2^p"2

die Form
F(a, χ] = 17-fcnfc -f a2??2 -j ----- h^^-i

und verwandle α in £% wo v eine continuirliche Variable bedeutet. Hier-
nach wird

wo die dem Zeichen des Differentials d zugef gte Null bedeutet, dafs nach
der Differentiation v = 0 zu setzen ist. Verwandelt man v in — v, so erh lt
man eben so:

Aus diesen Werthen der Gr fsen Dr, als Differentialquotienten, folgt
nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung ber die Differentiation
eines Products zweier Factoren:

^ »j m n ι* ι m(m—i) n n

Aus der bekannten Gleichung der Kreistheilung

erh lt man aber nach bekannten Principien die f r jeden Werth der Variabein #
geltende Gleichung

in welcher F= 1-[τ-βυ-|-β2ν-|" "* 4·^(λ~1)ν ϊ111^ W^ irgend eine ganze rationale
Function von ev> ist, deren Coefficienten ganze, die Wurzel χ enthaltende
complexe Zahlen sind; folglich ist auch
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102 ίΟ· Kummer 9 von den Reciprocit tsgesetzen.

und

Differewtiirt man diesen Aasdruck m mal nach einander und setzt i? = 0,
indem man bemerkt, dafs f r v = 0, F und alle Differentialquotienten davon,
bis zum λ — 2ten einschliefslich, durch λ theilbar sind, da lr-f 2r-f3r-|- · · *

[-(λ— 1)ΓΞΞΞθ, Mod. λ, f r r=l , 2, 3,... λ — 2 ist, und indem man
ferner bemerkt, dafs p = i, Mod. λ ist, so erh lt man:

f-^, Mod. λ,dv
also

m Π D l m<m— *) n Π — x-- -Aim*^l1 -- - ^/m-1^2 - -·'= - +i - 9 ^00. λ.

Macht man von diesem einfachen Ausdrucke Gebrauch, und setzt zugleich
f r m wiedw seinen Werth λ — 2n— l, so erh lt man folgenden merkw r-
digen Ausdruck -des Index von En(a):

λ— 2« JE1 fov ~\
. λ.

Die in diesem Ausdrucke vorkommende Wurzel χ ist in demselben nur
scheinbar enthalten, weil sie, wenn nach Ausf hrung der Differentiation v—O
gesetzt wird, und alle Glieder, die den Factor λ haben, weggelassen werden,
von selbst mit herausf llt.

Aus dieser Darstellung des Ind. En(a) l fst sich sehr leicht eine andere,
ebenfalls sehr bemerkenswerte Darstellung desselben erlan'gen, in welcher
der von a und χ abh ngige Ausdruck F(a9 x} durch die nur von α allein
abh ngige, oben defmirte complexe Zahl t/v(a) ersetzt wird. Aus der Gleichung

folgt n mlich, wenn a in ev verwandelt wird, nach denselben Principien wie
oben, die f r jeden beliebigen Wertfa der Variabel u geltende Gleichung

F(ev, x)F(erv, x} = yjr(ev)F(e(r+»u, x}^V. W.
Und verm ge der Eigenschaft des F=l-f ^-f ̂ -f ----- j-^1-1^, dafs F selbst,
so wie seine Differe alquotienten, bis zum (λ — 2)ten ei schliefslich, f r dea
Wterth ι? = 0 coiigruent Null sind, nach »dem Modul λ, erhalt man aus dieser
Gleichung

, , je) _ rf ,
Ί ^5^ T" — · l~2n '
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10. Kummer * von den Reciproeitätsgesetzen. 103

oder, vereinfacht:

B ̂ a . Mol.*.

Durch diese Congruenz verwandelt sich der obige Ausdruck des Ind. En(ce)
in folgenden:

Endlich leite ich hieraus noch einen ändern Ausdruck des Ind. En(a)
ab, welcher deshalb der wichtigste von allen zu sein scheint, weil er diesen
Index der Einheit En(a) durch die complexe Primzahl f(a) selbst ausdrückt,
in Beziehung auf welche das Zeichen Ind. zu -nehmen ist. Hierzu wird die
Zerfällung der complexen Zahl yr(a) in ihre complexen idealen oder wirk-
lichen Primfactoren gebraucht, welche ich im (35teii Bande dieses Journals,
S. 362) gegeben habe und welche sich in folgender Art darstellen läfst:

wo das Productenzeiehen sich auf alle diejenigen Werthe des h erstreckt,
welche nicht negativ, aber kleiner als — l sind, und dabei der Bedingung
genügen, dafs *

y/i-fc~f" JV-7i-}-Ind.r >

ist; wo das Zeichen yk den kleinsten positiven Werth von y* für den Modul l,
Ind. r den Index des r für die primitive Wurzel und den Modul bezeichnet
und = %( — 1) ist. Um die in diesem Producte enthaltenen Primfactoren,
welche im Allgemeinen ideal sein werden, zu wirklichen complexen Zahlen
zu machen, erhebe ich beide Seiten dieser Gleichung zur /ften Potenz und
nehme H so an, dafs f(a)H eine wirkliche complexe Zahl ist. Diese complexe
Zahl soll auch durch Multiplication mit einer passenden einfachen Einheit am

so zubereitet angenommen werden, dafs sie für den Modul (l — af einer nicht
complexen ganzen Zahl congruent ist. Alsdann fällt in dem obigen Ausdrucke
des W (a) die einfache Einheit ak weg, und man hat

Diese Gleichung wird wieder, wie oben, in folgende, für alle beliebigen Werthe
der Variabel v geltende Gleichung verwandelt:

und giebt alsdann in derselben Weise:

14*
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104 JO. Kummer , von den Reciprocit tsgesetzen.

oder vereinfacht:,
H dftyrW _ dl-*»l(f(ev)*) n„2^

dv*~2n dv*-~2n h'
Es ist nun die Summe -5ΓΑ^α~~2")Α zu suchen, in welcher dem h alle

diejenigen Werthe von A = 0 bis /ι = λ — 2 zu geben sind, welche der Be-
dingung gen gen, dafs j^_ -f?V- +imi.r> λ ist. Zu diesem Zwecke bemerke
ich, dafs, wie leicht zu beweisen, der Ausdruck

» + Wd. r ~ μ-ί+ Ind.

in allen den F llen, wo i einen der mit h bezeichneten Werthe hat, f r welche
γμ-ι-\-γμ-ι+ΐηά.*> > λ ist , gleich .Eins ist; w hrend derselbe f r alle ndern
Werthe des i gleich Null ist. Hieraus folgt

Shyti^*K = J^^-i + r^^

wo dem h nur die oben angegebenen Werthe, aber dem ι alle Werthe
0, l, 2, ... λ — 2 zu geben sind. Um bequeme Congruenzen f r den Modul λ2 an-
wenden zu k nnen, welches wegen des als Divisor hier vorkommenden λ n thig
ist, setze ich j/^~2*>' statt j/*-2^; was in Beziehung auf den Modul λ keinen
Unterschied macht. Ich bezeichne ferner die zu suchende Summe Σκγ(*'~~'1η}ΐ1

mit dem Buchstaben T, multiplicire mit λ, und erhalte so folgende Congruenz
f r den Modul λ2:

λΤ = ^(y^+y^+i^d.r-y^+M.^))/«^^ Mod.A%
oder

2 /¥T - 57., «M—2")i l -V-, t Λ,λ(λ— 2n)i v*, Λ,λ(Λ— 2«)i
λ,Ι ί= <Ζγμ^γ -|--2y^+,- + Ind.r7 — -2y/i-i + lnd.(r+l)y

Ich betrachte nun zuerst nur die zweite dieser drei Summen, n mlich
die Summe

aus welcher die erste hervorgeht, wenn r = l gesetzt, und die dritte, wenn r
in r-j-1 verwandelt wird. Ich verwandle i in i~\-p~\-Ind.r und bemerke,
dafs nach dieser Verwandlung dem i in der Summe immer noch dieselben
Werthe 0, l, 2, ... λ — 2 zukommen; was daraus folgt, dafs in Beziehung
auf den Modul λ2 die Glieder dieser Summe einen Cyclus bilden. Diese Summe
ist daher f r den Modul λ2 der folgenden congruent: ,

und da /(^2n)^ = — l, ^Ο-*»>ΙΠ*Γ = ,Α^«) f r den Modul λ2 ist, so wird
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10. Kummer 9 von den Reciprocit tsgesetzen. 105

dieselbe in folgende Form gebracht:
λ-2

Macht man von diesem Werthe Gebrauch, und von den entsprechenden, welche
man erh lt, wenn r = l und r-j-1 statt r gesetzt wird, so erh lt man fol-
genden Ausdruck der Summe T:

λΤ = — (l-fr^-2n>— (r + l ) ^ - 2 ^ )^ . - 2 " )^ Mod. λ2.
0

Man setze jetzt γ_ί = k, so wird γ~i^k und ̂  = Α·*~2, f r den
Modul λ; woraus ytt ==**<*-% Mod. λ2, also

Mod. λ2

^ 0 0

folgt, oder, vereinfacht, mit H lfe der Congruenz Α^^Ξ!, Mod. λ2:

Sy-iy20"2"*' = SU*(2"~1)+1, Mod. λ2.ο ο
Nun folgt aber aus den bekannten Summen -Ausdr cken der Potenzeu

der naturlichen Zahlen, dafs
^pn-D+i Ξ (~ir-*Bmi,, Mod. λ2

υ
ist; wo J?m die mle Bernoullische Zahl bezeichnet und wo der K rze wegen
auf einen Augenblick f r ^-(λ(2η — l)-j-l) das einfache Zeichen m gesetzt ist.
Demnach ist

IT = (-irCl + r1^-2") — (Γ + Ι^^Ο^-ιλ, Mod. λ2.
Und wenn durch λ dividirt wird und f r r*(*~~2w) und (r-j-l);l(;i~"2'7) die nach
dem Modul λ congruenten einfacheren Potenzen r*~2n und (r-j~l)A~2n gesetzt
werden, so ist

T= (-irO + r*-2" — (r+l)^2")!!«, Mod. λ.
Die hierin vorkommende Bernoullische Zahl m kann noch durch

Reduction auf eine m glichst niedrige Bernoullische Zahl vereinfacht werden;
mittels der von mir in einer kleinen Abhandlung (Bd. 41, S. 371 dieses
Journals) bewiesenen Eigenschaft der Bernoullischen Zahlen, dafs

, , Mod. λ

ist, f r μ = %(λ— 1) und f r alle Werthe des n, welche nicht Vielfache von
μ sind. Diese Congruenz giebt unmittelbar die allgemeinere:

**n -. ( *) "·**η-4-.$// Tl/T^J l— = -—'—. i-c-, Mod./
»i *1 i Oll '
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106 10. Kummer* von den Reciprocitätsyesetzen.

welche für alle ganzzahligen Werthe von s gältig ist. Setzt man in dieser
£ = 2i»— l, so erhält man für m = £ ( (2n — l)-f 1):

Wird dieser einfachere Werth des Bm angewendet und erwogen, dafs
(_!)»+/« = (_!)« ist, so erhält man

T~ (_l)"(l+r'-2«-(r-fl)^")!^, Mod./,

und demnach

Vermöge dieser Congruenz verwandelt sich der zuletzt gegebene Ausdruck
des Ind. En(a) in folgenden:

Ind.JE.(a) = (-1 W-D ' , Mod.A.

Dieser Ausdruck, in welchem die Zahlen der Kreisleitung nicht weiter
vorkommen, welcher vielmehr den Index der Einheit En(a) durch die com-
plexe Primzahl f ( a ) selbst darstellt, in Beziehung auf welche das Zeichen
Index zu nehmen ist, wird in dem Falle, wo H ein Vielfaches von ist,
nichtssagend. Es sind also auch bei der Anwendung dieser Formel diejenigen
Ausnahmewerthe des auszuschliefsen , für welche ein Factor des Zählers
einer der ersten £( — 3) Bernoullischen Zahlen ist. Für den Fall, dafs
f ( a ) eine wirkliche complexe Primzahl ist, hat man einfach H= l zu setzen.
Man kann aber auch für den Fall, dafs /"(«) eine ideale complexe Primzahl
ist, den Ausdruck des Ind.JS„(«) einfach durch

Ind. JB. (a) == (-iyV-l)A *££*\ Mod.A

darstellen, wenn man ein für allemal festsetzt, dafs für /"(«), falls es ideal ist,
sein Ausdruck als Ute Wurzel aus der wirklichen complexen Zahl /*( ) ge-
nommen werden soll.

§. 2.
Eine Erweiterung der Theorie dei1 Kreistheilung.

Nachdem in dem vorhergehenden Paragraphen die Indices von , l — a*
und e(a) oder En(a) gefunden worden sind, für welche der Modul /'(a) ein
Primfactor einer nichtcomplexen ganzen Primzahl p von der Form vl -j- 1 ist,
mufs noch dieselbe Aufgabe für den allgemeinem Fall gelöset werden, dafs
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10. Kummer, von den Reclprocit tsgesetzen* 107

der Modul f(a) eine zu irgend einem Exponenten / (Divisor von λ — 1) ge-
h rende complexe Primzahl ist. Die L sung dieser Aufgabe erfordert als
Vorarbeit eine Erweiterung der Theorie der KreistAeilung , welche ich hier
kurz entwickeln will.

Es sei also f ( a ) ein idealer complexer Primfactor der nichtcomplexen
Primzahl y, welche zum Exponenten t (einem Divisor von λ — 1) geh rt, f r
den Modul λ, so dafs y* = l, M od. λ, dafs aber keine niedrigere Potenz von q
der Einheit congruent ist, f r den Modul λ. Wird eine solche complexe Prim-
zahl f ( a ) zum Modul genommen, so ist ein vollst ndiges Resten-System dieses
Moduls in der Form

enthalten, in welcher alle die Zahlen a, a^ «2, ... af_t alle ganzzahligen
Werthe von 0 bis q — t einschliefslich erhalten k nnen. Die Anzahl aller ver-
schiedenen Reste ist also gleich yf; n mlich gleich der Anzahl aller Verbin-
dungen der q Zahlen α mit den q Zahlen #19 mit den q Zahlen a2, u. s. w.
Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich daraus, dafs, erstens, jeder wirk-
lichen complexen Zahl F(a) die Form

F(a) = φ (17) + «^(17) + a2 yafoH ··· +«<~1φ*-ιΟϊ)
gegeben werden kann, wo φ(η\ φι(η)<) u. s. w. complexe Zahlen sind, welche
nur die aus je /Gliedern bestehenden Perioden der Wurzeln a, a2, . . . αλ~~ι

enthalten (M. s. meine Abhandlung Bd. 35. S. 337 dieses Journals); zweitens
daraus, dafs in Beziehung auf einen solchen Modul f(a) diese Perioden, und
also auch die complexen Zahlen φ (ή)) φι(ή)ι u. s. w., stets nichtcomplexen
ganzen Zahlen congruent sind; und endlich, drittens, daraus, dafs eine complexe
Zahl von der Form

nicht durch /'(a) theilbar sein kann, ohne dafs zugleich a=b, aL = X ,
e2 = #2, · · * #ί-* = ί<_ι ist, f r den Modul q.

Es giebt ferner f r den Modul f(a) stets primitive Wurzeln g(&}> in der
Art, dafs die verschiedenen Potenzen einer solchen primitiven Wurzel

(10 ^(α)^(«Λ^(«Λ . . .*(«ΧΛ
alle verschiedenen Reste f r den Modul /[«), mit alleiniger Ausnahme des Restes 0,
vollst ndig ersch pfen. Der Beweis dieser Behauptung kann eben so leicht und
nach derselben Methode gegeben werden, nach welcher man in den Elementen
der Zahlentheorie die Existenz der primitiven Wurzeln f r die gew hnlichen
Primzahlen beweiset; weshalb ich denselben bergehe.
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108 40. Kummer, von den Reciproeitätsgesetzen.

Wenn F(a) eine beliebige, jedoch nicht durch den Modul f(a) theil-
bare complexe Zahl bezeichnet, so ist

F(af~* = l, Mod. /"(a).
Wenn ferner g (a) eine primitive Wurzel ist, so hat man

g(a}^~» = -l, g(a) * = a\
wo k niemals congruent Null ist, für den Modul . Es kann auch die pri-
mitive Wurzel g(a), welche in dem Folgenden einfach durch g bezeichnet
werden soll, immer so angenommen werden, dafs k = l ist und dafs man also

9*-l
g = a, Mod./"(cc)

hat. Wir wollen ein für allemal festsetzen, dafs die primitive Wurzel g immer
dieser Bedingung gemäfs angenommen werden soll. Die Beweise der in diesen
Congruenzen enthaltenen Sätze, welche nach den in der Theorie der complexen

.Zahlen gebräuchlichen Methoden leicht sind, glaube ich ebenfalls hier über-
gehen zu können. Zu bemerken ist noch, dafs die primitive Wurzel g nie-
mals eine nichtcomplexe Zahl sein kann, aufser in dem Falle < = 1, für
welchen die primitiven Wurzeln des Modul f ( a } genau dieselben sind, wie
die primitiven Wurzeln der gewöhnlichen Primzahl p~Nf(a).

Ist y= g>(«), Mod.jf(a), so soll t hier ebenfalls der Index von ( )
für den Mod./*(a) heifsen und durch Ind. (a) bezeichnet werden. Es gelten
dann für die Indices ebenfalls die Gleichungen

Ind. ( ) -f Ind.lF(a)'== Ind.(y(a)F(a)), Mod.?* — l und
n Ind. (a) = Ind. ( (a)71) , Mod.^ — 1.

Nachdem Dieses vorbereitet ist, gehe ich zu dem Hauptgegenstande
dieses Paragraphen über, nämlich zu der Erweiterung der Theorie der Kreis-
theilung; und zwar knüpfe ich dieselbe an die complexe Zahl %(a) der
Kreistheilung an, welche schon oben definirt wurde und für welche die Lehre
von der Kreistheilung folgende sechs Ausdrücke giebt:

r (a) = ,
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10. Kummer, von den Reciprocitälsgesetzen. 109

wo die Summenzeichen sich auf die Werthe h ===== 0, l, 2, . . . p — 2 erstrecken,
mit Ausschlufs des Werths = £( — 1), für welchen y*-j 1=0, Mod./?,
sein würde.

Die hier auszuführende Erweiterung der Theorie der Kreistheilung soll
nun darin bestehen, dafs in diesen Ausdrücken des ( ) die primitive Wurzel g
der Primzahl // als primitive Wurzel für den complexen Modul f ( a ] aufge-
fafst und demgemäfs auch das Zeichen Ind. auf denselben Modul f ( a ) be-
zogen werden soll. Die Summen werden dann in Beziehung auf die Werthe
A=0, l, 2, 3, ... (f — 2 zu nehmen sein, mit Ausschlufs des Werths h =^(q1 — 1),
für welchen ^-fl^O, Mod. f ( a ) sein und folglich Ind. (^-j-l) keinen Sinn
haben würde. Die complexen Zahlen tyr(a)i in diesem neuen Sinne genommen,
sollen zur Unterscheidung von denen der Kreistheilung durch ( ) bezeichnet
werden. Die obigen sechs verschiedenen Ausdrücke von yr(a) stimmen auch
bei dieser neuen Auffassung der Zeichen g und Ind. ganz miteinander überein;
in der Art, dafs sie alle nur verschiedene Ausdrücke einer und derselben
complexen Zahl sind. Es wird also hinreichen, nur ein^n dieser Ausdrücke
zu untersuchen, zu welchem ich den letzten wähle. Ich setze also

wo das Summenzeichen sich auf die Werthe A = 0, l, 2, 3, ... q* — 2 er-
streckt; mit Ausschlufs von h = ^(qt — 1), und wo g eine primitive Wurzel
für den Modul f ( a ) bedeutet, auch das Zeichen Ind. sich auf denselben Modul
und dieselbe primitive Wurzel bezieht. Der Modul f ( a ] selbst ist ein com-
plexer idealer Primfactor der zum Exponenten t gehörenden gewöhnlichen
Primzahl q.

Aus dieser Definition der complexen Zahl Vr(a) folgt zunächst un-
mittelbar

? +1( ) = ! ( ), ( ) = -l, 5 ^(«) = -1.
Setzt man ferner a9 statt a, so erhält man

Es ist aber (gh-\-i}q ̂  ghq-\-l, für den Modul q, und also auch für den
Modul f ( a ) i welcher ein Factor von q ist; demnach ist auch 9 Ind. (^A-fl)
= Ind. (^Ä-fl), Mod. (q*~ 1). Setzt man Dieses in den obigen Ausdruck
des Wr(afl) und k=qh, Mod.(^— 1), so entsprechen den Werthen A=:0, 1,2,...
..Y~2, mit Ausschlufs von Ä=£(^— 1), genau dieWertheÄ=0,l,2,3,...^~-2,
mit Ausschluß Von A= £(y*— 1), wenn auch in anderer Ordnung genommen,

Crelle's Journal f. d.M. Bd.XLIV. Heft 2. 15
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110 M. Kummer* von den Reciprocitätsgesetzen.

und darum ist
?Pr(a*) = ^a^+l)* + Ind.QT*+l)9

also
?Pr(a*) = !Fr(a);

aus welcher Gleichung auch sogleich die allgemeinere
3Pr(a*Ä) = («)

für jeden beliebigen Werth des h folgt. Man sieht hieraus, dafs die complexe
Zahl ( ) nicht die einzelnen Wurzeln a, a2, a3, ... a1"1 in sich- enthält,
sondern nur die Perioden derselben, welche je t Glieder umfassen. Dies ist
die erste wesentliche Grund -Eigenschaß der complexen Zahl ( ).

Multiplicirt man die beiden reciproken complexen Zahlen ÜP*r(a) und ( ~ )
miteinander, so wird das Product derselben durch die Doppelsumme

ausgedrückt, für A = 0, l, 2, 3, . . . (f— 2, ft = 0, l, 2, . . . 9*— 2; mit Aus-
schlufs von A = ^(qt — 1) und Ä==-J(^ — 1). Ich scheide aus dieser Doppel-
summe zunächst alle die Werth -Verbindungen von h und k aus, für welche
A = Ä ist. Ihrer finden offenbar yf — 2 Statt, und es wird für dieselben die
Potenz des a unter dem doppelten Summenzeichen nur gleich Eins. Man hat also

für alle ganzzahligen Werthe des h und k von 0 bis qf — 2 einschliefslich ;
mit Ausschlufs der Werthe ~^(qf — 1) und der Werth-Verbindungen, für welche
h = k ist. Man transformire nun diese Doppelsumme, indem man

-* * ' . /"( ),

setzt, so erhält man
Wr (a) Wr (a-1) = 0Z

Die Summenzeichen beziehen sich hier auf die verschiedenen Werthe
des kf und K9 und es sind denselben alle Werthe von l bis (f — 2 einschliefslich
zu geben; mit Ausschlufs derjenigen Werth-Verbindungen, für welche Af = /r'
ist. Vermöge der Congruenzen, welche die neuen Unbestimmten kf und A;.
durch die alten k und A ausdrucken, entspricht nämlich jeder einzelnen Ver-
bindung der Werthe von A und k eine, und nur eine Werth-Verbindung der
angegebene» Werthe von A; und kf ; und eben so, umgekehrt: jeder beliebigen
Werth-Verbindung des h1 und K entspricht unter den angegebenen Bedingungen
eine, und nicht mehr als eine der Werth-Verbindungen des A und k. Ich
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nehme jetzt mit dieser Doppelsumme noch die kleine nderung vor, daft ich
sie mit auf diejenigen Werth-Verbindungen erstrecke, welche A' — kf geben.
Dies wird ohne Beeintr chtigung der Richtigkeit der obigen Gleichung ge-
schehen k nnen, wenn die Summe aller, der Werth-Verbindung h! = K ent-
sprechenden Glieder, n mlich -ΣαΓ*', in Abzug gebracht wird. Es ist demnach

f r A'=l, 2, 3, ... ?*— 2, A' = l, 2, 3, ... ?*— 2. Die Werthe des K und k1

sind nun g nzlich unabh ngig von einander, und man kann die Summation ,in
Beziehung auf beide einzeln ausf hren.

Summirt man zuerst in Beziehung auf A', so erh lt man
*' = cr'-f α~2 + α-3 -f ---- L «-(9*-*) ̂  _^

also
ΨΓ(ά)ΨΓ(<Γι) = ^ — 2— JSte* —

Schliefst man die beiden besonderen F lle aus, wo r = 0, oder r-}-l=0,
Mod. λ, so ist wieder jede dieser beiden Summen gleich — l , und man hat
als Endresultat:

yr(«)yr(O = ff
welches die zweite Grund-Eigenschaft der complexen Zahl !Fr(a) ist, deren
Analogie mit der entsprechenden Eigenschaft der complexen Zahlen der Kreis-
theilung ψ/Γ(α) auf der Hand liegt.

In den beiden besondern F llen, r = 0 oder r-]-l = 0, Mod. λ
wird allemal eine der beiden Summen -Za*'r oder -2a(r+i)*', weil sie als-
dann aus lauter Einsen besteht, gleich q* — 2, die andere aber gleich — 1.
Man erh lt demnach

welches mit den oben angegebenen, aus der Definition unmittelbar folgenden
Werthen von 5^ («) = — ! und ¥ f_1(a)==— l bereinstimmt, aber nichts
Neues lehrt.

Nach der ersten Grund -Eigenschaft der hier behandelten complexen
Zahlen ist:

Fr(a'*) = yr(a).
Wenn nun / eine gerade Zahl ist, so ist, weil g zum Exponenten t geh rt,
<f~\ und φ1 '^ — l, Mod. λ. Es ergiebt sich daher, wenn h — \t ge-
setzt wird:

?Fr(O = yr(a);
15*
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woraus, vermöge der zweiten Grund-Eigenschaft dieser complexen Zahlen,
!Pr(a) = ̂

folgt. Für den Fall, dafs t eine gerade Zahl ist, ist also die Zahl Wr(a) in
Wahrheit nicht eine complexe Zahl, sondern einer Potenz der gewöhnlichen
Primzahl q gleich. Das Haupt-Interesse der gegenwärtigen Untersuchung liegt
demnach nur in dem Falle, wo / ungerade ist, in welchem lFr(a] nicht nur
scheinbar, sondern auch wirklich eine complexe Zahl ist.

Zur vollständigen Erkenntnifs der complexen Zahlen ( \ namentlich
für den Fall wo t ungerade ist, gehört noch die Zerlegung derselben in ihre
complexen, idealen oder wirklichen Primfactoren, welche, weil nach der zweiten
Grund-Eigenschaft derselben das Product zweier reciproker Zahlen einer Potenz
von q gleich ist, nur die idealen Primfactoren des q sein können; also nur
die Primfactoren /"(a), /*(ay), f(vF*\ ... u. s. w. Von diesen sind bekanntlich,

da q zum Exponenten t gehört, je t einander gleich, so dafs nur — - — wesent-

lich verschiedene Primfactoren vorhanden sind; als welche, wenn ~ = ge-

setzt wird (welche Bedeutung der Buchstabe in dem Folgenden überall
beibehalten soll), die Primfactoren

genommen werden können. Man hat daher

wo, E (a) eine Einheit ist und m, r/?19 . . . ^ die noch zu bestimmenden
Exponenten sind, welche angeben, wievielmal jeder der verschiedenen Prim-
factoren des q in ( ) enthalten ist.

Mittels der zweiten Grund-Eigenschaft der complexen Zahl ( ) kann
nun sogleich die eine Hälfte dieser Exponenten durch die andere Hälfte aus-
gedrückt werden. Wenn nämlich, vvne hier vorausgesetzt wird, t eine un-
gerade Zahl ist, so ist eine gerade Zahl, weil — l=/r ist. Verwandelt
man a in er1 und erwägt, dafs f(a^} =f(a^T) =/>( ? +2 ) u. s. w. ist, so
erhält man

yr ( -1) = E (a-1) . f(af* . f(a^T+l . . . f(af-lf*-* .
Multiplicirt man diesen Ausdruck mit dem vorigen, so erhält man, vermöge
der Gleichung Wr(a)Wr(vT^ — q\ für die Exponenten m, w^ m2, . . . mT^t

folgende Gleichungen:
w + f% = t, m^
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Also ist die Summe je zweier dieser Exponenten, deren Stellenzeiger um
|r unterschieden sind, immer gleich t.

Die vollständige Bestimmung dieser Exponenten ist etwas mühsam, führt
aber, wie sich zeigen wird, zu einem ziemlich einfachen und sehr eleganten
Resultate. Es müssen dazu Congruenzen angewendet werden, deren Modul
eine Potenz der complexen Primzahl f ( a ) ist, und es kommt dabei haupt-
sächlich darauf an, die Wurzel a durch, eine Potenz der primitiven Wurzel g
zu ersetzen, welcher sie in Beziehung auf den Modul f ( a ) n congruent ist.

qt _ |
Dies geschieht auf folgende Weise. Wenn der Kürze wegen v = -£-y — ge-

setzt wird (welche Bedeutung der Buchstabe v hier überall beibehalten soll),
so ist, wie oben gezeigt worden:

g* = a, Mod./»,
oder, wenn man diese Congruenz als Gleichung schreibt:

9V = + /( ).
Erhebt man dies zur Potenz q, so ist

und, da q den Primfactor /"(a) einmal enthält:
g** = cfl, Mod. /"(a)2.

Auf dieselbe Weise weiter schliefsend, findet man, dafs allgemein für jeden
Werth des k die Congruenz

9*1* == a<>\ Mod. <*)*
Statt hat; und wenn für k ein Vielfaches von t genommen wird, da yn* = l,
Mod. ist, so ergiebt sich

gv*nt = a, Mod./Xa)nf+1;
wo n eine beliebige positive ganze Zahl ist.

Nachdem Dieses vorbereitet worden, verwandle ich in dem ursprüng-
lichen Ausdrucke, durch welchen ^ ) definirt wurde, in a*~7. Dann ist

( ?~~1} = <2a~"(r+1)y~"iA+y"~ilndt^A+^.
Man setze ferner r-j-l=y^ Mod. , so wird (r-J-l^'^j*""', und wenn
wieder yk den kleinsten positiven Rest von y* für den Modul bezeichnet,
so ist (r-|-l)y-f = y^£, y-j = y_t-, Mod. . Endlich setze man noch
Ind. (y^-fl) statt Ind. (^-{-1); welches demselben vollkommen gleichbe-
deutend ist, indem gqni=g ist, für den Modul /"(«). Dann erhält man

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/1/15 7:01 PM
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Wird nun die Congruenz gvfl = a, Mod. f(a}ni+l angewendet, so ver-
wandelt sich diese Gleichung in folgende Congruenz:

Es ist aber
^I»d.(^9nf-H) =^ 9" f^l5 Mod.

woraus

folgt, also
Fr(ar-£) == ^^Η^Α(^+ΐ)Μ^"'5 Mod,/-(«Γ1·1·

Das Summenzeichen erstreckt sich auf die Werthe 09 l, 2, . . . q1 — 2 von
h und es ist hier nicht weiter n thig, den Werth h = %(qf—1) auszu-
schliefsen, weil f r denselben der Ausdruck unter dem Summenzeichen con-
gruent Null ist, f r den Mod. f(a)ni+\

Nun ist die unter dem Summenzeichen stehende Potenz des Binoms
yw"f_j-l nach dem binomischen Lehrsatze zu entwickeln. Wird dabei durch
Π (m} das Product der Zahlen 1.2.3.4... IM bezeichnet, so erh lt man die
daraus hervorgehende Doppelsumme in folgender Form:

Mnfi ff„y*+iWoa.a ,

f r A = 0, l, 2, 3 ', . . . (f — 2 und = 0, 1,|2, 3, ... y^rqnf. Setzt man
f r einen Augenblick — γ^-pcf*-\-k = / und f hrt die Summation in Be-
ziehung auf h aus, so ist allgemein

also immer congruent Null f r den Modul /"(a)n<+1; mit Ausnahme der F lle,
wo / ein Vielfaches von q* — l ist. Es sei also

l = -y^vq^+k = *(yf-l) = βλν,
so ist

wo sich das Summenzeichen auf alle ganzzahligen Werthe von s bezieht, f r
welche weder γ 'ρ_{ν -\-sKv, noch y^vff* — Yo-iv — s^v negativ wird. Wird

γ _·(«»* _ j) j

endlich noch * = · · ?~ -r -- - — % gesetzt und aufserdem α in a? verwan-
delt, so ergieht sich

Ψ ({Δ =
Λ J —
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10. Kummer 9 von den Reciprocit tsgesetzen. 115

f r den Modul /"(a*1)"*4"1; wo das Summenzeichen auf alle ganzzahligen Werthe
des z sich bezieht, f r welche weder y^qnt — λ$τ, noch (y_f — J^-Ofl^-f λ*
negativ wird.

Durch diese Congruenz, in welcher n beliebig grofs angenommen wer-
den kann, wird die Untersuchung, wievielmal Ψτ(α) den complexen Prim-
factor /"(ayl) enth lt, darauf zur ckgef hrt, zu untersuchen, wievielmal diese
Summe, welcher 3Pr(a) congruent und welche eine nichtcomplexe Zahl ist,
den Factor q enth lt; denn es ist klar, dafs, wenn n hinreichend grofs an-
genommen wird, die Summe den Factor q genau ebensovielmal enthalten muls,
als Ψτ(ά) den Factor f(a?) enth lt, welcher ein Primfactor von q und dessen
(ηλ-|-1)1β Potenz der Modul dieser Congruenz ist.

Zu diesem Zwecke werde ich zun chst beweisen, dafs, unter der Vor-
aussetzung, γ „ι — γρ_ι sei positiv, dasjenige Glied dieser Summe, welches
dem Werthe # = 0 entspricht, von allen die niedrigste Potenz von q als
Factor enth lt; in der Art, dafs jedes beliebige andere Glied als dieses,
eine h here Potenz von q als Factor enthalten mufs. Demgem fs wird die
Untersuchung, wievielmal die ganze Summe den Factor q enth lt, darauf
reducirt sein, zu untersuchen, wievielmal das eine dem Werthe sr = 0 ent-
sprechende Glied der Summe den Factor q enth lt.

Ich bediene mich hier des folgenden, wenn" nicht bekannten, so doch
leicht zu beweisenden Satzes:

L e h r s a t z : Wenn q eine Primzahl ist und die Zahl .4 auf die Form

A = a + ̂ +^-f · ' · +%-i?*~1

gebracht wird, in der Art, dafs die Zahlen a, n19 a2, . . , #*-i nicht
negativ und alle kleiner als q sind (welches nichts anderes ist, als die
Zahl A nach ^theiligem Zahlensysteme geschrieben), so ist die Anzahl
der in dem Producte

1.2.3.4 . . . A = H(A)
enthaltenen Factoren q gleich

„-i
Mittels dieses Satzes l fst sich nun folgendermaafsen untersuchen, wie-

vielmal der Factor q in dem Binomialcoefficienten /jA\g/p\ enthalten ist. Man

giebt beiden Zahlen A und B diese Form, n mlich
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116 10. Kummer, von den Reciprocit tsgesetzen.

A = n-f fli^-f «2#2 + · · · -f ^-i
B = b + hq + hf-l· . . . +*wif*-1,

so dafs die Zahlen a, an #2, . . . «*_i, #, ft19 i2, . . . ΑΑβ1 alle kleiner als
q und nicht negativ sind, und bildet folgende Reihe von Gleichungen:

a-^b = *</-\-c,
«+ «i + *i = 6i^ + *i>

« «2 #2 =

€ _2 -f ak^ -f δ*_! = 6A_!

in welchen die Zahlen c, Ci, c2, . . . e^i derselben Bedingung unterworfen
sein sollen, dafs sie nicht negativ und kleiner als q sind, und in welchen
demgem fs die Zahlen ε, f19 ^ · · · **-i nur die Werthe jZVwW oder Eins
erhalten k nnen. Addirt man alle diese Gleichungen, nachdem die erste mit l,
die zweite mit q, die dritte mit y2, u. s. w. multiplicirt worden, so erh lt man

Nennt man N die Anzahl, wievielmal der Factor q in dem Bi-

nomialcoefficienten / L / J\ enthalten ist, so ergiebt sich nach dem obigen
Satze :

_ __

(g-(Hfti+-
flf-l

oder, vereinfacht,
^τ _ «+«!+ '" j-^-i + ^ + ^-J ----- hfa-i— c — fi ---- — c^-i
^ — 9-1

und da durch Addition des aufgestellten Systems von Gleichungen

ist, so erh lt man
JV =±: β+^ + ̂ -Ι ----- K_L

Um die Anwendung auf die vorliegende Summe zu machen, welche
dem ΨΓ(α} congruent ist und deren einzelne Glieder Binomialcoefficienten
sind, setze man

-4 = y^ivq** — h>z, B == (y^—y^rf *
A + B=*y_tvf«r

so wird
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iO. Kummer, von den Reciprocftäisgesetzen* 117

woraus zu sehen, dafs die Zahlen c, cn £29 . . ., bis ^«/~i einschliefslich, gleich
Null sein müssen. Ist nun aufserdem auch a = aL — a2= ... =^^5=0
und b = b1 — b2 = . . . — bni_1 = 0) so folgt aus dem die Zahlen a, b, c
und * verbindenden Systeme von Gleichungen, dafs auch die Zahlen ^ 6M

«25 · · · £«*-! gleich JVtf/f sind. Auch werden durch diese Bestimmungen die
Werthe der übrigen Zahlen 6„f9 €nf+19 ... e^ im Allgemeinen gar nicht ver-
ändert, und nur in dem ganz besondern Falle, wo in der Gleichung

€„, _i -f «„* -f bni = eni g -f cni

ant-\-bnf = q — l wäre, würde ent von € ^ abhängig sein, indem, wenn €ni^L

nicht gleich Null, sondern gleich Eins wäre, auch ent den Werth Eins statt
Null erhalten würde. Durch andere als die angenommenen Bestimmungen
der Werthe e, «19 *2, ... tnf_i können also die Werthe der folgenden Zahlen
in einem besondern Falle zwar erhöht, niemals aber erniedrigt werden. Für
diejenigen Glieder der zu untersuchenden Summe von Binomialcoefficienten,
für welche die Bedingungen a = a^ = a2 = · · · = ant^ = 0 und b = b^
= b2 = · · · = #rtf_i = 0 erfüllt werden, mufs demnach nothwendig die Total-
summe aller s, nämlich «-f~ 6 i~f- ··· -f~a*-ii kleiner sein als für alle ändern;
d. h. die Anzahl der in solchen Gliedern enthaltenen Factoren q mufs noth-
wendig kleiner sein, als die Anzahl der in einem der ändern Glieder dieser
Summe enthaltenen Factoren q.

Vermöge der Bedingungen # = #!=···= ard^ = 0 und b = b^ = · · ·
• · · = *„*_! = 0 ist

- ---- \~ ak^'n1^ und

woraus folgt, dafs % durch qnt theilbar sein mufs. Setzt man daher z==qntzf,
und beachtet, dafs ^ < und nach der obigen Voraussetzung auch
j/_. — ^ positiv und <C ist, so zeigt sich aus den Bedingungen, dafs
yc-iqni — te und (/_,· — J^-*·) 7"* ~M« nicht negativ werden dürfen, dafs #' = 0,
also auch sr = 0 der einzige Werth von % ist, welcher diesen Bedingungen
genügt. Da ferner jeder andere Theil der zu untersuchenden Summe den
Factor q öfter enthält, als der dem Werthe z = Q angehörende, so folgt,
dafs die ganze Summe den Factor q genau eben so oft enthalten mufs, als
dieser eine Theil derselben, und dafs also endlich die complexe Zahl ( )
den complexen Factor f((^1) genau eben so vielemal enthält, als der Binomial-
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118 ίΟ. Kummer, von den Reciprocit lsgesetzen.

eoefficient

den Factor q.
Um diese Anzahl mittels des obigen Satzes zu finden, bringe ich die

«f _ |
Zahl yhv, in welcher v= - % ist, auf die Form

wo rf, </A, . . . dt_i alle kleiner als q und nicht negativ sind. Alsdann ist die
Anzahl der in dem Producte Π(γ^ηί} enthaltenen Factoren q gleich

Multiplicirt man den Ausdruck des y/^ m ^ so erh lt man

Hieraus folgt zun chst, dafs j^-j- rf durch q theilbar ist. Setzt man
also j^-j-Xd= dq, so folgt weiter, dafs auch S-^ld^ durch q theilbar sein
mufs u. s. w. Man erh lt also folgende Reihe von Gleichungen:

7h -j- λα = (Ty,
(T -]- λί/Α = iiyj

^ 4- λ</2 = 4y,

jn welchen die Zahlen <i, J19 J2, . . . ^j alle kleiner als λ und positiv sein
m ssen. Macht man aus diesen Gleichungen Congruenzen f r den Modul λ,
und ersetzt q durch eine Potenz der primitiven Wurzel γ (welche, .weil q

% _ l
zum Exponenten t geh rt und τ = — - — ist, nothwendig q = yWT sein mufs,*
wo m eine relative Primzahl zu / ist): so erh lt man

also
(J = /+mT, (^ΞΞΞ/-2^, . . . δ^ΞΞΞ^

und da alte diese Zahlen positiv und kleiner als λ sind:
1 (J = 7 _mT, <yi = J' -2mT> · - · -̂1 = ̂ Λ·

Addirt man alle die Gleichungen, durch welche die Zahlen d, rf19 ... 4-i
mittels der Zahlen ^ 9^ ... 9t^ bestimmt werden, und setzt iF r die letzteren
ihre gefundenen Werthe, so erhall man
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/O. Kummer, von den Reciprocit tsgesctzen. 119

Die Reihe der eine Periode bildenden Reste

ist., weil m relative Primzahl zu t ist, wenn man von der bestimmten Ordnung
der Glieder absieht, dieselbe wie

Diese ist, wie man weifs, immer durch λ theilbar, aufser f r £=1 9 wes-
halb sie durch λ>8^ bezeichnet werden soll, so dafs

isl. Demzufolge giebt die vorige Gleichung:

und man erh lt die Anzahl der in dem Producte U(yhvqni) enthaltenen Fac
toren q durch die Zahl

ausgedr ckt. Setzt man nun y_t — y^,-9 welches nach der Voraussetzung
positiv und nothwendig kleiner als λ ist, gleich ye, und nimmt sodann nach
einander h— — i, Λ = ρ — i und Λ = σ,, so erh lt man f r die Anzahl der
in dem Binomialcoefficienten

enthaltenen Factoren q:
«,-ί + *,-£_,.

Genau eben so vielemal enth lt also, nach Dem was oben bewiesen
wurde, die complexe Zahl ΨΓ(α) den complexen Primfactor /*(ccyl); das heifst:
in dem Ausdrucke

werden diejenigen Exponenten miy f r welche y^ — ye_f eine positive Zahl
ist, durch die Gleichung

mt = S^i-\-S0—S„i
bestimmt.

Aus der Gleichung γ^ — y •=zya folgt die Congruenz γ"1 — γ°~ι-^γ°
oder l — τ* = ̂ +ί, Mod. l, und da y? = r~\-l ist, so folgt weiter — r^y0^
oder r = γσ+ί"^. Es ist also o ~\- i — μ = Ind. r oder a = μ — i -j- Ind. r,,
Mod. λ — l, wenn das Zeichen Ind., wie oben, sich auf den Mod. λ und
dessen primitive Wurzel y bezieht; und da eben so ρ Ξ Ind. (r-j-1) ist, so ist

||l . = iSL.j + Ind.(r+I) T ̂ -i+μ + Ind. '' - ̂ -» '

16*
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120 40. Kumm>cr, von den Reciprocit tsgesetzen.

Die mit Sh bezeichneten Zahlen haben aber, wie bekannt, die Eigen-
schaft, dafs &h+fi = t — Sh ist. Also kann dem Ausdruck des mt auch eine
der folgenden beiden Formen gegeben werden:

Hl . = f - Li - &_; + Ind. r "Γ ̂ -« + Ind· (
oder

Es ist jetzt auch nicht schwer zu zeigen, dafs die Bestimmung der
Exponenten r/i/, welche bis jetzt nur f r diejenigen Werthe des i bewiesen
wurde, f r welche y_£ — γ^ι positiv ist, ebensowohl f r alle ndern Werthe
von ι g ltig bleibt.

Aus der Gleichung γμ+Η = λ — γκ folgt, dafs
/y . — /y . L- — — . ( iy . — /v . ^/—ι / ρ — ι V / — ι-μ /ρ— ι-μ/·

Wenn also i einen Werth hat, welcher der Bedingung, dafs γ^ — γ^
positiv sein soll, nicht gen gt, so gen gt dagegen allemal der Werth ί-\-μ
dieser Bedingung, Ferner kann das oben gefundene Resultat, nach welchem
m^m^ = t> weil mt = mi+T = mi+2T u. s. w. und ί.£τ = μ = ^(λ — 1)
ist, auch so dargestellt werden, dafs η^-\Ίηί+μ = 1 ist. Es sei nun i eine
Zahl, welche der obigen Bedingung nicht gen gt, so ist dagegen μ-fi eine
solche Zahl, f r welche der gefundene Ausdruck f r mi+u richtig ist. Setzt
man diesen aber in die Gleichung »!/ = / — ̂ +^9 so findet man, verm ge
der Gleichung Sh+iu==t — , f r mz· wieder denselben Ausdruck; welcher
also f r alle Werthe des i richtig ist

Die Zerlegung der complexen Zahl 5^ (a) in ihre complexen Primfactoren,
welche nur die complexen Primfactoren des q sind, wird demnach durch fol-
gende Formel ausgedr ckt:

Vr(a) = E(a)f(arf(tfr*f(<*nm> · · - A«yTTT'N
in welcher E (a) eine complexe Einheit, f ( a ) ein complexer idealer Prim-
factor der f r den Modul λ zum Exponenten t geh renden Primzahl q ist;
ferner τ = — - — und

Die complexe Einheit U (a), welche in diesem Ausdrucke als Factor
vorkommt, ist noth wendig unbestimmt, so lange ber den complexen Prim-
factor /'(«), welcher im Allgemeinen ideal sein wird, keine n here Bestimmung
gemacht ist Stellt man sich aber diesen Ausdruck zur Uten Potenz erhoben
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vor, wo H der Exponent derjenigen Potenz sein soll, f r welche f(a}H zu
einer wirklichen complexen Zahl wird, so kann man dieselbe immer so dar-
stellen, dafs sie nicht die einzelnen Wurzeln a, a\ ... αλ~ι, sondern nur die
Perioden derselben enth lt; n mlich die τ Perioden von je t Gliedern. Es
mufs alsdann, weil, wie oben bewiesen wurde, ΨΓ(ά) auch nur diese Perioden
enth lt, die Einheit E(a) ebenfalls nur aus diesen Perioden zusammengesetzt
sein. Aus der Gleichung ΨΓ(α}ΨΓ(αΓι) = η* folgt ferner, dafs Ea^E(a'1) = i
sein mufs; woraus nach einer bekannten Eigenschaft aller Einheiten folgt, dafs
JE (a) nur gleich ±a* sein kann; und da E (a) eine solche einzelne Wurzel ak

nicht enthalten kann, so folgt endlich, dafs ΛΕ(α) = +1 ist; n mlich, wenn
f(a)H als eine, nur die Perioden enthaltende wirkliche complexe Zahl dargestellt
angenommen wird. Diese Zerlegung der complexen Zahl !Pr(a) soll als die
dritte Grund-Eigenschaft derselben bezeichnet werden.

Schliefslich bemerke ich noch, dafs dieser Ausdruck der complexen
Zahl ΨΓ(α) durch ihre Primfactoren f r den Fall t~i den entsprechenden
Ausdruck der Kreistheilungszahl ψΓ(ά) giebt, welchen ich in dem vorher-
gehenden Paragraphen dieser Abhandlung angewendet und zuerst in dem Pro-
gramm der Universit t Breslau zur Jubelfeier der Universit t K nigsberg
im Jahre 1844 und sp ter in diesem Journale (Band. 35, S. 362) gegeben
habe. An demselben Orte (S. 364) wird man auch schon eine Anwendung
der complexen Zahl ΨΓ(ά) finden, von welcher ich damals nur die Zerlegung
in die Primfacloren kannte, und wufste, dafs sie eine wirkliche complexe Zahl
sei, f r welche aber der in der gegenw rtigen Untersuchung zum Grunde
gelegte, der complexen Kreistheilungszahl γν(α) vollst ndig entsprechende
Ausdruck

!ΡΓ(α) = j£a^H-i) +ind.( *+i)
mir damals noch unbekannt war.

§.3.
Entwickelung der Indices der complexen Einheiten und der Zahlen λ und l — «*,

f r welche der Modul eine zu einem beliebigen Exponenten geh rende
complexe Primzahl ist.

Mittels der in dem vorigen Paragraphen entwickelten Eigenschaften
der complexen Zahl ΨΓ(α) k nnen nun die Indices der complexen Einheiten,
so wie der Zahlen λ und l — «*, auch f r den Fall gefunden werden, wo
der Modul /"(a), auf welchen sich die Indices beziehen, ein complexer
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122 40. Kummer, von den Rectprocit tsgesetzen.

idealer Primfactor einer zum Exponenten t geh renden nichtcomplexen Prim-
zahl (/ ist. Die Ausdr cke derselben sind den in dem ersten Paragraphen
f r den speciellen Fall < = 1 gefundenen, namentlich den beiden letzten der-
selben, vollst ndig entsprechend. Ich untersuche also sogleich den (λ — 2w)ten
Differentialquotienten des Logarithmen der complexen Zahl 3ΡΓ(α), in welcher
die Wurzel α durch die variable Exponentialgr fse ev zu ersetzen ist, f r
den Werth v = 0,

Es sei demnach
ψ (ev) · _ j^(-(H-i)ft-Mnd.(£&+i))

f r Λ — 0, l, 2, ... y*==2, mit Ausschlufs von A = %((/*— l). Dann ist zun chst

\ dv

und wenn man zur Abk rzung f r einen Augenblick λ — 2n—l = m und

-j~—— = 17 setzt, so folgt hieraus nach den Regeln der Differentiation einesΦΓ(β ν)
Products zweier Factoren:

d*-2nl*Pr(ev) dm+*Wr(ev) jj ι m ό™ΨΓ^) dV .
dv*~2n dvrn+1 ' l i/ym dv '

Macht man jetzt Gebrauch von der zweiten Grund-Eigenschaft der complexen
Zahl i^C«), nach welcher Ψτ(ά) ¥Γ

Γ(α""1) = ̂  ist, so erh lt man folgende, f r
jeden beliebigen Werth der Variabel v geltende Gleichung:

ΨΓ(&)ΨΓ(€Γυ) = (f^V.W;
wo F= l-|-e?;-f e2u4- ··· β(λ""1)ί; und W7 eine ganze rationale Function von ev

ist. Hieraus folgt

und wenn man den iten Differentialquotienten nimmt,
dlWr(e-v) __ dl

 i , pyp. - t d^Ud^W) .

Setzt man nun t? == 0 und macht aus dieser Gleichung eine Congruenz
f r den Modul λ, so verschwinden V und alle Differentialquotienten des V,
bis zum (λ —2)ten einschliefslich, weil sie durch λ theilbar sind; und wenn man
noch beachtet, dafs ^ = 1, Mod. λ ist, so erh lt man

'° J , - ^ -4-Γ9 Mod. λ,dv1 dv' '
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für alle Werthe 0, l, 2, ... — 2 von i, oder, was Dasselbe ist:

- - ,
wenn der Kürze wegen der ite Differentialquotient von ( } für # = 0
durch Di bezeichnet wird. Der obige Ausdruck des ( ~~2> )1 Differen-
tialquotienten von lWr(ev] nimmt daher für v = 0 folgende Gestalt an:

>D^D.- .... Mod. i.

Durch Differentiation des oben gegebenen Ausdrucks für ( ) erhält
man nun für t? = 0:

für A = 0, l, 2, ... (f — 2, mit Ausschlufs von Ä = ̂ (^ — 1). Setzt man,
um abzukürzen, für einen Augenblick

-(r+l)A + Ind.(/+l)=CÄ und -(
so ergiebt sich

^ — Ä / -- j---^ — 7? Ä — -

wo die Doppelsumme auf alle ganzzahligen Werthe des h und /r, von 0 bis
(f — 2, sich erstreckt; mit Ausschlufs des Werths Ä==-|(yf — 1) und k=^(c/i — 1).
Summirt man nun die Binomialreihe unter den beiden Summenzeichen, so
erhält man

n

und wenn für Ch und Ck und für m wieder ihre Werthe gesetzt werden:

für Ä = 0, 1 , 2 , . . . (f — 2 und Ä = 0, 1 , 2 , . . . ̂  — 2, mit Ausschlufs
von Ä=iY-l), = ;(9*1 ).

Man transformire nun diese Doppelsumme, in welcher alle Glieder, die
gleichen Werthen von h und k angehören, als congruent Null, von selbst weg-
fallen, durch dieselbe Substitution, welche oben im zweiten Paragraphen zur
Transformation einer ähnlichen Doppelsumme angewendet worden ist, nämlich :

/-"=/', j£+*- = /', Mod. /"(a),

so erhält man diesen ( — 2n)ten Differentialquotienten durch die Doppelsumme
. (/'-l) f Ind. (/-l
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ausgedrückt, wo K und kf alle Werthe l, 2, 3, ... (f— 2 bekommen müssen, die
Werthverbindung A' = k' aber ausgeschlossen ist. Man zerlege diese Doppel-
summe in folgende drei Theile:

. (/ '—l) ((r--l)A' — A')*-2"-1,

. (g1'— g1'} ((r-f 1)# — A'/-8"-1,
und suche die Werthe dieser drei Theile einzeln; mit dem ersten Theile an-
fangend. Um in demselben die Werthverbindung kf = hf nicht ferner aus-
schliefsen zu müssen, füge man den dieser Werthverbindung entsprechenden
Theil mit entgegengesetztem Vorzeichen hinzu. Der erste Theil ist
+ f^-i(r+l)^A'^1Ind^
wo jetzt den kf und K alle Werthe von l bis (f— 2 einschliefslich, ohne Aus-
nahme, zu geben sind. Ich führe nun die Summation in Beziehung auf kf aus,
indem zu bemerken ist, dafs ^—1=0, Mod. und dafs die Summe 1

ebenfalls congruent Null ist, für jeden der Werthe l, 2, 3, ... — 2 von i.
Dies giebt zunächst

Der erste Theil ist vermöge Dessen dem folgenden Ausdrucke congruent :
(r + 1 ) ( l -|- r*-2"-1) ̂ Ä'*-2"-1 Ind. (/'— l ).

Genau auf dieselbe Weise findet man den zweiten Theil congruent
_ (va-2"-1-}- (r -f l)*-"-i) jart-2- Ind (y>< _^

Um auch den dritten Theil auf eine ähnliche einfache Summe zu re-
duciren, dehne man die Werthe von K und k1 auch auf den Werth A' = 0
und kf = 0 aus; welches ohne Weiteres geschehen kann, wenn man die diesen
Werthen entsprechenden Glieder

subtrahirt.
Ich verwandle nun diese Doppelsumme, in welcher jetzt hf und k' alle

Werthe von 0* bis — 2 einschliefslich haben (jedoch mit Ausschlufs der
Werthverbindung A' = Ä'), indem ich A'-f kr statt K setze; wodurch sie fol-
gende Form annimmt:

r-£^(Ind. (/' — l ) -f Ä') (r k' — A')*-2"-1,
für ' = 0, l, 2, 3, ... y' — 2 und A'==l , 2, 3, ... ^ f— 2. Die Summation
in Beziehung auf Ä' läfst sich wieder ohne Schwierigkeit ausführen und giebt
das Resultat, dafs die Doppelsumme einfach congruent Null ist, für den Modul .
Der dritte Theil ist den beiden einfachen §ummen, welche zu subtrahiren
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10. Kummer) von den Keciprocit tsgesetzen. 125
l

waren, deshalb congruent, damit die Werthe von h' und K auch auf A' = 0
und kf — Q ausgedehnt werden konnten. Diese zusammengefafst, geben den
dritten Theil congruent

— r (l + (r -f l)*-2»-1) Σ/ι'1-*"-1 Ind. (/' — 1).
Fafst man alle drei Theile wieder in einen zusammen, so erh lt man nach
einigen leichten Reduc onen:

f r A' = l, 2, 3, ... ?* — 2.
Die hierin enthaltene einfache Summe kann nun auf folgende Weise

leicht als Index der complexen Einheit ΕΛ(ά) dargestellt werden. Zuerst werden
alle Glieder , f r welche A' durch λ theilbar ist, als congruent Null, wegge-
lassen, und dann wird h' — i~\-hk gesetzt und es werden dem i die Werthe

1,2, 3,... λ— l, dem k die Werthe 0, l, 2, ...r— l gegeben (wo v = ^f—
A

ist). Dann ist
JS '^'-Und.C/'— 1) ΞΞΞ J^-^-'Ind.cyt" — 1),

f r i = l, 2, 3, ... λ— l, = 0, l, 2, ... i /—l. Nun ist aber, wie leicht
zu beweisen,

(/-l)(^-l)(/^-l) ··· ί/«"-1*-!) ΞΞ 1-iT, Ifod. />(«),
also auch

-Sind. (/+H-1) Ξ Ind. (1—^0 = Ind. (l— a1'), Mod. λ,
indem gv^a, Mod. /"(a), ist. Die Ausf hrung der Summation in Beziehung
auf k giebt daher

-S '^^Ind.C/'— 1) = -S1-2"-1 Ind. (l— az),
f r i = l, 2, 3, ... λ — 1. Setzt man iy statt i, multiplicirt mit /2/l und sub-
trahirt von der so erhaltenen Congruenz die unver nderte, so erh lt man

, Mod. λ.

Verwandelt man endlich i in y , so zeigt sich sogleich, dafs die Summe rechts
in dieser Congruenz dem doppelten Index der Einheit

En(a) - e(a) . e(a?Y*\ *(α^ . . . β(α?μ-γ^ '
congruent, also

(y-2" — t) ̂  '2-211-4 Ind. (/* — !) Ξ 2 Ind. En (a)
ist. Dadurch hat man nun folgenden Ausdruck f r den Index dieser Einheit:
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Diese Formel, welche der entsprechenden, im ersten Paragraphen f r
den besondern Fall l=i bewiesenen ganz gleich ist, giebt die Indices der
Einheiten ^(a), JB2(«), u. s.w.; also auch die Indices aller Einheiten, welche
durch diese sich darstellen lassen. Es ist aber hier nicht n thig, die Indices
aller dieser Einheiten JE?i(a), E2(a), . . . Εμ^(ά) nach der Formel besonders zu
berechnen, denn es l fst sich leicht ein- f r allemal zeigen, dafs f r alle Werthe
von n, f r welche λ — 2n nicht durch t theilbar ist, der Index Ind. En(a]
nur congruent Null ist. Es kann Dies auf folgende Weise aus dem gefundenen
Ausdrucke des Ind. En(a) selbst abgeleitet werden. Da, verm ge der ersten
Grund-Eigenschaft der complexen Zahl S^C«), dieselbe nur die τ Perioden von
je t Gliedern, nicht aber die Wurzeln a, ex2, ... αλ~~* einzeln enth lt, so ist

ΨΤ(ά) = ?ΡΓ(<0,
woraus nach den schon mehrmals angewendeten Principien

ψΓ(βυ) = yr(tf7T)-f V. W
und weiter

oder
d*T*Wr(<*>) ^ rt-

^λ-21. - / ανλ~2η

folgt. Es mufs also nothwendig, entweder
Λλ— 2η/φ (fv\

«(i-3»>r_i = o, oder rf° . , . \r6 } = 0' 7 av''~~~n

sein, f r den Mod. λ. In dem letztern Falle ist aber Ind. 1£η(α) = 0, Mod.l,
und nur wenn y(^2ll)T = l, Mod. λ^ ist, kann Ind. E„(a) einen von Null ver-
schiedenen Werth haben; also nur dann, wenn (λ — 2n)r ein Vielfaches von
λ— l=/r oder, was Dasselbe ist, wenn λ — 2n ein Vielfaches von t ist;
wie behauptet wurde. Dasselbe l fst sich brigens auch ohne H lfe der all-
gemeinen Formel f r Ind. En(a) auf elementare Art leicht beweisen.

Aus dem gefundenen Ausdruck des Ind.JBn(a) wird nun ein anderer,
welcher nicht die complexe Zahl ^(a), sondern den Primfactor f(a) selbst
enth lt, mittels der dritten Grund -Eigenschaft der ΨΓ(<*)* welche ihre Zer-
legung in die Primfactoren giebt, auf folgende Weise hergeleitet. Wenn der
im Allgemeinen ideale Primfactor /*(#) als JSFte Wurzel aus der Potenz f(a)H

dargestellt und H so angenommen wird, dafs f(a)H eine wirkliche complexe
Zahl ist, so kann, wie schon oben bemerkt, diese wirkliche complexe Zahl f(a)H
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10. Kummer, von den Rcciprocit tsyesctzen. 127

immer so angenommen werden, dafs sie nur die τ Perioden von je t Gliedern
enthalt. Bei dieser Annahme hat man

Wr(a) = ±f(a)mf(ar)m>f(a^)m* . . . f'(a^'1)^'1 und
mi ^^ &u—i i ^ «— « + T|»d. r ^μ—i -h Jnd. (r+i) ·

Daraus folgt sogleich
.

λ-*η Γ '"l Tn j |-™T-1

oder, vereinfacht:

Es ist nun die rechts in dieser Congruenz vorkommende Summe zu
suchen, welche durch den Buchstaben R bezeichnet werden soll, so dafs

R = m + y^2n»i14-^<i-2nX + ---- [-^-^^"Χ^
ist. Es wird auch hinreichen, diesen Werth von R nur f r diejenigen Werthe
von n zu suchen, f r welche λ — 2n ein Vielfaches von t ist; denn wenn
dies nicht der Fall ist, so giebt die Congruenz, nach Dem was oben ge-
zeigt, nur identisch 0 = 0, Mod. λ. Wird mehrerer Einfachheit wegen das
Summenzeichen angewendet und f r m{ sein Werth gesetzt, so ist

R = J£j/( ~ "'(Sp^i-fSp^i+in&r - ^/i— *-Mind.(r+l))

f r i = 0, l, 2, . . . r— 1. Nun sollen hierin f r die drei Gr fsen ^,
fi>-/+ind.r «nd β^ί+Μ.ο.+ΐ) ihre Werthe nach der Formel

Η
gesetzt werden. Alsdann sind, wegen des als Nenner vorkommenden λ,
wieder Congruenzen f r den Modul λ2 zur Bestimmung von R n thig, und
deshalb soll j/^-2") statt γ&-**) genommen werden, welches demselben f r
den Mod. λ congruent ist. Wird sodann mit λ multiplicirt , so erh lt man
folgende Congruenz:

λR = ΣΣγ* ( ·~2η) (Υμ^+ΐχ -f Υμ-ι+1ίτ + ind. r - Υμ-i +λτ+ ind. (r+1) ) 9

f r den Mod. λ2, wo die beiden Summenzeichen auf die Werthe i=0, l, 2, ...
...τ— l und = 0, l, 2, . . . t— l zu beziehen sind. Setzt man i-f&r
statt ?" und beachtet, dafs bei dieser Ver nderung y^-2"* in Beziehung auf
den Mod. λ2 unver ndert bleibt, weil λ — 2η nach der Voraussetzung durch /
theilbar und Ιτ = l— l ist, so verwandelt sich die Doppelsumme in die einfache:

λR = ^^^(y^^y^^i.d^-y^+ind.cr+o Mod. λ2,
f r i = 0, l, 2, . . . λ — 2.

17*
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128 10. Kummer^ von den Reciprocit tsyeseizen.

Vergleicht man nun dieses Resultat mit dem in der hnlichen Unter-
suchung im ersten Paragraphen dieser Abhandlung gefundenen Ausdrucke der
dort mit T bezeichneten Summe, so findet sich λΆ=λΊ\ Mod. λ2, also R = T,
Mod. λ. Macht man demnach von dem oben gefundenen Werthe von T Ge-
brauch, so erh lt man

R == (-1)«(1+Γ>·-2«-(Γ + 1)*-20-|τ·, Mod. λ,
also

B« d^«l(4>)

Der gefundene Ausdruck des Ind. En(a) giebt demnach folgenden neuen Aus-
druck des Index dieser Einheit:

Mod. λ.

Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem entsprechenden, f r den
besondern Fall £ = 1 im ersten Paragraphen gefundenen, zeigt, dafs er genau
derselbe ist, wie jener, dafs also in allen F llen, ohne Unterschied, d. h. f r
alle complexen idealen Primfactoren f ( a ) als Moduln, derselbe Ausdruck gilt.

s bleibt noch brig, auch f r die zu einem beliebigen Exponen-
ten t geh rigen Primfactoren /"(a), als Moduln, den Index von λ und die
Indices der Primfactoren des λ von der Form l — ak zu suchen. Zun chst
l fst sich leicht zeigen, dafs Ind. (λ) allemal congruent Null ist, wenn t nicht
gleich Eins ist; also f r alle Moduln, mit Ausnahme der in dem ersten Pa-
ragraphen behandelten. F r diese Moduln ist n mlich nicht blofs Ind. (λ), gon-
dern berhaupt der Index jeder nichtcomplexen ganzen Zahl congruent Null.
Denn aus der Congruenz

<yf-i
c λ = ccTnd£, Mod. /*(<*),

in welcher c eine beliebige (jedoch nicht durch /*(«) theilbare) nichtcomplexe
Zahl bedeutet, folgt, wenn α in αγΤ verwandelt wird, weil f(a}z==f(a?r) ist:

«y'-i
c l = «yTJnd-% Mod. /»,

also almu = aYTlnd*c, Mod. /"(a), mithin auch Ind. c = yTInA.c, Mod. λ, und
Ind. (c) = 0, Mod. λ; mit Ausnahme des einzigen Falles, wo ^ΤΞ!, also
τ = 1—1 und < = 1 ist.

Um auch Ind. (l — a1) f r die in diesem Paragraphen behandelte Moduln
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10. Kummer^ von den Reciprocit tsgesetzen. 129

zu finden, nehme man
λ == (i— «)(i— «0(1— <O - · · (i— ̂ ;"2)

an, und gebe dieser Gleichung die Form

Man dr cke die Einheiten, welche hierin vorkommen, alle durch die Kreis-
theilungs- Einheiten e(a), #(ay), u. s. w, aus, so erh lt man

λ ^=/(l — a^1a^.e(a)^l.e(ar)^.e(ay^ . . . e(a^*)\
und wenn a in a* verwandelt wird:

λ = (i — a^1a^k.e(a^.e(ak^.€(a^^ . . . e(a1^)1.
Man nehme nun auf beiden Seiten die Indices f r den Modul /*(«), so ergiebt
sich, weil Ind. (λ) = 0 ist:
Ο Ξ Ξ — Ind. (l— a*)— tukr— Ind.*(a*)— 2Ind.^(^) ----- (λ—
wo λι/ = 9* — l, oder, mit Anwendung des Summenzeichens,

f r = l, 2, 3, ... λ— l ist. Man dr cke ferner Ind.<?(a*^~l) durch die
Indices der Einheiten JEa(a), E^(a\ . . . Εμ^(ά) mittels der Formel

Ind. *(a^1) = — 2^/"(Λ--1) Ind. £:„(<*)
aus , f r n = l , 2, 3, . . . μ —l , so wird

Ind. (l — «*) = — ̂ +2-S2rAy2"^1)Ind.jBn(a ),
f r A = l,2, 3, ...λ — l und n==l,2, 3, ...μ— 1. Die Summation in Beziehung
auf A wird nach der leicht zu beweisenden Formel

ausgef hrt und giebt

f r n = l, 2, 3, ... ^—1. Endlich kann man noch von der Eigenschaft der
Einheit En(a] Gebrauch machen, nach welcher

.In .En(ak) = 2/JInd,JEn(cc), Mod. λ
ist. Verm ge derselben erh lt man

Ind.(l— a*) = ~-μΙιν-\-2Σ * ^'^,Γ ? Mod. λ^

f r n= 1,2,3,.. .^—1. Dieser Ausdruck, welcher darauf sich st tzt, dafs
Ind.(λ) = 0 ist, gilt aber nicht f r den Fall /=!, f r welchen die in dem
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130 ^ - Kummer > von den Reciprocit tsgesetzen.

ersten Paragraphen gegebenen Ausdr cke von Ind. (λ) und Ind. (l — a*) zu nehmen
sind. Es k nnten auch f r Ind. En(a) die gefundenen Ausdr cke hier ein-
gesetzt werden ; da aber dadurch keine besonders eleganten Formeln entstehen,
so mag es hinreichen, den Ind. (l — «*) durch die oben gefundenen Indices
der Einheiten /£ι(α), JE2(«), . . . Εμ^(α) ausgedruckt zu haben.

§.4.
ber die Anwendung logarithmischer Ausdrucke der complexen Zahlen auf Congruenzen,

deren Modul λ oder eine Potenz von λ ist.

Die Anwendung der in dem vorhergehenden Paragraphen gefundenen
Resultate auf die allgemeinen Reciprocit tsgesetze, welche ich in dem Fol-
genden zu geben gedenke, erfordert, dafs ich zun chst eine allgemeine Me-
thode mittheile, nach welcher Congruenzen f r den Modul λ, oder eine Potenz
von λ, namentlich wenn sie Producte mehrerer complexen Zahlen und Potenzen
derselben enthalten, auf die einfachste Weise eben so behandelt werden k nnen,
wie in der Analysis dergleichen Ausdr cke mit H lfe der Logarithmen. Eine
Andeutung einer solchen Methode, welche ich in der Form, wie ich sie hier
entwickeln werde, schon seit mehreren Jahren vielfach angewendet, aber bisher
noch nicht ver ffentlicht habe, findet sich in einer Abhandlung des Herrn
Eisenstein (im 39ten Bande dieses Journals S. 351), auf welche Abhandlung
ich in dem Folgenden noch einmal zur ckkommen werde.

Ich stelle f r den Logarithmen einer complexen Zahl, in Beziehung
auf den Modul λη+λ genommen, folgende Definition auf:

Wenn φ (a) eine complexe Zahl ist, welche den Factor l — a nicht enth lt,
so dafs auch φ(1) nicht =0, Mod. λ ist, so soll unter dem Ausdrucke

f r den Modul λ"+1

die endliche Anzahl von Gliedern der Reihe
φ(α) —. , (

t A

verstanden werden, welche nicht congruent Null sind f r den Modul λ"*1.
Dafs die Glieder dieser Reihe, von einem bestimmten an, wirklich alle

congruent Null werden, f r den Modul λ"*1, erhellet daraus, dafs φ(α) — φ(1)
den Factor l — α enth lt, und dafs (l — a)*""1 durch λ theilbar ist. Wenn
n mlich in dem allgemeinen Gliede der Reihe

i /y(«)—y(l)\*
— k \ φ (i) /
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k nicht durch λ theilbar ist, so ist Dasselbe allemal congruent Null f r den
Modul λη+1, sobald *>(λ—l)(n-j-l) ist. Wenn aber k den Factor λ enth lt,
und man setzt Α=0λα, wo c nicht weiter durch λ theilbar sein soll, so
m ssen noch die a Factoren λ des Nenners durch (λ —1)« Factoren l — a
des Z hlers compensirt werden. Wenn daher Α>(λ — 1)(Λ-)-α-{-1) ange-
nommen wird, so sind alle Glieder congruent Null f r den Modul λη+1. In
Beziehung auf diesen Modul bricht also diese Reihe nothwendig ab. Die Lo-
garithmen der complexen Zahlen f r den Modul λη+1 sind demnach nur end-
liche Ausdr cke, d. h. sie sind selbst hur gew hnliche cornplexe Zahlen. Auch

geht aus der Definition hervor, dafs '(^777) f r den Modul λη+1 nur einen

einzigen bestimmten Werth hat, wenn n mlich aufser φ (a) auch φ(1) nur
einen bestimmten Werth hat. Aus den bekannten Eigenschaften der Reihe,

durch welche '(^TJT) dargestellt wird, erh lt man ferner sogleich f r die

Grund-Eigenschaften dieser Ausdr cke:

Es kommt nun darauf an, f r ^( (?!)? Mod. λ"+1, den einfachsten

Ausdruck zu finden. Zu diesem Ende werde die complexe Zahl φ (α)
welche durch l — a theilbar ist, auf folgende Form gebracht:

y(«) — φ (i) == Α,(1 — «)-f J2(l_ α)2+ ··· + 4^ α*-1.
Stellt man sich diesen Werth in die obige Reihe gesetzt vor, welche nur so
weit fortgef hrt anzunehmen ist, als die Glieder nicht von selbst wegfallen,
weil sie congruent Null werden, und dann die einzelnen Glieder alle entwickelt,
nach Potenzen von l — a, so erh lt man eine Reihe von folgender Form:

welche man ebenfalls nur so weit fortzusetzen braucht, als noch Glieder sich
finden, welche nicht congruent Null sind. Wendet man das Summenzeichen
an und verwandelt a in ay\ so erh lt man

und wenn man mit y-m* multiplicirt und die Summe f r A = 0, l, 2, ... λ — 2
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nimmt, so ergiebt sich

Wird nun die ite Potenz von l — «y nach dem binomischen Lehrsatze ent
wickelt, so erh lt man

(4 „v*V — 4 (-
Vi ; _ ,*. n

folglich

o*
= "v2 4

Nun f hre ich folgende f r die hier zu behandelnden logarithmischen
Ausdr cke besonders wichtige complexe Zahl ein:

X, («) = a + /^" ce^ -f jr*w a** + · · . + ̂ Ο-*)**" «r2-2.
Diese durch J£i(a) bezeichneten complexen Zahlen haben mehrere besondere
Eigenschaften, welche denen des entsprechenden Ausdrucks der Kreistheilung

F( , a) = « + /9ai' + /92 X'4- ... +/92-2«^,
wo a eine Wurzel der Gleichung al=l und /? 'eine Wurzel der Gleichung
βλ-ι = ι |g^ ganz anai0g sjnd. F r den gegenw rtigen Zweck aber soll nur
von der einen Eigenschaft derselben Gebrauch gemacht werden, n mlich von

welche Eigenschaft aus der Definition selbst leicht zu beweisen ist, und als
deren specieller Fall, f r m = l, noch der Congruenz

besonders erw hnt werden mag.
Durch Einf hrung des Zeichens Xk(a) wird die obige Gleichung fol-

gendermafsen dargestellt:
2 -uln-

Man zerlege nun die Summe rechter Hand in λ Partialsummen, indem man die
F lle sondert, wo « = 0, * = 1, * = 2, ... *Ξλ — l ist, f r den ModuU.
Dabei bezeichne man durch Pt folgende Summe von Binomialcoefficienten:
p _ / w( Π(ί) Π(ί) , Π(ί)
^t — \ l>\n.(t}[L(i-i) /Γ(ί +

Alsdann ist

^}l'
Ο
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Um aus dieser Gleichung eine Congruenz f r den Modul λη+ί machen
zu k nnen, werde ich zun chst beweisen, dafs, auch wenn i den Factor λ

p
enth lt, dennoch -£ denselben niemals im Nenner enthalten kann; oder, dafs Pit
diesen Factor λ immer eben so oft enth lt als i. Es sei wieder i = #λα, so
sind in allen den F llen, wo t nicht = 0 ist, alle einzelnen in Pf enthaltenen
Binomialcoefficienten durch λα theilbar; welches mit H lfe des in (§.2) ange-
wendeten Satzes ber die Anzahl der in dem Producte Π (A) enthaltenen
Primfactoren von einer bestimmten Art, leicht bewiesen werden kann. Um aber
f r den Fall / = 0 zu zeigen, dafs P0 durch λα theilbar ist, bemerke ich, dafs
PO+ Pi-f^~f ··· -j-^Vi gleich der Summe aller Binomialcoefficienten von
der iten Potenz mit abwechselnden Vorzeichen, also gleich (l — l)f = 0 ist.
Wenn daher, wie gezeigt worden, Pn P2, ... Ρλ_λ alle den Factor λ" ent-
halten, so folgt, dafs PO ebenfalls durch diesen Factor theilbar sein mufs. Also
p
-4, aus dessen Nenner jeder Factor λ sich gegen die Z hler hinweghebt, kann&
in Beziehung auf den Mod. λη+1 als ganze Zahl betrachtet werden. Wendet
man nun die Congruenz

Xk(a) = «ιΜΠΖι(α), Mod. λ«+1

auf die obige Gleichung an, und beachtet, dafs -Χ*(1)Ξθ, Mod. λ"4"1 ist, so
erh lt man

f r den Mod. λη+1; welche Congruenz auch in dem Falle richtig bleibt, wenn
durch λ theilbar ist.

Man entwickle jetzt die Potenz (l — ev}1 nach dem binomischen Lehr
satze und nehme den & nten Differentialquotienten f r i?==0, so ist

* O n(s)H(i—s)

Man zerlege ferner diese Summe genau eben so in Partialsummen, wie die
obige, indem man von der Congruenz

Gebrauch macht, so wird

" ' -Ι^Ρ^), Μοα.λη+1,
dv ι
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also
*-2 ΜΙ*(Λ _ ayh\i fiWM _ fv\i57 7 v 1 af J _ g (i e ) γ /„\ τι/τ^Λ 2 « -M
- -AjfcWl MOd. λ τ ,;o * a v**·

und demzufolge auch

ο

Nun ist aber die Summe
£

nichts anderes, als die nach Potenzen von l — ev geordnete Entwickelung des
τ - . u * <f(ev) iLogarithmus von ' ? also

folglich ist, wenn hiervon der Αλ"ίβ Differentialquotient genommen und v —
gesetzt wird:

Ci
ί

also

Setzt man endlich k — l, 2, 3, ... λ — 2 und bildet die Summe, wobei der
Werth h = 0 von den brigen zu trennen ist, so erh lt man folgenden Aus-
druck des Logarithmen einer complexen Zahl in Bezibhung auf den Mod. l"+l:

Dei* Fall n = 0, als der in den Anwendungen am h ufigsten vor-
kommende, verdient noch eine besondere Ber cksichtigung. F r denselben
hat man, weil JV<jp(«)=l und ^(l)^1^!, Mod. λ ist,

. *
und
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und es ist in diesem Falle

wof r man auch den congruenten Ausdruck
Xk(a) ΞΞΞ a-l-a*-1-*«2-^1-1-*«3-!- ----- {-(λ — l)'-1-* α*"1

setzen kann.
Um nun diese Logarithmen der complexen Zahlen und die f r die-

selben gefundenen Entwickelungen, in der Rechnung, da wo es sich um Con-
gruenzen f r den Mod. λη+1 oder λ handelt, berall mit Sicherheit anwenden
zu k nnen, sind noch zwei S tze n thig, welche hier aufgestellt und bewiesen
werden sollen. Nemlich:

Lehrsatz . Wenn zwei complexe Zahlen congruent sind, f r den
Modul λη+1, und wenn auch die beiden ganzen Zahlen, welche man erh lt,
wenn man in denselben a = l setzt, congruent sind, f r denselben Modul:
so sind auch die Logarithmen dieser complexen Zahlen f r diesen Modul
congruent

Die beiden complexen Zahlen seien f(a) und φ (α), so ist nach der
Voraussetzung f(a) = g)(a) und /*(!) = y(l), Mod. λπ+1. Setzt man der
K rze wegen

/'(l)
so erh lt man

f r den Mod. λη+1; welche Reihen von selbst abbrechen, weil, von einem be-
stimmten Gliede an, allex folgenden congruent Null werden; die man aber
auch ber diese Grenze hinaus noch fortgesetzt annahmen kann, so weit man
will. Aus den beiden Voraussetzungen des Satzes folgt χ = y, Mod. λ*+1;

l lworaus sogleich erhellet, dafs auch y- C* = -jry*, Mod. λ"+1 ist, f r alle die-

jenigen Werthe von k, welche nicht Vielfache von λ sind. Um zu zeigen,
dafs eben Das auch f r alle durch λ theilbaren Werthe von k Statt findet, also
allgemein f r k = cla, wo c njcht weiter durch λ theilbar ist, setze ich
y = α?-{-λη+1#. Dann giebt die binomische Entwickelung:

α+ίχ^α^ζ^ · - ·,
18*
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also
yci* Ξ xd^ Mod.r^+S

und hieraus folgt
vcla

 Tcl<*
^ , Mod. r-

Da nun alle einzelnen Glieder der einen Entwicklung den entsprechenden der
ndern Entwicklung congruent sind, so ist nothwendig

was zu beweisen war.
Der zweite, jetzt zu beweisende Satz (die Umkehrung des ersten) ist

nur unter Hinzuf gung einer neuen Bedingung richtig und lautet so:
Lehrsa tz . Wenn die Logarithmen zweier complexen Zahlen, neinlich

und /(^) congruent sind f r den Modul λη+\ und auch f(l)

, Mod. λ"*1 ist, und wenn berdies die complexen Zahlen /'(a) und
(φα) so beschaffen sind, dafs f(a)— /(l) und φ(ά) — φ(1)' beide durch
(l — a)2 theilbar sind: so sind die complexen Zahlen f(a) und φ (a) selbst
congruent f r den Mod. λη+1.

Es sei wieder

/'(l)
und

so ist
u = x — ia^ + ia?3 — i^?4+ · · ·,

Es l fst sich nun diese Reihe nach den gew hnlichen Methoden um-
kehren, so dafs χ in eine nach Potenzen von u geordnete Reihe entwickelt
wird. Aus den ersten N Gliedern der gegebenen Reihe werden so die ersten
N Glieder der umgekehrten Reihe bestimmt, und wenn man N grofs genug
annimmt, so dafs in beiden Reihen, der gegebenen sowohl, als der umge-
kehrten, ber das JVte Glied hinaus nur noch solche Glieder liegen, welche
f r den Mod. λη+1 congruent Null sind, so hat man den vollst ndigen Ausdruck
des χ durch u in Beziehung auf den Mod. λη+1. Das Resultat der Umkehrung
dieser Reihe ist aus der Analysis bekannt. Es ist

x = " r «a ι - u* ι ^ ι ...
X — i « 1.2 +1.2.3 + 1.2.3.4 '

Nun ist zu beweisen, dafs auch in dieser Reihe die Anzahl der ersten
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10. Kummer, von den Reciprocit tsgesetzen. 137

Glieder N immer so grofs angenommen werden kann, dafs alle folgenden
Glieder congruent Null werden. Zu diesem Zwecke untersuche ich das all-
gemeine Glied der Reihe, n mlich

W
Aus dem im zweiten Paragraphen mitgetheilten Satze ber die Anzahl,

wievielmal ein bestimmter Primfactor in dem Producte Π (A) enthalten ist,
folgt zun chst, dafs die Anzahl der in dem Producte Π(Κ) enthaltenen Factoren A

stets kleiner ist als ^ * · Ferner enth lt, nach der Voraussetzung, f(a)—/(l),

also auch x, den Factor (l — a)2; woraus sogleich folgt, dafs auch n den
Factor (l —a)2 enthalten mufs. Der Z hler fi* enth lt demnach den Factor l — α
genau SArmal, und wenn man erw gt, dafs ein Factor λ genau λ—l Fac-
toren l — a giebt, so weifs man, dafs der Nenner TI(k} stets weniger als

Factoren l—a enth lt. Nach Aufhebung der Factoren A im Nenner, gegen die im
Z hler, bleiben folglich im Z hler mehr als k Factoren l — a stehen, und wenn da-

uk
her A>(n-f 1)(A—1) angenommen wird, so enth lt —(J denFactor (l—α)(*~ιχιι+1),

d.h. den Factor A"*1. Von einem solchen Gliede an sind demnach alle folgenden Ξθ.
Ohne die Bedingung: f(a)—/*(!) theilbar durch (l—a)2, w rde aber, wie sich
hieraus zeigt, die Reihe nach dem Mod. An+1 keinen endlichen Ausdruck geben.

Ganz auf dieselbe Weise ist nun auch

Nach der Voraussetzung des zu beweisenden Satzes ist aber u =t?, Mod. An+1.
Schreibt man diese Congruenz, als Gleichung, in die Form M — ν-}-λη+1ιν, so
findet sich durch Entwicklung der Potenz des Binoms:

u * v H - i * 1 + /V €/ W \ Λ V IV ι

^W «w ^v,v Π(1)Π(Ιϊ — 1) ι Π(2)Π(Ιζ—2) !

Nun heben sich, nach Dem was so eben gezeigt, alle in Π (k — 1) ent-
haltenen Factoren A gegen die in r*""1 enthaltenen vollst ndig hinweg; eben
so die in JJ(k — 2) enthaltenen gegen die in t?*""2 enthaltenen u. s. w. F r
den Modul A"+1 bleibt also von dieser binomischen Entwicklung nur das erste
Glied stehen; alle brigen verschwinden, als Vielfache von A*+1. Folglich ist

.^ ..i
, Mod. A n + .

Da also alle Glieder der Entwicklung von χ einzeln denen der Entwicklung
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von y eongruent sind, so ist nothwendig χ~γ, Mod. λ"+1, d. h.

und da ferner nach der Voraussetzung auch /χΐ) = φ(1) ist, so ist
/Χα) Ξ φ (α), Μοα.λπ+1;

was zu beweisen war.
Um den Gebrauch der hier entwickelten Methode an einem Beispiele

zu zeigen, wende ich sie zur L sung folgender in der Theorie der complexen
Zahlen sehr wichtigen Aufgabe an,

Aufgabe. Eine gegebene complexe Zahl durch Multiplikation mit
Einheiten in eine solche Form zu bringen, dafs sie, mit ihrer reciproken
multiplicirt , ein Product giebt, welches einer nichtcomplexen ganzen
Zahl congruent ist, f r den Mod. λ.

Die Aufgabe ist, wie sich ergeben wird, immer l sbar, aufser wenn λ
eine von den Ausnahmezahlen ist, d. h. wenn λ in einer der ersten £(λ — 3)
Bernoullischen Zahlen als Factor des Z hlers vorkommt. Ich wende zur
L sung der Aufgabe wieder die Einheiten von der Form

JE, (a) = e(a).e(tfT*\e(a?y-*n . . . e(a^lf**~**
an; nemlich diejenigen, f r welche die Indices sich am einfachsten darstellten.

Durch Anwendung der Logarithmen erh lt man

e(\)
oder, durch Anwendung des Summenzeichens:

,

Giebt man dem k weiter die Werthe Α = μ, ^-}-l9 μ-\- 2, ·· λ — 2, so kehren
dieselben Glieder wieder, f r den Mod. λ. Wenn daher die Summe f r alle
Werthe A = 0, l, 2, . . » λ — 2 genommen wird, so verdoppelt sie sich und
man erh lt

Setzt man nun in der einen der f r den Mod. λ in diesem Paragraphen ge-
gebenen allgemeinen Formeln y («),= «(«), so ergiebt sich
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Nun ist

also

Die nach Potenzen von v geordnete Reihen -Entwicklung des Loga-
rithmen dieser Gröfse ist bekanntlich

...
j g g 1.2.3.4.4 '

wo A,,, i?2, u. s. w. die Bernoullischea Zahlen sind. Hieraus erhält man
unmittelbar den 2nten Differentialquotienten für den Werth » = 0, nämlich

, *" ~ 2w
also

W, Modi.

Es sei nun F(a) eine beliebige, nicht durch l — cc theilbare complexe Zahl,
welche auch so angenommen werden soll, dafs F(a} — JP\1) durch (l — af
theilbar ist, in welche Form sich jede solche complexe Zahl durch Multiplication
mit einer passenden einfachen Einheit a1 bringen läfst: so hat man für den
Logarithmen derselben folgende Entwicklung:

F(*)\ _ dJF(*>) , , dllF(ev)Y, rfj^fF(^) „ .A « - - - - z — A _ 2 a Mod. /,

Nun möge die Zahl Mn durch folgende Congruenz bestimmt werden:

M^y-pjy ^(^
4w " rft'2n '

Der Werth von Jin wird durch diese Congruenz immer vollständig bestimmt
sein, wenn nicht etwa der Coefficient des Mn in derselben durch theilbar
ist. Hat n nur einen der Werthe l, 2, 3, . . . — l, so ist fn — l niemals
durch theilbar. Es kommt also nur darauf an, dafs die BernoulKsche
Zahl Bn für einen der Werthe = l, 2, 39 ... — l nicht durch {heilbar sei.
Ich setze deshalb voraus, dafs nicht eine von diesen Ausnahmezahlen sei,
welche auch schon bei mehreren der vorhergehenden Untersuchungen ausge-
schlossen werden mufslen, und für welche im Allgemeinen die vorliegende
Aufgabe immer unlösbar ist. Verbindet man die für Mn aufgestellte Congruenz
mit dem gefundenen Ausdrucke des Logarithmus der Einheit £?„(«) 9 so er"
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h lt man
n - . „ .(«), Mod. λ,

und wenn man in der Entwicklung des — 'Έ^ΓΓ alle Glieder mit geradem

Stellenzeiger durch die f r n = l, 2, 3, . ./. μ— l in dieser Congruenz gege-
benen Ausdr cke ersetzt, so ergiebt sich:

Es sei nun
F(a).E1(af\E,(a

so ist verm ge dieser Congruenz:

f r den Mod. λ. Verwandelt man a in cc""1, so wird f r alle ungeraden
Werthe von k:

*i(O = — ϊ,(α).

Durch diese nderung wird also lediglich das Vorzeichen von '(-ρ4τγ) umge-
kehrt, und man erh lt

odero er

und hieraus folgt endlich
FiCcOFiCcr1) Ξ F(l)2, Mod. λ.

Die complexe Zahl

in welcher die Exponenten der Einheiten durch dre Congruenz

bestimmt sind, ist also eine solche, .welche der vorgelegten Aufgabe gen gt.
Ich f ge noch die Bemerkung hinzu, dafs in der logarithmischen Ent-

wicklung einer beliebigen complexen Zahl
d\lF(ev) γ f . , . , d^lF(ev) γ , , M , a^ Μοα·λ

die Glieder von ungeraden Stellerizeigern von den complexen Einheiten in der
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complexen Zahl F(a) ganz unabhängig sind, d. h., dafs sie ungeändert bleiben,
wenn man F(a) in F(a}.e(a] verwandelt, wo e(a} eine beliebige Einheit
bezeichnet. Nur das erste Glied ist von der einfachen Einheit a* abhängig,
mit welcher F(a) multiplicirt sein kann; es ist congruent Null, wenn F(a)
der Bedingung genügt, dafs F(a) — F(\) durch (l — a)2 theilbar ist:

§. 5.
Lösung einer Aufgabe, betreffend die allgemeinen Reciprocitätsgesetze.
In den Monatsberichten der Königlichen Akademie der Wissenschaften

zu Berlin vom Mai 1851 habe ich zuerst das allgemeine Reciprocitätsgesetz
für complexe Primzahlen veröffentlicht, welches ich bereits einige Jahre früher
gefunden und in einem Schreiben vom 20ten Januar 1848 Herrn Lejeune-
Dirichlet und durch diesen Jacobi mitgetheilt hatte. Dieses Gesetz, welches
ich durch gewisse, so zu sagen metaphysische Schlüsse fand und nachher
durch ziemlich umfangreich berechnete Tabellen verificirte, stützt sich auf
die am Schlüsse des vorhergehenden Paragraphen gelösete Aufgabe: eine com-
plexe Zahl durch Multiplication mit passenden Einheiten auf eine solche Form
zu bringen, dafs sie, mit ihrer reciproken multiplicirt, ein Product giebt, welches,
für den Mod. , einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent ist. Wenn eine
complexe Zahl durch Multiplication mit Einheiten in dieser Art zubereitet ist,
und sie aufserdem auch der Bedingung genügt, dafs sie für den Mod. (l — )
einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent ist, so nenne ich die complexe
Zahl eine primäre, oder eine complexe Zahl in der primären Form. Die
primäre Form der complexen Zahl ( ) wird also durch folgende zwei Con-
gruenzen definirt:

Mod. ,
Mod.(l — a}\

und es kann jede gegebene (nicht durch l — a theilbare) complexe Zahl durch
Multiplication mit passenden Einheiten auf diese primäre Form gebracht werden,
wenn nicht eine von den Ausnahmezahlen ist, welchp in einer der ersten

( —3) Bernouliischen Zahlen als Factoren enthalten sind/ Das von mir
gefundene allgemeine Reciprocitätsgesetz, auf diese Definition der primären
Form der complexen Zahlen sich stützend, lautet nun einfach folgendermaafsen:

Wenn die beiden complexen Primzahlen /i(«) und <pi(a) in der pri-
mären Form genommen werden, oder, falls sie ideal sind, wenn die zu
wirklichen complexen Zahlen werdenden Potenzen derselben in der pri~

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 2. 19
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mären Form genommen werden: so ist

Sowohl wegen der am Anfange dieser Abhandlung gegebenen Definition

des Symbols (J* ( , als auch wegen der Forderung, dafs /l (a) und ^ ( )

complexe Zahlen von der primären Form sein sollen, erstreckt sich dieses
Gesetz nicht auf die Ausnahmefälle, wo ein Factor einer der ersten £( — 3)
Bernoullischen Zahlen ist.

Einen strengen und allgemeinen Beweis des Gesetzes habejch bisher
noch nicht gefunden, da die neuen Hülfsmittel, welche ich zu diesem Zwecke
aufgesucht habe und welche ich ein anderesmal zu veröffentlichen gedenke,
nur für den Beweis einiger besondern, bisher noch, nirgend bewiesenen Fälle
ausgereicht haben, (z.B. für den Fall, dafs /!(«) und ( ) conjugirte com-
plexe Zahlen sind, oder </> ( ) = /!(#*) ist). Wenn gleich daher die allgemeine
Gültigkeit dieses einfachen Reciprocitätsgesetzes noch problematisch ist, bis
ein strenger Beweis davon gefunden sein wird, so ist doch so viel klar, dafs
die von mir definirte primäre Form der complexen Zahlen, für welche wenigstens
in vielen Fällen die Reciprocitätsgesetze sich am einfachsten darstellen, für die-
selben eine besondere Bedeutung hat. Es wird deshalb nicht uninteressant
sein, eine Vergleichung des Reciprocitätsgesetzes für die primären complexen
Primzahlen mit dem Reciprocitätsgesetze für diejenigen complexen Primzahlen
aufzustellen, welche den Bedingungen primärer Zahlen nicht unterworfen sind.
Um sogleich vollkommen präcis auszusprechen, um was es sich hier handeln
soll, fasse ich es in die folgende

Aufgabe . Wenn das Reciprocitätsgesetz für zwei complexe Prim-
zahlen, für die primäre Form derselben als gegeben angenommen wird:
daraus das Reciprocitätsgesetz für die complexen Primzahlen abzuleiten,
welche der Bedingung, primär zu sein, nicht unterliegen.

Es seien f(a) und (a) zwei beliebige complexe Primzahlen, von wel-
chen ich der Einfachheit wegen nur das Eine voraussetze, dafs sie durch
Multiplication mit einer passenden Potenz der einfachen Einheit a so zube-
bereitet sind, dafs sie den Bedingungen

f(a).~=f(i) und y(a)==y(l) , Mod.(l — af
genügen. Es seien ferner /i (a) und ( ) dieselben complexen Primzahlen
in der primären Form, also gereinigt von den in den Zahlen /*(«) und ( )
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beliebig vorkommenden complexen Einheiten, so hat man, wie im vorigen
Paragraphen gezeigt worden:

wo die Exponenten M^ M2, ... Μμ^ durch die Congruenz

4» "
bestimmt sind. Eben so hat man auch

t i
V(a)Ei(at.E2(ai ... £?„_,(«)"- = <?,(«),

wo die Exponenten* ΛΊ, ΛΤ
2, ... Λ^ durch die Congruenz

bestimmt werden. Es soll nun das Zeichen des Index Ind. auf den Mod. /*(«),
oder, was Dasselbe ist /i (a), und das Zeichen ind. auf den Mod. φ (α) oder φι(α)
sich beziehen, so dafs, wenn F(a) eine beliebige complexe Zahl bezeichnet:

Mod. /"(«),

Mod. y (α) ist.
Nimmt man nun auf beiden Seiten der Gleichung, welche /i (a) durch j

ausdr ckt, die Indices in Beziehung auf den Modul φ(α)^ so erh lt man

f r den Mod. λ. Eben so, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung, welche
ψι(ά) durch φ (a) ausdr ckt, die Indices in Beziehung auf den Mod. /'(a) nimmt:

Ich wende jetzt die in dem ersten und dritten Paragraphen der gegen-
w rtigen Abhandlung gefundenen Ausdr cke der Indices der Einheiten En(a)
an; und zwar diejenigen, welche nur die complexe Primzahl selbst enthalten,
auf die der Index sich bezieht, welche auch in allen F llen, es mag der
Modul eine zum Exponenten Eins oder zu einem ndern Exponenten ge-
h rende complexe Primzahl sein, dieselben sind, n mlich:

" ' ° ' '

Diese Ausdr cke, verbunden mit den Congruenzen, welche Mn und Nn be-
19*
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stimmen, geben
IM · A ut , dlnlf(ev
Mnmd.En(a) - 1

•••MO|U ·
Vermöge dieser Ausdrücke verwandeln sieh die obigen Congruenzen in folgende:

toi ·>= W. +SÄjjJM ·*«££). '
1 ... Mod. .

Nimmt man die Glieder der in der zweiten dieser Congruenzen vorkommenden
Summe in umgekehrter Ordnung, so läfst sich dieselbe auch folgendermaafsen
darstellen :

u-l l n l - ^<2n^1v

Ind. 0) =

Subtrahirt man dieselbe von der ersten, so erhält man
ind.f(a) — Ind.c/)(a) = ind./ ) — Ind.y

wo der einfache Buchstabe als abgekürztes Zeichen für die Reihe

gesetzt ist,
Diese Congruenz enthält die vollständige Lösung der gestellten Auf-

gabe. Wendet man die dem Legendreschen Zeichen für die quadratischen
Reste analogen Zeichen für die höheren Potenzreste an, welche mit den Zeichen
ind. und Ind. so zusammenhangen, dafs

(IM.) = «M.™, (Ä) = ««·«·>,
V y ( a ) y ' ^ / (a ) / '

so nimmt das gefundene Resultat folgende Form an:

Der Ausdruck des ,̂ welcher entwickelt folgendermaafsen geschrieben wird:

rf«3
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enthält, da die complexen Zahlen f(a) und ( ) als gegeben betrachtet werden,
nur gegebene Gröfsen, und wenn nun auch das Reciprocitätsgesetz für die
primären eomplexen Zahlen /i(«) und g>i(a) als gegeben angenommen wird,

d.h., wenn das Verhältnifs ( / ; )·( v .« . ; ) bekannt ist: so ist vermöge dieser(«)/ v/,t«)/ 6

Gleichung auch das Reciprociläts-Verhältnifs ( i / : \ / v / ^er comP'exen

Primzahlen f ( a ) und ( ) gegeben.

Angenommen, dafs das von mir gefundene, oben aufgestellte Recipro-
citätsgesetz, nach welchem

/ (

sein soll, richtig sei, so hat man für die nichtprimären complexen Primzahlen f ( a )
und (et), welche nur der einen Bedingung genügen müssen, dafs /( ) — /'(1):
und (a·) — y(l) = 0 ist, nach dem Mod. (l — a)2, das Reciprocitätsgesetz :

Mit dem Reciprocitätsgesetze für die primären complexen Primzahlen ist also
zugleich auch das Reciprocitätsgesetz für beliebige nic/ifprimäre complexe
Primzahlen gegeben.

In der schon oben erwähnten Abhandlung (im 39ten Bande S. 351
dieses Journals) hat Herr Eisenstein eine, zwar auf einer unbewiesenen Voraus-
setzung beruhende, jedoch sehr sinnreiche Methode entwickelt, um diejenige

Potenz von a zu finden, welche dem Verhältnisse -^-) : - ) gleich ist, wenn

A und B complexe Zahlen sind. Der Ausdruck dieser mit dem Namen Um-
kehrungsfactor bezeichneten Potenz von a, welchen er daselbst giebt, würde,
wie es mir scheint, gehörig entwickelt und vereinfacht, sich auf dieselbe Form
bringen lassen, wie der in der hier gegebenen Reciprocitätsgleichung ent-
haltene Ausdruck des Umkehrungsfactors af, in welchem durch die Diffe-
rentialquotienten der Logarithmen der complexen Zahlen f ( a ) und ( ), für
= , gegeben ist. Wenn wirklich, wie ich vermuthe, dieses Resultat der

erwähnten Abhandlung mit dem hier aufgestellten übereinstimmt, so hätte Herr
Eisenstein aus denselben auch das von mir gefundene einfache Reciprocitäts-
gesetz für die primärerf complexen Primzahlen finden können; denn dieses
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ist eben so eine Folge von jenem, als jenes eine Folge von diesem ist. Dies
ist ihm aber aicht gelungen, obgleich er wirklich (S. 361) den Versuch
macht, nach seiner Methode ein Reciprocitätsgesetz von der einfachsten Form

(/ / = \3 / ^reh Passende Bestimmung der Einheiten in complexen Zahlen
A und B zu erlangen; denn die Bedingungen, welche er dafür aufstellt, lassen
sich, wie leicht zu zeigen, im Allgemeinen nicht erfüllen.

Breslau. den 30ten November

B e r i c h t i g u n g e n .

S. 103 Z. 17 v. u. bis S. 104 Z. l v. u. und S. 119 Z. 4 v. u. bis S. 120 Z. 6 v. u.
1. ind. st. Ind.

S. 123 Z. 9 v. o. 1. D; st. D£
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