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10.

Uber die Erginzungssitze zu den allgemeinen
Reciprocitatsgesetzen.

(Yon Herrn E. E. Kummer, Professor an der Universitit zu Breslau.)

D-s Reciprocitatsgesetz fir die quadratischen Reste erstreckt sich be-
kanntlich nicht auf die Primzahl 2, fir welche ein besonderer Satz lehrt, ob
sie quadratischer Rest einer gegebenen Primzahl sei, oder Nichtrest. Eben so
ist von dem Reciprocititsgesetze fir die cubischen Reste die Primzahl 3 aus-
genommen; nebst den beiden complexen Primfactoren derselben 1 —ea, 1—¢?,
wo « eine dritte Wurzel der Einheit bezeichnet. Fir die hoheren Potenz-
reste, welche hier nur fiir den Fall in Betracht kommen sollen, wo der
Potenz-Expouent A eine Primzahl ist, sind ebenfalls, aufser dem allgemeinen
Reciprocititsgesetze, Ergéinzungssitze nothig, welche entscheiden, ob der Po-
tenz-Exponent 2 und die aus Aten Wurzeln der Einheit gebildeten Prim-
factoren desselben, 1 —a, 1—a?, ... 1— o', fir eine gegebene complexe
Primzahl Ate Potenzreste sind, oder zu welcher Classe der Nichtreste sie ge-
horen., Auch kommen fiir diese hoheren Potenzreste noch die complexen Ein-
heiten hinzu, fir welche die Untersuchung noch besonders anzustellen ist. Die
Aufgabe, deren vollstandige Losung ich in dem Folgenden geben werde, be-
steht also darin, die Werthe der auf Ate Potenzreste sich beziehenden Symbole

. 2 1—at &(e)
( /() >’ f(@) und ( fle@
zu finden, wo a eine ite Wurzel der Einheit, &(c) eine beliebige complexe
Einheit und f() eine complexe Primzahl bedeutet; welche eine wirkliche oder

eine ideale sein kann. Die Bedeutung des Symbols (‘;E:} ist durch die
Congruenz
Nf(e)—1

(‘;’((:))) = g(0) * =d, Mod f(a),

definirt, in welcher Nf(e) die Norm von f(c) bedeutet. Fiir den Fall, dafs

¢(a) ideal ist, welcher jedoch vorliufig, da ¢(c) nur einen der drei Werthe

2, 1—of oder ¢(c)) haben soll, nicht in Betracht kommt, wird diese Definition
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dahin erweitert, dafs man statt ¢(«) diejenige Potenz von ¢(«) nimmt,
‘welche zu einer wirklichen complexen Zahl wird, wenn die Hte Potenz es ist.

\ _ P (=) : b .
So hat das Symbol ( ) nach der obigen Definilion einen ganz bestimmten

fle)
Sinn, und es ist sodann ((;.((:))) nach der Gleichung
p@TY __ (Pl
( f(@) ) f(vz)>

zu definiren; welche immer einen bestimmten Werth dafir giebt, wenn H
nicht durch A theilbar ist. Fir diesen Fall aber, welcher, wie ich ander-
weit gezeigt habe, nur dann vorkommen kann, wenn A eine von den Aus-
nahmszahlen ist, fir welche eine der ersten (1 —3) Bernoullischen Zahlen
in ihrem Zahler A selbst als Factor enthilt, ist die gegebene Definition unzu-

reichend. Der Exponent derjenigen Potenz von o, welcher (;f((:)) ) gleich ist,
heifst der Index von ¢ (e) fir den Mod. f() und soll in dem Folgenden durch
Ind. (o) bezeichnet werden, so dafs die vorliegende Aufgabe auch so aus-
gedrickt werden kann: Die Werthe von

Ind. 2, Ind.(1—c*) und Ind. ¢(e)
zu finden, fir den Mod. f(x).

Es werden hierbei zwei Fille zu unterscheiden und besonders zu be-
handeln sein; namlich erstens der Fall, wo f(a) eine complexe Primzahl ist,
deren Norm Nf(e)==p eine Primzahl von der Form »A41=—p ist, in
welchem Falle ich f(e) eine zum Exponenten Eins gehorende complexe Prim-
zahl nenne; und zweitens der Fall, wo f(c) eine zu einem beliebigen andern
Exponenten gehorende complexe Primzahl ist, d.h., wo Nf(¢)=4¢" und ¢
eine fir den Modul 2 zum Exponenten 7 gehorende nichtcomplexe Primzahl ist.
In dem ersten Falle, fir welchen ich eine einfache Methode und die Haupt-
resultate im vorigen Jahre der Koniglichen Akademie der Wissenschaften zu
Berlin mitgetheilt habe (M. s.” die Monatsberichte vom Mai 1850), ist die Lehre
von der Kreistheilung allein ausreichend, um die vorliegende Aufgabe zu
losen; in dem zweiten Falle aber ist noch eine, auch in anderer Beziehung
nicht unwichtige Erweiterung oder Verallgemeinerung der Theorie der Kreis—-
theilung nothig; welche in dem Folgenden ebenfalls entwickelt werden soll.
Endlich gedenke ich hier auch noch eine Anwendung der gefundenen Re-
sultate anf das allgemeine Reciprocilitsgesetz zu geben, bestehend in der
Lésung der Aufgabe: Wenn das Reciprocitatsgesetz zwischen zwei complexen
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Primzahlen gegeben ist, fir besondere Bedingungen, welche die Einheiten be-
stimmen, die als Factoren dieser complexen Zahlen vorhanden sein konnen:
daraus das Reciprocititsgesetz fir dieselben complexen Primfactoren zu finden,
welche jenen Bedingungen nicht weiter unterliegen.

$. 1.

Entwickelung der Indices von 4, 1— e* und &(c) fir den Fall, dafs der Modul,
auf welchen sich die Indices beziehen, ein zum Exponenten Eins gehorender
complexer Primfactor ist.

Es sei f(e) ein complexer, idealer oder wirklicher Primfactor der realen
Primzahl p, von der Form »4-}1; A sei eine ungerade Primzahl; g eine pri-
mitive Wurzel der Congruenz g"~'=1, Mod. p; 7 eine primitive Wurzel
der Congruenz y*'=1, Mod. A; @ eine imaginire Wurzel der Gleichung
2P =1, und o eine imaginire Wurzel der Gleichung ¢* =1. Ferner seien

7y N1y Moy «-- M—; die 4 Perioden, welche aus je V:E—?— Wurzeln der Glei-
chung o =1 gebildet werden konnen, so dafs

N = @ +-Z'gl _}_ $g22 -—I»— . —I»— .’L.g(w—l)l,
N = wg+$gl4-1+$g21+1+ L +wg(y—1)z+1 ist,
u. s. w.

Die Producte je zweier Perioden lassen sich bekanntlich immer als
lineire Functionen aller ahnlichen Perioden darstellen. Diese Ausdriicke nehmen
in dem gegenwirtigen Falle, wo 4 ungrade ist, folgende Gestalt an:

w = vtmptmo e mn e Fmm,
U nlm—f— nil 7+ 7/);2 Mt oo F "1‘1-1771—1 >
= ;m + 1;1771 4 1;2 /I SRR 72”1-—1"71—1 ’
A—1 ;1—1 ' -1 . A1 o
My == wmn+myn,+mymy - oo Fmy_ g,

k

in welchen allgemein der Coéfficient m, gleich ist der Anzahl der Werth-
Verbindungen des = und s, aus den Zahlen r=0, 1,2, ... r—1 und
s=0,1,2,...s—1, welche der Congruenz

g1 = ghti,. Mod. p,
geniigen, oder, was Dasselbe ist, gleich. der Anzahl der Werthe des r aus
13*
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der Rethe r=0, 1, 2, ... r—1, welche der Congruenz

Ind. (¢**4-1) = £, Mod. %,
geniigen, wenn das Zeichen des Index (Ind.) sich auf die Primzahl p und
deren primitive Wurzel y bezieht. Ich stelle hier, wegen des in dem Fol-

genden davon zu machenden Gebrauchs, die Haupt-Eigenschaften dieser Zahlen 12,,,
welche ich in der Abhandlung tber die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit
gehildeten complexen Zahlen in ihre Primfactoren (Bd. 35, S. 327 dieses
Journals) hergeleitet habe, fiir den vorliegenden Fall, wo 4, die Anzahl der
Perioden, ungerade ist, noch einmal zusammen, namlich:

k+rd k k k
my; — my, ’”h+sl == My,
k A k 1—k
My == WMy, My == Wp_;,
Kk k %
m-tmfmy oo g, = v;

aber fir k=0,
m-fmy-my- oo fmy_, = v—1.
Betrachtet man nun die Summe
ZInd. (9" 1)

fir alle Werthe 0, 1, 2, ... »r—1 des r, so finden sich in derselben
k
m, Glieder, welche congruent Null werden fir den Modul 1; ferner giebt es

K k
m, Glieder, welche congruent 1 werden, m, Glieder, welche congruent 2
werden u. s. w.; woraus “
k X k k
ZInd.(¢*** 1) = 1m,+2m,-+-8ms - -+ - - (A—1)m,_,, Mod. 1,

folgt. Nun wird aber, wie leicht zu zeigen, fir v:l’:—i die Congruenz

g—1=@E—-1)(=—9g"HE—9" ... (2—g"), Mod.p,
fiir alle beliebigen Werthe des 2 identisch erfiillt. Setzt man daher in der-
selben 2 = — ¢"~"~*, Mod. p, und multiplicirt auf beiden Seiten mit g**, so wird

1—g* = (' + DG D) (1) ... (gHO 1), Nodop,
also, wenn auf beiden Seiten die Indices genommen werden:

Ind.(1—g¢*) = =ZInd.(g*** 1), Mod. 4,
und diese Congruenz, mit der obigen Congruenz verglichen, giebt:
Tk k k k
Ind.(1—g¢%) = 1m,42m,}-3m;+} -+ (4 —1)m;_,, Mod. A
Ist nun f(e) ein complexer Primfactor des p, und zwar der zu a==g*
gehorige, so ist g’ =o, Mod. f(e). Ferner ist nach der oben gegebenen
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Definition des Zeichens Ind., welches sich auf den Mod. f() bezieht,
: Nf(a)—1

ple) * = o™ 9@, Mod.[f(e),

oder weil Nf(a)=p, —’—,—;——127 und o =g’, Mod.f(a), ist:
P97y = yvlnd.q)(a),

fiur den Modul f(e) und, da diese Congruenz nur nichtcomplexe Zahlen ent-
halt, auch fir den Mod.p. Hieraus folgt, wenn ¢ (o) = 1—o* gesetzt wird:

vInd. (1—g¢"™") = vInd.(1—a*), Mod.p—1,
also, wenn man durch » dividirt,

Ind.(1—g"*) = Ind.(1—a*), Mod. 4.

Demnach hat man auch ‘

Ind. 1— ) = 1m,+2myt-3myt -+ +(A—1)my_,, Mod. i;
welche Congruenz eine sehr einfache Losung einer der obigen Aufgaben dar-
stelll. Aus diesem Ausdrucke lafst sich sehr leicht der entsprechende Aus-
druck des Ind. (%) ableiten, indem man nach einander k=1, 2, 3, ... A —1

setzt; wobei zu beachten ist, dafs
A—ao)(l—a)(1—e&*) ... A—o*™) = 4

und
1 2 A—1
my+my,4-mp 4 o ee e - +my, = ».
So erhilt man
Ind. () = —(m;+2m,43my+ -+« - (A—1)m;_,), Mod. A

Endlich ergeben sich aus derselben Quelle auch die Indices der complexen

Einheiten. Nimmt man nimlich die Einheit
2

. (l—ae)(l—e-r) | ed=-N({—ar)
e(®) _‘/ (I—a)(1—a=t) — * 1—ea ?

welche ich Kreistheilungs - Einheit nenne, so hat man
Ind.e(e*) = Lk(1—y)Ind. o} Ind. (1 — a**) —Ind.(1—at), Mod. 4,
also
ky ky ky ky
Ind.e(e) = Lh(1—p)v+1m,+-2myF-3ms+ -« +(A—1)m_,
: k

Kok
—1m,—2m,—3m;— - - - —(A—)m;_,,

Mod. 4.

Ein System conjugirter Kreistheilungs-Einheiten ist ein unabhingiges
System von Einheiten, welches die Eigenschaft hat, dafs iberhaupt jede Ein-
heit ohne Ausnahme sich als ein Product von Potenzen der conjugirten Kreis-
theilungs-Einheiten darstellen lafst, und zwar so, dafs die Potenz-Exponenten
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nur rationale Briiche sind; d. h., wenn ¢(e) eine beliebige complexe Einheit
ist, so_hat man immer
e(a) = +cke(a).e(a?)m.e(e??) ... e(a? )4,

wo zur Abkiirzung } (4 —1)=u gesetzt ist, und wo n, n,, n,, ... n,_, rationale
Briiche sind. Man erhalt daher auch den Index jeder beliebigen Einheit &(e)
durch die Indices der Kreistheilungs- Einheiten ausgedrickt, namlich:
Ind. ¢(e) = kv-}-nlnd.e(e)n,Ind.e(a?)4 - -+ +n,_,Ind.e(a"), Mod.a.

In den Nennern der rationalen Briiche n, ny, ... n, kann, wie ich
in der Abhandlung (Bd. 40. S. 117 dieses Journals) gezeigt habe, der Factor 2
nur dann vorkommen, wenn die Classen- Anzahl aller idealen complexen
Zahlen durch 4 theilbar ist, also nur dann, wenn A in einer der ersten 4(A—3)
Bernoullischen Zahlen als Factor des Zihlers auftritt. Schliefst man diese
Ausnahmszahlen 4 auch hier aus, so sind mit den Indices der Kreistheilungs-
Einheiten e(a*) zugleich auch die Indices aller moglichen Einheiten gegeben;
denn man kann alle in dem Ausdrucke des Ind. ¢(¢) vorkommenden Briiche

n, ng, ... n, durch die ganzen Zahlen ersetzen, denen sie congruent sind
fir den Modul A.

Hiermit ist also die erste Losung der Aufgabe, die Indices der Zahlen
1—oc* und 4, und der complexen Einheiten zu finden, in sehr einfacher Weise
gegeben; fir den Fall, dafs die complexe Primzahl, auf welche die Indices
sich beziehen, eine solche ist, die fir den Modul 4 zum Exponenten Hins gehort.

k

! k
Die Zahlen m;, mittels welcher die Losung dieser Aufgabe gegeben ist, lassen
sich auf mannichfache Weise auf andere in der Lehre von der Kreistheilung
vorkommende Zahlen reduciren, namentlich auf die Coéfficienten der complexen
Zahlen v,(a), welche, weln man
F(o,x) = x4 ex8tf-a?x8 4 oo +oP2 28"

setzt, durch die Gleichung

F R F r’ r r T r _

(O;?(iz.+xfax) 2= ¥ (0) = ataotaodt - fa ot
: K

bestimmt werden. Durch dieselben konnen die Zahlen m; in folgender Art
ausgedrickt werden:

k =2 r
iy, = Z.ap 4, — (A—3)v+1;

wo in den besondern Fillen A=4k, A=0 oder k=0 die Kins auf der
rechten Seite wegfallen mufs. Da ferner, wie ich in friheren Abhandlungen
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» gezeigt habe, alle in der Kreistheilung vorkommenden Zahlen durch die Coéf-
ficienten eines complexen Primfactors von p sich ausdriicken lassen, so wird
man auch die Indices von i, 1—¢* und () durch die Coéfficienten von f{c)
selbst ausdriicken konnen. Ich will jedoch nicht alle diese Umformungen der
gefundenen Formeln hier wirklich ausfibren. Fir Ind.% und Ind.(1— o) sind
auch die gefundenen Ausdriicke so einfach uud elegant, dafs sie vollstindig
geniigen konnen; fir die Indices der Einheiten dagegen giebt es noch einige
merkwiirdige und einfache Ausdricke, welche ich entwickeln will, weil sie
auch fir andere Untersuchungen wichtig sind. Sie gestalten sich am ein-
fachsten fir die zusammengesetzte Kreistheilungs-Einheit

E,(0) = e(a)e(ary™.e@" Y™ ... ey~

welche uberhaupt in mehrfacher Beziehung vor den ibrigen Einheiten bevor-
zugt ist. Fir diese Einheit hat man

Ind. B, () = Ind.e()-Fy~"Ind.e (o)} « -+ Fy7**DInd. e(ar*”), Mod.4,

und man kann umgekebrt Ind.e(oﬂ’) mittels der aus jener leicht abzuleiten-
den Formel
Ind.e(e?") = z(y“hlnd E, (o)} y*Ind. E, (U)Jr

+9/2‘*‘")"Ind E,_ (o), Mod.4,
durch die Indices von E,(e), E,(2), ... B, («) ausdricken.

?

Substituirt man in diesem Ausdrucke des Ind. E, («) fir e(a), fir e(a?)
u. s. w. ihre Werthe nach dem oben gegebenen Ausdrucke dieser Kreis—
theilungs - Einheiten, so erhalt man nach einigen leichten Reductionen:
21nd. E, () = (5*") (Ind.(1— &)+ 52" Ind. (1 — ) -} oo - 02> Tnd, (1 — 07 ™)),
und wenn 9" =k, Mod.A, gesetzt wird, was y~" = k}-'-
man, mit Anwendung des Summenzeichens:

2Ind. E, () = (9" —1) =k Ind.(1—oF),

fir k=1, 2,3, ... A—1; wozu, wenn A—2n—1, wie hier angenommen
werden soll, positiv ist, auch der Werth £=0 hinzugethan werden kann.
Da nun oben

giebt, so erhilt

-1 k&

k X
Ind.(1—e*) = 1m,}2m,-}+ —|—(1’|.—-1)ml_1 = Zhhmh

gefunden wurde, so hat man
A=1 =1

k
21Ind. E (a) = (9/2"“‘—1)21‘2;,]1,51—2"—1
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. k
In diesen Ausdruck sollen nun statt der Zahlen m, die Perioden 7,

Ny N2y - »» M e€ingefithrt werden. Dies geschieht mit Hilfe der Gleichung
R 2 % -1 k
mx = mn-+myn, -+ myn,+ - +m1—17h-x = Eh’”h"ibv

aus welcher
I-1 k

NiMiyk = SpMyNign

folgt. Multiplicirt man wit ¢ und nimmt die Summe fir i=0, 1,2, 3,... 1—1,
so ergiebt sich
- i—12-1 k
‘?i”?iﬂiﬂ( = lj-} Zo'h""hﬂnha
oder, was Dasselbe ist, »

11 1—12—1 -11—1 k

2"71”71—}-7& = 2 Zh('+h)mhﬁz+h_zz zo‘hhmhﬁﬁh

-1 -1 k
und, da =j7;,,=——1, Z(z—}—lz)n,M_Z!nl, Mod. 4, und 2;,1/:,,_1/ ist, so

erhilt man
A—1 -1 Kk
Ziinini-i-k = 'VZ 177‘-‘}—2},’””;” Mod. A.
0

Multiplicirt man jetzt mit A*-*"~, nimmt die Summe fir k=0, 1, 2,... 4 —1,
und beachtet, dafs =k*—*""'=0, Mod. 4 ist, fir A=0,1,2, ... A—1, so

erhilt man

et i -1 21
Zkz‘zk" Nk = Z‘k Zhﬁkl‘z""‘ m;,, Mod. A.

Der Ausdruck des zweiten Ind. E, () verwandelt sich demnach in den folgenden:
...1 A—1

2Ind. E,(e) = (9" —1) Ek 2 ik, Mod. A

Anstatt dem % in dieser Doppelsumme die Werthe 0,1, 2, ...2—1
zu geben, kann man ihm auch die Werthe —i, —it1, —i|2,
—i+4A—1 zutheilen, ohne dafs in Beziehung auf den Modul 2 diese Summe
ihren Werth dndert. Setzt man also & —¢ statt ¢, so erhilt man

A—1.2—1

2Ind. K, () = (" —1) S =ik — .
9 O .

Wird jetzt (k—i)**"'== (i —k&)*~*! nach dem binomischen Lehrsatze ent-
wickelt, so trennen sich in den einzelnen Gliedern die in Beziehung auf z zu
nehmenden Summen von den in Beziehung auf & zu nehmenden, und wenn



16. Kummer, von den Reciprocititsgesetzen. 101

der Kiirze wegen
-1 -2

=k = Ziin, = D,
. 0 0
gesetzt und fir einen Augenblick A —2n—1 einfach durch m bezeichnet wird,
so erhilt man

2Ind. E,(0) = (" —1) (D Dy— - D, D, + =72 m(m—i) mintp p,_...).

m=—1

Um die durch D,, D,, D,, ... bezelchneten Grofsen noch auf andere
Weise zu bestimmen, gebe ich dem Ausdruck der Kreistheilung
F(e, ) = x+texst-a?a8* | oo |- aP 228"
die Form
F(o, x) = ntoam +oPn 4 -0 F ey,
und verwandle ¢ in &, wo v eine conlinuirliche Variable bedeutet. Hier-
nach wird
LI D) — gt 2t 3 A=) g = D
wo die dem Zeichen des Differentials d zugefigte Null bedeutet, dafs nach
der Differentiation » =— 0 zu setzen ist. Verwandelt man » in — v, so erhilt
man eben so:
dyF(e™, x)
dv"
Aus diesen Werthen der Grofsen D,, als Differentialquotienten, folgt
nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung iiber die Differentiation
eines Products zweier Factoren:

= (-1yD.

ap (5 2). e, 29) |

do™

Dm+1 0 — =~ Dm Dl—[— m(m—i) ——D, . Dy—...—

Aus der bekannten Glelchung der Kreistheilung
F(o, x)F (0™, ) = p

erhilt man aber nach bekannten Principien die fir ]eden Werth der Variabeln v
geltende Gleichung \

F, x)Fe’, ©) = pt+V.W,
in welcher V=1--¢"}€*+ --- 4 e und W irgend eine ganze rationale
Function von ¢’ ist, deren Coéfficienten ganze, die Wurzel = enthaltende
complexe Zahlen smd folglich ist auch

—v VW
F(e 2 .’L') F(eu ) + t(cu .Z‘)

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 2. 14
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und
dF(; , &) ) e, @) — le(e , -1")( + VW)

Differentiirt man diesen Ausdruck m-mal nach einander und setzt v =0,
indem man bemerkt, dafs fir v =20, V und alle Differentialquotienten davon,
bis zum 2 —2ten einschliefslich, durch 4 theilbar sind, da 1274374 .-
voo +(A—1y =0, Mod. 4, fir r=1,2,3,...4—2 ist, und indem man
ferner bemerkt, dafs p =1, Mod. 1 ist, so erhalt man:

dn+11F (ev, x)

dF (e, .
d"’n< (;.z' a F(e=, x)> :
—_— 0 9
o = — > Mod.,

also
D,.D— 20,04+ 20 Np b .. .= EHC D | 0.0,

Macht man von diesem einfachen Ausdrucke Gebrauch, und setzt zugleich
fir m wieder seinen Werth A—2n—1, so erhélt man folgenden merkwiir-
digen Ausdruck des Index von K, (e):

Ind. E,{0) = ,;(72-~1)-‘!-512’;_‘.———§§-’—””1, Mod. .

Die in diesem Ausdrucke vorkommende Wurzel « ist in demselben nur
scheinbar enthalten, weil sie, wenn nach Ausfithrung der Differentiation v=0
gesetzt wird, und alle Glieder, die den Factor 4 haben, weggelassen werden,
von selbst mit herausfillt.

Aus dieser Darstellung des Ind. K, () lafst sich sehr leicht eine andere,
ebenfalls sehr bemerkenswerthe Darstellung desselben erlangen, in welcher
der von « und x abhingige Ausdruck F'(z, «) durch die nur von e« allein
abhangige, oben definirte complexe Zahl v, () ersetzt wird. Aus der Gleichung

F(e, 2)F (e, ) = yA(a)F(a™, @)
folgt namlich, wenn ¢ in e’ verwandelt wird, nach denselben Principien wie
oben., die fir jeden beliecbigen Werth der Variabel » geltende Gleichung
F(e', 2)F(e”, ) = y,(e") F(e"+, &)+ V. W.

Und vermoge der Eigenschaft des ¥V=1--¢"+ &} -.. 4 -1, dafs V selbst,
so wie seine Differentialquotienten, bis zum (4 —2)ten einschliefslich, fir den
Werth » =0 congraent Null sind, nach dem Modul 4, erhilt man aus dieser
Gleichung

di-F(e’, &) | di=iF (e, x) __ di-nIF (e, ) d&‘“lwr(e")
dvi—2n + doi—2% 1 . dpi—2n + doi—2n ?
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oder, vereinfacht:

n on dlo—-anF v’ . di.)-—:!nl (Y
A4 (pp ey L0V D AT pod. 4.

Durch diese Congruenz verwandelt sich der obige Ausdruck des Ind. E,(c)
in falgenden: ‘

2n__ A—2n
_72’"_(:._1_1)2.-—%) : 4 dvzl—u;;(a)a Mod. 4.

Endlich leite ich hieraus noch einen andern Ausdruck des Ind. KE,(«)
ab, welcher deshalb der wichtigste von allen zu sein scheint, weil er diesen
. Index der Einheit K, (a) durch die complexe Primzahl f(o) selbst ausdriickt,
in Beziehung auf welche das Zeichen Ind. zu.nebhmen ist. Hierzu wird die
Zerfillung der complexen Zahl vy,.(e) in ihre complexen idealen oder wirk-
lichen Primfactoren gebraucht, welche ich im (35ten Bande dieses Journals,
S.362) gegeben habe und welche sich in folgender Art darstellen lafst:

p,(0) = +o*IIf(ar");
wo das Productenzeichen I7 sich auf alle diejenigen Werthe des /% erstreckf,

welche nicht negativ, aber kleiner als A —1 sind, und dabei der Bedingung
geniigen, dafs * '

Ind. E,(¢) = ST

VuetrF Y umtpnar = A
ist; wo das Zeichen y; den kleinsten positiven Werth von »* fir den Modul 2,
Ind. » den Index des » fiir die primitive Wurzel y und den Modul 4 bezeichnet
und u=1%(A—1) ist. Um die in diesem Producte enthaltenen Primfactoren,
welche im Allgemeinen ideal sein werden, zu wirklichen complexen Zahlen
zu machen, erhebe ich beide Seiten dieser Gleichung zur Hien Potenz und
nehme H so an, dafs f(a)” eine wirkliche complexe Zahl ist. Diese complexe
Zahl soll auch durch Multiplication mit einer passenden einfachen Einheit o™
so zubereitet angenommen werden, dafs sie fir den Modul (1—«)* einer nicht
complexen ganzen Zahl congruent ist. Alsdann fillt in dem obigen Ausdrucke
des y,(a) die einfache Einheit o weg, und man hat

(@) = +IIf(ar")".
Diese Gleichung wird wieder, wie oben, in folgende, fiir alle beliebigen Werthe
der Variahel v geltende Gleichung verwandelt:

yo(e)? = Hf(er") + V. W,
und giebt alsdann in derselben Weise:
—2n v ~2n vyhH
pAe) s i)

14 *
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oder vereinfacht:,

Bl () B L)) o g
H. doi—2n = dvs.—fzn ) 2”,0. R,

Es ist nun die Summe =;,y**"* zu suchen, in welcher dem 4 alle
diejenigen Werthe von A=—0 bis #=2—2 zu geben sind, welche der Be-
dingung geniigen, dafs ¥, 44 7u—htima.» =>4 ist. Zu diesem Zwecke bemerke
ich, dafs, wie leicht zu beweisen, der Ausdruck

1
T (7/1—i + 7y—i +Ind,r — 7/4—1'-}- Ind, (r+1))

in allen den Fillen, wo ¢ einen der mit % bezeichneten Werthe hat, fiir welche
Yum1+ Yu-tpina» > 4 ist, gleich Eins ist; wihrend derselbe fir alle andern
Werthe des ¢ gleich Null ist. Hieraus folgt

(A=2n)i .
2

N 1,
2h7(l k= iT (7;4—-1' + 7/.1—i+ Ind.r— 7;4-—-i+ Ind. (r+1)) 7

wo dem % nur die oben angegebenen Werthe, aber dem ¢ alle Werthe
0,1, 2,...4—2 zu geben sind. Um bequeme Congruenzen fir den Modul 4* an-
wenden zu konnen, welches wegen des als Divisor hier vorkommenden 4 nothig
ist, setze ich y*4—" sialt y**"i; was in Beziehung auf den Modul 2 keinen
Unterschied macht. Ich bezeichne ferner die zu suchende Summe =jy@—>"*
mit dem Buchstaben 7', multiplicire mit 4, und erhalte so folgende Congruenz
fir den Modul 2°:
T = ‘E(Vp—i +7,1_i+1nd.r—7;¢—i+1nd. +1) 7“1—2")i3 Mod. 2*,

oder.

M = Zy, iy 4 Sy 7O = Sy i ma e ?

Ich betrachte nun zuerst nur die zweite dieser drei Summen, namlich

die Summe

A(A—2n)i

-2

%i}"u—-i +Ind. 7)Y
aus welcher die erste hervorgeht, wenn » =1 gesetzt, und die dritte, wenn »
in »4+1 verwandelt wird. Ich verwandle ¢ in é4 «-|Ind.» und bemerke,
dafs nach dieser Verwandlung dem ¢ in der Summe immer noch dieselben
Werthe 0,1, 2, ... A—2 zukommen; was daraus folgt, dafs in Beziehung
auf den Modul 2* die Glieder dieser Summe einen Cyclus bilden. Diese Summe
ist daher fir den Modul A der folgenden congruent:

A(A=2n)i
“ e

=2 .
‘fi 7-—i 71(7:—2") (i4p+Ind, r),

und da pA0e = 1, A2 Indr— G- fir den Modul 4* ist, so wird
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dieselbe in folgende Form gebracht:
___rl(l-2n)27 171(1—271)1

Macht man von diesem Werthe Gebrauch, und von den entsprechenden, welche
man erhilt, wenn =1 und r-}1 statt » gesetzt wird, so erhalt man fol-
genden Ausdruck der Summe 7T':

1—2
T = _(1 _’_,J(J.—u) _(r+ 1)1(1.-2:-)) 2‘7_.’77.(1-—271)1: Mod. 22

Man setze jetzt y_;=k, so wird y~"=£k und y'= k" fir den
Modul 4; woraus 7”:16““2’ Mod 12, also

27_1 72(1-—2»)1 J— 2 kl(l—2n)(1—2)+l, Mod. 22
folgt oder, verelnfacht mit Hilfe der Congruenz k**-D=1, Mod. 2*:

A(A—2n)i — A(2n—
(2),‘7_;7( )i = (ijk&" 1)+l, Mod. 2%

Nun folgt aber aus den bekannien Summen-Ausdricken der Potenzexi
der natiirlichen Zahlen, dafs

A—
2’7‘1(2n—1)+1 = (_‘]_)'"_1 Bml: Mod. Y i
]

ist; wo B,, die mte Bernoullische Zahl bezeichnet und wo der Kirze wegen
auf einen Augenblick fir }(A(2n —1)-11) das einfache Zeichen m gesetat ist.
Demnach ist
T = (1) (14 G20 — (r 1)) B, &, Mod. 2%
Und wenn durch A dividirt wird und fir #*¢=*" und (r+-1)**=*" die nach
dem Modul % congruenten einfacheren Potenzen =" und (r--1)" gesetzt
werden, so ist
T = -1)"d+r"—(r41)**)B,,, Mod.a.

Die hierin vorkommende Bernoullische Zahl B, kann noch durch
Reduction auf eine moglichst niedrige Bernoullische Zahl vereinfacht werden;
mittels der von mir in einer kleinen Abhandlung (Bd. 41, S. 371 dieses
Journals) bewiesenen Eigenschaft der Bernoullischen Zahlen, dafs

B, —1)m

o = ( ")_I_—&, Mod.
ist, fir p=3%(@A—1) und fir alle Werthe des m, welche nicht Vielfache von
w sind. Diese Congruenz giebt unmiitelbar die allgemeinere:

B, _ (—1)*Buy
n ——W——, MOd.l,
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welche fir alle ganzzahligen Werthe von s giiltig ist. Setzt man in dieser
s=2n—1, so erhilt man fir m =LA (2n—1)-}1):

B.
B, = (1), Mod.i.

Wird dieser einfachere Werth des B,, angewendet und erwogen, dafs
(—=1)"t# = (—1)" ist, so erhdlt man

T = (-1rd +r1‘2"—(r+1)“2")—§‘1, Mod. 4,

und demnach

dvl—2u I —27 dvl—2n ’

Vermoge dieser Congruenz verwandelt sich der zuletzt gegebene Ausdjuck
des Ind. E, () in folgenden:

—2n v —=n v 7
HAT) — gy (i — (i) B I g5,

1~2n v\ H
Ind. B, (@) = () (7" —1) oy Ll

Dieser Ausdruck, in welchem die Zahlen der Kreistheilung nicht weiter
vorkommen, welcher vielmehr den Index der Einheit K, () durch die com-
plexe Primzahl f(a) selbst darstellt, in Beziehung auf welche das Zeichen
Index zu nehmen ist, wird in dem Falle, wo H ein Vielfaches von 4 ist,
nichtssagend. Es sind also auch bei der Anwendung dieser Formel diejenigen
Ausnahmewerthe des A auszuschliefsen, fir welche i ein Factor des Zihlers
einer der ersten 4(i—3) Bernoullischen Zahlen ist. Fir den Fall, dafs
[(e) eine wirkliche complexe Primzahl ist, hat man einfach H=1 zu setzen.
Man kann aber auch fir den Fall, dafs f(e) eine ideale complexe Primzahl
ist, den Ausdruck des Ind. K, () einfach durch

Ind. B, (o) = (=) (y"—1) 2z L2 | ygq.5

darstellen, wenn man ein fiir allemal festsetzt, dafs fir f(«), falls es ideal ist,
sein Ausdruck als Hte Wurzel aus der wirklichen complexen Zahl f(a)? ge-
nommen werden soll. )

Mod. 4.

§ 2
Eine Erweiterung der Theorie det Kreistheilung.

Nachdem in dem vorhergehenden Paragraphen die Indices von 4, 1— &
und e(e) oder E,(e) gefunden worden sind, fir welche der Modul f(«) ein
Primfactor einer nichicomplexen ganzen Primzahl p von der Form »A-}-1 ist,
mufs noch dieselbe Aufgabe fir den allgemeinern Fall geloset werden, dafs



10. Kummer, von den Reciprocilitsgesetzen. 107

der Modul f(a) eine zu irgend einem Exponenten ¢ (Divisor von i—1) ge-
horende complexe Primzahl ist. Die Losung dieser Aufgabe erfordert als
Vorarbeit eine Erweiterung der Theorie der Kreistheilung, welche ich hier
kurz entwickeln will.

Es sei also f(e) ein idealer complexer Primfactor der nichtcomplexen
Primzahl ¢, welche zum Exponenten ¢ (einem Divisor von 2 —1) gehort, fir
den Modul 4, so dafs ¢* =1, Mod. 4, dafs aber keine niedrigere Potenz von ¢
der Einheit congruent ist, fir den Modul A, Wird eine solche complexe Prim-
zahl f(«) zum Modul genommen, so ist ein vollstindiges Resten-System dieses

Moduls in der Form

‘ ataotaoltt oo a0t
enthélten, in welcher alle die Zahlen @, a,, @, ... 4,_, alle ganzzahligen
Werthe von O bis ¢ —1 einschliefslich erhalten konnen. Die Anzahl aller ver-
schiedenen Reste ist also gleich ¢’; namlich gleich der Anzahl aller Verbin-
dungen der ¢ Zahlen a mit den ¢ Zahlen a,, mit den ¢ Zahlen a,, u.s. w.
Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich daraus, dafs, erstens, jeder wirk-
lichen complexen Zahl F'(e) die Form

F(e) = g +epm+eg(m+ -+ 4o s(n)
gegeben werden kann, wo ¢(7), ¢,(n), u. s. w. complexe Zahlen sind, welche
nur die aus je ¢Gliedern bestehenden Perioden der Wurzeln o, ¢?, ... o'
enthalten (M. s. meine Abhandlung Bd. 35. S. 337 dieses Journals); zweifens
daraus, dafs in Beziehung auf einen solchen Modul f(«) diese Perioden, und
also auch die complexen Zahlen ¢(7), ¢,(n), u.s. w., stets nichtcomplexen
ganzen Zahlen congruent sind; und endlich, drittens, daraus, dafs eine complexe
Zahl von der Form
(a—b)‘*"(al‘“bx)a"}‘(%—‘bz)az"l' s +(at-1—bt—:1)a1_1

nicht durch f(e) theilbar sein kann, ohne dafs zugleich a = b, o, = b,,
a,=0b,, ... ¢, ,=0b,_, ist, fir den Modul ¢.

Es giebt ferner fir den Modul f(e) stets primitive Wurzeln g(c), in der
Art, dafs die verschiedenen Potenzen einer solchen primitiven Wurzel

(1) g(a), glof, 9@, - .. g(a)'

alle verschiedenen Reste fiir den Modul f{e), mit alleiniger Ausnahme des Restes 0,
vollstandig erschopfen. Der Beweis dieser Behauptung kann eben so leicht und
nach derselben Methode gegeben werden, nach welcher man in den Elementen
der Zahlentheorie die Existenz der primitiven Wurzeln fiir die gewohnlichen
Primzahlen beweiset; weshalb ich denselben ibergehe.
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Wenn F'(e) eine beliebige, jedoch nicht durch den Modul f(e) theil-
bare complexe Zahl bezeichnet, so ist
F(e)?' = 1, Mod. ().

Wenn ferner g(o) eine primitive Wurzel ist, so hat man

qi—1

gPID = —1,  g@)* = o, Mod.f(e);
wo k niemals congruent Null ist, fir den Modul 4. Es kann auch die pri-
mitive Wurzel g(a), welche in dem Folgenden einfach durch g bezeichnet
werden soll, immer so angenommen werden, dafs A=1 ist und dafs man also

f_1
ygT— = o, Mod.f(a)

hat. Wir wollen ein far allemal festsetzen, dafs die primitive Wurzel ¢ immer
dieser Bedingung gemifs angenommen werden soll. Die Beweise der in diesen
Congruenzen enthaltenen Sétze, welche nach den in der Theorie der complexen
. Zahlen gebrauchlichen Methoden leicht sind, glaube ich ebenfalls hier dber-
gehen zu konnen. Zu bemerken ist noch, dafs die primitive Wurzel ¢ nie-
mals eine nichtcomplexe Zahl sein kann, aufser in dem Falle ¢=1, fir
welchen die primitiven Wurzeln des Modul f(e) genau dieselben sind, wie
die primitiven Wurzeln der gewohnlichen Primzahl p = Nf(«).

Ist ¢' = ¢(e), Mod.f(e), so soll ¢ hier ebenfalls der Index von ()
fir den Mod. f(«) heifsen und durch Ind. ¢(e) bezeichnet werden. Es gelten
dann fir die Indices ebenfalls die Gleichungen

Ind. ¢ (a) + Ind. F(e) = Ind. (¢ (e)F(a)), Mod. q’——-i und
nlnd. ¢p(e) = Ind. (¢ ()", Mod. ¢*—1.

Nachdem Dieses vorbereitet ist, gehe ich zu dem Hauptgegenstande
dieses Paragraphen iiber, namlich zu der Erweiterung der Theorie der Kreis-
theilung; und zwar lmﬁpfe ich dieselbe an die complexe Zahl v, () der
Kreistheilung an, welche schon oben definirt wurde und fiir welche die Lehre
von der Kreistheilung folgende sechs Ausdriicke giebt:

Y, (0) = S oh—r+D Ind.(gh—i-l),
W, () = 2ah+rlnd.(g’1+1), |
Y, (@) = Zoh-C+dind. (gh+l),
Y, () = Zo-CHohtrind (ght)
, #’r(“) = Earh+lnd.(gh+‘1)" :

: "(,U,-((Z) =, 3otk +Ind, (gh+1) :
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wo die Summenzeichen sich auf die Werthe 2=0, 1, 2, ... p—2 ersirecken,
mit Ausschlufs des Werths A=4(p —1), fir welchen ¢"-}-1 =0, Mod.p,
sein wiirde.

Die hier auszufihrende Erweiterung der Theorie der Kreistheilung soll
nun darin bestehen, dafs in diesen Ausdricken des vy, () die primitive Wurzel ¢
der Primzahl p als primitive Wurzel fir den complexen Modul f(e) aufge-
fafst und demgemifs auch das Zeichen Ind. auf denselben Modul f(«) be-
zogen werden soll. Die Summen werden dann in Beziehung auf die Werthe
h=0,1,2,3,... ¢—2 zu nehmen sein, mit Ausschlufs des Werths A=1(¢"—1),
fir welchen ¢*-+-1 =0, Mod. f(«) sein und folglich Ind.(g*-}-1) keinen Sinn
haben wiirde. Die complexen Zahlen v,(c), in diesem neuen Sinne genommen,
sollen zur Unterscheidung von denen der Kreistheilung durch #,(«) bezeichnet
werden. Die obigen sechs verschiedenen Ausdriicke von v,(e) stimmen auch
bei dieser neuen Auffassung der Zeichen ¢ und Ind. ganz miteinander iiberein;
in der Art, dafs sie alle nur verschiedene Ausdriicke einer und derselben
complexen Zahl sind. Es wird also hinreichen, nur einen dieser Ausdriicke
zu untersuchen, zu welchem ich den letzten wihle. Ich setze also

P (0) = SgC+Dh+Ind. (gh+n) :
wo das Summenzeichen sich auf die Werthe 2=0, 1,2, 3, ... ¢'—2 er-
streckt; mit Ausschlufs von A=14(¢'—1), und wo ¢ eine primitive Wurzel
fiir den Modul f(c) bedeutet, auch das Zeichen Ind. sich auf denselben Modul
und dieselbe primitive Wurzel bezieht. Der Modul f(e) selbst ist ein com-
plexer idealer Primfactor der zum Exponenten ¢ gehorenden gewohnlichen
Primzahl ¢.

Aus dieser Definition der complexen Zahl ¥,.(e) folgt zundchst un-
mittelbar

qu_l(OC) = T‘r(a)s z[rv(a) = —17 TZ-—I(“) = —1.
Setzt man ferner «f statt o, so erhélt man
F,(07) = o U+Daktalnd. @M,

Es ist aber (g"-+1)7=g"+1, fir den Modul ¢, und also auch fiir den

Modul f(e), welcher ein Factor von ¢ ist; demnach ist auch ¢Ind. (¢*-}1)

=1Ind. (¢*+1), Mod.(¢'—1). Setzt man Dieses in den obigen Ausdruck

des %, (o%) und k=g¢h, Mod.(¢"—1), so entsprechen den Werthen £=0,1,2,...

.+.¢"—2, mit Ausschlufs von =1 (¢’—1), genau die Werthe k&=0,1,2,3,...4'-2,

mit Ausschlufs von k= }(¢*—1), wenn auch in anderer Ordnung genommen,
Crelle’s Journal f. d. M. Bd.XL1V. Heft 2. 15
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und darum ist
P (9) = za—(r+l)k+lnd.(g7‘+l),
also
¥, (a?) = ¥.(0);
aus welcher Gleichung auch sogleich die allgemeinere
?’,(aqh) = P.(a)
fir jeden beliebigen Werth des 2 folgt. Man sieht hieraus, dafs die complexe
Zahl %, () nicht die einzelnen Wurzeln o, o*, ¢, ... ¢ in sich. enthalt,
sondern nur die Perioden derselben, welche je ¢ Glieder umfassen. Dies ist
die erste wesentliche Grund- Eigenschaft der complexen Zahl ¥, («).
Multiplicirt man die beiden reciproken complexen Zahlen ¥, (c:) und %, (")
miteinander, so wird das Product derselben durch die Doppe]summe
E (o) P,(¢Y) = ZSSg-+D¢—ht+md, (" +1)—md. (gk41)

ausgedriickt, fir A=0,1,2,3, ... ¢—2, £k=0,1,2, ... ¢—2; mit Aus-
schlufs von &=1(¢*—1) und k= 3(¢'—1). Ich scheide aus dieser Doppel-
summe zunichst alle die Werth-Verbindungen von % und % aus, fir welche
h==F ist. Threr finden offenbar ¢’—2 Statt, und es wird fir dieselben die
Potenz des o unter dem doppelten Summenzeichen nur gleich Kins. Man hat also
P (0) P, (0) = ¢'— 2} SZoC+00-R +ind.(gh+D—Ind.(gh+n)

fir alle ganzzahligen Werthe des % und & von O bis ¢*—2 einschliefslich;
mit Ausschlufs der Werthe }(¢°—1) und der Werth-Verbindungen, fir welche
h =k ist. Man transformire nun diese Doppelsumme, indem man

g =g", :i1 = ¢*, Mod. f(a),
setzt, so erhalt man
P, (a) P () = ¢ —2J ZZalrtOk-F,

Die Summenzeichen beziehen sich hier auf die verschiedenen Werthe
des &' und %', und es sind denselben alle Werthe von 1 bis ¢'—2 einschliefslich
zu geben; mit Ausschlufs derjenigen Werth-Verbindungen, fir welche A'=A
ist. Vermége der Congruenzen, welche die neuen Unbestimmten &’ und 4"
durch die alten & und 4 ausdriicken, entspricht némlich jeder-einzelnen Ver-
bindung der Werthe von % und %k eine, und. nur eine Werth-Verbindung der
angegebenen Werthe von 42’ und %'; und eben so, umgekebrt: jeder beliebigen
Werth-Verbindung des A’ und A&’ entspricht unter den angegebenen Bedingungen
eine, und nicht mehr als eine der Werth- Verbindungen des 4 und &. Ich

\
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nehme jetzt mit dieser Doppelsumme noch die kleine Anderung vor, dafs ich
sie mit auf diejenigen Werth-Verbindungen erstrecke, welche &' = %" geben.
Dies wird ohne Beeintrichtigung der Richtigkeit der obigen Gleichung ge-—’
schehen konnen, wenn die Summe aller, der Werth-Verbindung &' = %' ent-
sprechenden Glieder, ndmlich =«¥, in Abzug gebracht wird. Es ist demnach
P ()P (ah) = ¢' —2 — ¥ | = +0k-H
fur 4'=1,2,3,...¢—2, K'=1,2,8,... ¢'—2. Die Werthe des A’ und ¥’
sind nun génzlich unabhéngig von einander, und man kann die Summation in
Beziehung auf beide einzeln ausfiihren.
Summirt man zuerst in Beziehung auf 4', so erhilt man

Sot = o't ot _{_a—(qt—i) == —1,
also
)P (r) = ¢'—2 — ¥ — Spr+¥,
Schliefst man die beiden besonderen Fille aus, wo =0, oder r-}1=0,
Mod. 4, so ist wieder jede dieser beiden Summen gleich —1, und man hat
als Endresultat:
P ()P (07) = ¢'5
welches die sweite Grund-Higenschaft der complexen Zahl ¥, (a) ist, deren
Analogie mit der entsprechenden Eigenschaft der complexen Zahlen der Kreis-
theilung v, (e) auf der Hand liegt.

In den beiden besondern Fillen, =0 oder r|1=0, Mod. 4
wird allemal eine der beiden Summen o' oder ZaltD¥, weil sie als-
dann aus lauter Hinsen besteht, gleich ¢°—2, die andere aber gleich —1.
Man erhalt demnach

¥ (er) g’u(‘rl\) =1, ¥ ()¥_4(c7")=1;
welches mit den oben angegebenen, aus der Definition unmittelbar folgenden
Werthen von ¥ (¢)=—1 und ¥_,(e)= —1 ibereinstimmi, aber nichts
Neues lehxt.

Nach der ersten Grund-Eigenschaft der hier behandelien complexen

Zahlen ist:
?.(07") = ¥,(a).
Wenn nun ¢ eine gerade Zahl ist, so ist, weil ¢ zum Exponenten ¢ gehort,
¢'=1 und ¢¥* = —1, Mod. . Es ergiebt sich daher, wenn A= 4¢ ge-
setzt wird:
¥ (a) = ¥ (0);
15*
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woraus, vermoge der 2weiten Grund-Eigenschaft dieser complexen Zahlen,
?,(0) = ¢

folgt. Fir den Fall, dafs ¢ eine gerade Zahl ist, ist also die Zahl ¥,.(«) in

Wahrheit nicht eine complexe Zahl, sondern einer Potenz der gewohnlichen

Primzahl ¢ gleich. Das Haupt-Interesse der gegenwirtigen Untersuchung liegt

demnach nur in dem Falle, wo ¢ ungerade ist, in welchem ¥,(e) nicht nur

scheinbar, sondern auch wirklich eine complexe Zahl ist.

Zur vollstindigen Erkenntnifs der complexen Zahlen ¥, (o), namentlich
fir den Fall wo ¢ ungerade ist, gehiort noch die Zerlegung derselben in ihre
complexen, idealen oder wirklichen Primfactoren, welche, weil nach der zweilen
Grund-Eigenschaft derselben das Product zweier reciproker Zahlen einer Potenz
von ¢ gleich ist, nur die idealen Primfactoren des ¢ sein konnen; also nur
die Primfactoren f(e), f(a?), f(a?*), ... u.s.w. Von diesen sind bekanntlich,

da ¢ zum Exponenten ¢ gehort, je ¢ einander gleich, so dafs nur wesent—

lich verschiedene Primfactoren vorhanden sind; als welche, wenn

=17 ge-

selzt wird (welche Bedeutung der Buchstabe = in dem Folgenden iiberall
beibehalten soll), die Primfactoren
f(@), [o)s flo?), ... far™)

genommen werden konnen. Man hat daher

Pu(@) = E(e)f(a)"flo)™ ... f(a")", |
wo, K (o) eine Kinkeit ist und m, m,, ... m,_, die noch zu bestimmenden
Exponenten sind, welche angeben, wievielmal jeder der verschiedenen Prim-
factoren des ¢ in ¥,(a) enthalten ist.

Mittels der zweiten Grund-Eigenschaft der complexen Zahl ¥, () kann
nun sogleich die eine Hailfte dieser Exponenten durch die andere Hilfte aus-
gedrickt werden. Wenn namlich, wie hier vorausgesetzt wird, # eine un-
gerade Zahl ist, so ist 7 eine gerade Zabl, weil A —1={z ist. Yerwandelt
man o in o' und erwigt, dafs f(or") =f(c""7) = f(e"*™) u. 5. w. ist, so
erhélt man _

Fo(a™) = E(@™). (@ flan)™ L flar)h. ,
Multiplicirt man diesen Ausdruck mit dem vorigen, so erhilt man, vermoge
der Gleichung ¥,(a) ¥, (') =¢', fir die Exponenten m, m,, mq, ... m,_,
folgende Gleichungen:
m+tmy, =¢, mfmy,, =1 ... my_tm_, =1L

\
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Also ist die Summe je zweier dieser Exponenten, deren Stellenzeiger um
47 unterschieden sind, immer gleich 7.

Die vollstindige Bestimmung dieser Exponenten ist etwas mihsam, fihrt
aber, wie sich zeigen wird, zu einem ziemlich einfachen und sehr eleganten
Resultate. Es miissen dazu Congruenzen angewendet werden, deren Modul
eine Potenz der complexen Primzahl f(e) ist, und es kommt dabei haupt-
sichlich darauf an, die Wurzel ¢ durch. eine Potenz der primitiven Wurzel ¢

zu ersetzen, welcher sie in Beziehung auf den Modul ()" congruent ist.

Dies geschieht auf folgende Weise. Wenn der Kiirze wegen »=— qt;1 ge-

setzt wird (welche Bedeutung der Buchstabe » hier iberall beibehalten soll),
so ist, wie oben gezeigt worden:
9 = a, Mod.f(a),
oder, wenn man diese Congruenz als Gleichung schreibt:
g = e+ wf(e).
Erhebt man dies zur Potenz ¢, so ist
g = o' qot wf (a) L= a2t o -
und, da ¢ den Primfactor f(e) einmal enthalt:
97 = oy, Mod. f(a)
Auf dieselbe Weise weiter schliefsend, findet man, dafs allgemein fir jeden
Werth des & die Congruenz
9" = a9, Mod. f(a)**,
Statt hat; und wenn fiir & ein Vielfaches von ¢ genommen wird, da ¢" =1,
Mod. 4 ist, so ergiebt sich
g = a, Mod. f(e)"*;
wo n eine beliebige positive ganze Zahl ist.

Nachdem Dieses vorbereitet worden, verwandle ich in dem urspriing-
lichen Ausdrucke, durch welchen ¥,(e) definirt wurde, o in . Dann ist
q‘fr( a7-i) — Za‘—(r+1)y—ih+y‘-i Ind, (gh+1)

Man setze ferner r-|-1 =14¢, Mod. 2, so wird (r-+1)y~"=y*", und wenn
wieder y; den kleinsten positiven Rest von »* fir den Modul 2 bezeichnet,
so ist (r4-1)y"=y,i, y" = y_i, Mod. . Endlich seize man noch
Ind. (g"""4-1) statt Ind. (¢*+1); welches demselben vollkommen gleichbe-
deutend ist, indem g""’z g ist, fir den Modul f(e). Dann erhilt man

. 1
| (o) — Zareshrr- )
, .
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Wird nun die Congruenz ¢”9" = ¢, Mod. f(a)""** angewendet, so ver—
wandelt sich diese Gleichung in folgende Congruenz:
i oyt . '} ni
T-r(ay-—l) — zg-ye_, vg 17;,. .qy_lyq 1 1nd. (gh9 +l)’ Mod. f(a)"’“.
Es ist aber

grET = gLt Mod. f(a),
woraus

gl ETH) = (gAY, Mod. f(ay .

folgt, also .
¥, (o) = Sy (g T, Mod. flayt

Das Summenzeichen erstreckt sich auf die Werthe 0, 1,2, ... ¢'—2 von

h und es ist hier nicht weiter nothig, den Werth %2 = }(¢*—1) auszu-

schliefsen, weil fir denselben der Ausdruck unter dem Summenzeichen con-

gruent Null ist, fir den Mod. f(e)"+.

Nun ist die unter dem Summenzeichen stehende Potenz des Binoms
¢"" L1 nach dem binomischen Lehrsatze zu entwickeln. Wird dabei durch
IT(m) das Product der Zahlen 1.2.3.4...m bezeichnet, so erhialt man die
daraus hervorgehende Doppelsumme in folgender Form:

-\ H(}'__i'll "’) (=7,-i7+hhgnt .
@) = X ety g T Mod. flay

fir A=0,1,2,3,...¢4'—2 und k=0,1,2,3,...y_v¢". Setzt man
fir einen Augenblick —y,_v¢™ -k = und fihrt die Summation in Be-
ziehung auf % aus, so ist allgemein

1—gita'=ng™
i_gzqnt
also immer congruent Null fir den Modul f(«)™*'; mit Ausnahme der Fille,
wo [ ein Vielfaches von ¢'—1 ist. Es sei also
l = —y, vq"+k = s(¢’—1) = shv,

Eylhqni —_

b]

so ist

- (g'—=1) I (7—ivg™) in1,
() = T G o I (o — ey —si) Mod. f(e)*+;

wo sich das Summenzeichen auf alle ganzzahligen Werthe von s bezieht, fiir
welche weder y,_;vsiv, noch y_vg™—y, ;v —siv negativ wird. Wird

. —i{gmt—1 . i
endlich noch s=~7i-—(%——-2-—-z gesetzt und aufserdem « in «¥ verwan-

delt, so ergiebt sich

— (' 1) U (y—ivq™)
. =2
(@) H(7o—ivq™ —Mv2) L (( y—i— =) Vg™ + A¥3)
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fir den Modul f(a?’)"**"; wo das Summenzeichen auf alle ganzzahligen Werthe
des 2 sich bezieht, fir welche weder y,_;¢" —2z, noch (y_;—y,)¢"+ iz
negativ wird.

Durch diese Congruenz, in welcher n beliebig grofs aﬁgenommen wer-
den kann, wird die Untersuchung, wievielmal %,(a) den complexen Prim-
factor f(a?'i) enthalt, darauf zurickgefiihrt, zu untersuchen, wievielmal diese
Summe, welcher %, (a) congruent und welche eine nichtcomplexe Zahl ist,
den Factor ¢ enthalt; denn es ist klar, dafs, wenn n hinreichend grofs an-
genommen wird, die Summe den Factor ¢ genau ebensovielmal enthalten mufs,
als %, (o) den Factor f(oﬂi) enthélt, welcher ein Primfactor von ¢ und dessen
(ni+1)te Potenz der Modul dieser Congruenz ist.

Zu diesem Zwecke werde ich zunichst beweisen, dafs, unter der Vor-
aussetzung, y_;—y,; sei positiv, dasjenige Glied dieser Summe, welches
dem Werthe =0 entspricht, von allen die niedrigste Potenz von ¢ als
Factor enthalt; in der Art, dafs jedes beliebige andere Glied als dieses,
eine hohere Potenz von ¢ als Factor enthalten mufs. Demgemifs wird die
Untersuchung, wievielmal die ganze Summe den Factor ¢ enthélt, darauf
reducirt sein, zu untersuchen, wievielmal das eine dem Werthe 2 =0 ent-
sprechende Glied der Summe den Factor ¢ enthilt.

Ich bediene mich hier des folgenden, wenm nicht bekannten, so doch
leicht zu beweisenden Satzes:

Lehrsatz:  Wenn ¢ eine Primzahl ist und die Zahl A auf die Form
4 = atagtaqt - taoq
gebracht wird, in der Art, dafs die Zahlen @, @,, @, ... @_, nicht
negativ und alle kleiner als ¢ sind (welches nichts anderes ist, als die °
Zahl A nach gtheiligem Zahlensysteme geschneben), so ist die Anzahl
~ der in dem Producte
1.23.4 ... 4 = II(4)
enthaltenen Factoren ¢ gleich
A—(a+ta+ta,+ - +ak-l)
qg—1
Mittels dieses Satzes lafst sich nun folgendermaafsen untersuchen, wie-

II(A1+B)
11(4) 11(B)

giebt beiden Zahlen 4 und B diese Form, namlich

vielmal der Factor ¢ in dem Binomialcoéfficienten enthalten ist. Man
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4 = ataqgtagt -+ g und
B = b+bgtbg+ - +bag
so dafs die Zahlen a, ¢, @y, ... &y, b, by, b,, ... b;_, alle kleiner als
g und nicht negativ sind, und bildet folgende Reihe von Gleichungen:
at+b = eg+te,
et a4 b = &ag +e,
at @ + b = &g +a,
Ex—2 + /7 + b= 6k-1q+ Cr—15
in welchen die Zahlen ¢, ¢,, ¢,, ... ¢;_, derselben Bedingung unterworfen
sein sollen, dafs sie nicht negativ und kleiner als ¢ sind, und in welchen
demgemifs die Zahlen ¢, &, &, ... &_, nur die Werthe Null oder Hins
erhalten konnen. Addirt man alle diese Gleichungen, nachdem die erste mit 1,
die zweite mit ¢, die dritte mit ¢°, u. s. w. multiplicirt worden, so erhilt man
ALB = ctegteadt o dond Fogh
Nennt man N die Anzahl, wievielmal der Factor ¢ in dem Bi-

nomialcoéfficienten 1—;%%%‘% enthalten ist, so ergiebt sich nach dem obigen

Satze:
N — A+B—(c+ec, + -+ Fer—1t&—1) _ (A—(a+a,+ --- +ax))
- qg—1 qg—1
_ B=04bt b))
9—1 ’

oder, vereinfacht,

N — ata+ - tar—1+0+04 - fFhry—e—e,— - —er
— =1 .

und da durch Addition des aufgestellten Systems von Gleichungen
ata,+ .- +ak—1+b+b1+ ooty —ec—e— 0 — 0
= (g—1) (et et +5a)

N = etet+6+ oo F 6.

Um die Anwendung auf die vorliegende Summe zu machen, welche
dem ¥, () congruent ist und deren einzelne Glieder Binomialcoéfficienten
sind, setze man '

A=y, vg"—ivz, B = (y_i—y,_)vq"+ sz,
A+B = y_vg",

ist, so erhdlt man

so wird ,'
7-vq* = et egtag+ o Fang T Hang
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woraus zu sehen, dafs die Zahlen c, €1y oy v vy bis ¢,,_, einschliefslich, gleich
Null sein missen. Ist nun aufserdem auch ¢ =a,—a,— ... =a,,_, =0
und b=0b,=b,= ... =24,,_,=—0, so folgt aus dem die Zahlen a, b, ¢
und ¢ verbindenden Systeme von Gleichungen, dafs auch die Zahlen &, ¢,
€, . .. &4, gleich Null sind. Auch werden durch diese Bestimmungen die
Werthe der ibrigen Zahlen ¢,,, &,,,4y ... &, im Allgemeinen gar nicht ver-
dndert, und nur in dem ganz besondern Falle, wo in der Gleichung

6n1—1+ anf+ b,, = & q “]‘ Cnt

a,;+b,, = ¢g—1 wire, wiirde ¢, von &,._, abhingig sein, indem, wenn ¢,,_,
nicht gleich Null, sondern gleich Kins wire, auch &,, den Werth Eins statt
Null erhalten wiirde. Durch andere als die angenommenen Bestimmungen
der Werthe ¢, &, &, ... &,_, konnen also die Werthe der folgenden Zahlen
in einem besondern Falle zwar erkéht, niemals aber erniedrigt werden. Fir
diejenigen Glieder der zu untersuchenden Summe von Binomialcoéfficienten,
fiir welche die Bed‘ingungen @=@a =ty= =@y, =0 und b=,
=b,= ... =0b,_, =0 erfillt werden, mufs demnach nothwendig die Total-
summe aller &, namlich ¢-}-¢ -+ -+ J-&_,, kleiner sein als fir alle andern;
d. h. die Anzahl der in solchen Gliedern enthaltenen Factoren ¢ mufs noth-
wendig kleiner sein, als die Anzahl der in einem der andern Glieder dieser
Summe enthaltenen Factoren ¢.

Vermoge der Bedingungen ¢ —=¢,— - = a,,_,=—0 und 6 =06, —-..
e =bnt—l:0 iSt

Yo—iVy"' — vz = q"’(a,,.,—}—ani gt F @) und
(7 —7e=)vq" + 0% = ¢" byt brag+ -+ +hoag" )3

woraus folgt, dafs = durch ¢™ theilbar sein mufs. Setzt man daher z=¢"2/,
und beachtet, dafs y,; < 4 und nach der obigen Voraussetzung auch
Y—i— o1 POsiliv und <T 4 ist, so zeigt sich aus den Bedingungen, dafs
Yo—iq" — A2 und (y_;— ¥,_:)¢"'- A= nicht negaliv werden dirfen, dafs =0,
also auch 2 =0 der einzige Werth von =z ist, welcher diesen Bedingungen
geniigt. Da ferner jeder andere Theil der zu untersuchenden Summe den
Factor ¢ ofter enthilt, als der dem Werthe 2 =0 angehorende, so folgt,
dafs die ganze Summe den Factor ¢ genau eben so oft enthalten mufs, als
dieser eine Theil derselben, und dafs also endlich die complexe Zahl ¥, (c)
den complexen Factor f(ocVi) genau eben so vielemal enthilt, als der Binomial-
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV, Heft2. 16
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coéfficient
A I (y_;vq)
L (yg—ivq™!) II(y—i — yo—i) V™

den Factor q. :

Um diese Anzahl mittels des obigen Satzes zu finden, bringe ich die

|
Zahl y,v, in welcher V=1—}._1 ist, auf die Form

) v = d+dgt+dig’+ oo +dig
wo d, d,, ... d,_, alle kleiner als ¢ und nicht negativ sind. Alsdann ist die
Anzahl der in dem Producte II(y,7¢"™) enthaltenen Factoren ¢ gleich
7;11”]"’———(!1—}—111-}- d2+ e +df—-l) .
q—1 '
Multiplicirt man den Ausdruck des y,» mit 2, so erhalt man
g = yp-tAd4-idig+idyg oo Ad g
Hieraus folgt zunichst, dafs g, Ad durch ¢ theilbar ist. Setzt man
also 7,+4-4d = Jg, so folgt weiter, dafs auch J--Ad, durch ¢ theilbar sein
mufs u. s. w. Man erhalt also folgende Reihe von Gleichungen:
7o + id = Jdy,
()\ —i— ldl — Cqu,
d + A, = dzq:

OiatAd_y, = 04,45
in welchen die Zahlen d, d,, d,, ... d,_, alle kleiner als 4 und positiv sein
miissen. Macht man aus diesen Gleichungen Congruenzen fiir den Modul 4,
und ersetzt ¢ durch eine Potenz der primitiven Wurzel y (welche, weil ¢

A—1 . . .
zum Exponenten ¢ gehort und =z = ! ist, nothwendig ¢ = »™* sein mufs,

wo m eine relative Primzahl zu ¢ ist): so erhilt man

=0y, d=d0p", ... Q=0
also

d=phtme, S =y, L0 =
und da alle diese Zahlen positiv und kleiner als 4 sind:

\ d\:;’h—mw 01:7;&_2";1; oo (yt—l=7h'
Addirt man alle die Gleichungen, durch welche die Zahlen d, d,, ... d,_,
mittels der Zahlen d, dy, ... J,_, bestimmt werden, und setzt fir die letzteren
ihre gefundenen Werthe, so erhélt man

AdtdiA -t diy) = (9—1) Prmet Vhome T - F70)-
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Die Reihe der eine Periode bildenden Reste
711—m1+7h~ﬂm1+7h-3m1 —{'— e +7h—h
ist, weil m relative Primzahl zu ¢ ist, wenn man von der bestimmten Ordnung
der Glieder absieht, dieselbe wie
ha) - Vhtr +7h+21 “{" ce + 71z
Diese ist, wie man weifs, immer durch A theilbar, aufser fir =1, wes-
halb sie durch 18} bezeichnet werden soll, so dafs
LS = 771"{’ 7ﬁ+1+7h+2r+ ce "{‘ 7V hr—-Dr
isl. Demzufolge giebt die vorige Gleichung:
d+d,+dy+ -+ +diy = (¢—1)8,
und man erhalt die Anzahl der in dem Producte I7(y,v¢™) enthaltenen Fac-
toren ¢ durch die Zahl

ausgedriickt. ~ Setzt man nun y_;—y, ;, welches nach der Voraussetzung
positiv und nothwendig kleiner als 2 ist, gleich y,, und nimmt sodann nach
einander A= —i, h=—=9—1 und A=o0, so erhilt man fir die Anzahl der
in dem Binomialcoéfficienten
I (y_ivg™)
U (yo—ivq L (y—i—yo—i) vq™

enthaltenen Factoren ¢:
S(J—i_l_sﬂ__
Genau eben so vielemal enthilt also, nach Dem was oben bewiesen

wurde, die complexe Zahl ¥,(¢) den complexen Primfactor f(ocyi); das heifst:
in dem Ausdrucke

P (0) = BE(e)f(e)"fler)™ ... fler )"
werden diejenigen Exponenten sm;, fir welche y_;—y,_; eine positive Zahl
st, durch die Gleichung
St 8, —
bestimmt.

Aus der Gleichung y_;—y,_;=1y, folgt die Congruenz yT— =y
oder 1—y¢=»"*, Mod. 4, und da y*=r--1 ist, so folgt weiter —r=y"+
oder r=y°t—#, Es ist also 0}¢—u=1Ind.7 oder 6 =upn—i-|Indr,
Mod. 2—1, wenn das Zeichen Ind., wie oben, sich auf den Mod.4 und
dessen primitive Wurzel  bezieht; und da eben so ¢ = Ind.(r 1) ist, so ist

m; = O_itma (,-+x)+" —itp+Ind.r — 8.

16 *
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Die mit &, bezeichneten Zahlen haben aber, wie bekannt, die Eigen-
schaft, dafs §;,,=¢—S} ist. Also kann dem Ausdruck des m; auch eine
der folgenden beiden Formen gegeben werden:

m; = t— S—i—s_z+lndr +' —i4Ind.(r41)9
oder
+ u—i+Ind,r = Ry_itInd(r+1)°

Es ist Jetzt auch mcht schwer zu zeigen, dafs die Bestlmmung der
Exponenten m;, welche bis jetzt nur fir diejenigen Werthe des ¢ bewiesen
wurde, fir welche y_;—y,_; positiv ist, ebensowohl fiir alle andern Werthe
von ¢ giltig bleibt.

Aus der Gleichung 7ﬂ+h_l——7,, folgt, dafs

V=i™ Yo—i = —(7 —i—p 79-—1-#)’

Wenn also ¢ einen Werth hat, welcher der Bedingung, dafs y_,—y,;
positiv sein soll, nicht geniigt, so geniigt dagegen allemal der Werth ¢+ -
dieser Bedingung. Ferner kann das oben gefundene Resultat, nach welchem
m;t-my, = t, weil m; =m; ., —=m;,, ws.w. und L. jr=pu=43}{x—1)
ist, auch so dargestellt werden, dafs m;}m;, ,=¢ ist. Es sei nun ¢ eine
Zahl, welche der obigen Bedingung nicht geniigt, so ist dagegen p-|i eine
solche Zahl, fir welche der gefundene Ausdruck fir m;,, richtig ist. Setat
man diesen aber in die Gleichung m;=1{¢—m;,,, so findet man, vermdge
der Gleichung S;,,=¢—,, fir m; wieder denselben Ausdruck; welcher
also fir alle Werthe des ¢ richtig ist *

Die Zerlegung der complexen Zahl %,(«) in ihre complexen Primfactoren,
welche nur die complexen Primfactoren des ¢ sind, wird demnach durch fol-
gende Formel ausgedriickt:

() = E(a)f(e)"f(e)™ (o)™ ... [ )",
in welcher E(c:) eine complexe Einheit, f(«) ein complexer idealer Prim-
factor der fir den Modul A zum Exponenten ¢ gehorenden Primzahl ¢ ist;

und

ferner 7 ==

m; ,u—z+ =i+ Ind. r ™ O y—i - Indu(r41) und
A8, 7 h'{” ?’h+r+?’h+2r+ °c +7 h+(=1)z
Die complexe Einheit E(e), welche in diesem Ausdrucke als Factor
vorkommt, ist nothwendig unbestimmt, so lange iber den complexen Prim-
factor f(c), welcher im Allgemeinen ideal sein wird, keine nahere Bestimmung
gemacht ist, Stellt man sich aber diesen Ausdruck zur Hten Potenz erhoben

I II
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vor, wo H der Exponent derjenigen Potenz sein soll, fir welche f(a)” zu
einer wirklichen complexen Zahl wird, so kann man dieselbe immer so dar-
stellen, dafs sie nicht die einzelnen Wurzeln o, o’ ... o*~%, sondern nur die
Perioden derselben enthilt; ndmlich die = Perioden von je ¢ Gliedern. Es
mufs alsdann, weil, wie oben bewiesen wurde, ¥,(c:) auch nur diese Perioden
enthilt, die Einheit K(«) ebenfalls nur aus diesen Perioden zusammengesetzt
sein. Aus der Gleichung #,(«) ¥, (¢™") = ¢' folgt ferner, dafs Eo) K (0™")=1
sein mufs; woraus nach einer bekannten Eigenschaft aller Einheiten folgt, dafs
E(e) nur gleich +of sein kann; und da E(a) eine solche einzelne Wurzel «*
nicht enthalten kann, so folgt endlich, dafs K(c) = +1 ist; niamlich, wenn
f(e)¥ als eine, nur-die Perioden enthaltende wirkliche complexe Zahl dargestellt
angenommen wird. Diese Zerlegung der complexen Zahl %,(c) soll als die
dritte Grund- Eigenschaft derselben bezeichnet werden.

Schliefslich bemerke ich noch, dafs dieser Ausdruck der complexen
Zahl ¥,() durch ihre Primfactoren fir den Fall £=1 den entsprechenden
Ausdruck der Kreistheilungszahl ,(e) giebt, welchen ich in dem vorher-
gehenden Paragraphen dieser Abhandlung angewendet und zuerst in dem Pro-
gramm der Universitit Breslau zur Jubelfeier der Universitat Konigsbery
im Jahre 1844 und spiter in diesem Journale (Band. 35, S.362) gegeben
habe. An demselben Orte (S.364) wird man auch schon eine Anwendung
der complexen Zahl ¥, («) finden, von welcher ich damals nur die Zerlegung
in die Primfactoren kannte, und wufste, dafs sie eine wirkliche complexe Zahl
sei, fir welche aber der in der gegenwirtigen Untersuchung zum Grunde
gelegte, der complexen Kreistheilungszahl v, (e) vollstindig entsprechende
Ausdruck

P (0) = So-C+Oh +Ind. (gh+1)

mir damals noch unbekannt war.

S. 3.

Entwickelung der Indices der complexen Einheiten und der Zahlen 4 und 1— &k,
fir welche der Modul eine zu einem beliebigen Exponenten gehirende
complexe Primzahl ist.

Mittels der in dem vorigen Paragraphen entwickelten Eigenschaften
der complexen Zahl ¥#,(c) konnen nun die Indices der complexen Einheiten,
so wie der Zahlen A und 1—o*, auch fir den Fall gefunden werden, wo
der Modul f(e), auf welchen sich die Indices beziehen, ein complexer
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idealer Primfactor einer zum Exponenten ¢ gehorenden nichicomplexen Prim-
zahl ¢ ist. Die Ausdricke derselben sind den in dem ersten Paragraphen
fir den speciellen Fall £=1 gefundenen, namentlich den beiden letzten der-
selhen, vollstindig entsprechend. Ich untersuche also sogleich den (A —2n)ten
Differentialquotienten des Logarithmen der complexen Zahl ¥, (e), in welcher

die Wurzel « durch die variable Exponentialgrofse e’ zu ersetzen ist, fiir
den Werth v =0.

Es sei demnach
P (e) = Se-Ur+Dhtind.(gh+1))

fir A=0, 1, 2, ... ¢'=2, mit Ausschlufs von A=1}(¢'—1). Dann ist zunichst

i,
di—=2n (P, (c“) di—in l<d « )> P, (e")>

dul—ln dbl—”n—].

»

ulnd wenn man zur Abkirzung fir einen Augenblick 4 — 2n —1 = m und

LI setzt, so folgt hieraus nach den Regeln der Differentiation eines

P, (ev)
Products zweier Factoren:
d= W) dmH () o om dm (o) dU
T doi T dom i U+ dv™ dv + o

Macht man jetzt Gebrauch von der zweifen Grund-Eigenschaft der complexen
Zahl ¥, (), nach welcher ¥, (e) ¥, (¢~")=¢" ist, so erhilt man folgende, fir
jeden beliebigen Werth der Variabel v geltende Gleichung:
Y. ()P () = ¢-+V.W;
woV=1+}e+e"+ ... e*" und W eine ganze rationale Function von ¢’
ist. Hieraus folgt
v (o) =L — '+ vmU

und wenn man den iten Diiferentialquotienten nimmt,
dEW, () _ dU - d(VW)
dv? TTod (f+ VW )+ 1 dv“‘ 4
Setzt man nun v =0 und macht aus dieser Glelchung eine Congruenz
fir den Modul 4, so verschwinden V und alle Differentialquotienten des V,
bis zum (A — 2)ten einschliefslich, weil sie durch 4 theilbar sind; und wenn man
" noch beachtet, dafs ¢*=1, Mod. 4 ist, so erhélt man

diW,(ev) __
dvt

= d,,Modl
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fir alle Werthe 0, 1,2, ... 4—2 von ¢, oder, was Dasselbe ist:
diU di 'I’,(e )
dvi T = (=g

wenn der Kirze wegen der ite Diiferentialquot.ient von F.(e") fir v =0

durch Di bezeichnet wird. Der obige Ausdruck des (i —2n)len Differen-

tialquotienten von !%,(e”) nimmt daher fir » =0 folgende Geslalt an:

A—2n v
do ’ lq}r(—(’—)— = Dm+1D(l Dle—+ -—”_D 1D2 T N[Od. l‘

dypi—2n

Durch Differentiation des oben gegebenen Ausdrucks fiir #,(e”) erhilt
man nun fir v=0:

D' = S(—(r-1)h+Ind (¢"+ 1))
fir A=0, 1,2, ... ¢"—2, mit Ausschlufs von A=} (¢'—1). Setzt man,
um abzukirzen, fir einen Augenblick
—(@+1)h+Ind. (¢*+1) = C, und —(r+1)k--Ind. (¢*41) = C,
so ergiebt sich
B — ss(errop o2 oo ),

wo die Doppelsumme auf alle ganzzahhgen Werthe des k und k£, von O bis
¢'—2, sich erstreckt; mit Ausschlufs des Werths A=—14 (¢’ —1) und k=14 (¢'—1).
Summirt man nun die Binomialreihe unter den beiden Summenzeichen, so
erhilt man

= (—1)'D;, Mod. 2;

di=2n 1, (ev)
—a
und wenn fir C, und C; und fir m wieder ihre Werthe gesetzt werden:

A—2n 7]
EEITD — =3 (—(r 1)k Ind. (g"1))

X (—(r+1)(h—k)4Ind. (¢*+ 1) 4 Ind. (g* - 1))*—>—,
fir A=0,1,2,...¢—2 und A=0,1,2,...¢—2, mit Ausschlufs
von h=%(q’—~1), = 3(¢'—1). '

Man transformire nun diese Doppelsumme, in welcher alle Glieder, die
gleichen Werthen von % und & angehoren, als congruent Null, von selbst weg-
fallen, durch dieselbe Substitution, welche oben im zweiten Paragraphen zur
Transformation einer dhnlichen Doppelsumme angewendet worden ist, namlich:

= I=C,(C,— Oy,

k
gt =g %ﬂt——:— = g", Mod. f(e),

so erhdlt man diesen (4 — 2n)ten Differentialquotienten durch die Doppelsumme
I3 (~(r+41)Ind. (¢9¥—1)+ Ind. (¢*—1) +-rInd. (¢*—¢")) ((r-F1) K'—b)*-**
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ausgedriickt, wo &' und %' alle Werthe 1,2, 3, ... ¢'—2 bekommen miissen, die
Werthverbindung %' =k’ aber ausgeschlossen ist. Man zerlege diese Doppel-
summe in folgende drei Theile:
— (1) ==Ind. (¢ —1) ((r+ 1)K — k)2,
=ZInd. (¢ —1) (r+1D)K — W),
r == 1Ind. (9% — g") (r -+ 1)K — B )21,
und suche die Werthe dieser drei Theile einzeln; mit dem ersten Theile an-
fangend. Um in demselben die Werthverbindung &' =4’ nicht ferner aus-
schliefsen zu miissen, fige man den dieser Werthverbindung entsprechenden
Theil mit entgegengésetztem Vorzeichen hinzu. Der erste Theil ist
42 (p 1) SH . (g7 1) —(r-H1) ZXInd. (97 —1) ((r 1) K=k
wo jetzt den &' und 4’ alle Werthe von 1 bis ¢'— 2 einschliefslich, ohne Aus-
nahme, zu geben sind. Ich fihre nun die Summation in Beziehung auf &' aus,
indem zu bemerken ist, dafs ¢’—1 =0, Mod. 2 und dafs die Summe =%k"
ebenfalls congruent Null ist, fir jeden der Werthe 1, 2, 3, ... 2—2 von 4.
Dies giebt zunéchst
' 2((,._{_ D& — I‘V)Z—Qn-—l — (qi__g)hri,—zn_l = __ pA—n1
Der erste Theil ist vermoge Dessen dem folgenden Ausdrucke congruent:
(r4+1)(A 4 r*=2r=) S g, (g¥—1).
Genau auf dieselbe Weise findet man den zweiten Theil congruent
___(rl——2n—l+(r _}_1)2—%—1) S}i—2n=1 Ind. (.th—i)-

Um auch den dritten Theil auf eine éhnliche einfache' Summe zu re-
duciren, dehne man die Werthe von 4 und &' auch auf den Werth ' =0
und X' =0 aus; welches ohne Weiteres geschehen kann, wenn man die diesen
Werthen entsprechenden Glieder

rZk*nd. (¢¥ —1) und  r(r4 1)L SR g, (g0 —1)
subtrahirt. )

Ich verwandle nun diese Doppelsumme, in welcher jeizt A’ und &' alle
Werthe von O bis ¢gt—2 einschliefslich haben (jedoch mit -Ausschlufs der
Werthverbindung 4' = k'), indem ich %'-}- &' statt %' seize; wodurch sie fol-
gende Form annimmt:

r3=(Ind. (¢¥ —1)+ &) (rk' — I y—2n-1,
fir #=0,1,2,8,...¢—2und =1,2,3,...¢"—2. Die Summation
in Beziehung auf 4’ lifst sich wieder ohne Schwierigkeit ausfiihren und giebt
das Resultat, dafs die Doppelsumme einfach congruent Null ist, fiir den Modul 4.
Der dritte Theil ist den beiden einfachen Summen, welche zu subtrahiren
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waren, deshalb congruent, damit die Werthé von &' und &' auch auf A’ =0
und &'=0 ausgedehnt werden konnten. Diese zusammengefafst, geben den
dritten Theil congruent

—r(14 (4 D) S nd, (g% —1).
Fafst man alle drei Theile wieder in einen zusammen, so erhilt man nach
einigen leichten Reductionen:

dﬁ—;"l)l“g:‘(eu) — (1+r2-2n__(r+ 1)1—2n) S, (y"'—l),
fir A'=1, 2,3, ... ¢—2.

Die hierin enthaltene einfache Summe kann nun auf folgende Weise
leicht als Index der complexen Einheit E,(«) dargestellt werden. Zuerst werden
alle Glieder, fir welche 4" durch 2 theilbar ist, als congruent Null, wegge-
lassen, und dann wird A'==i4-1k geselzt und es werden dem i die Werthe

1,2,3,...2—1, dem & die Werthe 0,1, 2, ...»—1 gegeben (wo » = 'ﬂT—i
ist). Dann ist
Sh=r=1nd, (g7 —1) = X nd. (¢TH—1),

fir ¢=1,2,3,...4—1, k=0,1,2, ... » —1. Nun ist aber, wie leicht
zu beweisen, '

(g —1) (g™ —1) (g —1) ... (40D —1) = 1—g”, Nod.f(a),
also auch

=1Ind. (¢ —1) = Ind. (1—g") = Ind. (1— ), Mod. 2,
indem ¢* =, Mod.f(e), ist. Die Ausfihrung der Summation in Beziehung
auf & giebt daher
Sh==1nd. (9% —1) = Z*"'Ind. (1— o),

fir i=1,2,3,... A—1. Setzt man #y statt ¢, multiplicirt mit 7** und sub-
trahirt von der so erhaltenen Congruenz die unveranderte, so erhalt man

(" —1) SH=Tnd. (g —1) = Z->"Tnd. (3=27), Nod. 4.

Verwandelt man endlich ¢ in y”, so zeigt sich sogleich, dafs die Summe rechts

in dieser Congruenz dem doppelten Index der Einheit

En((x) = e(a). e(ay)y—ﬂn. e(ayu)y—h L e(a"l‘_l)y—z(‘u-l)"

congruent, also
(7-2".-1)2/z"”2"“1nd. (9" —1) = 2Ind. E, (e)
ist. Dadurch hat man nun folgenden Ausdruck fir den Index dieser Einheit:

(},Qn _1) d%—zn llp‘r (eu)
Ind. E, (e) = AT = )~ a0 Mod. 4.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 2. ’ 17
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Diese Formel, welche der entsprechenden, im ersten Paragraphen fir
den besondern Fall =1 bewiesenen ganz gleich ist, giebt die Indices der
Einheiten K, (e), E,(e), u. s. w.; also auch die Indices aller Einheiten, welche
durch diese sich darstellen lassen. Es ist aber hier nicht nothig, die Indices
aller dieser Einheiten Ey(c), H,(e), ... K, () nach der Formel besonders zu
berechnen, denn es lifst sich leicht ein- fir allemal zeigen, dafs fir alle Werthe
von n, fir welche 4 —2n nicht durch ¢ theilbar ist, der Index Ind. E,(«)
nur congruent Null ist. Es kann Dies auf folgende Weise aus dem gefundenen
Ausdrucke des Ind. E, () selbst abgeleitet werden. Da, vermoge der ersten
Grund-Eigenschalt der complexen Zahl ¥,(c:), dieselbe nur die = Perioden von
je t Gliedern, nicht aber die Wurzeln o, ¢, ... ¢** einzeln enthilt, so ist

¥, (0) = ¥,(ar),
woraus nach den schon mehrmals angewendeten Principien
¥(e) = ¥ (")+V.W
und weiter

A=, () A= 1 ()
dv).—’)n ‘ - dvl—flu 9

oder

p——
f et

di= 1P, (e") G—2nyr 4521, (e¥)
dy?—2n =7 dyr—2n

folgt. Es mufs also nothwendig, entweder
yt=2mr 4 =0, oder —‘%ﬂ
sein, fir den Mod.A. In dem letztern Falle ist aber Ind. K, («) =0, Mod. 4,
und nur wenn y4** =1, Mod. 4, ist, kann Ind. E,(c) einen von Null ver-
schiedenen Werth haben; also nur dann, wenn (i—2n)7 ein Vielfaches von
A—1=1¢r oder, was Dasselbe ist, wenn A—2n ein Vielfaches von ¢ ist;
wie behauptet wurde. Dasselbe lalst sich ibrigens auch ohne Hiilfe der all-
gemeinen Formel fir Ind. £, (o) auf elementare Art leicht beweisen.

Aus dem gefundenen Ausdruck des Ind.E,(¢) wird nun ein anderer,
welcher nicht die complexe Zahl ¥,(c), sondern den Primfactor f(«) selbst
enthilt, mittels der dritten Grund-Eigenschaft der ¥#,(«), welche ihre Zer-
legung in die Primfactoren giebt, auf folgende Weise hergeleitet. Wenn der
im Aligemeinen ideale Primfactor f(a) als Hte Wurzel aus der Potenz f(«)?
dargestellt und H so angenommen wird, dafs f(«)” eine wirkliche complexe
Zahl ist, so kann, wie schon oben bemerkt, diese wirkliche complexe Zahl f ()"

=90
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immer so angenommen werden, dafs sie nur die = Perioden von je ¢ Gliedern
enthilt. Bei dieser Annahme hat man
T (a) = £ f ()" f(ar)™ fle?*)™ ... f(e")"" und
m; = Su—i+Su—i+ Ind.r — ‘S'p-—i-rlnd. (r+n-
Daraus folgt sogleich

a1 () dnIf(e) &= if () =2 Uf (er™™)

dvi—3n = dyi=2n +_ m, do*=2n + T + m,_, dvi—2n 9

oder, vereinfacht:
dﬁ-—’.’n qur(ev) __. —2n 2(4A—2n T— —2n dﬁ—‘.’nl e’
Lt == (o =m0 o G S
Es ist nun die rechts in dieser Congruenz vorkommende Summe zu
suchen, welche durch den Buchstaben R bezeichnet werden soll, so dafs
R = m|y" -} 0oy | o oo g 0@y
ist. Es wird auch hinreichen, diesen Werth von R nur fir diejenigen Werthe
von n zu suchen, fir welche A—2n ein Vielfaches von ¢ ist; denn wenn
dies nicht der Fall ist, so giebt die Congruenz, nach Dem was oben ge-
zeigt, nur identisch 0 =0, Mod.i. Wird mehrerer Einfachheit wegen das
Summenzeichen angewendet und fir m; sein Werth gesetzt, so ist
R = 271'(1‘2") (S/;—l+ S/l—i+ind.r - Sy——i+:ind. (r+1))
fir 4=0, 1, 2, ... v—1. Nun sollen hierin fir die drei Grofsen S,_,,
Su—iyina.r und 8,4 14 41y ihre Werthe nach der Formel

1 1
Sy = T(?’h'l" Vit Vit o0t T P hba—ne) = 7'27"“‘1

gesetzt werden. Alsdann sind, wegen des als Nenner vorkommenden 2,
wieder Congruenzen fir den Modul 2* zur Bestimmung von R nothig, und
deshalb soll =" statt 4"4*" genommen werden, -welches demselben fiir
den Mod. 4 congruent ist. Wird sodann mit 4 multiplicirt, so erhilt man
folgende Congruenz: .
AR = 22;/"1(7'"2") (¥ umitie + ¥ u—itkrind.r — Y u—i+kr+ind, 1))
fir den Mod. 2%, wo die beiden Summenzeichen auf die Werthe :=0, 1, 2, ...
.7—1 und k=0,1,2,...¢—1 zu beziehen sind. Setzt man i-|- kv
statt ¢ und beachtet, dafs bei dieser Verinderung y***" in Beziehung auf
den Mod. 4*> unverindert bleibt, weil A— 2n nach der Vorausselzung durch ¢
theilbar und #z =1 —1 ist, so verwandelt sich die Doppelsumme in die einfache:
AR = 27i1(1—2")<7,4—i+7p—i+ind.r—?’#-i+iml.(r+1))9 Mod. #*,
fir i=0,1,2,...4~—2.
17%
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Vergleicht man nun dieses Resullat mit dem in der dhnlichen Unter-
suchung im ersten Paragraphen dieser Abhandlung gefundenen Ausdrucke der
dort mit 7" bezeichneten Summe, so findet sich AR=1T', Mod. 4*, also R="1T,

Mod. 2. Macht man demnach von dem oben gefundenen Werthe von 1' Ge-
brauch, so erhilt man

R = (1) +4r—(r+1) B » Mod. 4,
also
di—n 1P, —on —on A—2n I (eV)
du).—"'n(L = (— =1 (1—]—7‘)‘ * —(r+1)2 ) 2n _%7?’;5_’8—

Der gefundene Ausdruck des Ind. E,(c) giebt demnach folgenden neuen Aus-
druck des Index dieser Einheit:

Ind. B, (o) = SO =D) B diIf@) g ;.

4n dvi—2n ?

Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem entsprechenden, firr den
besondern Fall =1 im ersten Paragraphen gefundenen, zeigt, dafs er genau
derselbe ist, wie jener, dafs also in allen Fillen, ohne Unterschied, d. h. fir
alle complexen idealen Primfactoren f(c) als Moduln, derselbe Ausdruck gilt.

Es bleibt noch ibrig, auch fir die zu einem belichigen Exponen-
‘len ¢ gehorigen Primfactoren f(«), als Moduln, den Index von i und die
Indices der Primfactoren des 2 von der Form 1—e* zu suchen. Zunichst
Jafst sich leicht zeigen, dafs Ind.(4) allemal congruent Null ist, wenn ¢ nicht
gleich Eins ist; also fir alle Moduln, mit Ausnahme der in dem ersten Pa-
ragraphen behandelten. Fiir diese Moduln ist néamlich nicht blofs Ind. (%), son-
dern iberhaupt der Index jeder nichtcomplexen ganzen Zahl congruent Null.
Denn aus der Congruenz

g'—1

c*t = ", Mod. f(a),
in welcher ¢ eine heliebige (jedoch nicht durch f(«) theilbare) nichtcomplexe
Zahl bedeutet, folgt, wenn « in of* verwandelt wird, weil f(a) = f(a?*) ist:

¢t = o, Mod. f(a),

also o= "< Mod. f(a), mithin auch Ind. ¢ = ¢"Ind.¢, Mod.%, und
Ind. (¢)=0, Mod. A; mit Ausnahme des einzigen Falles, wo y*=1, also
t=A4—1 und ¢t =1 ist.

Um. auch Ind. (1—&*) fir die in diesem Paragraphen behandelte Moduln
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zu finden, nehme man
= (l—a)(l—a)(1—a") ... 1—a"?)
an, und gebe dieser Gleichung die Form »

= e () () L (),

o {—a 1—e

Man dricke die Einheiten, welche hierin vorkommen, alle durch die Kreis-
theilungs - Einheiten e(e), e(a?), u.s. w, aus, so erhilt man
L= "(1—a)tar. e(a) " e(ary2 e(a?f= . . . e(ar"?),

k

und wenn o in of verwandelt wird:

R (1_ak)l—1 —uk e(ak)).— e(ak7)1—2 e(akyz)l—s L. e(a"}’l_g)l
Man nehme nun auf beiden Seiten die Indices fir den Modul f(e), so ergiebt
sich, weil Ind.(2)=0 ist:

= —Ind.(1—c")— whv—Ind. e(e*)—2Ind. () — +-- —(i—1)Ind. e(c}"),
wo Av = ¢'—1, oder, mit Anwendung des Summenzeichens,
Ind.(1—of) = ——,ukv——leInd.e(a"’h“)

fir A=—1,2,3,...4—1 ist. Man dricke ferner Ind.e(a"””") durch die
Indices der Einheiten E,(c), E,(c), ... E, (o) mittels der Formel

Ind. e(e?" ™) = — 2=y 1nd. K, (e)
aus, fir n=1,2,3,... u—1, so wird
Ind.(1—ob) = — why+2==hy*"*V1nd. E, (o5,

firh=1,2,3,...A—1undn=1,2,3,... v —1. Die Summation in Beziehung
auf & wird nach der leicht zu beweisenden Formel

n(het) 1
2,‘72 D) — =%

ausgefiihrt und giebt

Ind.(1— o) = — phvf-25 2LE()

},Zn ?
fir n=1,2,3,... u—1. Endlich kann man noch von der Eigenschaft der
Einheit £,(¢) Gebrauch machen, nach welcher
1Ind. E, (%) = & Ind. E,(¢), Mod.2
ist. Vermoge derselben erhilt man

Ind.(1— ) = — uhy 23 B 0E@ - yqq.,

—y 2n 2

fir n =1,2,3,...u—1. Dieser Ausdruck, welcher darauf sich stitzt, dafs
Ind. () =0 ist, gilt aber nicht fir den Fall ¢=1, fiir welchen die in dem
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ersten Paragraphen gegebenen Ausdriicke von Ind. (1) und Ind. (1—c*) zu nehmen
sind. Es konnten auch fir Ind. E,(¢) die gefundenen Ausdriicke hier ein-
gesetzt werden; da aber dadurch keine besonders eleganten Formeln entstehen,
so mag es hinreichen, den Ind.(1—«*) durch die oben gefundenen Indices
der Einheiten K,(e), E,(e), ... E, (o) ausgedriickt zu haben.

- §. 4.
Uber dic Anwendung logarithmischer Ausdriicke der complexen Zahlen auf Congruenzen,
deren Modul 2 oder eine Potenz von A ist.

Die Anwendung der in dem vorhergehenden Paragraphen gefundenen
Resultate auf die allgemeinen Reciprocititsgesetze, welche ich in dem Fol-
genden zu geben gedenke, erfordert, dafs ich zunichst eine allgemeine Me-
thode mittheile, nach welcher Congruenzen fir den Modul 2, oder eine Potenz
von A, namentlich wenn sie Producte mehrerer complexen.Zahlen und Potenzen
derselben enthalten, auf die einfachste Weise eben so behandelt werden konnen,
wie in der Analysis dergleichen Ausdriicke mit Hilfe der Logarithmen. Eine
Andeutung einer solchen Methode, welche ich in der Form, wie ich sie hier
entwickeln werde, schon seit mehreren Jahren vielfach angewendet, aber bisher
noch nicht veroffentlicht habe, findet sich in einer Abhandlung des Herrn
Fisenstein (im 39ten Bande dieses Journals S. 351), auf welche Abhandlung
ich in dem Folgenden noch einmal zuriickkommen werde.

Ich stelle fir den Logarithmen einer complexen Zahl, in Beziehung
auf den Modul 2"+' genommen, folgende Definition auf:

Wenn ¢ () eine complexe Zahl ist, welche den Factor 1— o nicht enthailt,
so dafs auch ¢(1) nicht =0, Mod. 2 ist, so soll- unter dem Ausdrucke

(L) far den Modul i+

die endliche Anzahl von Gliedern der Reihe
g@)—9() (pl@)—¢ 1)) 4 (qv(a)—cp(i)
P(1) N ) ¢(1)

verstanden werden, welche nicht congruent Null sind fir den Modul A"+
Dafs die Glieder dieser Reihe, von einem bestimmten an, wirklich alle
congruent Null werden, fir den Modul A"+!, erhellet daraus, dafs ¢ (a)— ¢ (1)
den Factor 1—c enthélt, und dafs (1—e)** durch 2 theilbar ist. Wenn

nimlich in dem allgemeinen Gliede der Reihe

1 /gpl@)—ep 1))

kN ()
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k nicht durch 2 theilbar ist, so ist Dasselbe allemal congruent Null fir den
Modul A*', sobald £>> (2 —1)(n+1) ist. Wenn aber & den Factor i enthiilt,
und man setzt k=c1®, wo ¢ nicht weiter durch A theilbar sein soll, so
miissen noch die a Factoren 2 des Nenners durch (A —1)a Factoren 1—u«
des Zahlers compensirt werden. Wenn daher &> (A—1)(n-}a-1) ange-
nommen wird, so sind alle Glieder congruent Null fir den Modul 2"*'. In
Beziehung auf diesen Modul bricht also diese Reihe nothwendig ab. Die Lo-
garithmen der complexen Zahlen fir den Modul A**! sind demnach nur end-
liche Ausdricke, d. h. sie sind selbst hur gewohnliche complexe Zahlen. Auch

weht aus der Definition hervor, dafs (qv(i)) fir den Modul A"*' nur einen

einzigen bestimmten Werth hat, wenn nimlich aufser ¢(a) auch ¢(1) nur
einen beslimmten Werth hat. Aus den bekannten Eigenschaften der Reihe.

durch welche l(q)m) dargestellt wird, erhalt man ferner sogleich fir die

Grund - Eigenschaften dieser Ausdriicke:

(a (e a)g(a
(k) +iEE) = @1;;(1;

¥ (@) . Mod. 4™+,
() = 150
Es kommt nun darauf an, fir l<(p€:;> Mod. 2**', den einfachsten

Ausdruck zu finden. Zu diesem Ende werde die complexe Zahl ¢(a)—¢(1),
welche durch 1— o theilbar ist, auf folgende Form gebracht:

9@ —g1) = A(1—a)+ A —af+ - - + 4y o,
Stellt man sich diesen Werth in die obige Reibe gesetzt vor, welche nur so
weit fortgefilhrt anzunehmen ist, als die Glieder nicht von selbst wegfallen,
weil sie congruent Null werden, und dann die einzelnen Glieder alle entwickelt,
nach Potenzen von 1—e«, so erhalt man eine Reihe von folgender Form:

@ 1—ea . (1—@)® 1—e n
(E) = gt 5o g+ gogup o Mod 4,
welche man ebenfalls nur so weit fortzusetzen braucht, als noch Glieder sich
finden, welche nicht congruent Null sind. Wendet man das Summenzeichen

an und verwandelt « in o, so erhilt man
m’h) C; 1—a)
(o) = =
und wenn man mit y~**" multiplicirt und die Summe fir A=0,1,2,... 1 —2

Mod. 4™+,
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nimmt, so ergiebt sich
_nan y( @ (o) _ 3 ('ir”h“",“—“a”h)i .
27 (La) = 35"
Wird nun die zte Potenz von 1— e nach dem binomischen Lehrsatze eni-
wickelt, so erhalt man

wo_ L () () et
=o'} = = pimi—s

folglich
=2 i (— ar?) =2 G (), TI(5) g R gy
% <e‘ h = == : i)ﬂ(s()}{(i_s)
Nun fihre ich folgende fiir die hier zu behandelnden logarithmischen
Ausdriicke besonders wichtige complexe Zahl ein:
Xi(@) = ety ™ot Ly ar 4 ..o =G0l gr',

Diese durch Xj (o) bezeichneten complexen Zahlen haben mehrere besondere
Eigenschaflen, welche denen ‘des entsprechenden Ausdrucks der Kreistheilung
F(B, o) = a+far 4o’ + o | f-2ar",
wo o eine Wurzel der Gleichung o*=1 und /3 ‘¢ine Wurzel der Gleichung
=1 ist, ganz analog sind. Fir den gegenwirtigen Zweck aber soll nur
von der einen Eigenschaft derselben Gebrauch gemacht werden, nimlich von
Xi(e™) = " X, (), Mod. A"
welche Eigenschaft aus der Definition selbst leicht zu beweisen ist, und als

deren specieller Fall, fir s =1, noch der Congruenz
X (™) = (—1)*X;(e), Mod. 2"+,
besonders erwihnt werden mag.
Durch Einfihrung des Zeichens X;(«) wird die obige Gleichung fol-
gendermafsen dargestellt: _,
2 ey L (AP IG)
o i T i) IG—s)
Man zerlege nun die Summe rechter Hand in 4 Partialsummen, indem man die
Fille sondert, wo s =0, s=1, s=2, ... s=21—1 ist, fir den Modul 4.
Dabei bezeichne man durch P, folgende Summe von Binomialcoéfficienten:
II(i II(i Im(:
P,= (‘1)1< H(t)[(l(g—-t)_ IIt+2) 15(3_1._;% 11(_t+2).)1(1‘(:'——t—2?~) ")
Alsdann ist
e ()

Xk ((Z").

= ‘_:.(PUX]((i)_l‘PI Xk(a)—["PgX}\ (a2)+."+Pl-1Xk(al-l)).

0 .ot
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Um aus dieser Gleichung eine Congruenz fir den Modul A"+ machen
zu konnen, werde ich zundchst beweisen, dafs, auch wenn ¢ den Factor 2

enthélt, dennoch %)i denselben niemals im Nenner enthalten kann; oder, dafs P,

diesen Factor 4 immer eben so oft enthilt als ¢. Es sei wieder ¢ = ci*, so
sind in allen den Fillen, wo £ nicht =0 ist, alle einzelnen in P, enthaltenen
Binomialcoéfficienten durch i* theilbar; welches mit Hilfe des in (§.2) ange-
wendeten Satzes iiber die Anzahl der in dem Producte 7Z(A) enthaltenen
Primfactoren von einer bestimmten Art, leicht bewiesen werden kann. Um aber
fir den Fall =0 zu zeigen, dafs P, durch 4* theilbar ist, bemerke ich, dafs
PP, P, .- | P,_, gleich der Summe aller Binomialcoéfficienten von
der iten Potenz mit abwechselnden Vorzeichen, also gleich (1—1)'=0 ist.
Wenn daher, wie gezeigt worden, P,, P,, ... P,_, alle den Factor i ent-
halten, so folgt, dafs P, ebenfalls durch diesen Factor theilbar sein mufs. Also

-P;.—', aus dessen Nenner jeder Factor 4 sich gegen die Zahler hinweghebt, kann
in Beziehung auf den Mod. A**' als ganze Zahl betrachtet werden. Wendet
man nun die Congruenz

X (e) = m*" X (), Mod. 4™
auf die obige Gleichung an, und beachtet, dafs X;(1)=0, Mod. 2"** ist, so
erhilt man

=2 Rk (] — ")
s 7 (A—er®) 1

K 27(1“" P1+2“np2+""+(2"—'1)“"P1—1)Xk(a)7

o
fir den Mod. A"*'; welche Congruenz auch in dem Falle richtig bleibt, wenn ¢
durch 2 theilbar ist.

Man entwickle jetzt die Potenz (1 —e")’ nach dem binomischen Lehr-
satze und nehme den ki"ten Differentialquotienten fir v =0, so ist

i (—ey A 5 TG
idvin @ 0" I(s) (i—s)

Man zerlege ferner diese Summe genau eben so in Partialsummen, wie die
obige, indem man von der Congruenz
(s+mr)*" = s Mod. A"+
Gebrauch macht, so wird
a4 (1— ev)i
dvk**
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 2. 18

= WP P o (0 —19 Py, Mod. 2,
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also

2 M —a™y i d—e)
h T =
o i doki™

<X (), Mod. A"+,
und demzufolge auch

)'2: —hkin l(q;(a?’ )) —_ > Cidzfl"(i—ev)i .
°

(1) ip(1)idok" Xi(@)

Nun ist aber die Summe

cvi(i_e¢1)i
ip(ly
nichts anderes, als die nach Potenzen von 1—e” geordnete Entwickelung des
Logarithmus von -?L((%)—, also
C,('l——f’” Z ¢( . ] R
= = i(E5) = lp(e)—lp(1);

folglich ist, wenn hiervon der ki'te Dlﬂ'erenualquotlent genommen und v=20
gesetzt wird:

\

CdW"(1—ev)  d¥'ig(er)
ip()yidod  — det? 7

also

- kAn v
y g o (™) dy ltP(c) e
S (f) = HEE X, Not i

Setzt man endlich k#=1,2, 3, ... ¥—2 und bildet die Summe, wobei der
Werth =0 von den iibrigen zu trennen ist, so erhilt man folgenden Aus-
druck des Logarithmen einer complexen Zahl in Bezithung auf den Mod. 2"+':

=L = 1(ZHD) 4 L1 ¥ 0 B 0 -

(HA—? D o
d(l——Z)l" lo(e i
AL X, a), Mod. i

Der Fall =0, als der in den Anwendungen am héufigsten vor-
kommende, verdient noch eine besondere Beriicksichtigung. Fir denselben
hat man, weil Ngo(a)Ei und ¢ (1)**=1, Mod. 2 ist,

k
2 7-71”(‘?(“7 )) — dlg(e) X, (e),

o) Tdvk
und

@)\ _d,1 dyl a?l
— (L) = L1, (a) o LIEED X, () oot LT X, (), Mol
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und es ist in diesem Falle

Xi(@) = by Ly ard o gyttt
wofiir man auch den congruenten Ausdruck
Xk(oc) = a_l_z,l—l—k a2+31‘1‘ka3—}-~ e _4‘_ (l-——i)z’l—k ot
setzen kann.

Um nun diese Logarithmen der complexen Zahlen und die fir die-
selben gefundenen Entwickelungen, in der Rechnung, da wo es sich um Con-
gruenzen fir den Mod. A"** oder 1 handelt, iberall mit Sicherheit anwenden
zu konnen, sind noch zwei Sitze nothig, welche hier aufgestellt und bewiesen
werden sollen. Nemlich:

Lehrsatz. Wenn zwei complexe Zahlen congruent sind, fir den
Modul "+, und wenn auch die beiden ganzen Zahlen, welche man erhalt,
wenn man in denselben ¢ =1 setzt, congruent sind, fir denselben Modul:
so sind auch die Logarithmen dieser complexen Zahlen fir diesen Modul
congruent.

Die beiden complexen Zahlen seien f(«) und ¢(«), so ist nach der
Voraussetzung f(a)=¢(a) und f(1)=¢(1), Mod. A"*'. Selzt man der
Kiirze wegen

flo—fa) ple)—ed)
. % o)
so erhilt man
(L) = ey 4z — gt -

(ED) =y =+ — bt -
fir den Mod.4"*'; welche Reihen von selbst abbrechen, weil, von einem be-
stimmten Gliede an, alle folgenden congruent Null werden; die man aber
auch iber diese Grenze hinaus noch fortgesetzt annehmen kann, so weit man
will. Aus den beiden Voraussetzungen des Satzes folgt = = y, Mod. 2" *™;

woraus sogleich erhellet, dafs auch —Iic—w"z—lis—y", Mod. 2"** ist, fiir alle die-

jenigen Werthe von A&, welche nicht Vielfache von 4 sind. Um zu zeigen,
dafs eben Das auch fiir alle durch i theilbaren Werthe von & Statt findet, also
allgemein fir &= cA®, wo ¢ njcht weiter durch A theilbar ist, setze ich
y ="z, Dann giebt die binomische Entwickelung:
yc}.a = xcl“+cln+a+lmcl“—lz+ cee,
18 *
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also
y* = %, Mod. 2"t
und hieraus folgt
i L ;
'—c—l‘a— = PYCRE Mod. ™+,

Da nun alle einzelnen Glieder der, einen Entwicklung den entsprechenden der
andern Entwicklung congruent sind, so ist nothwendig

(L) = (25, Mod. i
was zu beweisen war.
Der zweite, jetzt zu beweisende Satz (die Umkehrung des ersten) ist

nur unter Hinzufigung einer neuen Bedingung richtig und lautet so:
Lehrsatz. Wenn die Logarithmen zweier complexen Zahlen, nemlich

l<f((;z))> und l<¢(1) congruent sind fir den Modul A"*', und auch f(1)

= ¢(1), Mod. A"+! ist, und wenn iiberdies die complexen Zahlen f(c) und
(ge) so beschaffen sind, dafs f(a)—f(1) und ¢(a)— ¢ (1) beide durch
(1— «)* theilbar sind: so sind die complexen Zahlen f(e) und ¢ (c) selbst
congruent fir den Mod. 2"+,
Es sei wieder
fl@—f1) __ pl@)—e)

=% e
wnd f(e) ()
@)\ @ (e
. (j(i)) =% (
so 1st

u = r—ot 4t —f2t - - ., Mod. A

Es lifst sich nun diese Reihe nach den gewohnlichen Methoden um-
kehren, so dafs & in eine nach Potenzen von # geordnete Reihe entwickelt
wird. Aus den ersten N Gliedern der gegebenen Reihe werden so die ersten
N Glieder der umgekehrten Reihe bestimmt, und wenn man N grofs genug
annimmt, so dafs in beiden Reihen, der gegebenen sowohl, als der umge-
kehrten, iber das Nte Glied hinaus nur noch solche Glieder liegen, welche
fir den Mod. A"*! congruent Null sind, so hat man den vollstiandigen Ausdruck
des x durch w in Beziehung auf den Mod. A"*%. Das Resultat der Umkehrung
dieser Reihe ist aus der Analysis bekannt. Es ist

__u T T u!
¢ =Ttz TiesTissat "

Nun ist zu beweisen, dafs auch in dieser Reihe die Anzahl der ersten
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Glieder N immer so grofs angenommen werden kann, dafs alle folgenden
Glieder congruent Null werden. Zu diesem Zwecke untersuche ich das all-
gemeine Glied der Reihe, namlich
wk
Tk

Aus dem im zweiten Paragraphen mitgetheilten Satze iiber die Anzahl,
wievielmal ein bestimmter Primfactor in dem Producte I7(A) enthalten ist,
folgt zunichst, dafs die Anzahl der in dem Producte I7(%) enthaltenen Factoren 4

stets kleiner ist als %T Ferner enthilt, nach der Voraussetzung, f(a)—f(1),

also auch @, den Factor (1—«)*; woraus sogleich folgt, dafs auch u den
Factor (1— ) enthalten mufs. Der Zahler «* enthalt demnach den Factor 1 —«
genau 2k mal, und wenn man erwigt, dafs ein Factor A genau 4 —1 Fac-
toren 1—a giebt, so weifs man, dafs der Nenner I7(k) stets weniger als
k Factoren 1— « enthilt. Nach Aufhebung der Factoren A im Nenner, gegen die im
Zhler, bleiben folglich im Zahler mehr als kFacloren 1— o stehen, und wenn da-

II (, A denFactor (1—o)3-D0+,

d.h. den Factor "*'. Von einem solchen Gliede an sind demnach alle folgenden =0.

Ohne die Bedingung: f(a)—f(1) theilbar durch (1— ¢)*, wiirde aber, wie sich

hieraus zeigt, die Reihe nach dem Mod. A"** keinen endlichen Ausdruck geben.
Ganz auf dieselbe Weise ist nun auch

y =1tz trestrzsat - Modwth
Nach der Voraussetzung des zu beweisenden Satzes ist aber ¥ =v, Mod. A"+*.
Schreibt man diese Congruenz, als Gleichung, in die Form u# —=v4 4w, so
findet sich durch Entwicklung der Potenz des Binoms:
wk . (v+ln+1w)k + Antlpk—1 4 + A2n+2 k=22
gk —  1Im II(Ic) I Ik—1) T TR I(E—2)
Nun heben sich, nach Dem was so eben gezeigt, alle in I7(k—1) ent-
haltenen Factoren A gegen die in »*' enthaltenen vollstindig hinweg; eben
so die in I7(k—?2) enthaltenen gegen die in v** enthaltenen u. s. w. Fir
den Modul A"** bleibt also von dieser binomischen Entwicklung nur das erste
Glied stehen ; alle ibrigen verschwinden, als Vielfache von 4"*'. Folglich ist
uk — vk n41
II(lt) = H(k) 9 Mod. 2™,
Da also alle Glieder der Entwicklung von z einzeln denen der Entwicklung

her k>(n+1)(A—1) angenommen wird, so enthalt———
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von y congruent sind, so ist nothwendig = =1y, Mod. A"*, d. h.

fle)—f() —_ @(a)—p(1) ntl,
M = em v Mod A
und da ferner nach der Voraussetzung auch f(1)=¢(1) ist, so ist
f(@) = ¢(a), Mod.a™;

was zut beweisen war.

Um den Gebrauch der hier entwickelten Methode an einem Beispiele
zu zeigen, wende ich sie zur Losung folgender in der Theorie der complexen
Zahlen sehr wichtigen Aufgabe an.

Aufgabe. Eine gegebene complere Zahl durch Multiplication mit
Einheiten in eine solche Form zu bringen, dafs sie, mit ihrer reciproken
multiplicirt, ein Product giebt, welches einer nichtcomplexen ganzen
Zahl congruent ist, fir den Mod. A.

Die Aufgabe ist, wie sich ergeben wird, immer losbhar, aufser wenn 1
eine von den Ausnahmezahlen ist, d. h. wenn A in einer der ersten }(i—3)
Bernoullischen Zahlen als Factor des Zihlers vorkommt. Ich wende zur
Losung der Aufgabe wieder die Einheiten von der Form '

E,(c) = e(o).e(er) ™ e(ar"" ... e(ar")

an; nemlich diejenigen, fir welche die Indices sich am einfachsten darstellten.

—2(u-1)n

Durch Anwendung der Logarithmen erhélt man

l(%(g;‘)) <c(1)> + ( c((o;);)> _+_ —2(,4_1)nl<e(a7”" )

oder, durch Anwendung des Summenzeichens:
-1 h
B l(F"((:’)) =5 —Zhnl("(‘a’)) , Modh
Giebt man dem % weiter die Werthe h=u, p--1, u-}-2,.. 4—2, so kehren
dieselben Glieder wieder, fir den Mod. . Wenn daher die Summe fir alle
Werthe A=—0, 1, 2, ... A—2 genommen wird, so verdoppelt sie sich und
man erhilt

2l<h((;x))) = Iy e(i). ,

Setzt man nun in der einen der far den Mod.4 in diesem Paragraphen ge-
gebenen allgemeinen Formeln ¢ (o) =e(c), so ergiebt sich

n dgo"l v ’
2l<E,l((:;) Tﬁ%‘—) wm(2), Mod. 4.
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Nun ist
a}—=7) (1 —ar)
e@d) —m +———
() = + 50—,
also
o ev}u(l—-r)i___eyv) . e%yz}_e—ﬁyu
@)=t = ta—

Die nach Potenzen von v geordnete Reihen-Entwicklung des Loga-
rithmen dieser Grofse ist bekanntlich ‘
U\ (72—1)8 vg (7’4——1)B204
lele) =ly+ " qpg——to3a1 T
wo B,, B,, u.s. w. die Bernoullischen Zahlen sind. Hieraus erhilt man
unmittelbar den 2nten Differemialquotienten fir den Werth v = 0, némlich

ditle(e) npr (" —1) B,
| o) = (ayn DB

also

n v p— | Bn )
‘Qn((f; = (0P g ), Moda.

Es sei nun F'(e) eine beliebige, nicht durch 1 — e theilbare complexe Zabl,
welche auch so angenommen werden soll, dafs F'(a)— F'(1) durch (1—a)
theilbar ist, in welche Form sich jede solche complexe Zahl durch Multiplication
mit einer passenden einfachen Einheit o* bringen lafsi: so bat man fir den
Logarithmen derselben folgende Entwicklung

v -2 U
(5 = 20 X, () + 20 X a) - L5

Nun moge dle Zahl M, durch folgende Congruenz bestimmt werden:

PGy I g
Der Werth von M, wird durch diese Congruenz immer vollstandig bestimmt
sein, wenn nicht etwa der Coéfficient des M, in derselben durch 4 theilbar
ist. Hat n» nur cinen der Werthe 1, 2, 3, ... u—1, so ist > —1 niemals
durch 4 theilbar. Es kommt also nur darauf an, dafs die Bernoullische
Zahl B, far einen der Werthe n =1, 2, 3, ... . —1 nicht durch 4 theilbar sei.
Ich setze deshalb voraus, dafs i nicht eine von diesen Ausnahmezahlen sei,
welche auch schon bei mehreren der vorhergehenden Untersuchungen ausge-
schlossen werden mufslen, und fir welche im Allgemeinen die vorliegende
Aufgabe immer unlosbar ist. Verbindet man die fir M, aufgestellte Congruenz
mit dem gefundenen Ausdrucke des Logarithmus der Einheit E,(c), so er- -

72__2 (U«), Mod. 4.




140 10. Kummer, von den Reciprocititsgesetzen.

halt man

E, d2'llF v
M"I(En((f)) = “‘d_vﬂ(—e) Xon(2), Mod. 2,

und wenn man in der Entwicklung des —l(-f%) alle Glieder mit geradem

Stellenzeiger durch die fir n=1,2,3, ... u—1 in dieser Congruenz gege-
benen Ausdriicke ersetzt, so ergiebt sich:

F(a) (@) E, () —1(@)
o <F(1)) =M I<E(1)>Jf Ml(E (1))+ Pt Ml ( » ,(?))
IF d3IF —2 (et
+ LB X, () + LT X (@) - +—7;i—"'_¥—’—xl_z<a>.
Es sei nun

F(0). El(oc)M‘ E, ()" ... E,_ (o) = F,(x),

so ist vermoge dieser Congruenz:

(@) __ d,IF(e d:IF
l(ti(:)) = (e)X( o)+ =5 (e)Xs(“) i s dvl—(e)Xl—i’( @),
fir den Mod. 4. Verwandelt man « in e~y so wird fir alle ungeraden
Werthe von &: ’

Xi(e™) = — Xy (o).
Durch diese Anderung wird also lediglich das Vorzeichen von l(—— o 1)) umge-
kehrt, und man erhalt

(B = B e (BEEED) <0,

und hieraus folgt endlich
Fi(e)Fy(e~") = F(1)*, Mod. A.
Die complexe Zahl
@) = F(e). By By@™ ... B,y@™,
in welcher die Exponenten der Einheiten durch dm Congruenz

)@ —)Br 5y . dPIF(e?)
in M,, = _d_vr’ Mod. 4

bestimmt sind, ist also eine solche, welche der vorgelegten Aufgabé geniigt.
Ich fige noch die Bemerkung hinzu, dafs in der logarithmischen Ent-
wicklung einer beliehigen complexen Zahl

F d,IF d2IF l
(5 =25 X, @)+ L Xy (0 4+ LB X, (o), Mod. 2

die Glieder von ungeraden Stellerfzeigern von den complexen Einheiten in der
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complexen Zahl F'(¢) ganz unabhingig sind, d. h., dafs sie ungeandert bleiben,
wenn man F'(a) in F(a).e(a) verwandelt, wo &(c) eine beliebige Einheit
bezeichnet. Nur das ersie Glied ist von der einfachen Einheit «* abhangig,
mit welcher F'(e) multiplicirt sein kann; es ist congruent Null, wenn F'(c)
der Bedingung geniigt, dafs F'(a) — F'(1) durch (1— ) theilbar ist:

§. 5.

Losung einer Aufgabe, betreffend die allgemeinen Reciprocitilsgesetze.

In den Monatsberichten der Koniglichen Akademie der Wissenschaften
zu Berlin vom Mai 1851 habe ich zuerst das allgemeine Reciprocitatsgesetz
fir complexe Primzahlen veroffentlicht, welches ich bereits einige Jahre frither
gefunden und in einem Schreiben vom 20len Januar 1848 Herrn Lejeune-
Dirichlet und durch diesen Jacobi mitgetheilt hatte. Dieses Gesetz, welches
ich durch gewisse, so zu sagen metaphysische Schlisse fand und nachher
durch ziemlich umfangreich berechnete Tabellen verificirte, stitzt sich auf
die am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen gelosete Aufgabe: eine com-
plexe Zahl durch Multiplication mit passenden Einheiten auf eine solche Form
zu bringen, dafs sie, mit ihrer reciproken multiplicirt, ein Product giebt, welches,
far den Mod. A, einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent ist. Wenn eine
complexe Zahl durch Multiplication mit Einheiten in dieser Art zubereitet ist,
und sie aufserdem auch der Bedingung geniigt, dafs sie fir den Mod. (1— o)
einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent ist, so nenne ich die complexe
Zahl eine primdre, oder eine complexe Zahl in der primdren Form. Die
primare Form der complexen Zahl ¢ () wird also durch folgende zwei Con-
gruenzen definirt:

p@) (e = (1) Mod. 2,
p@) = o), Mod.(1—a,

und es kann jede gegebene (nicht durch 1 — « theilbare) complexe Zahl durch
Multiplication mit passenden Einheiten auf diese primire Form gebracht werden,
wenn A nicht eine von den Ausnahmezahlen ist, welchg in einer der ersten
1 (1 —3) Bernoullischen Zahlen als Factoren enthalten sind: Das von mir
gefundene allgemeine Reciprocitalsgeseiz, auf diese Definition der primiren
Form der complexen Zahlen sich stitzend, lautet nun einfach folgendermaafsen:
Wenn die beiden complexen Primzahlen f,(e) und ¢, () in der pri-

miren Form genommen werden, oder, falls sie ideal sind, wenn die zu
wirklichen complexen Zahlen werdenden Potenzen derselben in der pri-

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft2. 19

[l
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miéren Form genommen werden: so ist

( fi(e) P, (@),
P, (@) fi (“)

Sowohl wegen der am Anfange dieser Abhandlung gegebenen Definition

des Symbols ((’;‘ ((Z;), als auch wegen der Forderung, dafs f;(c) und ¢,(c)

complexe Zahlen von der primiren Form sein sollen, erstreckt sich dieses
Gesetz nicht auf die Ausnahmefille, wo 4 ein Factor einer der ersten (2 —3)
Bernoullischen Zahlen ist.

Einen strengen und aligemeinen Beweis des Gesetzes habe. ich bisher
noch nicht gefunden, da die neuen Hilfsmittel, welche ich zu diesem Zwecke
aufgesucht habe und welche ich ein anderesmal zu veroﬂ'enthchen gedenke,
nur fir den Beweis einiger besondern, bisher noch. nirgend bewiesenen Fille
ausgereicht haben, (z. B. fir den Fall, dafs f;(e¢) und ¢,(a) conjugirte com-
plexe Zahlen sind, oder ¢, () = f,(e*) ist). Wenn gleich daher die allgemeine
Giltigkeit dieses einfachen Reciprocititsgesetzes noch problematisch 'ist, bis
ein strenger Beweis davon gefunden sein wird, so ist doch so viel klar, dafs
die von mir definirte primdre Form der complexen Zahlen, fiir welche wenigstens
in vielen Fillen die Reciprocititsgesetze sich am einfachsten darstellen, fir die-
selben eine besondere Bedeutung hat. Es wird deshalb nicht uninteressant
sein, eine Vergleichung des Reciprocititsgesetzes fir die primdren complexen
Primzahlen mit dem Reciprocititsgesetze fir diejenigen complexen Primzahlen
aufzustellen, welche den Bedingungen primarer Zahlen nicht unterworfen sind.
Um sogleich vollkommen pricis auszusprechen, um was es sich hier handeln
soll, fasse ich es in die folgende

~Aufgabe. Wenn das Reciprocititsgesetz fir zwei complexe Prim-

zahlen, fir die primdre Form derselben als gegeben angenommen wird:
daraus das Reciprocitatsgesetz fir die complexen Primzahlen abzuleiten,
welche der Bedingung, primdr zu sein, nicht unterliegen.

Es seien f(e) und ¢ () zwei beliebige complexe Primzahlen, von wel-
chen ich der Emfachhelt wegen nur das Eine voraussetze, dafs sie durch
Multiplication mit einer passenden Potenz der einfachen Einheit e so zube-
bereitet sind, dafs sie den Bedingungen

f@)=f1) wd @@ =gd), Mod.(1—a)
geniigen. Es seien ferner f;(«) und ¢,(«) dieselben complexen Primzahlen
in der primdren Form, also gereinigt von den in -den Zahlen f(o) und ¢(«)
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beliebig vorkommenden complexen Einheiten, so hat man, wie im vorigen
Paragraphen gezeigt worden: ’

[@ By By(@)™ ... B, y(e)"™ = fi(a),
wo die Exponenten M,, M,, ... M,_, durch die Congruenz

g7
A \n+1(42n ___ n ]
(=1 (Z” B, M, = 4" (e) » Mod. 2

(102"
bestimmt sind. Eben so hat man auch
(p(oc)El(a)N‘ . E,z(a)N" - EM__1 (a)zv#_, = ¢,(a),

wo die Exponenten' N,, N;, ... N,_, durch die Congruenz
(__1)n+1(72n_1)B" . d?,"lq)(e")
1n N,, = _—(iva—, Mod. 2

bestimmt werden. Es soll nun das Zeichen des Index Ind. auf den Mod. f(e),
oder, was Dasselbe ist f,(), und das Zeichen ind. auf den Mod. ¢(a) oder ¢, ()
sich beziehen, so dafs, wenn F'(c) eine beliebige complexe Zahl bezeichnet:

Yfie)—1

Fle) * = o™, Mod.f(c),
No(a)~-1

Fo) * = ¢™F@, Mod. ¢(c) ist.

Nimmt man nun auf beiden Seiten der Gleichung, welche f;(«) durch f(«)
ausdrickt, die Indices in Beziehung auf den Modul ¢(e), so erhilt man

ind.f(c)-+ M,ind. E,(e)-+ M,ind. E;(0)+-----+ M, _,ind. E,_,(¢) =ind.f,(e)
fir den Mod. . Eben so, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung, welche
¢, () durch ¢(e) ausdriickt, die Indices in Beziehung auf den Mod. /() nimmt:
Ind. () N, Ind. E,(«)+ N,Ind. E;(¢)++--4- N, Ind. E,_,(¢) =1Ind. ¢, ().
Ich wende jetzt die in dem ersten und dritten Paragraphen der gegen-

wirtigen Abhandlung gefundenen Ausdricke der Indices der Einheiten E,(a)
an; und zwar diejenigen, welche nur die complexe Primzahl selbst enthalten,
auf die der Index sich bezieht, welche auch in allen Fillen, es mag der
Modul eine zum Exponenten Eins oder zu einem andern Exponenten ge-
horende complexe Primzahl sein, dieselben sind, némlich:
=) =) B, di—*If(e)

Ind. E, () = 4n dvi—2n Mod
... Mod. 4.

. —f)7 (927 —1 Bn d‘l)—hl v

ind. £,(e) = 1) (7'470 Ly dv;.?;,(.e ) s

Diese Ausdriicke, verbunden mit den Congruenzen, welche M, und N, be-
19 *
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stimmen, geben

M, ind. E,(e) = _dyif(e) dimly ((,”)

H

dv?” dvl—2n 9 M d
. Mod. 4.
L ®lple)  dIf(e
N,Ind. B, (¢) = — %000 m—fzn )

Vermoge. dieser Ausdriicke verwandeln sich die obigen Congruenzen in folgende:

ind. f(e) = ind. ﬁ(a)+§1 a2 1f (ev) .dﬁTanq)(eu) |

dv?n dy*—2n 2

p—1 d2nl (BU d%—?nl (ev)
Ind. ¢ (¢) = Ind. (p,(a)—{—E d;’;ﬂ . dvl—f;" ,
Nimmt man die Glieder der in der zweiten dieser Congruenzen vorkommenden

Summe in umgekehrter Ordnung, so lafst sich dieselbe auch folgendermaafsen
darstellen:

. Mod. i.

d’2n+llf(ev) d%—-?n-lhp(eu) )

dy?n+1 dyi—2n—1

Ind. ¢(¢) = Ind. q)l(a)—{—z

Subtrahirt man dieselbe von der ersten, so erhilt man
ind. f(¢) — Ind. p(e) = ind.fi(¢) —Ind. ¢, (@) + =,
wo der einfache Buchstabe = als abgekiirates Zeichen fir die Reihe

s 2( 1);.a'”f(e°) d%’;vlﬂe")
geselat ist.

Diese Congruenz enthélt die vollstindige Losung der gestellten Auf-
gabe. Wendet man die dem Legendreschen Zeichen fir die quadratischen
Reste analogen Zeichen fiir die hoheren Potenzreste an, welche mit den Zeichen
" ind. und Ind. so zusammenhangen dafs

F(a) — gind F(a) F(o) nd, F(a
(fﬁ(a)) <f(“)>—“ a1,
so nimmt das gefundene Resultat folgende Form an:
f(e) fi@)-
<q)(w)> — (qvl(a)
plo) @, (@)
1) ( fi(@) )
Der Ausdruck des =, welcher entwickelt folgendermaafsen geschrieben wird:
o @fe) dlple) | dIfe)  dislp(e)
== dvt T doT | dv® | dvs Ll
__ di2lf(e’)  dilgp(e”)
dvi-T  det

-

>
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enthilt, da die complexen Zahlen f(e) und ¢ (o) als gegeben betrachtet werden,
nur gegebene Grofsen, und wenn nun auch das Reciprocititsgeselz fir die
primiren complexen Zahlen f;(oc) und ¢,(e) als gegeben angenommen wird,

d. h., wenn das Verhiltnifs ( @ )> (lf‘('( ))> bekannt ist: so ist vermoge dieser

Gleichung auch das Reciprocitits=Verhaltnifs (f ((02)) (‘;’&) der complexen
Primzahlen f(«) und ¢(a) gegeben.

Angenommen, dafs das von mir gefundene, oben aufgestellte Recipro-
cititsgesetz, nach welchem

(/l @\ _ (9@

¥ (@) fi(@)

sein soll, richlig sei, so hat man fir die nichtprimaren complexen Primzahlen /()
und ¢ (), welche nur der einen Bedingung geniigen miissen, dafs f(a)— f(1)==0
und ¢ (a) —¢@(1)=0 ist, nach dem Mod. (1 — «)’, das Reciprocitatsgesetz:

< f(e) p(a) o=,
fl@)
Mit dem Reciprocititsgesetze fiir die primdren complexen Primzahlen ist also

zugleich auch das Reclprocltatsoeselz fir beliebige nichiprimdre complexe
Primzahlen gegeben.

In der schon oben erwahnten Abhandlung (im 39ten Bande S. 351
dieses Journals) hat Herr Hisenstein eine, zwar auf einer unbewiesenen Voraus-
setzung beruhende, jedoch sehr sinnreiche Methode entwickelt, um diejenige

Potenz von o zu finden, welche dem Verhaltnisse (—g—)(—g—) gleich ist, wenn

A und B complexe Zahlen sind. Der Ausdruck dieser mit dem Namen Um-
kehrungsfuactor bezeichneten Potenz von &, welchen er daselbst giebt, wirde,
wie es mir scheint, gehorig emwickélt und vereinfacht, sich auf dieselbe Form
bringen lassen, wie der in der hier gegebenen Reciprocitatsgleichung ent-
haltene Ausdruck des Umkehrungsfactors %, in welchem = durch die Diffe-
rentialquotienten der Logarithmen der complexen Zahlen f(e) und ¢(a), fiir
oa=¢", gegeben ist. Wenn wirklich, wie ich vermuthe, dieses Resultat der
erwihnten Abhandlung mit dem hier aufgestellten dbereinstimmt, so hitte Herr
Eisenstein aus denselben auch das von mir gefundene einfache Reciprocitéits-—
gesetz fir die primdrer complexen Primzahlen finden konnen; denn dieses
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L d

ist eben so eine Folge von jenem, als jenes eine Folge von diesem ist. Dies
ist ihm aber nicht gelungen, obgleich er wirklich (S. 361) den Versuch

macht, nach seiner Methode ein Reciprocititsgesetz von der einfachsten Form

(—;-:-) = (A£> durch passende Bestimmung der Einheiten in complexen Zahlen

A und B zu erlangen; denn die Bedingungen, welche er dafiir aufstellt, lassen
sich, wie leicht zn zeigen, im Allgemeinen nicht erfiillen.

Breslau. den 30ten Novembher 1851.
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