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26.

Extraits de lettres de M. Ch. Hermite & M. Jacobi
sur différents objets de la théorie des nombres.

( Continuation de ces lettres au cahier précédent.)

-

Deuxiéme lettre.

Permettez—moi de venir encore Vous soumettre ce qu’il m’est arrivé
de rencontrer sur la théorie des formes quadratiques, depuis la derniére fois
que j'ai eu I'honneur de Vous écrire. J'avais ébauché bien a la hate, dans
ma lettre, la démonstration de cette propriété générale des formes de méme
déterminant, de se laisser distribuer en un nombre fini de classes; depuis j’ai
été amené a une méthode de réduction plus simple et surtout plus analogue
a lalgorithme de Lagrange pour les formes binaires. Soyez assez bon,
Monsieur, pour me pardonner, s’il m’arrive ainsi de Vous entretenir de choses
que je n’ai pas encore suffisamment muries; en présence d’une théorie d’une
immense étendue, je céde au plaisir de Vous communiquer quelques résultats
placés a I'abord de questions difficiles et qui peut-étre seront au dessus de
mes forces. Ainsi me suis-je borné, comme application de ma nouvelle mé-
thode de réduction, a calculer les formes définies réduites de déterminant 1,
a ‘3, 4, 5, 6, 7 et 8 variables, et j’ai trouvé comme dans le cas des formes
binaires, une seule classe, représentée par une somme de 3, 4, 5, 6, 7 et 8
carrés. L’idée principale de cette méthode consiste dans I'introduction de
certaines formes liées intimement, comme je suis parvenu a le reconnaiire,
aux formes adjointes de Mr. ‘Gau/s, mais qu’il me semble indispensable de
considérer d’une maniére explicite. En représentant par

n n
[(Zyy 21y oy .. ,) = ‘ZU;"E)iai,jwi'Tj)
sous la condition:
a;,; = Gj;,
une forme quelconque d’ordre n+1 (c. a d. a =41 indéterminées), je les
définis de la maniére suivante: ,
n n
I(Y1s Y2 Y3a-:Ya) = %}Fﬁbi,;’)’i)’ia
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en prenant:
"i,j = Gy oQi;— Oy ; Gy ;,
et voici le théoréeme auquel elles donnent lieu.
Si la substitution

Ty = X)+M1X1+M2X2"l‘ © “{"Man
r, = m X, +mX,+ - - +m, X,
1) {z, — anJr n2X4..+nX
@, = t1X+t2X—L-~4-IX

change f(xz,, x,,..x,) en F'(X,, X,, .. X,), en nommant @QY,, Y,. Y)
la forme d’ordre n déduit de F, comme g l'est de f, on aura

I(Y19 Y29 o Yn) = GY,Y,.Y,)

en ’posant
yi =mY, +7n2Y—{- v 4m, Y,
@) jyz_-—_nlY—]l nzY—{— anY
)\Ynz t1Y+’2 +tY

Pour abréger, je nommerai g, la forme deérivée de [, et (2.) la sub-
stitution dérivée de (1.). On trouve aisément, que g est définie et positive,
si f est elle-méme définie et positive, que le déterminant de g est:

Du = @y ‘D,
D étant le déterminant de f, et enﬁn que l'équivalence de f et F', entraine
celle de g et &, la seule condition pour cela étant que le déterminant relatif
aux équations (2.) soit en valeur absolue, I'unité. '

De la, se tire une conséquence importante; concevons que la substi-
tution dérivée soit prise de telle sorte que & devienne une forme réduite de
son ordre, ‘les coefficients, M,, M,, .. M,, resteront encore arbitraires; or
je dis qu’en posant:

n n
F(Xn *Xvu 29 ¢ - Xn) = (z;i%:i Ai,jX}X;'a
on pourra les délerminer de maniére a remplir la condition:
A(J,i < %Au,o
pour i —=1,2,..n. Cela résulte en effet, de la valeur suivante:

Ao,i == Miau,u + miao,l‘l" n;d» + e + tiay,,,
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quiil est facile d’obtenir, et on a d’ailleurs a,,= 4,,. 1l est essentiel d’ob~
server qu'au lieu de @, qui se conserve en passant de f a F, on aurait pu
employer, dans ce qui précéde, aussi bien, I'un quelconque des coefficients a, ,
des carrés des variables. Soit donc pour plus de clarté g, la forme dérivée

composée avec ce coefficient, on pourra énoncer la proposition suivante:

Toute forme
[= ZZa;;xx;
peut étre transformée en une autre équivalente:
f, —_ 22(1;,]-:1:1-.’17]-,
telle qu’ayant p. ex. '
!

Gy == Gy,ps

la dérivée g soit une forme réduite de son ordre, et que la condition
! !
. a,,; << %“,u,,u’
soit remplie pour toutes les valeurs de ¢ autres que é=—pu.

C’est la dessus que se fonde I'algorithme de réduction des formes dé-
finies, quelle que soit la nature de leurs coefficients, entiers ou irrationnels, mais
voici d’abord le but des opérations. Supposons que précédemment, on ait choisi
pour @, , le plus petit des coefficients a;;, deux cas peuvent se présenter; ou
bien @, , = a, , restera encore la plus petite des quantités a;; dans la trans-
formée f’, ou bien il s'offrira un autre coefficient @), . <« ,. Or dans le
premier cas, toutes les autres conditions étant d’ailleurs remplies, f’ sera ce
que je nomme une forme réduite. Mais si c’est le second, qui se présente,
on poursuivra les opérations en partant de f', comme tout-a-I'heure en partant
de f, et en général, on déduira successivement les unes des autres, une suite
de transformées:

' " k
f; f 2 , 2 c f( ))
toutes équivalentes et telles que
' " (k)
Gups Buurs Cuoypes - - B P

désignant respectivement les plus petits des coefficients:

' " k
a; i, a; ;, Q. i, .. a§,,),
on ait:
} 1" (%)
. a#"u > a’ll, u > a#u, P > a{‘(k)’ ,u(")
< .
’ 1. "o 1.4 k) 1K)
al‘ai }> 2 a,“a.“ 9 a#') i < Taﬂ'v ueo ot a,uu"‘),i <’2alu(k—‘), y("") 9

38 *
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et que d’ailleurs les diverses dérivées

’ " (k)
.9,” gﬂ" y,u”’ v y#""

soient des formes réduites de leur ordre.

Or je dis qu'un tel systéme d’opérations ne peut se prolonger a Il'infini,

et qu'on obtiendra nécessairement une transformée

§ = ==,

devant étre considérée comme une forme réduite. En effet, partant d’une
forme définie f, les quantités a, ,, @, , seront des valeurs de f, en sup-
posant aux indéterminées de valeurs entiéres, et 'on ne saurait former qu'un
nombre limité de ces valeurs restant toujours inférieures a un certain maxi-
mum, donc on ne peut admetire I’hypothése d’une infinité de quantités de cette
sorte, continuellement décroissantes, et par conséquent inégales.

Je vais maintenant faire voir que touts les coefficients %, ;, d’une forme
définie réduite &, ne peuvent excéder certaines limites, qui dépendent du dé-
terminant et du nombre des indéterminées. Pour cela il faut d’abord établir
la condition suivante:

%,‘)'%1,1'912,2 .. Sun,n S (%)%"("-H)D
qui est I’extension d’une relation obtenue dans la théorie des formes binaires.

Supposons qu’elle soit admise pour les formes réduites d’ordre n, et

désignons par ex. par U, le plus petit des coefficients U;;, la dérivée

n n
@ = ?}?;%;,i.z',-.z‘,-

étant une forme réduite de cet ordre, et son déterminant ayant pour valeur
| D, = A;'D,
on devra avoir:
(B) B1,:.8:,.855. . B, << $FOAUTD.
Or la valeur générale
4) Bi; =W, U;—U; U,
donne lorsque les deux indices sont égaux:
Bii = Ugo. Wi — A5, )
de sorte que les quantités positives B;; peuvent éire considérées comme les

déterminants changés de signes, d’autant des formes binaires (o, Uy;y U, ;)
toutes réduites, car on a a la fois

ﬂo,o< 2‘:’,:‘ et ?10,,- < %2(0,09
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donc on peut poser
oo Ui << $8Biss
de la on conclut, I'inégalité subsistant pour toutes les valeurs de z:
%1(';,0-?11,1-?12,2 .. an,n < @ s\)31,1 . $2,2 .. $n,n§
et enfin d’aprés la relation (3.): -
%10,0'?1!,1‘%[2,2 L ?’ln,n < (%)%ﬂ("-"l) D'
Cette condition est par la démontrée dans toute sa généralité puisqu’elle a lieu
pour les formes binaires.

Comme conséquence immédiate, on voit que les quantités A;,, 2, ; sont
nécessairement limitées, et il en est de méme encore du déterminant D, de
la dérivée, qui a pour valeur: %, . Cela posé, admettons que les formes
réduites d’ordre n aient touts leurs coefficients limités, je dis que la méme
chose aura lieu pour les formes d’ordre n+-1. En effet, toutes les quantités B, ;,
devront se trouver finies, donc d’aprés la relation (4.) qui donne:

Bi,; + i - No,s

. Y ’
il en sera de méme en général pour A;;. Or la proposition a laquelle je
voulais arriver, résulte immédiatement de la, puisqu’elle a lieu pour les formes
binaires, et dans le cas de coefficients entiers, elle donne ce théoreme: les
formes définies ou indéfinies réduites pour un déterminant donné, sont en
nombre fini. '

Maintenant, voici une remarque essentielle pour I'application des prin-
cipes précédents au calcul de ces formes.

Soit toujours D le déterminant donné, et

% = 22?1,-,,-:1:,-::-,-

.

'une quelconque des formes définies réduites pour ce déterminant, la relation
910,0911,, 911,2 .. %l,,’,, < (%)h(nﬂ)l)

donne d’abord la limite

'
U =

g < @' yD
pour le plus petit des coefficients 2;;. Soit encore
G = =Z=9,x:;
la dérivée réduite, composée avec ., et dont le déterminant est

D, = ;' D.
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En désignant par B, , le plus petit des coefficients B;;, on aura de méme

Buu < (YD, .

Mais d’aprés ce que j’ai observé ci-dessus, B, , peut étre considéré comme
le déterminant changé de signe de la forme binaire réduite (o, U, .o A
donc on aura:

1°. si U, est pair: B, , > Ujy— ($U0)* ou >3 U,

2. si Wy, est impair: B, , > g — (3 U —1))"
Or en général, soit &, &, N, R, etc. la suite des formes d’ordre n-|1, n,
n—1, n—2, elc., qu'on obtient en prenant, pour &, la dérivée réduite de F,
pour 9N, la dérivée réduite de &, pour R, la dérivée réduite de N etc.
Nommons respectivement 2, B, €, D, etc. les plus petits coefficients des carrés
de variables dans ces formes, et D, D,, I),,, D, etc. leurs divers déterminants.
On aura d’abord:

D“: Q[H—ID, Dl)l = %H_IDU’ ¢ D()Q _ @n—BD()I’ etc.

puis on obtiendra la série des limites supérieures:

.“74“)’

n+-1 n n+41
A" vD, B << (@)YD,, CI@ YDy, ete.
et suivant les deux cas, 'une ou l'autre des limites inférieures suivantes:
B>3%, ¢ > 39, D> 3@, el
ou

B> U—FA-1), E=B'— (F(B—-1)), D>C—H(E€—1), et
L’exemple des formes de déterminant 1, que je vais traiter, montrera
l'utilité de ces formules. Dans ce cas qn a en général:

A << (B
ainsi depuis les formes binaires jusqu'aux formes quinaires inclusivement,
A< 2, donc A =1, et depuis les formes a six indéterminées jusqu'a celles
qui n’en comprennent pas plus de buit, A>3, donc A=1 ou A=2. Or
on va voir que cette seconde valeur doit étre rejetée.
Considérons d’abord les formes a sixz indéterminées, on irouve:

1°. pour U la limite supérieure:  ($)% =2,05.., donc A =72
2. pour B id. (4772 =3,09.., donc B=3
3°. pour € id. () ;’(2433)= 701.., donc €=7. .

Il est inutile d’aller plus loin, puisque la valeur de €, est en contradiction avec la
limite @ > 8’— (3(B—1))? il faut donc exclure déja dans ce cas la valeur A =2.



26. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la théorie des nombres. 9285

Passons aux formes a 7 indéterminées, il viendra

1°. pour U la limite supérieure: (4)° =2,36.., donc =2
2°. pour B id. ' (%)%;/25 =3,65.., donc 8 =3
3°, pour € id. (41(2°8H) = 17,50 . ., done € =7;

pour la méme raison que précédemment, Y —2, doit encore étre rejeté.

Enfin le cas des formes a 8 indéterminées donne

1°. pour A la limite supérieure: 7= 2,93..,donc A= 2
2. pour B id. (4Py2°= 4,29.., donc B= 4
3°. pour € id. ($7F (2. 4)= 13,03.., donc € = 13
2, pour D id. (477(2°.4°.13% =—127,4 .., done D — 127,

la valeur obtenue pour D est en contradiclion avec la limite inférieure
& — (3 (€—1))*=133. Donc, comme dans les cas précédent, il n’existe que la
seule valeur A == 1, et voici maintenant, les conséquences qui s’en déduisent.

En premier lieu, pour toules les formes définies de déterminant 1,
dont le nombre des indéterminées ne surpasse pas 8, la- dérivée réduite a
encore l'unité pour déterminant. Soit donc
§F = U, ;x;x; et & = XY, ;z;x;
une forme et sa dérivée réduites, toutes deux ayant I'unité pour déterminant.
Admettons que pour les formes &, dont I'ordre est inférieur d’une unité, on

ait B;; =1 et B, ;=0 lorsque ¢ est différent de j, les deux conditions
?I(J,U = 19 . 2lu,i < '%?10,0
donneront d’abord, %,;= 0, et I’équation

§Bi, j = Q"(),(J sui, 7 Qlu,i?lu, 7
conduira successivement, pour ¢=j et ¢ différent de j, aux deux valeurs:
Ay =1, Y ; = 0.
Or les formes définies binaires réduites, offrant la seule classe «*--y* de dé-
terminant 1, on en conclut que pour les formes ternaires, quaternaires:, etc.
jusqu'a celle de huit indéterminées, il n’existera pareillement qu'une seule classe
représentée successivement par une somme de 3, 4, ... 8 carrés.

Je n’essayerai pas, Monsieur, de Vous développer encore d’autres ap-
plications particuliéres de ma méthode de réduction. Au reste les formes
réduites auxquelles on est ainsi conduit, pour un déterminant donné, n’offrent
plus ce caraclére propre aux formes binaires, de ne pouvoir éire équivalentes
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entre elles, a moins d’étre identiques, aux signes preés de certains coefficients;
seulement on peut démontrer que la limite du nombre des formes réduites
équivalentes ne dépend que du nombre des indéterminées, et nullement de
la valeur particuliére du déterminant. Mais permettez-moi, Monsieur, de revenir
un instant sur les circonstances remarquables, auxquelles donne lieu la ré-
duction des formes dont les coefficients dépendent de racines d’équations algé-
briques a coefficients entiers. Peut-étre parviendra-i-on a déduire de la, un
systéme complet de caractéres pour chaque espéce de ce genre de quantités,
analogue par exemple a ceux’ que donne la théorie des fractions continues
pour les racines des équations du second degré. On ne peut du moins faire
concourir trop d’éléments pour jeter quelque lumiére sur cette variété infinie
des irrationnelles algébriques, dont les symboles d’extraction -de racines, ne
nous représentent que la plus faible partie. + Ici comme dans la théorie des
transcendantes, il a été facile de trouver a une longue suite de notions ana-
lytiques de plus en plus complexes, une origine commune, une définition unique
et compléte, ou n’entrent que les premiers éléments du calcul; mais quelle
tiche immense, pour la théorie des nombres, et le calcul intégral, de pénétrer
" dans la nature d’une telle multiplicité d’étres de raison, en les classant en
groupes irréductibles entre eux, de les constituer .tous mdmduellement par
des définitions caractéristiques et élémentaires?

L’exemple le plus simple auquel puisse s’appliquer ma méthode de
réduction, est celui des racines cubiques des nombres entiers. En désignant
donc par « la valeur réelle, et par 3 et ¥ les deux valeurs imaginaires
de ;/A, on sera conduit d’apres le point de vue auquel je me suis placé, a

réduire pour toutes les valeurs de la quantité 4, croissantes depuis zéro jusqu’a
'infini, la forme ternaire

= (@+aytaart 4@+ By +p2) @4y o)

dont le déterminant D) = J 4°4°. Soit dans I'hypothése d’une valeur donnée

quelconque de 4, que je représenterai par 4,, la substitution correspondante:
z = mX+4 nY +pZ
y = m'X+n'Y +p'Z
2 = m"'X+n"'Y4p'Z

en posant pour abréger: :

M) =m+ om' 4 e’m"  N(e) =n+an'4-o’n" P(a) =p+ ep'+a*p"

MB)=m+pu'+m" NB)=n+pn'+ "  PB)=p+pp'+ 5"

M@y)=m+ym' Ly’ N@)=ntyn'tyn" Ply)=ptp'+yr
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A deviendra'
= (XM(e) + YN(e)+ ZP (o))’
+ (XM (B)+ YN(B)+ ZP(3)) (XM(y)+ YN(y)+ ZP(V))

Soit encore

M = M(e)-aM@B)M(y)
a N = N¥a)}-aN(B)N(y)
P = Pa)+aPB)P(y),

on aura d’apres le caractére principal des formes définies réduites:
MRYP << (4°D ou < (444),

d’out en supposant IM <N < P:

(2) . M<<(AA4®, MR<<QA4), MP<<(444)|.
Or de la résultent plusieurs propriétés essentielles que je vais d’abord établir.

En premier lieu, le nombre entier

Q = M@)M@B)M(y)
vérifie la condition
D < (4P A;

car d’aprés la premiére des équations (1.), le produit des deux facteurs M),

AM(B)M(y) ne peut dépasser son maximum %M y(AM), d'on se tire la
limite indiquée.

Secondement, les deux polynomes a coefficients entiers, savoir
D) = No)MB)M(y),  ¥(lo) = Pa)M(B)M(y),

qui sont respectivement de la forme ' :

P(a) = ¢+eg +a'g #(o) = ptoy o'y,
ont de méme leurs coefficients limités. En effet, on a d’aprés les relations (1.):

N(e) < yR, 4M@)M(y) < M,

donc -
Ab(a) < MyR,
et par la seconde des équations (2.):

d‘)(a) < 4A
et on aura de méme:
Ple) < 44
Soit ensuite, pulsque /3 et y sont deux 1magmau'es con]uguees
B(B) = o', B(y) =g,

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 4. 39
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d’on
0" = P(B)P(y) = N(B)N(y). M*(e) M(3) M(y).
La seconde des équations (1.) donne d’abord
4.NB)N(y) < %,
on tire ensuite de la premiére,
M (o). AM(B) M(y) << } I,
et on en conclut la limite
o << 24.

Ainsi on peut poser, en désignant par e et 7 des quantités comprises entre
+1 et —1:

bD(0) = @ptag' a’¢" = 44.¢

() = ¢+Byp' +f¢" = 24.7.¢

() = ¢ty 7'y = 24n.e7V,

d’ou
3¢ = 44 (c+}ncosh), donc ¢ << §4
3¢ = 4;/A2(a—|—1ycos(0—|—%n)) g < v?ﬂs/Af
3¢" = 4YA(:+ncos(0—§m) 9" < $y4,

et on obtiendrait des limites semblables pour les coefficients du polynome %,
lesquels donnent lieu d’ailleurs a la condition remarquable:

(leu___ (pnwl = +.0.
Cela posé, d’apres tout ce qui vient d’étre établi, nous représenterons
la transformée déduite de la substitution effectuée dans f, non plus par F,

F
mais par ey = =&, forme évidemment réduite en méme temps que F et

que ]ecrlral ainsi:

: xi N= P(@) o'
§ = ( +_MY+—(—)Z)
M(B)M(y)

N Ny PG) g,
+ 45 e 2 (Xt 313 Y+ iy 2) (X4 3D ¥+ D 2),

ou bien:

- (X+ di(a) 'I‘(a) )

+Mﬂ(¢)(X+ di(ﬂ) + wéﬂ)z}(x_i_ 4;(27) Y+ qu(?’) Z)
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Or, 4 croissant d’une waniére continue a partir de 4,, nommons, 4,, 4,,
4, etc. la série des valeurs auxquelles viennent successivement correspondre
des formes réduites distinctes, &, &, oo & etc. Toutes ces formes seront
comprises dans le méme type que {§, mais on peut concevoir que I'une quel-
conque d’entre elles soit obtenue au moyen de la précédente, en y introduisant
la valeur de 4, a partir de laquelle elle cesse d’étre une forme réduite, puis
lui appliquant la méthode générale de réduction. En procédant ainsi, le calcul
relatif a la série entiécre des valeurs de 4, est ramené a un nombre limité
d’opérations. En effet, le nombre entier désigné d’une maniére générale par 2
et les coefficients entiers des polynomes & et ¥, ayant des limites finies,
on arrivera nécessairement a deux valeurs de 4, 4; et 4,, auxquelles cor-
respondront deux formes, §;, &, qui représenteront absolument la méme
combinaison de ces quantités. Faisant donc croitre 4, dans §;, a partir de
la limite 4, on verra se reproduire, dans le méme ordre, les divers termes
Bis1> Jig2s -. de la suite obtenue pour le premier intervalle de 4; a 4., et
jusqua la limite extréme des valeurs de 4, I'ensemble des formes réduites
sera cette série d’un nombre fini de formes, reproduite une infinité de fois.

En la considérant d’ailleurs dans I’'ordre inverse, elle offrirait le résultat
d’un systéme d’opérations ou l'on aurait fait décroitre la quantité 4 d’une
maniére continue depuis 4, jusqu'a 4;; I'ensemble des formes correspondantes
aux valeurs indéfiniment décroissantes de 4, sera donc encore la méme suite
prolongée a l'infini dans un sens opposé.

Si ce n’est pas trop présumer de Votre indulgence et que j’aurai réussi
a Vous intéresser un peu a ces recherches, je m’estimerais bien heureux, de
Vous adresser encore ce qu’il pourra m’arriver de rencontrer dans la méme-
voie. Aprés avoir prouvé que les propriétés précédentes sont caractéristiques
pour les racines de toutes les équations du 3° degré a coefficients entiers, je
me suis arrété a quelques recherches sur I'équation M(a)M(3)M(y)=1
dont je pense obtenir la solution compléte. Mais je désirerais surtout pouvoir
Vous soumettre un travail sur les équations modulaires, dans lequel jai établi
une proposition énoncée dans les oeuvres posthumes de Galois, imprimées
dans le journal de Mathématiques, et qui consiste en ce que les équations
modulaires du 6°, 8° et 12° degré, peuvent étre abaissées respectivement au
5¢, 7° et 11° degré. Je me suis proposé en méme temps de retrouver ces

relations si singuliéres que Vous avez le premier découvertes, enire les racines
39 *
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M, M', M", .. de I'équation F'(k, M) =0, mais je n’ai pu y réussir malgré
tous mes efforts. Ces premiéres propriélés d’irrationnelles algébriques non
exprimables par radicaux, me paraissent du plus grand intérét; comme les
propriétés des racines des équations relatives a la division du cercle, elles
serviront de point de départ pour pénétrer plus avant dans la théorie générale
des équations. Ne publierez - Vous donc pas un jour, Monsieur, les principes
si cachés qui Vous ont conduit a ces beaux théorémes? Il me semble que
ce serail encore une voie nouvelle que Vous ouvririez aux recherches des
géometres, dans une des théories les plus vastes et les plus difficiles.
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Troisiéme lettre.

Je dois 4 I'obligeance de M. Borchardt, d’avoir regu Votre derniére
lettre qui m’a été bien précieuse, en portant a ma connaissance lécrit de
M. Gauss sur les formes quadratiques ternaires. Permettez moi de Vous
remercier aussi de toutes les autres indications que Vous avez eu la bonté
de me donner, mais dont mon ignorance de la langue Allemande m’empéche
malheureusement de profiter comme je le souhaiterais. C’est M. Borchardt,
lui-méme, qui a bien voulu me traduire Iarticle de M. Gauss, mais jusqu’ici
je n’ai pu trouver personne pour me continuer le méme service et, a mon
grand regret, je reste complélement étranger aux iravaux de M. Kummer,
sur les nombres complexes, qui m’intéresseraient vivement.

Comme Vous le savez, Monsieur, le but de mes premieres recherches
avait été d’examiner le nouveau mode d’approximation que Vous avez donné
en établissant I'impossibilité d’une fonction a trois périodes imaginaires. Ce
n’est que long-temps aprés que j’ai vu comment cette question, et une infinité
d’autres du méme genre, dépendaient de la réduction des formes quadratiques.
Mais une fois arrivé a ce point de vue, les problémes si vastes que j’avais
cru me proposer, m’ont semblé peu de chose a coté des grandes questions
de la théorie des formes, considérée d’une maniére générale. Dans celle
immense étendue de recherches qui nous a été ouverte par M. Gauss, 1'Algébre
et la Théorie des Nombres, me paraissent devoir se confondre dans un méme
ordre de notions analyliques, dont nos connaissances actuelles ne nous per-
mettent pas encore de nous faire une juste idée. Peut-étre, cependant, doit-on
entrevoir qu’il appartiendra a cette partie de la science, constituée ainsi sur
ses véritables bases, d’offrir le tableau de tous les éléments, en nombre fini
ou illimité, dont dépendent les racines des équations algébriques, séparés en
types irréductibles et classés suivant leurs rapports naturels.

Je ne sais si j'aurai réussi & faire un premier pas vers un but si
éloigné, en donnant une méthode pour la réduction des formes binaires de
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degré quelconque *). J’essayerai plus tard de poursuivre, sous ce point de
vue, les conséquences des résultats que j’ai obtenus, mais jusqu’a présent, j’ai
été plutot préoccupé de la recherche des principes propres a la réduction des
formes les plus générales composées d’un nombre quelconque de variables,
question capitale et qui peut-étre sera bien au dessus de mes forces. Voici
néanmoins sur ce sujet un premier théoréme destiné a présenter, dans le sens
le plus étendu, la notion des formes adjointes de M. Gauss.
Soit
(1) X = f(-'l"u-l'za e Ty)
‘I’expression générale d’une fonction homogeéne du ¢ degré a n variables. Faisons

@) X_ ax __ x __ . .
) d.r,—*y“ d.r,_y“ o dp, Y

par l'élimination de x,, #,, . . x,, on arrivera a une équation
II(X, y1,¥25 -+ ¥a) = 0.
Cela étant, les coefficients des diverses puissances de X seront ce que j’ap-
pellerai, les formes des divers degrés adjointes a f(x,, x,, .. x,), et je
les désignerai généralement, en supposant égal a lunité le coefficient de la
puissance la plus élevée de X, par
I(Y1s Y2y «+ Yn)
Or on aura le théoréme suivant, comme conséquence immédiate de la défini-
tion qu’on vient de proposer:
La fonction homogéne f(x,, x,, .. x,) devenant F(X,, X,, .. X)), par
la substitution '
z, = e X,+a,X,+ - +a.X
r, = b X, —[—b X2—}— —}- b, X

z, = IX-}—12X+ —]—l X,,,
si Pon désigne par & la forme adjointe, composée avec les coefficients
de F, comme g est composée avec les coefficients de f, on aura

I(Y1s Y2y - ¥n) =&Y, Y, .. X)),

ax}’l“}‘bl}’z"" +llyn
Y, = a2Y1+b2Y2+ +I2)’n

Yn= nyl+by2+ +lnyn
*) Crelle Journal t. XXXVI p. 357,

en prenant

~
I
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Mais il importait surtout d’obtenir le résultat général de I’élimination des
variables x,, x,, . . «,, entre les équations (1.) et (2.). Voici comment on
peut y parvenir.

Soit

= X" (2, Ty ... T,)— @t &2yst - S 2nyn)”

mm

une nouvelle fonction homogéne du m° degré de x,, x,, .. x,; jobserve
quau moyen des équations proposées, les suivantes ont lieu, savoir

¢ =0
et

dy dp dg
=0 =0 - 7 =0

Elles se réduisent en effet a des identités, en mettant a la place de X, d’une
part, et de Yy Y2, . . Ya, de lautre, leurs valeurs en z,, @, .. x,, telles
que les donnent les équations (1.) et (2.). Donc la question est ramenée a
I’élimination de x,, a5, .. &, enire les équations homogénes:

do dp d(p__
dx‘_O -d-‘a—-—-O, T 0,

car 'équation ¢ = 0 rentre dans celles-la, et on peut P'omettre.

Ainsi, représentant la forme f, par la somme des valeurs du produit

iy in
ha: . x4 L L,
12 %22 2 Oy

lorsqu’on attribue aux quantités ¢ tous les systémes de valeurs entiéres et
positives qui vérifient la condition

'1+32+ o i, = m,
& =0,

la relation entre les coefficients A qui résulte de I'élimination de z,, ,, .. «,

entre les équations

a9 af a
=0 g-=o0,.. 7L —o,

on aura le théoréme suivant:

et désignant par

L’équation
(X, y15 Y2y -« Ya) =
s'obtiendra, en remplagant A, , . dans

§=0
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par

(‘ O.1 i? in
Ym-1 . - . yl)’2 . y"
.Ail’ig:.-in (217 '2, . Zn)____—.

mm 9

(315 bss . . 1,) étant le coefficient numérique de yiy% ..yl dans le déve-
loppement de la puissance polynomiale (y,-}y,-+ -+ 4 y.)™
On observera seulement qu’il y aura lien de supprimer comme facteur étran-

ger, une certaine puissance de X, ce qui n’altére en rien la forme analylique
du résultat que je viens d’obtenir.

L’application aux formes quadratiques est bien simple. La forme pro-
posée étant

[ = EZa,a
sous la condition ordinaire
ui:] djﬂ’
la forme adjointe g, sera
»odD
g = 2 l]da iy YiYis

D étant le déterminant de la forme [
Je prendrai encore comme exemple, les formes cubiques binaires:
[ = az’4 3bz’y - 3cxy’ 4 ey’
Dans ce cas, I'expression désignée par §§, coincide avec le déterminant unique

de la forme, tel que je I'ai obtenu dans la théorie de la réduction, et le
coefficient du second terme de I’équation en X, donne la forme adjointe:

%<da b$2y+ zy +dc }’3)
= —%— {(ae® —3bce + 2¢%) @ — 3 (ace — 2% + be?) ay
+ 3 (2ac* — abe — b*c) xy* — (3abe e — 26%) y3).

En étudiant cette forme que je trouve dans un des mémoires de M. Hisenstein,

j’ai reconnu qu'elle se déduisait de f, en y remplagant les vanables par les
deux expressions linéaires:

4o do
de’  dy’
& étant 'expression quadratique:. . .
(ac —b)y* — (ae —bc)xy + (be — ¢*) 2%,
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considérée encore par M. Eisenstein, et par moi-méme dans la note du.
journal de M. Crelle, sous la forme:

(e—B7 (y—yxy+B—y)(y — ezl 4 (y — & (y — B,
o, (3, v étant les racines de I’équation,
ax’+3bx’ 4+ 3cx+e = 0.

Maintenant, Monsieur, je reviens a la théorie des formes quadratiques,
pour essayer de Vous compléter quelques points de la derniére lettre que jai
eu I'honneur de Vous écrire. Et d’abord, j’ai di reconnaitre que cé qu’on
devait se proposer avant tout, dans la théorie de la réduction, était de dé-
couvrir les valeurs entiéres des indéterminées pour lesquelles une forme définie
donnée, était la plus petite possible. De la en effet, se tireraient les consé-
quences suivantes:

1°. En cherchant la série des minima de la forme binaire

2
- N &
(y —ax)+,
pour toutes les valeurs positives de la quantité 4 croissant d’une maniére
conlinue de zéro a Dlinfini, les diverses fractions Tz'y— repreésenteraient

Uensemble des réduites de la fraction continue équivalente a a.
2°. En cherchant de méme la série des minima de la forme ternaire:
A(z—am)’+B(y—bx)2+§,
ou A et B sont deux quantités positives quelconques, a et # deux quantités
réelles, foutes les fractions —;i, %, auraient ce caraclére essenliel qu'en
choisissant un dénominateur x, moindre que x, deux aulres [ractions,

2 2o donneraient nécessairement:

xo
" A(zy— az) + B(yy—bz,) > A(z —azx)+ B(y — bx).
Car si celte inégalité n’avait pas lieu, I'expression
A(zy— axy) -+ B(y, — bx,)'+ %:
serait moindre que ‘
A(z— az)'+ B(y — bof + 53

donc cetie derniére ne serait pas, comme on I’a supposé, un sminimum..
Crelle’s Journal f. d. M. B, XL. Heft 4. 40
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Cela étant, si I'on observe qu’on peut toujours faire:

A(z — a2 4 B(y — by + 2 <V(“”

et a fortiori:

Az —azx) 4 B(y—bx) << 1/(2148

3 . A . r . . z
on voit qu'en faisant croitre continuellement 4, la série des fractions e %,

converge indéfinément vers les limites « et & et que, pour chaque approximation,
la somme des carrés des erreurs 2 — ax, y — bx, multipliés par les constantes
A et B, est un minimum, c. a d. que celte somme augmente, si le déno-
minateur commun & diminue.

Ce qui précéde, indique suffisamment une infinité d’autres conséquences
analogues, qui toutes viennent dépendre de la recherche difficile, d’une limite
précise du minimum d’une forme définie quelconque. La-dessus je ne puis
former qu’une conjecture. Mes premiéres recherches, dans le cas d’une forme

. n
a n variables de déterminant D), m’avaient donné la limite (4)*""y D, je suis
porté a présumer, mais sans pouvoir le démontrer, que le coefficient numérique

(41D doit étre remplacé par

n

V(n+1)
Comme application des mémes prmclpes, je considérerai encore la question
suivante:
Etant donnée une expression imaginaire aJ-by—1: déterminer les entiers
complexes & yy—1, ¢4 uy—1, pour lesquels la norme de

<
(@+yy—1)(a+by—1)—(t4uy—1) ~

soit la plus petite possible, sous la condition que x*4-y* soit au dessous

d’une certaine limite. .

On cherchera les minima successifs de la forme a guatre variables: -
f = (a@—by — 7+ (ay + bo —up+ ZF2,

pour toutes les valeurs de 4, les diverses fractions complexes,

t+uy—1
Ty

auxquelles on parviendra ‘ainsi, jouiront:de cette .propriété caractéristique, gue
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le module de la différence:
t4uy—1
atby—1———7—
T s
croifra nécessairement en prenant toule autre fraction dont le dénomi-
naleur aurait un module moindre.

Mais une autre propriété de ces fractions, les rapprochera encore
d’avantage des réduites de la théorie des fractions continues.

Soient
t+uy—1 t,+u,v—1
‘z‘+)’1/"‘1 ? Zo +.70 y—12
deux fractions différentes qui correspondent a deux minima consécutifs de la.
forme f, de sorte que les deux valeurs de 4 qui ont donné lieu a ces deux
fractions, soient infiniment peu différentes l’une de Pautre. Alors, en obser-

vant que le déterminant de f est en général le premier minimum donnera,

Az 9
en admettant la conjecture ci-dessus,

(az — by — £ (ay + bo —up+ £ %-7%,

et le second:

—_ - —_— 2 o+yo 1
(azy— by, —t,)’ +(“)’u+ bz, — u,) + RN < }/5 Vdtw)’
w désignant une quantité aussi petite qu'on voudra. Cela posé, multiplions
ces deux inégalités, membre a membre, on trouvera, en employant une formule
bien connue *):

#) La formule d’Euler qui donne sous une forme de quatre carrés, le produit de
deux sommes de 4 carrés, suit immédiatement de ce que le produit des deux déterminants
(ad —bec).(a'd' — b'¢'), est le déterminant du systéme

[aa’-l—bc’, ab’-}-bd’].
ca' +dc', cb'+dd'
En effet, il suffit de supposer:
a=p+qv1, b=r4syA, c=—r+sy—1, d=p—gv-1,
o = p'—}-q'}/-—‘l , V= r’-}-s'}/—i, ¢ = —r'—l-s'}/-—i, d = p'_ql’/__l ,

pour obtenir:
(P40 r 4 ) (0 g o)
= (pp'—qq' —rr' —ss")*+(pq' +qp' +rs'—sr')*
+(pr'—qs' +rp' +5¢) + (ps' 4 qr' +p's—g)%
Celle de Lagrange vient en mettant qv 4, ryB, sy AB elc. au lieu de q, r, s etc.
40 *
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‘(a.z'—-b}"“t)(”wu—b)’u—fu) + (ay + bz —u)(ay,+ bry—u)) -+ }/(4(0;_’3’::,))}2

+ { (azx — by-—f)(ay(rLbl‘u'—"o)-{-("1'()—57«)""(1)(“3"}'“’ u)+ ,/(4(4+w))}
+ {(1/(4+“))_,/J)(“())’ o — X )bl y+xr) +1, T"'“o)’)""'}//](“fo'—uoy'l't r—I,t V

, V(d(d+w))
i 3(1/(4-}-(0)—;/1/) (a(yax oy, Fb(xx, —yy,)—t,y —1u,x)+ v Aly, —to_y-{-uwo——uox)}z

V(d(d+w))
4 1
= V5 V@ato)

d’oit en négligeant les deux premiers carrés et introduisant la condition que
w est infiniment petit:

~——

' 4
(u,)'u—"uy'i‘to-z"—-'l'ut)z‘l‘(f)’u“" fu}"{" ur,y—u,x) < 75

et par conséquent:

(uy,— Uy + thx — @t} -+ (Lyy— by -+ uzy — uyx)* =
Ainsi, la norme du numérateur de la différence de deux fractions complexes
conséculives est l'unité; on eat obtenu l'unité ou le nombre deuxr, en em-
ployant dans I'expression du minimum de f, le facteur ($)* au lieu du coef-

ficient hypothétique ;2— .
v5

La méthode précédente s’applique encore aux nombres complexes
x-+yy—n, dont la théorie est plus difficile et sur laquelle je me propose
de revenir. Mais ce n’est qi’au moyen de la réduction de formes de degrés
plus élevés qu’on pourra résoudre les questions analogues a la précédente
dans lesquelles entreraient, les nombres complexes réels x| yyn et ceux qui
dépendent d’irrationnelles numériques plus compliquées que les radicaux carrés.

Voici maintenant une autre série de questions importantes dont Ia
solution dépend encore de la recherche du minimum d’une forme quadratique
et qu'on peut comprendre dans cet énoncé général:

Trouver, en nombres entiers, le minimum du produit d'un certain
nombr% de fonctions lincaires et homogeénes, & coefficients réels ou
#snaginaires.

Nommons

firfor o 1o

les fonctions linéaires a coefficients réels,
Y15 G2y + o+ Guis Ill, hg,‘ wihie b,,l o
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les fonctions a coefficients imaginaires, ¢; et %; étant des fonclions conjuguées.
Si ’on suppose que leur produit prenne la plus petite valeur possible en attri-
buant aux indéterminées les valeurs entiéres x = x,, y =1y, etc. et qu'on
désigne alors par
s 2y - o [
ce que deviennent les facteurs linéaires réels, et de méme par
O

) ), .
91y K5 gy b5 .. gy By
les diverses couples de facteurs conjugués, je dis que la forme quadratique

2 2 f 2

(B)+(B)+ - +(F)

totptaduedt - pati,

sera elle méme la plus petite possible, pour x = x,, y =y,, elc.
Supposons en effet qu’on puisse avoir

( )* "L(f")

oh:l - M‘l

Gh(l

M étant moindre que n- 2n, comme le produit des facteurs:

@ (B)() (,) G G- ()

sera toujours inférieur a son mazimum

M n4-2n¢
(m) ’

la supposition de M <Cn--2n' conduirait a

file [ g goby gt << 2. .[7 908930, . . g0 b,
et par suite, le produit des facteurs linéaires ne serait pas, contre I'hypothése,
le plus petit possible pour z = x,, y = y,, elc. Jajoute qu'en faisant
M = n4-2n', le produit (a.) ne pourra atteindre son maximum ou [unité
qu'autant qu’on aura:

7:— ‘_"1, f2 1 . . (f—.:-t "———-1,

—-T-—-y.‘h ==1 y’h' =1, .. ——————-‘qnl,‘"’ =1.
yl”:. ? y; k; ? 9,,;
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Nous voici donc encore conduit, comme Vous le voyez, Monsieur, a
celie recherche singuliére de fous les minima, d'une forme quadratique,
correspondants aux divers systémes de valeurs de plusieurs parametres
qu'il faudra supposer passer par lous les élats possibles de grandeur.
Telle est du moins la voie qui nous est ouverte, par l'analyse précédente,
pour la solution de nombreuses questions; parmi lesquelles je choisirai celle-ci:

¢ () désignant un nombre entier complexe, composé avec une racine o
de léquation F'(x) = 0 a coefficients entiers, celui du premier terme
étant l'unité, trouver toutes les solutions de I’équation
Norme ¢(c)=1.
Soit M, un minimum d’une quelconque des formes définies

P — <%>2 _I_ <—(f4_‘:2->2 "I" . (‘P“n) __|__2 ‘Pﬂl ‘P?’i 12 ‘fﬂz ‘P?’z + _!_ 9 PP Pyn ‘Pﬂntlpi’n'

n

dans lesquelles o, o,, .. @, désignent les racines réelles et Bis 715 Pay V25 -
By ¥nes les couples de racines imaginaires de I'équation F'(x) = 0. En faisant,
pour abréger, n--2n' =1, on déduira de la limite

M << (&)= VD
ou D est le déterminant de b, la relation suivante:

Norme ¢*(a) << (4)*'"('"“) 4

dans laquelle
= F'o,F'a,.. F'3,,F'y,,,
et ou n’entrent plus les valeurs de 4,, 4,, .. K,, K, elc.

Donc, quelles que soient les quantités, 4,, 4,, .. K,,, le minimum de &
conduit a une valeur toujours limitée pour la norme de @o; mais ce qui a
été établi précédemment, fait voir, de plus, qu’en faisant passer 4,, 4,, ..
K,, K,, .. par tous les élats possibles de grandeur, on obtiendra nécessai-
rement toutes les unilés complexes, toutes les solutions de I'équation:

Norme ¢a = 1.

Considérons une solution particuliére telle que N. ¢,(a)=1, elle sera

donnée par le minimum de &, dans I'hypothése suivante:

— (9% o (%% P2 P8, 97, PBre Py

o (_> +(‘P az) + +( ) + NN + + ﬂn"l’o?'n‘.
Mais ne pourrait-il pas exister deux ou plusneurs autres representanons distinctes
du méme minimum- et conduisant par suite 4 de nouvelles solutions?
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Observons, a cet effet, qu’on a les conditions
ki

dad 2__, ya, 2___ F&n 2____
P ) —1’ ((Po“z> o 1’ o (Poan) — 1,
q)ﬂx V74 =1 . (pﬂn 245
‘poﬂi Po?1 ’ (Poﬂn’(poyn’ ?

déja établies précédemment, de sorte qu’en supposant I'équation F'(x)=0
irréductible, si on prend, ¢o, = ¢,e,, la méme équation aura lieu pour toute
autre racine réelle ou imaginaire, et il en serait de méme en partant de la
condition ¢o; = — @,e,. Or le premier cas conduit nécessairement a8 » = x,
y =Yg, etc. et le second, & r=—ux,, y=—y,, etc.

Mais si toules les racines étaient imaginaires, la démonstration serait
en défaut; dans ce cas on est conduit & détacher de I’ensemble général des
solutions, un certain nombre d’entre elles qui offrent ce caractéere singulier,
de donner lieu @ des entiers complexes dont le module analytique est l'unité.
Ainsi du minimum de la forme

b — P | B 91 «rﬂnl PFne
(Poﬁl Po?: ‘poﬂz Po?2 _{_ + n’ (Poyn‘

on déduira non seulement:

PPr=Po31, P71= Po}1s v PP =P @Y e == QoY n s

mais encore:

PB =311y PYr=PY1-YV1s + « PPu=PoBus-VBrrs Y= Py P s>

les nombres entiers complexes 1 satisfaisant aux conditions suivantes:
vhiyn=1, yhyr=1, .. yh.yyr.=1,

et on pourra en faire abstraction puisqu’ils peuvent étre déterminés d’avance.
Jai trouvé du moins qw'ils ne pouvaient étre que de celte forme, savoir:

2kn
V-1
Y = el 9
k et |l élant entiers. Le dénominateur ! est sans doute égal au nombre
2n'+1, mais je n'ai pu encore suffisamment approfondir toutes ces cir-

constances qui me paraissent bien singuliéres.

Quoiqu’il en soit, les considérations qui précédent, établissent qu’on
n’aura jamais a rechercher qu’une seule représentation en nombres entiers, de
chacun des minima distincts qu’offrira la forme @, lorsque les quantités

4,, 4,, .. 4., Kla K29 . K
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passeront par tous les éfats possibles de grandeur. Mais une fois amenés
a cette nouvelle recherche, il faut recourir a la théorie de la réduction des
formes quadratiques quelconques. Je vais avant tout définir ce que j'uppelle
réduire une forme donnée.

Soit f cette forme, et f', " etc. la série entiére de toutes celles qui
lui sont équivalentes et que je représenterai, d’une maniére générale, par

f = 2":]-2;0
1

- iy i i, s
en supposant que les coefficienls des carrés, rangés par ordre croissant de
grandeur, soient
Q19 lhay .. Qy,.

Cela étant, nous subdiviserons, progressivement, I’ensemble de toutes les formes
équivalentes, en réunissant dans un méme groupe:

1°. toutes les formes ol . ... .. @, a la plus petite valeur possible,

2°. parmi celles-ci, toutes celles ol @,, est également un minimum,

3°. parmi les précédentes, celles ol @;; est encore un minimum,
et ainsi de suite, de telle sorte qu’aprés avoir épuisé la série @,,, a5, .. @,,,
on arrive a une ou a plusieurs formes dont les coefficients des carrés sont
nécessairement les mémes.

Ces formes offrent un caractére essentiel qui consiste en ce que toutes
les expressions quadratiques
(@is bijy @)
sont réduites. Cette remarque prouve qu’on a la limite:
Gy ... G, << u.D,
u étant un coefficient numérique ne dépendant que du nombre » des variables;
mais je ne m’arréterai pas & la démonstration.
Revenons au dernier groupe de formes équivalentes auquel nous venons

de parvenir, il pourra étre subdivisé de nouveau, d’aprés la grandeur des
déterminants '

a?

Ai,j = a;;4q; i

75)
en réunissant ensemble,
1°. toutes les formes ou . ....... A, sera le plus petit possible,
2°, parmi ces derniéres toutes celles oit A,, est également un minimum,
3°. parmi les précédentes celles ou . . A, est encore un minimum,

et ainsi de suite, de telle sorte qu’aprés avoir épuisé la- série:



26. Lettres de M. Hermite @ M. Jacobi sur la théorie des nombres. 303

Ax,la Al,za . Al,na
on passe a la suivante:

Az,zq’ Az,a, .. Az,na
puis a celle-ci:

‘43’3, A3,4, L AS,’I’

el on continuera jusqu’a ce qu'on soit arrivé, en derniére analyse, a une ou
a plusieurs formes offrant des valeurs numériques égales, pour toutes les
quantités A, ;.

Mais il est évident qu’alors les valeurs absolues des coefficients «; ;
sont pareillement les mémes. Or la forme unique qu’il faudra définitivement
choisir pour réduite, s’obtiendra par la considération des déterminants ternaires

Aijy = @0 ;@060 — 6,6 — a5 ;G5 — Gy a5y
en opérant comme on I'a fait précédemment avec les fonctions 4; ;. Les formes
réunies en dernier lieu, offrant les mémes valeurs des diverses expressions
A, ;. deviendront identiques, en rendant positifs par exemple, comme cela
est toujours possible, tous les coefficients a,;.

Réduire une forme donnée f; ce sera donc chercher la transformation
de cette forme en la réduite équivalente telle qu’elle vient d’étre définie. Cette
réduite, comme Vous le voyez, Monsieur, n’est pas celle a laquelle conduit
la méthode que j’ai eu I'honneur de Vous soumettre dans ma derniére lettre.
Il 'y aura donc lieu d’espérer une nouvelle substitution, mais jusqu’ici je n’ai
vu d’autre moyen a employer que celui qui est indiqué par I'analyse précé-
dente et qui consiste a former la série entiére des formes aux plus petits
coefficients des carrés. Seulement il est facile de démontrer que leur nombre
a une limile indépendante du déterminant et qui est fonction uniquement
du nombre des indélerminées.

" Dans le cas des formes ternaires, les réduites jouissent d’une propriété
qui mérite peut-éire d’éire remarquée, car elle ne me parail pus sétendre
aux formes contenani un plus grand nombre de variables. Elle consiste
en ce que foule forme ternaire réduite ¢(x, y, 2) prend une valeur
moindre, en diminuant celle des variables dont la valeur absolue est la
plus grande. o | o

Soit -
¢ = axr’*+tdy*+a's? 4 Rbyz | 2b6xz |2 'xy.
En supposant quelconques les signes des coefficients &, &', 4", on peut ad-
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metire que les indéterminées sont positives. Or en supposant z =y, 2> 2,
on prouve aisément la proposition énoncée, dans chacun des quatre cas qu’offrent
les signes de &' et 4", au moyen des équations identiques,
pe—1,y, 2)— 9z, y, 2)

—2(x—1)(a4-0"+¥)+ 0" (¢ —y—1) 2V (x—2—1)—a
—2(@—1)(a+b)—-2b"y 2V (x—2—1)—a
—2(x—1)(a+ ") 420" (x —y —1) -2z —a
—2(x—1)a—20'y —2b2—a,
les quatre expressions précédentes correspondant aux quatre cas:

Bim— 44

b — + - + .

Je reviens maintenant & la recherche de toutes les représentations

distinctes des divers minima, de la forme quadratique:

b — (q>(a1))+ (qv(a,)) 1. _I_(fp(an)
12 qvﬂum 12, qvﬂgqm L. 12 wﬁ;'grm,
correspondants a tous les systémes possnbles de valeurs de 4,, 4,, etc.,
K, K,, etc.

Dans cette forme, les quantités go sont les valeurs d’une expression
telle que

I

|

[

|

x4 exy 4 S+ -+ o e, ,,

en supposant @, l'une quelconque des racines de I'équation, F'(x) =0, dont
le degré n-|-2n' est toujours désigné par m. Cela posé, soit pour un systeme
déterminé de valeurs des quantités 4 et K,

Ty = ao)’u"‘al)’rJ[‘ +am—lym-l

Ty = bo}’u‘F bn)’l"l‘ "l‘bm—n)’m—l

Ly == ’o)’o *‘ 11)’1+ + lm—xym—n
la substitution propre a réduire &. En posant pour abréger:
(¢ = @& + ab +o*c;4 -+ + o™
y(e) hZCIS S F1C) SIEREIIRIE + ¥ met (et s

la tramsformée réduite sera:

ll
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v — (’m_))ur (Hedy'y .. (o)

42 ‘/Jﬂlw}‘x 42 Wﬂz‘/’}’z "I‘ .42 "Pﬁ;n(':l/’}’n'l |

Mais on peut Pécrire d’une autre maniére. A
Soit y, celle des indéterminées dont le carré a le plus petit coefficient,
et posons:

N = (al)()(a2)() A (“n)n(ﬂl)n(?’l)o L (ﬂn‘)()(?’n')()’

il est clair que, o désignant I'une quelconque des racines, (@) seraun polynome
F )

a coefficients entiers en «, et qu’il en sera de méme de
N
—_—();
@,

que je désignerai par w;(c). Or de la valeur-limite du produit des coefficients
des carrés des indéterminées dans toute forme réduite, telle qu'elle a été
indiquée plus haut, on déduit facilement, que tous ces polynomes y;(c) ont
pour coefficients des nombres entiers ayant aussi des limiles finies. 1l en
est de méme d’ailleurs de N, comme on I'a vu précédemment d’une maniére
spéciale. Donc transformant ainsi les fonctions y(e), savoir:

Y(e) = (;30 Yo N+ yivu(@) 4 yapu(@)+ - - 4+ YmaPna(@)},

et posant:

x(e) = }’()N"'}‘ )’11/’1(0‘) ""Yz’lh(a)’l' . “l’}’m—l"/’m—l(a)a

(i) 1 (8:)o (1)

o N4 — 4 Nk}
Pexpression de vy devient:
{2\ (1) z(@)\? x(ﬂ )x(n)

et c’est la le type analytique *) auquel je voulais arriver pour y rapporter

toute forme réduite. Le nombre de ces types, comme on le voit d’aprés la

caractére des fonctions x(a), est essenticllement fini et c’est la un résultat

qui ouvre la voie a un nouvel ordre de recherches destinées, si je ne m’abuse

étrangement, a jeter un grand jour sur la nature si inconnue des irrationnelles
algébriques. :

-
_'I(

*) D'aprés M. Hermite deux de ces lypes sont' les mémes Torsquils ne différent
entr'eux que par rapport aux quantités 4' et K'.

41*



306 26. Letires de M. Hermite 8 M. Jacobi sur la théorie des nombres.

Et d’abord, on en déduit immédiatement une démonsiration directe,
de la possibilite de Uéquation que je me suis proposé de résoudre, savoir
Norme ¢() =
En effet, on a pour cela le théoréme, que Iorsqu’une substitulion,
Xy = I’u)‘u“l I"1Y1+ +Pm-1)"m-1
x, = ‘IOZYH @Y1t 1 Yma

: Tpy = 5‘0,7'0‘!’ 31)’1"‘ +3m—1}"m—u
correspondante a un systéme different de valeurs de A,, A,, etc., K,,
K,, etc., conduit au méme type réduit P, le nombre entier complexe
representé par le déterminant des quantites:

(@) (@1 « . (®ma

U U * e Im—ar
r, i .. Tn,
S, S .. Sm_as

aura pour norme lunite.

Jai trouvé aussi, qu'il suffisait dobtenir le systéme des substitutions
propres a réduire la forme &, dans un intervalle fini des quantités A
et K, les substitutions correspondantes a toutes les aulres valeurs de ces
mémes quantiles se déduisant de celles-la.

De la on déduit que toutes les solutions de I'équation

Norme ¢ () = 1,
peuvent s’obtenir par un nombre limité d’entre elles, convenablement choisies,
mais d’autres considéralions menent a la méme conséquence. Je vais les
indiquer en restant dans le cas particulier qui me les a fait découvrir.

Désignons par ¢ la racine réelle, et par 3 et y les deux racines ima-
ginaires de I'équation du 3° degré a coefficients entiers:

» @4 Aa*4 Bz C = 0.
Soient aussi ¢ et v, deux unités complexes de la forme x4 ay -} o’2, je dis
que de ces deux unités en resulte une (roisieme dont elles sont l’une et
Tautre des puissances entieres. '

Posons en effet:

D= gryr, ¥ = gryn,
m, n, m‘,, ny, etant quatre nombres entiers tels que
mn,—nm, = 1,
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on aura réciproquement,
¢ = DPFT, Y= PP,
De deux choses I'une: ou l'on pourra faire p. ex. & =1, et le théoréeme

& .

est démontré: ou bien au moins &= ¥, ¢ étant moindre que Dlunité et
n pouvant prendre une infinité de valeurs différentes. Or, ayant toujours,
Norme & =1, on conclurait qu'il existe une infinité de solutions de cette
équation dans lesquelles la valeur de I'unité complexe réelle et celle du mo-
dule analytique des deux unités conjuguées imaginaires, seraient aussi voisines
du nombre 1 qu’on le voudrait, ce qui est absurde.

 Une méthode toute semblable m’a conduit a démontrer que dans le cas
des trois racines réelles, toutes les unités sont les produits des puissances de
deuzx d’entre elles qui ne sont pas réductibles I'une et I'autre aux puissances
entiéres d’une troisiéme, et il ne me parait pas difficile d’étendre les mémes
considérations au cas le plus général.
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o Qu(atrai‘éme lettre.

La derniere lettre que j’ai eu I'honneur de Vous écrire, était. a peine
partie que j'ai eu communication par M. Liouwille, d’une note tirée des
comptes-rendus de Votre académie et dans laquelle Yous traitez de la réduction
des formes quadratiques, a coefficients entiers, sous un point de vue qui ne
se serail jamais présenté a mon esprit el qui m’a vivement intéressé. Le
résultat plein d’élégance auquel Vous arrivez par une méthode si simple,
m’a fait rechercher si dans ce nouveau type de formes réduites, il y avait
encore possibilité d’obtenir des limitations, des coefficients, fonctions seulement
du determinant. ’

En particulier j’ai considéré, les formes définies ternaires:

[ = ax*+ay’ +a"'2s*-2byz | 26wz |28 xy,

dans lesquelles, d’aprés le principe de Votre méthode, il faut faire p. ex.

b,
T = "w_§+ﬂ779
b ,
Yy = —"E'g"}'ﬂ uE
w désignant le p. g. c. diviseur de & et &', déterminé par I’équation:
w = bF4-¥bp.

On obtient ainsi la transformée:
A+ W+ a"2* 4 2Bén+ 2wz,
ol I'un des rectangles des indélerminées a disparu.
Cela posé, si les coefficients de lu formne proposée sont Ulimités,
au moyen du déterminant D, il en sera de méme des coefficients de la
transformée. En particulier 2 peut s’écrire,

% e _}i(ab2+albﬂ_2bblbﬂ) —_ %(aalaﬂ_a’lbln__l])’
donc

aala"
A P
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i

Or on peut ensuite supposer SRR
. 2B < U, Lot e
en déterminant convenablement 3 et 3’ dans I'équation w = 43’ 36’ ou, ce
qui est au fond la méme chose, en changeant dans la transformée, & en & m.
Quant 4 la limite du dernier coefficient ', elle se tire de I'équation,
AW —B* = aa'— ",

En revenant aux premiéres considérations qui m’avaient fait entrevoir,
il y a long-temps, I'importance de la recherche du minimum des formes & un
nombre quelconque de variables, j’ai été conduit a présenter de la maniére
suivante, les idées que Vous avez le premier émises sur Pimpossibilité de
certaines fonctions périodiques.

Soient, pour les fonctions d’une seule variable,

atby—1, d+0y-1, a"+b"'y-1

trois indices quelconques de périodicité, je considére la forme définie ternaire,

Flazt dy + a'2f 4 (bo by +b'2p 4 22,

dont le déterminant

D — (ab'-;ba’)’.

Si ab' —bd' n'est pas nul et que les deux équations:

ar+ady-+ta'z =0, br{by+|b'z = 0,
ne peuvent avoir lieu en nombres entiers, la fonction sera impossible. Car
pouvant faire pour toute valeur de 4:

[ < V@D)
et a fortiori:
(az+a'y+a"sR | (bz by + B'2r < Y(2D),
on déduirait des indices proposés, une période dont le module serait infiniment
pelit. Mais cette conclusion n’a plus lieu si @b’ — ba’ = 0. Alors je considére
la forme binaire,

f = (aztayP+Gatbyr+ 2,
dont le déterminant, dans I'hypothése admise, se trouve étre

_ atw
D=1

Or il est maintenant facile de prouver gwe lorsque ab' —ba'=0, l'on ne
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peut méme admetire les deux périodes, a--by—1 et o'} b'y—~1, si on les
suppose irréductibles, c. a d. si les équations,
aztdy =0, bzxt+by =0,
ne peuvent avoir lienu en nombres entiers. On peut faire en effet, pour toute
valeur de 4:
f < V3D),
et a fortiori:
(aztdyy+ bzt by} < Y& D),
ce qui conduit de nouveau a une période infiniment petite.

Les fonctions de plusieurs variables a périodes coéxistantes que Vous
avez introduites le premier dans I’analyse, peuvent étre traitées par les mémes
principes.

Soient

a+toy-1, ¢+diy-1, .. k|+iy-1,
n indices simultanés de périodicité correspondants, respectivement, aux variables
r, y, .. u,
dans une fonction telle que F(x, y, .. u), je dis que si le nombre de ces
groupes dindices, supposés irréductibles surpasse 2n, la fonction proposée
sera impossible, dans ce sens quon sera forcé dadmettre un groupe
dindices simultanés infiniment-petits.
Faisons pour abréger:

A = alx-r}—ang—[— . +a2n+11'2n+1

B = blwl+62w2+ .. + bzn+13'2n+1

! k,x, —f— ,i‘2.’L‘2+ . +k2n+1‘z.2n+l

Q llx,+ lga?g—{- o ‘{" lz,.+1-732n+19
le déterminant D de la forme,

f= WhBE - RO,
sera, comme on le trouve aisément:
a b ..k L)
1 a b, ..k I

D = —.dét.

I

U by .. ,"2"5 L,

et la conséquence que je voulais obtenir, découle, comme précédemment, de
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la relation, - - ny e
: . 2n41

< @ryo,

a laquelle on peut toujours salisfaire quelque grand que soit 4.

Si I'on suppose que le déterminant qui entre dans l’expressmn de D,
sevanoulsse, la démonstration n’est plus applicable, mais la proposilion n’en a
pas moins lieu, et on ohtlent ainsi le premler terme d’une série de nouveaux
cas dmposmbnhte dont voici les condmons analytiques.

Soit pour abréger:

QII. = a1w1+ ao-’vg‘l" +a2n+l—l‘c2n+l—l
23,- == b .Zl—i~ 62.1‘2-’[- + b?n-}-l-—tx?n-f-l—-t

R

R; /6‘1-1‘1-{-/821‘2—'— '+ k2n+1—z‘1"2n+1—-l
g = 11-7"1‘{“ l, 12"{" , ‘} lz_n+1—i1'2n+1—is
et D, le déterminant de la forme

fi= WAB - g T,

li

Si I'on suppose D,_, nul, on trouve que 4°D; s’obtient en faisant la somme
des carrés de tous les déterminants que fournit le systéme:

a,, b, oo k4

a,, b, co kb

.. .
. y ot P ..

. axu—n bzn-—n . kzm-n lzn..n ‘ .
en employant, d’'une maniére quelconque, 27 —: lignes verucales Or toute
fonction périodique de n variables sera lmp.osmble lorsqu ayant 2n——z groupes
de penodes snmultanéés ll'réductlbles savou- '

R R T A S A st
le détermipant D); de la forme. f;; composé.avec ces indices, sannullera En

effet, on arrivera a un systéme de périodes s1multanees infiniment pehtes,, en
considérant dans la série des formes:

BN . f;+1) 429 ¢ f;n—d" e .
la prem)ere de celles dont le ‘déterminant ne s’évanouit poml " La. derniére

d’anlleurs est. dans ce: cas, car on trouve a}sement T A

Vi 1:\_' , ‘.E/; ’e aiu ‘Dm.—l S A’ (d2+ +. . __{_ k"l_f_lQ) | '» Xi '« -‘;:‘ 2
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L’analyse que je viens d’employer, s’applique & une question bien diffé-
rente, & la theorie des unités complexes les plus génerales, et donne ce
théoréme:

»Soit ' le nombre des racines réelles et des couples de racines ima-
»ginaires d’une équation irréductible a coefficients entiers et dont le premier
~ ycoefficient est I'unité, si 'on a m' unités complexes quelconques, formées
»avec les racines de celte équation, elles peuvent toujours s’exprimer par
sles produits des puissances entiéres, positives ou négalives, de m'—1
pautres convenablement choisies *).”

Nommons

Oy Oy o . Opy
les racines réelles de ’équation proposée, et

Bis7is Brs vy« o Burs Puos
- les diverses couples de ses racines imaginaires. Soit encore
gi(e) = a;+-ab{-o’c;H- - - +a,m—lli7
une unité complexe quelconque, et -
~ log ¢i (@) = (a);
Nog p:(B)gi(7) = (B 7k
Fla) = =z (a) + x(a), + «+ Fxp(0)n
F(p3, 7):x1(ﬂ:7>1+'”2(ﬂ:7>2+ e ‘i’-l'm'(ﬂ: Ve

je dis qu’il est toujours possible de déterminer pour x,, &,, .. @,,, un systéme
de valeurs entiéres, positives ou négatives, telles qi’on ait

.y F(d) 0 ou ‘(0‘) % (u) grem (@) =

Celte condlhon, d’allleurs, aura necessalrement lleu a la fms pour toutes les
racines, réelles ou imaginaires, puisqu elles appartlennent par hypothese, a une
equatlon irréductible.

‘Supposons en effet, l’équahon ") lmposslble, et VOyons quelles con-
séquences’ vont s'ensuivre.

[ . . P R

*) Le théoréme complet savoir: Qu'd y:a- eﬂ'actwement » dans tous les cas,
m’—i Jnités compleges indépenduntes par les produits des puissances desquellw
on pmk‘se ‘Feprdsentor toutes les autres, est'un des plus important’s mais aussi un des
plus épineux de la science des mombres. La démonstration rigoureuse de ce théoréme
a été donnée par M. Lejeune Dmchlet, dans les Comptes rendus mensuels de 1’Acad.
de Berlin du 30 Mars 1846. Voir aussi ceux d’Avkil 1842 et d’Octobre 1841, et une
lettre du méme auteur & M. Liouville (J. d. M. Vol‘*V 1840). J.

'

¢
h v
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En premier lieu, deux systémes distincts de valeurs entiéres des indé-
terminées, &, X5, .. &, ne donneront jamais la méme valeur de F'(c).
Car ayant p. ex.

-'L'l(“)LJF -7/'2(0‘)2‘1" o "l’ Lpe () e == )‘l(a)l"{‘}"z(a)z"f‘ . '}",Ym'(“)m‘a
on en déduirait
(@ =y (@h+ (22— ¥ Y@ht A (@ — Y (@ = O,
c. a ! d. une solution de ’équation (1.), ce qui est contre I'hypothése admise.
Cela posé, je considére la forme quadratique:

F = F*B, 70+ (Bosy2)+ -+ +F(Buo )
FF @)+ Bt - 4P e =

dl 9

dont le déterminant est: _
(o) (0t ) <. (@) ey \?

(o) (ta). .. (@) mr—t

D — —1—det (@n_t)s (7 O (2

Zh (ﬁu?’l)l (ﬂu?’xk . (ﬂ_u?ﬁ)»u-—;.
(ﬁza?’z)l (ﬂza?’z)’z .. (ﬂz,}’?)ml—-l

(Bres ¥ uh .(ﬂn'a7n')2 .. (ﬂn'e?’n')m'—L
el je le supposerai d’abord. différent de zéro.
Dans ce cas, si je cherche les minima de la forme F', pour des valeurs
indéfiniment croissantes de 4, il est clajr qu’en posant
- F*(a) = log &*(e)
el par suite, |
F* (B3, y) = log ®*(B)®*(y),
jobtiendrai une infinité dunités complex'es, b (), toutes différentes, d’apres la
remarque précédemment faite, et dont les -valeurs absolues réelles,. ainsi que
les modules des valeurs imaginaires, seront aussi voisins de I'unité qu’on voudra.
Or on aurait de la sorte, m' fonctions linéaires et homogénes, a m' indéter—
minées, entiéres, qui seraient susceptibles . de prendre une infinité de valeurs
numéniques inégales et comprises 4ans un intervalle limité, ce qui est absurde.
Lorsque le déterminant D sera différent de zéro,. on peut donc satis-
fau'e par des. no.mbres entiers a. léquation, . .., - ...
2(@hF Ta(@ht - - 2@ = 0.
42 *
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Cela posé, je:fais - S
yl(a)l+y2(m)2+ _lLy.m'(a)m' = lOg Y(“)
21(“)1+22(“)2+ ‘l”zm'(“)m' = log Z(«)

vl(a)l-|—vz(a) + ~f v,,,,(a),,., = log ¥V (),
les nombres entiers Y, %, .. v, élant pris de maniére que le déterminant
relatif & ces équations linéaires et a Ia precedente, soit l'unité. Il est clair
qu'on pourra tirer de la, les valéurs des m' unités ¢;(e), exprimées par les
produits des puissances entiéres de ¥ (a), Z(e), .. V(z), qui représentent
d’autres unités complexes, au nombre seulement de n'—1.

Il me reste a examiner le cas ou le déterminant de la forme F, est
supposé s’évanouir. Soit alors:

Fi(o) = z(a) + z,(a), + v “}jxm'—i(“)m'—iv
FiB,y) = @B i+ 2By yhet -+ A Boici (B 7wt

et D, le déterminant de la forme

F- = Fi(Biy)+FiBosy)+ - +F(Busyad)
+F o)+ Fi () + -+ +F? (et)+ """"-

Si l'on suppose D), nul, on trouve, tout-a-fait comme précédemment, que
A4 D; s’obtient en falsant la somme des carrés des divers déterminanis que
fournit le systeme: ' ‘

(e (0t . (én-—l)? ‘ (ﬂu?’l) . (ﬂ27‘72)1 .. (ﬂn'a?’n')
(1) (@), e o (@i (ﬁ1971 (/3)“72)2 .. (ﬂn'ﬁ’n')

(“1)»-'-1-:' (a2)m'-l-1_“ (an—l5m'-l—l4 (ﬁu?’l)mf,—l-i Basymecaci v+ (Buos¥ndmoaaci
en employant w—1—3 hgnes verticales, Considérant .donc dans la série
des .formes. . o , 2
Fl? FZ’ .. Fm'—Z 2
la premidre deieelles dont'le déterminant ne s’évamouit point (et la derniére
est 'toujours- dans:cecas), ‘on’ -obtiendra absolument les mémes résultats que
ceux- awxquels nous: sommes parvenus tout-a-Iheure, puisque le déterminant D;
devient d’une petitesse arbitraire pom' des »valeurs suffisamment’ grandes de 4.

r Co v
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Je ne sais, Monsieur, si ces résultats et la méthode que j’ai employée,
sont connus, et nommement g'ils.se trouvent déja dans les travaux de M. Kummer,
que Vous avez eu Ta bonte de mmdlquer' M Lzouvzlle sans doute les pu-
ce serait pour moi en .particttheh un grand plaisir’ de prendre’ cmmmssance de
ces recherches d’aprés ce que Vous m’en avez écrit. L’introduction du nombre
complexe auquel M. Kummer donne le nom d'idéal, w’intéresserait surtout
au plus haut degré.

P. S. L’expression des unités complexes au moyen d’un nombre dé-
terminé d’entre elles, donne lieu a une remarque essentielle et que j’ai omise,
lorsque les racines qui entrent dans leur composition, sont toules imaginaires.
L’analyse que j’ai employée, conduit alors de nouveau a isoler celles de ces
unités dont le module analytique est wnm, si toutefois il en existe. C’est au
reste le méme résultat auquel je suis parvenu par une toute autre voie dans
ma derniére lettre.




