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26.
Extraits de lettres de M. Ch. Hermite a M. Jacobi

sur differents objets de la theorie des nombres.
(Continaation de ces lettres au cahier precedent)

Deuxieme lettre.

Jt ermettez-moi de venir encore Vous soumettre ce qu'il m'est arrive
de rencontrer sur la theorie des formes quadratiques, depuis la derniere fois
que j'ai eu Thonneur de Vous ecrire. J'avais ebauche l)ien a la bäte, dans
ma lettre, la demonstration de cette propriete generale des formes de meme
determinant, de se laisser distribuer en un nombre fini de classes; depuis j'ai
ete amene a une methode de reduetion plus simple et surtout plus analogue
a ralgorithme de Lagrange pour les formes binaires. Soyez assez bon,
Monsieur, pour me pardonner, s'il m'arrive ainsi de Vous entretenir de choses
que je n'ai pas encore suffisamment müries; en presence d'une theorie d'une
immense etendue, je cede au plaisir de Vous communiquer quelques resultats
places a Tabord de questions difficiles et qui peut-etre seront au dessus de
mes forces. Ainsi me suis-je borne, comme application de ma nouvelle me-
thode de reduction, a' calculer les formes definies reduites de determinant l,
a 3, 4, 5, 6, 7 et 8 variables, et j'ai trouve comme dans le cas des formes
binaires, une seule classe, representee par une somme de 3, 4, 5, 6, 7 et 8
carres. L'idee principale de cette methode consiste dans Hntroduction de
certaines formes liees intimement, comme je suis parvenu a le reconnaltre,
aux formes adjointes de Mr. Gaufs, mais qu'il me semble indispensable de
considerer d'une maniere explicite. En representant par

n n

/ (d70, 0?n #25 · · & n) ==:: ^j^iai,j^iXj)
Ü 0

sons la condition:
*/,/ = a>,i>

une forme quelconque d'ordre w-f l (c. ä d. a it-f l indeterminees), je les
definis de la maniere suivante:

n n

y(rn r»' r»' · · r.) = ^ ^,. ^,
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280 2β. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des nombres*

en prenant:

et voici le theoreme auquel elles donnent lieu.
Si la Substitution

(i.)

-\-MnXn

-\-m„X„

r„ = 4^+ t,X24- · - -4- i„^n

change f(x(n #1, . . a?„) en F(Xt„ Xi, · · Xn), en noramantM^Fj, F2, . . F„)
la forme d'ordre » deduit de F, comme g Test de f, on aura

en posant

Pour abreger, je nommerai g, la forme derwee de /', et (2.) la sub-
stitutian derivee de (1.). On trouve aisement, que g est definie et positive,
si f est elle-meme definie et positive, que le determinant de g est:

D, = a^D,
D etant le determinant de f, et enfin que l'equivalence de f et F, entraine
celle de g et G , la seule condilion pour cela etant que le determinant relatif
aux equations (2.) soit en valeur absolue, l'unite.

De la, se tire une consequence importante ; concevons que la Substi-
tution derivee soit prise de teile sorte que G devienne une forme reduite de
son ordre, les coefficients, Λίΐ9 Λί29 .. Mn, resteront encore arbitraires; or
je dis qu'en posant:

X^X*,.. Xn) = ΣίΣι AI
0 0

on pourra les determiner de maniere a remplir la condition:

pour i =1,2, ..n: Cela resulte en effet, de la valeur suivante:
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26. Lettres de M. Hermite M. Jacobi sur la theorie des nombres. * 281

qu'il est facile d'obtenir, et on a d'ailleurs «Oj0 = J[0j0. II est essentiel d'ob-
server qu'au Heu de #0j0, qui se conserve en passant de f F, on aurait pu
employer, dans ce qui preeede, aussi bien, Tun quelconque des coefficients α^μ

des carres des variables. Soit donc pour plus de clarte ρμ la forme derivee
composee avec ce coefficient, on pourra enoncer la proposition suivante:

Toute forme

peut etre transformee en une autre equivalente:

teile qu'ayant p. ex.
r ^

la derivee $μ soit une forme reduite de son ordre, et que la condition

a'
soit remplie pour toutes les valeurs de i autres que ί = μ.

C'est la dessus que se fonde Palgorithme de reduction des formes de-
fmies, quelle que soit la nature de leurs coefficients, entiers ou irrationnels, mais
voici d'abord le but des operations. Supposons que precedemment, on ait choisi
pour « le plus petit des coefficients efji, deux cas peuvent se presenter; ou
bien αμίμ = αμ^μ restera encore la plus petite des quantites af

iyi dans la trans-
formee ff ou bien il s'offrira un autre coefficient βμ,ίμ,<^α'μ)μ. Or dans le
premier cas, toutes les autres conditions etant d'ailleurs remplies, f sera ce
que je nomme une forme reduite. Mais si c'est le second, qui se presente,
on poursuivra les operations en partant de /*', comme tout- -Pheure en partant
de ff et en general, on deduira successivement les unes des autres, une suite
de transformees:

f Γ /"/ > l > l >
toutes equivalentes et telles que

μ" , μ" *) ' ' ° μ(*)

designant respec venlent les plus petits des coefficients:

«i,/ 9 <i5 <0 - · «$,

on ait:

«/ι, μ > α'μ<> μ' > α'μ", μ" ' · > *,,(*), μ(*>
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282 * 2#. Lettres de M. Hermite a M, Jacobi sur la theorie des nombres.

et que d'ailleurs les diverses derivees

9μ*> 3μ"> #"'"> · · 9 μ(&

soient des formes reduites de leur ordre.
Or je dis qu'un tel Systeme d'operations ne peut se prolonger a Tinfini,

et qu'on obtiendra necessairement une transformee

devant etre consideree comme une forme reduite. En effet, partant d'une
forme definie f , les quantites βμ>μι αμ<}μ< seront des valeurs de f, en sup-
posant aux indeterminees de valeurs entieres, et Γόη ne saurait former qu'ua
nombre limite de ces valeurs restant toujours inferieures a un certain maxi-
mum, donc on ne peut admettre l'hypothese d'une infinite de quantites de cette
sorte, continuellement decroissantes, et par consequent inegales.

Je vais maintenant faire voir que touts les coefficients 2l/5y, d'une forme
definie reduite %, ne peuvent exceder certaines limites, qui dependent du de-
terminant et du nombre des indeterminees. Pour cela il faut d'abord etablir
la condition suivante:

qui est Fextension d'une relation obtenue dans la theorie des formes binaires.
Supposons qu'elle soit admise pour les formes reduites d'ordre n, et

designons par ex. par 2l0j le plus petit des coefficients 2l,)7, la derivee

etant une forme reduite de cet ordre, et son determinant ayant pour valeur
D0 = t^D,

on devra avoir:
' (3.) »M.«»,,.«,,, . . ®n,n < ar^K^D.

Or la valeur ^enerale
(4.) δ,,-^^ο.^·-^,,..^,

donne lorsque les deux indices sont egaux:

β/,· = 2lo,o · %i,i — 2l(2),i 5
de sorte que les quantites positives 23/jf peuvent etre considerees comme les
determinants cbanges de signes, d'autant des formes binaires (80,0 ? 2V > 2li5l)
toutes reduites, car on a a la fois

2loo< %i et 2l,
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2 . Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des nombres. 283

donc on peut poser

de lä on conclut. Pinegalite subsistant pour toutes les valeurs de i:

«£o - »1,1 · «2,2 - · »„. < (*)" »M . $2,2 · - »„,, ,

et enfin d'apres la relation (3.):

«IM,· »M- »2,2 . · ^,„< (l^i-^A

Gelte condition est par lä demontree dans toute sä generalite puisqu'elle a iieu
les formes binaires.

Comme consequence immediate, on voit que les quantites 3lZji, 2i<J}i sont
necessairement limitees, et H en est de meme encore du determinant D{} de
la derivee, qui a pour valeur: ^^ D. Cela pose, admettons que les formes
reduites d'ordre n aient touts leurs coefficients limites, je dis que la meme
chose aura Iieu pour les formes d'ordre w-j- 1. En effet., toutes les quantites 3J/,/9

devront se trouver finies, donc d'apres la relation (4.) qui donne:

ii en sera de meme en general pour 2l/>y. Or la proposition a laquelle je
voulais arriver, resulte immediatement de lä, puisqirelle a Iieu pour les formes
binaires, et dans le cas de coefficients entiers, eile donne ce theoreme: les
formes definies ou indefinies reduites pour un determinant donne. sont en
nombre fini.

Maintenant, voici une remarque essentielle pour Tapplication des prin-
cipes precedents au calcul de ces formes.

Soit toujours D le determinant donne, et

l'une quelconque des formes definies reduites pour ce determinant, la relation

«0,0 «M »i,«· · *-,- < (f)in("+1)ö
donne d'abord la limite

«W < (*)*""#>
pour le plus petit des coefficients %·,;. Soit encore

la derivee reduite, composee avec 5l·,,,, et dont le determinant est
D0 = K^D.
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£84 2β. Lettres de M. Hermitc a M. Jacobi sur Ja ifte'orie des nombres.

En designant par 33^3/a le plus petit des coeffieients 33,y, on aura de meine

Mais d'apres ce que j'ai observe ci-dessus, S5^/y peut 6tre considere comme
le determinant change de signe de la forme binaire reduite (2l 3 u, 51ο,«? 21Μ)/α)·?
donc on aura:

1°. si 2l0,o est pair: «^ > 2l(2); - (£210,ο)2 ou >i2l2,, ,
2°. si 2l,VJ est impair: 33̂  > «^-0·(«α,ο-1))2·

r en general, soit gf, @, -Jl, 9t, etc. la suite des formes d'ordre w - f l , 3«,
n — l, w — 2, etc., qu'on obtient en prenant, pour®, la derivee reduite de $·,
pour 9Ϊ, la derivee reduite de ©, pour 9Ϊ, la derivee reduite de 9Ϊ etc.
Nommons respectivement 5l, 55, S, £), etc. les plus petits coeffieients des carres
de variables dans ces formes, et /?, Z>(), J901, D()2 etc. leurs divers determinants.
On aura d'abord:

/> _ 9Ϊ"-1/} /i _ ίΗ"-1/) Λ _ c$n~3n A^l-r0 - 4l MJ9 MJ(}1 - O X^o, 1-̂ 02 - V2- ^01? eiC'

puis on obtiendra la serie des limites superieures:

2l < (^V'D, 33 < (i)""-*' i D, , g < ( *)«"-'> VKi , etc.
et suivant les deux cas, Tune ou Tautre des limites inferieures suivantes:

§5>f2l2, ' e>|332, Φ>ίδ2, etc.
ou

33 > 2l2- G (21-1 ))2, (5>23*-GK33-l))2, © > δ2~α(δ-1))2, etc.
LTexempIe des formes de determinant l, que je vais traiter, montrera

Tutilite de ces formules. Dans ce cas qn a en general:
2l < (*)*",

ainsi depuis les formes binaires jusqu'aux formes quinaires inclusivement,
2K2, donc 21 = 1, et depuis les formes a six indeterminees jusqu'a celles
qui n'en comprennent pas plus de huit, 2l > 3, donc 21 = 1 ou 21 = 2. Or
on va voir que cette seconde valeur doit etre rejetee.

Considerons d'abord les formes a six indeterminees, on trouve:
1°. pour 2l la limite superieure: (J)* =2,05.., donc 21 = 2

2°. pour 33 id. (D2 1/2* =3,09 , ., donc 33 = 3

3°. pour g id. (f)*y'(2433)= 7,01 . ., donc (5 = 7.
II est inutile d'aller plus loin, puisque la valeur de (£, est en contradiction avec la
limite S>332— CK33— l))2, il faut donc exclure deja dans ce cas la valeur 21=2.
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2β. Lettres de M. Hermite M. Jacobi sur la theorie des nombres. 285

Fassons aux formes a 7 indeterminees, il viendra
1°. pour 2l la limite superieure: (f)3 =2,36.., donc 21 = 2

2°. pour 53 id. (f)1^5 = 3,65 .., donc 33 = 3

3°. pour g id. (f)V(2534) == 7,50 .., donc g = 7;
pour la meme raison que precedemment, 21 = 2., doit encore etre rejete.

Enfin le cas des formes 8 indeterminees donne
1°. pour 2l la limite superieure: (f)7= 2,73.., donc 21= 2

2°. pour 33 id. (£ )γ26 = 4,29.., donc 53 = 4

3°. pour g id. (|)1^(26.4δ)= 13,03.., donc g = 13

4°, pour £) id. (f)2j/(26.45.134) =127,4 .., donc © = 127,
la valeur obtenue pour £) est en contradiction avec la limite inferieure
g2—Q-(g— l))2 = 133. Donc, comme dans les cas precedent, il n'existeque la
seule valeur 2l = l, et voici maintenant, les consequences qui s'en deduisent.

En premier lieu, pour toutes les formes definies de determinant l,
dont le nombre des indeterminees ne surpasse pas 8, la derivee reduite a
encore Funite pour determinant. Soit donc

% = SS^XiXj et © = ΣΣ^χ^
une forme et s derivee reduites, toutes deux ayant Punite pour determinant.
Admettons que pour les formes ©, dont l'ordre est inferieur d'une unite, on
ait 35^ = 1 et 33fjy = 0 lorsque i est different dej, les deux conditions

««,0=1, .«!,,,·< i «IV.

donneront d'abord, 21()5Ϊ=0, et l'equation
»y = 2lo;o2i/}y-2lo5,2l 5y

conduira successivement, pour i=J et i diiferent aej, aux deux valeurs:
21M = l, 51,·, = 0.

Or les formes definies binaires reduites, oiFrant la seule classe or-j-y2 de de-
terminant l, on en conclut que pour les formes ternaires, quaternaires», etc.
jusqu'a celle de huit indeterminees, il n'existera pareillement qu'une seule classe
representee successivement par une somme de 3, 4, ... 8 carres.

Je n'essayerai pas, Monsieur, de Vous developper encore d'autres ap-
plications particulieres de ma methode de reduction. Au reste les formes
reduites auxquelles on est ainsi conduit, pour un determinani donne, n'offrent
plus ce caractere propre aux formes binaires, de ne pouvoir etre equivalentes
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286 tf. Lettres de M. Hermite a M< Jacobi sur la theorie des nombres.

entre elles, a moins d'elre identiques, aux eignes pres de certains coefficients;
seulement on peut demontrer que la limite du nombre des formes reduites

quivalentes ne dopend que du nombre des indeterminees, et nullement de
la valeur particuliere du determinant. Mais permettez-moi, Monsieur, de revenir
un instant sur les circonstances remarquables, auxquelles donne Heu la re-
duction des formes dont les coefficients dependent de racines d'equations alge-
briques a coefficieftts entiers. Peut-etre parviendra-t-on a deduire de la, un
Systeme comptet de caracteres pour chaque espece de ce genre de quantites,
analogue par exemple a ceux' que donne la theorie des fractions continues
pour les racines des equations du second degre. On ne peut du moins faire
concourir trop d'elements pour jeter quelque lumiere sur cette variete infinie
des irrationales algebriques, dont les symboles d'extraction de racines, ne
nous representent que la plus faible partie. · Ici comme dans la theorie des
transcendantes, il a ete facile de trouver a une longue suite de notions ana-
lytiques de plus en plus complexes, une origine commune, une definition unique
et complete, o n'entrent que les premiers elements du calcul; mais quelle
t che immense, pour la theorie des nombres, et le calcul integral, de penetrer
dans la nature d'une teile multiplicite d'etres de raison, en les classant en
groupes irreductibles entre eux, de les constituer .tous individuellement, par
des definitions caracteristiques et elementaires?

L'exemple le plus simple auquel puisse s'appliquer ma methode de
reduction, est celui des racines cubiques des nombres entiers. En designant
donc par a la valeur reelle, et par β et γ les deux valeurs imaginaires
de JA, on sera conduit d'apres le pofnt de vue auquel je me suis place, a
reduire pour toutes les valeurs de la quantite Λ, croissantes depuis zero jusqu'a
Tinfini, la forme ternaire

f = (Λ? + αχ+«ν+^(^ + ̂  + ̂ )(^ + ̂  + ̂ *)
dont le determinant D^^^A2. Soit dans Thypothese d'une valeur donnee
quelconque de J, que je representera\ par J^ la Substitution correspondante:

χ = «iJT-f- nY
y = m fJT+n'
* =m"X+n"Y-\-p"'Z,

^n posant pour abreger:
M(a} = m -f- am' -f- cfm" JV(«) = n + an' + a2n" P (a} = p -f ap' + a*p"
M (/?) = »i-}. mr 4- l?t*" N( ) = n -f n' -j- fn" P( ) = p + p' + Y
M (γ) = m + rm' + fm» N(y) = n -f γη9 + fn" P (γ] = p -f rp' -)- γγ,
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deviendra:
F = (ΧΜ (α) -f YN(a) + ZP (a))2

Soit encore

oo
on aura d'apres le caractere principal des formes definies reduites:

SiJi^ < (f)3# ou
d'o en supposant 5D?<C9fl<^5'·

(2.) .. g»<(4.
Or de la resultent plusieurs proprietes essentielles que je vais d'abord etablir.

En premier Heu, le nombre entier

verifie la condition
12

car d'apres la premiere des equations (1.), le produit des deux facteurs -M(a),
ΛΜ(β}Μ(γ} ne peut depasser son maxirttum |5D?y(^9)f), d'o se tire la
limite indiquee.

Secondement, les deux polynomes coefficients entiers, savoir

qui sont respectivement de la forme
Φ (et) =r φ -|- οί ψ* 4- α2φη,

ont de mome leurs coefficients limites. Etfeffet, on a d'apres les rela'tions.(l.)·*
Λί(α) < y5R, JM( ) M ( y ) < 9 ,

donc

et par la seconde des equations (2.)·'
Φ(α)< 4 A,

et on aura de meme:

Soit ensuite, puisque β ei γ sont deux imaginaires conjuguees:
' φ(/?) ^= ^-*,·' ^(y)^,^-^-!,

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 4. 39
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d'ou
p* = Φ(β}Φ(γ} =

La seconde des equations (1.) donne d'abord
J.N( )N(y) < 9t,

on tire ensuite de la premiere,

et on en conclut la lirnite
ρ < 2A.

Ainsi on peut poser, en designant par 6 et η des quantites comprises entre
+ 1 et —1:

Φ (α) =
Φ(/3) =

d'ou
— 4:A (β -|- ?? cos ) , donc

et on obtiendrait des limites semblables pour les coefficients du polynome Ψ,
lesquels donnent Heu d'ailleurs a la condition remarquable :

Cela pose, d'apre§ tout ce qui vient d'etre etabli, nous representerons
la transformee deduite de la Substitution effectuee dans f , non plus par F,

p
raais par ^ . ^ =%» forme eviderament reduite en meine temps que F et
que j'ecrirai ainsi:

r+ «g
ou bien:
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Or, Λ croissant d'une moniere continue a partir de J^ nommons, J1^ 42,
4$ etc. la serie des valeurs auxquelles viennent successivement correspondre
des formes reduites distinctes, $, ^ι> Ski %$ e*c- Toutes ces formes seront
comprises dans le meme type que gf, mais on peut eoneevoir que l'une quel-
conque d'entre elles soit obtenue au moyen de la precedente, en y introduisant
la valeur de J, a partir de laquelle eile cesse d'etre une forme reduite, puis
lui appliquant la methode generale de reduction. En procedant ainsi, le calcul
relatif a la serie entiere des valeurs de 4, est ramene a un nombre limite
d'operations. En effet, le nombre entier designe d'une maniere generale par Ω,
et les coefficients entiers des polynomes Φ et Ψ, ayant des limites finies,
on arrivera necessairement a deux valeurs de Λ, ζ/ζ· et Jit, auxquelles cor-
respondront deux formes, ^, g^, qui representeront absolument la mome
combinaison de ces quantites. Faisant donc croitre z/,, dans ^, a partir de
la limite ̂  on verra se reproduire, dans le meme ordre, les divers termes
5i+i^ 5*+2j · · de la suite obtenue pour le premier Intervalle de z/7- a d^, et
jusqu'a la limite extreme des valeurs de z/, l'ensemble des formes reduites
sera cette serie d'un nombre fini de formes, reproduite une infinite de fois.

En la considerant d'ailleurs dans Tordre inverse, eile offrirait le resultat
d'un Systeme d'operations o Γόη aurait fait decroitre la quantite J d'une
maniere continue depuis d? jusqu'a z/f; l'ensemble des formes correspondantes
aux valeurs indefiniment decroissantes de z/^ sera donc encore la meme suite
prolongee a Tinfini dans un sens oppose.

Si ce n'est pas trop presumer de Votre indulgence et que j'aurai reussi
Vous interesser un peu a ces recherches, je m'estimerais bien heureux, de

Vous adresser encore ce qu'il pourra m'arriver de rencontrer dans la meme*
voie. Apres avoir prouve que les proprietes precedentes sont caracteristiques
pour les racines de toutes les equations du 3e degre a coefficients entiers, je
me suis arrete a quelques recherches sur l'equation M(a)M( }Μ(γ}= l
dont je pense obtenir la solution complete. Mais je desirerais surtout pouvoir
Vous soumettre un travail sur les equations modulaires, dans lequel j'ai etabli
une proposition enoncee dans les oeuvres posthumes de Galois, imprimees
dans le Journal de Mathematiques, et qui consiste en ce que les equations
modulaires du 6% 8e et 12e degre, peuvent etre abaissees respectivement au
5% 7e et lle degre. Je me suis propose en meme temps de retrouver ces
relations si singulieres que Vous avez le premier decouvertes, entre les racines

39*
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290 2β· Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur l thdorie des nombres.

M, M'A M", .. de l'equation' l!\k, Λί)=±:0, mais je n'ai pu y reussir malgre
tous nies efforts. Ces premieres proprieles d'irrationnelles algebriques non
exprimables par radicaux, me paraissent du plus grand interet; comme les
proprietes des racines des equations relatives a la division du cercle, elles
servir nt de point de depart pour penetrer plus avant dans la theorie generale
des equations. Ne publierez- Vous donc pas un jour, Monsieur, les principes
si caches qui Vous ont conduit a ces beaux theoremes? H me semble que
ce serait encore une voie nouvelle que Vous ouvririez aux recherches des
geometres, dans une des theories les plus vastes et les plus difficiles.
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Troisieme lettre.

tle dois a l'obiigeanee de M. Borchardl, d'avoir re^u Votre derniere
lettre qui m'a ete bien precieuse, en portant a raa connaissance l'ecrit de
M. Gauss sur les formes quadratiques ternaires. Permettez moi de Vous
remercier aussi de toutes les autres indications que Vous avez eu la bonte
de me donner, mais dont mon ignorance de la langue Allemande m'empeche
malheureusement de profiter comme je le souhaiterais. C'est M. Borchardt,
lui-meme, qui a bien voulu me traduire l'article de M. Gauss, mais jusqu'ici
je n'ai pu trouver personne pour me continuer le meme Service et, a mon
grand regret, je reste completement etranger aux travaux de M. Kummer,
sur les nombres complexes, qui m'interesseraient vivement.

Comme Vous le savez, Monsieur, le but de mes premieres recherches
avait ete d'examiner le nouveau mode d'approximation que Vous avez donne
en etablissant rimpossibilite d'une fonction a trois periodes imaginaires. Ce
n'est que long-temps apres que j'ai vu comment cette question, ^t une infinite
d'autres du meme genre, dependaient de la reduction des formes quadratiques.
Mais une fois arrive a ce point de vue, les problemes si vastes que j'avais
cru me proposer, m'ont semble peu de chose a cöte des grandes questions
de la theorie des formes, consideree d'une maniere generale. Dans cette
immense etendue de recherches qui nous a ete ouverte par M. Gauss, PAlgebre
et la Theorie des Nombres, me paraissent devoir se confondre dans un meme
ordre de notions analytiques, dont nos connaissances actuelles ne nous per-
mettent pas encore de hous faire une juste idee. Peut-etre, cependant, doit-on
entrevoir qu'il appartiendra a cette partie de la science, constituee ainsi sur
ses veritables bases, d'offrir le tableau de tous les elements, en nombre fini
ou illimite, dont dependent les racines des equations algebriques, separes en
types irreductibles et classes suivant leurs rapports naturels.

Je ne sais si j'aurai reussi a faire un premier pas vers un but si
eloigne, en donnant une methode pour la reduction des formes binaires de
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degre quelconque *). J'essayerai plus tard de poursuivre, sous ce point de
vue, les consequences des resultats que j'ai obtenus, mais jusqu'a present, j'ai
ete plutot preoccupe de la recherche des principes propres a la reduction des
formes les plus generales composees d'un nombre quelconque de variables,
question capitale et qui peut-etre sera bien au dessus de mes forces. Voici
neanmoins sur ce sujet un premier theoreme destine a presenter, dans le sens
le plus etendu, la notion des formes adjointes de M. Gauss.

Soit
(1.) X = f(xlix»..xj

Yexpression generale d'une fonction homogene du iwe degre n variables. Faisons
dX dX dX

par Telimination de a?!, a?2, . . xn, on arrivera a une equation

Cela etant, les coefficients des diverses puissances de X seront ce que j'ap-
pellerai, les formes des divers degres adjointes /"(a?19 x2, . . a?n), et je
les designerai generalement , en supposant egal a Funite le coefficient de la
puissance la plus elevee de X, par

Or on aura le theoreme suivant, comme consequence immediate de la defini-
tion qu'on vient de proposer:

La fonction homogene f(x^ x^ . . xn} devenant ff(Xi> X2^ · . Χη}·> par
la Substitution

X

si Γόη designe par G la forme adjointe, composee avec les coefficients
de F, comme g est composee avec les coefficients de f, on aura

9(r»r*i ·· y») = β(Γ19 r2, .. FJ,
en prenant

2+ · · -Kr«

Journal t. XXXVI p. 357f
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Mais il importait surtout d'obtenir le resultat general de Telimination des
variables 4?i, or29 . . orn, en*re les equations (1.) et (2.)· Voici comment on
peut y parvenir.

Soit
rn — Tm-1 f (T X X^ — ^1^+^272+···+^*^)™φ — A. -/Λ^ΐί χι·> · · · & n) -- — --

une nouvelle fonction homogene du me degre de a?19 #2, . . xn\ j'observe
qu'au moyen des equations proposees, les suivantes ont Heu, savoir

ψ = 0
et

J^3L — o ^- = 0 -^L = o' * ' " '
Elles se reduisent en effet a des identites, en mettant a la place de X, d'une
part, et de y19 y29 · · yn, de l'autre, leurs valeurs en x^ x2, . . xn, telles
que les donnent les equations (1.) et (2.)· Donc la question est ramenee a
Felimination de α?19 χ*, . . &n entre les equations homogenes:

, , ..
\ΛΛ j Μ.Λ 2

car l'equation φ = 0 rentre dans celles-la, et on peut Tomettre.
Ainsi, representant la forme f, par la somme des valeurs du produit

^^..4"·^,^,..^,
lorsqu'on attribue aux quantites i tous les systemes de valeurs entieres et
positives qui verifient la condition

ii + iaH ---- K = ™>
et designant par

δ = ο,
la relation entre les coefficients A qui resulte de Telimination de a?n o?2, . . xn

entre les equations

on aura le theoreine suivant:
L'equation

Π(Χ, yi, ya, . . yn) = 0
s'obtiendra, en rempla^ant A{^^ { dans
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par
ip-m-1 j /; : i \Λ ' ^ · · ~ ~ ^ η '29 · · «J

(iA, »29 ·· »«) etant le coefficient numerique de yl*y% .. y^% dans le deve-
loppement de la puissance polynomiale (yi-j-y^-f ·· ~f-y"«)"1·

On observera seulement qu'il y aura lieu de supprimer comme facteur etran-
ger, une certaine puissance de J£", ce qui n'altere en rien la forme analytique
du resultat que je viens d'obtenir.

L'application aux formes quadratiques est bien simple. La forme pro-
posee etant

n n

/
· "̂ T"* "̂"*—^— -̂ ^> fl Ύ* Ύ*·"· <··' j *a* j l€ j ·,' \JL/ j *Λ' -j ·

l l
sous la condition ordinairo

la forme adjointe g, sera
i dDg = ̂ .

l l hJ

D etant le determinant de la forme f.
Je prendrai encore comme exemple, les formes cubiques binaires:

f = ax* -f 3 btfy + 3 ex j2 -| ey3.
Dans ce cas, Texpression designee par g? co'incide avec le determinant unique
de la forme, tel que je l'ai obtenu dans la theorie de la reduction, et le
coefficient du second terme de l'equatioo en X, donne la forme adjointe:

2

— -5- \(ae* — 3&ce + 2c3) a? — 3S l . ^ . .; '
-f 3 (2ac2 — ahe — b*c) xy2 — (S he — a2e —

En etudiant cette forme que je trouve dans un des memoires de M. Eisenstein,
j'ai reconnu qu'elle se deduisait de /", en y remplaQant les variables par les
deux expressions lineaires:

άΦ αΦ
dx ' dy '

Φ etant Texpression quadratique;
(ac — b2) y2 — (ae —?bc} xy -f (be — c2) x2,
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consideree encore par M. Eisenstein, et par moi-mdrae dans la note du
Journal de M. Crelle, sous la forme:

(«-/S;2(r-y*y+(/3-y)2(r^
a, β, γ etant les racines de Pequation,

ax*+Ux*-{3cx-±e = 0.
Maintenant, Monsieur, je reviens a la theorie des formes quadratiques,

pour essayer de Vous completer quelques points de la derniere lettre que j'ai
eu l'honneur de Vous eerire. Et d'abord, j'ai du reconnaltre que c qu'on
devait se proposer avant tout, dans la theorie de la reduction, etait de de-
couvrir les valeurs entieres des indeterrainees pour lesquelles une forme definie
donnee, etait la plus petite possible. De la en effet, se tireraient les conse-
qtiences suivantes:

1°. En cherchant la serie des minima de la forme binaire

(r— *)*+£,
pour toutes les valeurs positives de la quantite Λ croissant d'une maniere

continue de zero a Pinfini, lest diverses fractions — representeraient
3C

Vensemble des redmtes de la fraction continue quivalente a.
2°. En cherchant de meme la serie des minima de la forme ternaire:

o A et B sont deux quantites positives quelconques, α et b deux quantites

reelles, toutes les fractions —, —> auraient ce caractere essentiel qu'en
•K *E

cholsissanl un denominateur x^ moindre que χ > deux autres fractions,

^, —, donneraient necessairement :
" *

Gar si celle inegalite n'avait pas Heu, l'expression

serait moindre que

donc cette derniere ne serait pas, comme on Fa suppose. un mmimum*
Crelle's Joarnal f. d. M. Bd. XL. Heft 4. 40

Brought to you by | University of Arizona
Authenticated

Download Date | 6/4/15 1:14 PM



396 SS. Lettres de M. Rermite a M. Jacobi sur la throne des nombres.

Cela etant, si Γόη observe qu'on peut toujours faire:

eir a fortiori:

«y */
on voit qu'en faisant croitre continuellement z/, la serie des fractions — , — ,

3u 3u

converge indefinement vers les limites a et b et que, pour chaque approximation,
la somme des carres des erreurs z — αχ, γ — bx, multiplies par les constantes
A et B, est uri minimum, c. a d. que cette somme augmente, si le deno-
minateur commun χ diminue.

Ce qui precede, indique suffisamment une infinite d'autres consequences
analogues, qui toutes viennent dependre de la recherche difficile, d'une limite
precise du minimum d'une forme definie quelconque. La-dessus je ne puis
former qu'une conjecture. Mes premieres recherches, dans le cas d'une forme

n
a n variables de determinant D, m'avaient donne la limite (f)^"""^}/^ Je su^s

porte a presumer, mais sans pouvoir le demontrer, que le coefficient numerique
2

~1} doit ^tre remplace par - --

Comme application des memes principes, je considererai encore la question
suivante :

fitant daiuiee une expression imaginaire β-}-ί]/— 1: determiner les entiers
complexes χ -f /]/—!, t-\-u^— l, pour lesquels la norme de

soit la plus petite possible, sous la condition que x?-\-y* soit au dessous
d'une certaine limite. X^

On cherchera les minima successifs de la forme a quatre variables: ^s

pour toutes les valeurs de Λ, les diverses fractions complexes,
t+uj—i

— l'

auxque ee on parvieadra ainsi, jouirontide cette propriete «aracteristtque, qve
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le module de la dkfference:

a

croifra necessairement en prenant tonte autre fraction donf le de'nomi-
nateur aurait un module moindre.

Mais une autre propriete de ces fractions, les rapproehera encore
d'avantage des reduites de la theorie des fractions continues.

Soient
i t uQV-l

deux fractions differentes qui correspondent a deux minima consecutifs de la
forme f , de sorte que les deox valeurs de z/ qui ont donne Heu a ces deux
fractions, soient mfimment peu differentes Pune de Pautre. Alors, en obser-

vant que le determinant de f est en general -^-, le premier,minimum donnera,
en admettant la conjecture ci-dessus,

et le second:

designant une quantite aussi petite qu'on voudra. Cela pose, multiplions
ces deux inegalites, membre a membre, on trouvera, en employant une formule
bien connue*):

<N>) La formule a' Euler qui donne sous une forme de quatre carres, le produit de
deux sommes de 4 carres, suit immediatement de ce que le produit des deux determinants
(ad — bc).(ardr — l/cf)9 est le determinant du Systeme

ca' + rfc^ ci'+rfd'
En effet, il suffit de supposer:

pour obtenir:

Gelle de Lagrange vient en mettant q^A, r^B, s^AB etc. au lieu de q, r, s etc.
40*
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\(ax^by„t}(a^-by()-Q + (ay 4- bx-u

ι -rr —

d'o en negligeant les deux premiers carres et introduisant la condition que
ω est infiniment petit:

(iijo — tf0y -f /υα? — a?0

et par consequent:

Ainsi, la norme du numerateur de la difference de deux fractions complexes
consecutives est Cumte; on e t obtenu turnte ou le nombre deux , en em-
ployant dans Texpression du minimum de /*, le facteur (f)^ au Heu du coef-

2
ficient hypothetique — ·

/5
La rnethode precedente s'applique encore aux nombres complexes

χ"\~ν"Ϋ—n> ^on* 'a theorie est plus difficile et sur laquelle je me propose
de r^venir. Mais ce n'est qu'au moyen de la reduction de formes de degres
plus eleves qu'on pourra resoudre les questions analogues a la precedente
dans lesquelles entreraient, les nombres complexes reels χ~\-γ·^η et ceux qui
dependent dMrrationnelles numeriques plus compliquees que les radicaux carres»

Voici maintenant une autre serie de questions importantes dont la
solution depend encore de la recherche du minimum d'une forme quadratique
et qu'on peut comprendre dans cet ononce general:

Trouver, en nombrex eri ers, le minimum du produit d'un certain
nombre de fonctions lineaires et homogenes, coefficients reels ou
imuyinaires.

Nommons
/l ί /2 5 · * · fn

les fonclions lineaires a coefficients reels,
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ies fonctions coefficienls imaginaires, g} et /// etant des fonclions conjuguees.
Si Γόη suppose que leur produit prenne la plus petite valeur possible en attri-
buant aux indeterminees Ies valeurs entieres x=.x^ γ = γ{} etc. et qu'on
designe alors par

/»Ο /Ό /·<)
/l 5 [1 ·) · · /nl

ce que deviennent Ies facteurs lineaires reels, et de mome par
/t(} Λ°· /t0 Λ°· Λ°9 "H ^29 ^2? · · ίΐη«) "n<>

Ies diverses couples de facteurs conjugues, je dis que la forme quadratique

L 9 & i J_ 9 # 2 2 i 1 0 .̂ x l"/

' «"P·" "T" «« ^ » ' ' ' «° ° »

tneme la plus petite possible, pour x = x(), y = y(n etc.
Supposons en effet qu'on puisse avoir

v:

M etant moindre que n-j- 2n', comme le produit des facteurs:

/Ό / 5
Vη

sera toujours inferieur a son maximiim
/ M v+2«'
V w + 2^/ '

la supposition de M<w-j-2w' conduirait a

et par suite, le produit des facteurs lineaires ne serait pas, contre Thypothese,
le plus petit possible pour o? = #0, y = y0!> e^c· J'ajoute qu'en faisant
M = n-|"2i*^ le produit (a.) ne pourra atteindre son maximum ou Funite
qu'autant qu'on aura:

i AI _ -i J/a
~ ' β
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Nous voici donc encore conduit, cornme Vous le voyez, Monsieur, a
cette recherche singuliere de tous les minima, dnne forme quadratiqiie,
correspondants aux divers Systeme* de valeur* de plusieurs parametres
(ju'il faudra supposer passer par tous les etats possibles de grandeur.
Teile est du moins la voie qui nous est ouverte, par l'analyse precedente,
pour la solution de nombreuses questions^ parmi lesquelles je choisirai celle-ci:

φ (α) designant un nombre entier complexe, compose avec une racine a
de l'equation F(x} = 0 a coefficients entiers, celui du premier terme
etanl l'unite, trouver toutes les Solutions de l'equation

Norme y(«) = 1.
Soit M, un Minimum d'une quelconque des formes definies

dans lesquelles «19 oc2, . . αη designent les racines reelles et /Ϊ19 yA; /32, y2; · ·
/^n'i /n'j les couples de racines imaginaires de l'equation jF(#) = 0. En faisant,
pour abreger, n-[-2w' = w, on deduira de la limite

o /? est le determinant de Φ,, la relation suivante:

Norme φ2(α) < (4)^(-D.

dans laquelle

et ou n'entrent plus les valeurs de Alt) Α<^ .. Kt, K2 etc,
Donc, quelles que soient les quantites, -419 A2^ · . „/9 le minimum de Φ

conduit a une valeur toujours limitee pour la norme de φα; mais ce qui a
ete etabli precedemment, fait voir, de plus, qu'en faisant passer A^ A^ . .
KI i K2, .. par tous les etats possibles de grandeur, on obtiendra necessai-
reinent toutes les unites complexes, toutes les Solutions de l'equation:

Norme φα — 1.
Considerons une solution particuliere teile que N. (fo(a) == 1 9 eile sera

donnee par le minimum de Φ, dans l'hypothese suivante:

Φ = Ά±Ά+ .. +(J!gi-j.2 φίψγι 4- +2y * v / ! ' ν ' ' '
Mais ne pourrait-il pas exister deux ou plusieurs autres representations distinctes
du merne minimum et eonduisant par suite de nouvelles Solutions?
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Observons, a cet effet, qu'on a les eonditions

deja etablies precedemment, de sorte qu'en supposant l'equation 1Γ(#) — Ο
irreductible, si Γόη prend, φο^^κ^ο^, la meme equation aura Heu pour toute
autre racine reelle ou imaginaire, et il en serait de meme en partant de la
condition φα1 == — φ0«ι· Or le premier cas conduit necessairement a o? == Λ?(Ι,
y==y 9 etc. et le second, a x— — a? 9 y= — y0? etc.

Mais si toutes les racines etaient imaginaires, la demonstration serait
en defaut; dans ce cas on est conduit a detacher de Pensemble general des
Solutions, un certain nombre d'entre elles qui offrent ce caractere singulier,
de donner lieu a des entlers complexes donl le module analytique est turnte*
Ainsi du minimum de la forme

Φ = y yyi ι yAyyt \ \
Ve T ' ' '

on deduira non seulement:

mais encore:

les nombres entiers complexes ψ satisfaisant aux eonditions suivantes:

et on pourra en faire abstraction puisqu'ils peuvent etre determines d'avance.
J'ai trouve du moins giiils ne pouvaient etre que de cefte forme, savoir:

k et l etant entiers. Le denominateur / est sans doute egal au nombre
2n'-\-l) mais je n'ai pu encore suffisamment approfondir toutes ces cir-
constances qui me paraissent bien singulieres.

Quoiqu'il en soit, les considerations qui precedent, etablissent qu'on
u'aura jamais a rechercher qu'une seule reprosentation en nombres entiers, de
chacun des minima distincts qu'oiFrira la forme Φ, lorsfae les quantites

-"*! 9 ^*2 9 · · -̂ *« 9 ·**·! 9 *Vz ? · · **·η*
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passeront par tous les etats possibles de grandeur. Mais une fois amenes
a cette nouvelle recherche, il faul recourir a la theorie de la reduction des
forraes quadratiques quelconques. Je vais avant tout definir ce que f appelle
reduire une forme donne'e.

Soit f cette forme, et f, f" etc. la serie entiere de toutes celles qui
lui sont equivalentes et que je representerai, d'une maniere generale, par

n n

f = ^i^i^iXu,

en supposant que les coefficienls des carres, ranges par ordre croissant de
grandeur, soient

#1,1 ·) #2,2 9 · · Un3n ·

Cela etant, nous subdiviserons, progressiveraent, Tensemble de toutes les formes
equivalentes, en reunissant dans un meme groupe:

1°. toutes les formes oü riM a la plus petite valeur possible,
2°. parmi celles-ci, toutes celles oü «2,2 est egalement un minimum,
3°. parmi les precedentes, celles oü «3}3 est encore un minimum,

et ainsi de suite, de teile Sorte qu'apres avoir epuise la serie ö1}1, </2j2, .. «nj l l,
on arrive a une ou a pfasieuns formes dont les coefficients des carres sont
necessairement les memes.

Ces formes offrent un caractere essentiel qui consiste en ce que toutes
les expressions quadratiques

(V/;,;, b;ji üjj}

sont reduites. Cette remarque prouve qu'on a la limite:

«1,1· «2,2 · · · «i,,» < P*D,

etant un coefficient numerique ne dependant que du nombre n des variables;
mais je ne m'arrßterai pas a la demonstration.

Revenons au dernier groupe de formes equivalentes auquel nous venons
de parvenir, il pourra etre subdivise de nouveau, d'apres la grandeur des
determinants

4,y := fyifyj ~ $>} t
en reunissant ensemble,

1°. toutes les formes oü A1}1 sera le plus petit possible,
2°. parmi ces dernieres toutes celles oü A^ est egalement ÜB minimum,
3°. parmi les precedentes celles oü . . A^ est encore un minimum,

et ainsi de suite, de teile sorte qu'apres avoir epuise la serie:

Brought to you by | University of Arizona
Authenticated

Download Date | 6/4/15 1:14 PM



2β. Lei t r es de M. Hermitc a M. Jacobi sur la thdorie des nombrcs. 308

JM, Jlj2, . . A1)n,
on passe a la suivante:

puis a celle-ci:

et on continuera jusqu'a ce qu'on soit arrive, en derniere analyse, a une ou
a plusieurs formes offrant des valeurs numeriques egales, pour toutes les
quantites A^j.

Mais il est evident qu'alors les valeurs absolues des coefficients «;y
sont pareillement les memes. Or la forme unique qu'il faudra definitivement
choisir pour reduite, s'obtiendra par la consideration des determinants ternaires

Λ l O 2 2 ^
·"/,/, Ji === ^/ i&j j liji \ & &itj fyjk fy,k ^f,i fy,k ^j)j ^i) k &k k &Ϊ j}

en operant comme ori Pa fait precedemment avec les fonctions Aitj. Les formes
reunies en dernier Heu, offrant les momes valeurs des diverses expressions
-4/)7·,;Η deviendront identiques, en rendant positifs par exemple, comme cela
est toujours possible, tous les coefficients a())i.

Reduire une forme donnee f, ce sera donc chercher la transformation
de cette forme en la reduite equivalente teile qu'elle vient d'etre definie. Cette
reduite, comme Vous le voyez, Monsieur, n'est pas celle a laquelle conduit
la methode que j'ai eu Phonneur de Vous soumettre dans ma derniere lettre.
II y aura donc lieu d'esperer une nouvelle Substitution, mais jusqu'ici je n'ai
vu d'autre moyen a employer que celui qui est indique par Panalyse prece-
dente et qui consiste a former la serie entiere des formes aux plus petits
coefficients des carres. Seulement il est facile de demontrer que leur nombre
a une limite independante du determinant et qui est fonction uniquement
du nombre des indelerminees.

Dans le cas des formes ternaires, les reduites jouissent d'une propriete
qui merite peut-etre d'etre remarquee, car eile ne me par all pas s'etendre
aux formes contenant un plus grand nombre de variables. Elle consiste
en ce que tonte forme lernaire reduite <p(x, y, s) prend une valeur
moindre, en diminuant celle des variables donf la valeur absolue est la
plus grande.

Soit

En supposant quelconques les signes des coefficie&ts b, V, b", on pe»t ad*
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 4. 41
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mettre que les indeterminees sont positives. Or en supposant &^.y
on pronve aisement la proposition enoncee, dans chacun des qnatre cas qu'offrent
les signes de V et b", au* moyen des eqaations identiques,

φ(χ—\, γ, %} — <ρ(χ, γ, ar)

aj — z— ]) — a
"(a? — γ— 1) — 21>'ζ — α

-= —2(x— 1)« — 2b"y — 2b'z — a,
les quatre expressions precedentes correspondant aux quatre cas:

Je reviens maintenant a la recherche de toutes les representations
distinctes des divers minitna, de la forme quadratique:

ι o i ι o * ι .. . o
' J^2 Ι Α ^ ι τ 2 l l 4 '

correspoadants tous les systemes possibles de valeurs de Jn A2, etc.,
KD -K2, etc.

Dans cette forme, les quantites φα sont les valeurs d'une expression
teile que

ΛΓο + βκΓ^ α2#2-|- * · -fa"1-1^^,

en supposant n, Tune quelconque des racines de Tequation, F(x}=^Q, dont
le degre n-\-2nf est toujours designe par m. Cela pose, soit pour un Systeme
determine de valeurs des quantites A et K,

la Substitution propre reduire Φ. En posant pour abreger:
(a), = ^ + a»; +a2c£+ · - -f aT-Hi

k traiisformee reduite sein:

Brought to you by | University of Arizona
Authenticated

Download Date | 6/4/15 1:14 PM



26. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la tMoria des nombre*. 305

Ψι Ψ* i ι Q ΨΡ2 y/ 2 ι- _ J - ̂  _ j_

Mais on peut Tecrire d'une autre maniere,
Soit y0 celle des indeterminees dont le carre a le plus petit coefficient,

et posons:
N = (a.

Nil est clair que , oc designant l'une quelconque des racines, τ-τ~ sera un polynome
\a/o

a coefficients entiers en a, et qu'il en sera de meme de
N ,

W'Wi'
que je designerai par ^i(a). Or de la valeur-limite du produit des coefficients
des carres des indeterminees dans toute forme reduite, teile qu'elle a ete
indiquee plus haut, on deduit facilement, que tous ces polynomes ψ,·(α) ont
pour coefficienls des nombres entiers ayant aussi des limifes finies. H en
est de meme (Tailleurs de N, comme oa Ta vu precedemment d'une maniere
speciale, Donc transformant ainsi les fonctions V(a)? savoir:

et posant:
χ(α] = y()N -f yi^i(a)

Texpression de t// devient:

et c'est la le type analytique*} auquel je voulais arriver pour y rapporter
tpute forme reduite. Le nomhre de ces types, comme on le voit d'apres la
caractere des fonctions /(«), est essentiellement fini et c'est l un resultat
qui ouvre la voie a un nouvel ordre de recherches d^stineeg, si je ne m'abuse
etrangement, a jeter un grand jour sur la nature si inconppe des irrattonnelles
algebriques.

*) D'apres M. Hermite fimix de ees types sont les m&nes torsqulls tie differenl
entr'eux que par rapport aux quantitls Jf et '. /.

41*
Brought to you by | University of Arizona

Authenticated
Download Date | 6/4/15 1:14 PM



306 26. Lcttres de M. Hermitc a M. Jacobi sur In theorie des uombres.

Et d'abord, on en de dm t immediatewent une demonslration directe,
de la possibilite de Vequation que je me suis propose de resoudre, savoir

Norme φ (α) ==1.
En eilet, on a pour cela le theoreme, que lorsqtfune Substitution,

correspondante un Systeme different de valeurs de A^ A^ etc., JSC19
JGT2, etc., condmt au meine type reduit Ψ, le nombre entier complexe
represente par le determinant des quantites:

/>owr norme funiie.
J'ai trouve aussi, ytiW suffisait ffobtenir le Systeme des sitbstitutiom

propres reduire la forme Φ, dans nn intervalle fini des quantites A
et K, les sulstitutions correspondantes toutes les autres valeurs de ces
meines quantites se deduisant de celles-l .

De l on deduit que toutes les Solutions de l'equation
Norme φ (α) = 1,

peuvent s'obtenir par un nombre limite d'entre elles, convenablement choisies,
mais d'autres considerations menent a la meme consequence. Je vais les
indiquer en restant dans le cas particulier qui me les a fait decouvrir.

Designons jiar α la racine reelle, et par β et γ les deux racines ima-
ginaires de l'equation du 3e degre a coefficients entiers:

^ Atf+Bx^-C = 0.
Soient a ssi φ et ^/, deux unit&s complexes de la forme o?-f ay~(-«252:, je dis
que de ces deux unttes en resulte une tromeme dont dies sont tune et
ΐ untre des puissances entier es.

Posons 6rt effet:
φ = <pm^/n, ψ = ym°^;no9 r

m, ^, m0, ηυ etant quatre uombres entiers tels que
— nm^ ά= l,
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011 aura reciproquement,
φ ·— Φη<> ψ~η, ψ — *Ρ"Φ-»Ό

De deux choses Pune: ou Γόη pourra faire p. ex. Φ = l, et le theoreme
_£

est demontre: ou bien au moins Φ—Ψ", € elant moindre que Punite et
n pouvant prendre une infinite de valeurs differentes. Or, ayant toujours,
Norme Φ = l, on conclurait qu'il existe une infinite de Solutions de cette
equation dans lesquelles la valeur de Tunite complexe reelle et celle du mo-
dule analytique des deux unites conjuguees imaginaires, seraient aussi voisines
du nombre l qu'on le voudrait, ce qui est absurde.

Une methode toute semblable m'a conduit a demontrer que dans le cas
des trois racines reelles, toutes les unites sont les produits des puissances de
deux d'entre elles qui ne sont pas reductibles Tune et Pautre aux puissances
entieres d'une troisieme, et il ne me parait pas difficile d'etendre les m o m es
considerations au cas le plus general.
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Quatr ieme iettre.

JUa derniere lettre que j'ai eu Thonneur de Vous ecrire, etait ä peine
partie que j'ai eu communication par M. Lioumlle, d'une note tiree des
comptes-rendus de Volre acaclemie et dans laquelle Vous traitez de la reduction
des fonnes quadraüques, ä coefficients entiers, sous un point de vue qui ne
se serait jamais presente a mou esprit et qui ura vivement Interesse. Le
resultat plein d'elegance auquel Vous arrivez par une inethode si simple,
m'a fait rechercher si dans ce nouveau type de fonnes reduites, il y avait
encore possibilite d'obtenir des Kmitations, des coefficients, fonctions seulement
du detenninant.

En particulier j'ai considere, les formes definies ternaires:
f = M? + a'y* + ar V + 2 byz + 2 Vxz -f 2 b"xy,

dans lesquelles, d'apres le principe de Votre methode, il faut faire p. ex.

r = — £ H ß'v,
designant le p. g. c. diviseur de b et b9, determine par l'equation:

= bß'+b'ß.
On obtient ainsi la transformee:

oü Tun des rectangles des indeterminees a disparu.
Cela pose, si les coefficients de la forme proposee sont limites,

au moyen du detenninant D, il en sera de meme des coefficients de la
transformee. En particulier 2l peut s'ecrire,

l J
2 ^ ' ' *

donc
3«^.
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26. Lettrcs de M. Hermite & M. Jacobi sur la theorie des nombrcs. 309

Or on peut ensuite supposer > ; u
2» < H, ; - „ .

en determinant convenablement β et f dans l'equation ω == b f -[- bf ou, ce
qui est au fond la meine chose, en changeant dans la transformee, i en |-fmij.
Quant a la limite du dernier coefficient 2l', eile se tire de Pequation,

»SI'— .8* = aa' — bm.
En revenant aux premieres considerations qui m'avaient fait entrevoir,

il y a long-lemps, IMmportance de la recherche du minimum des formes a un
nombre quelconque de variables, j'ai ete conduit a presenter de la maniere
suivante, les idees que Vous avez le premier emises sur rirapossibilite de
certaines fonctions periodiques.

Soient, pour les fonctions d'une seule variable,
e-f *]/-!, n'-j-iV-l, α''+ V-·1

trois indices quelconques de periodicite, je considere la forme definie ternaire,

dont le determinant D _
Si ab' — bar n' est pas nul et que les deux equations:

P + a fy+e f^ = 0, fcp-f 'y+ί"* = 0,
ne peuvent avoir Heu en nombres entiers, la fonction sera impossible. Car
pouvant faire pour toute valeur de Λ:

r < y(2#)
et a fortiori:

(ax + a'y + ti'xf -f (bx + b 'y + V'zf < J^(2H) ,
on deduirait des indices proposes, une periode dont le module serait infmiment
petit. Mais cette conclusion n'a plus Heu si ak' — b<i — Q. Alors je considere
la forme binaire,

dont le determinant, dans l'hypothese admise. se trouve etre

»'— 'jfch*!υ -- Tl·
Or il est maintenant facile de prouver gtte torsqtte ab' — ία'=:0, Γοβ fte
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310 tf. Lettres de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des nombres.

peut meine admettre les deux periodes, a-}-b}f—l et Λ' -[-*']/— 1 9 si on les
suppose irreductibles , c. a d. si les equations,

„ax-\- et γ = 0, bx + Vy == 0,
ne peuvent avoir lieu en nombres entiers. On peut faire en effet, pour toute
valeur de Λ:

f
et a fortiori:

ce qui conduit de nouveau a une periode infiniment petite.
Les fonctions de plusieurs variables a periodes coexistantes que Vous

avez introduites le premier dans l'analyse, peuvent etre traitees par les memes
principes.

Soient

n indices simultanes de periodicite correspondants, respeetivement, aux variables
χ, γ, . . u,

dans une fonction teile que %(x, y, . . M), je dis que si le nombre de ces
groupes tfindices, supposes irreductibles sur passe 2 n, la fonction proposee
sera impossible, dans ce sens c/ifon sera force d'admettre un groupe
d'indices simultanes infiniment-petits.

Faisons pour abreger:

5l = ^^

le determinant /> de la forme,

sera, eomme on le trouve aisement:

b2 . .

et la consequence que je voulais obtenir, decoule, comme precedemment, de
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la tblation, - · · . · · --^ ' ' » u · . ··;. -M·· · · « · · ·· - - · -

.
laquelle on peut toujours satisfaire quelque grand que spit z/.

Si Γόη suppose que le determinant qui entre dans Pexpression de D,
s'evanouisse, la demonstration n'est plus applicable, mais Ja proposilion n'en a
pas moins Heu, et on oblient ainsi le premier terme d'une serie dq nouveaux
cas d'impossibilite dont voici les conditions analytiques.

Soit pour abreger:

et /?,· le determinant de la forme

Si Γόη suppose /?/__! nul, on trouve que J2Df s'obtient en faisant la somme
des carres de tous les determinants que fourriit le Systeme:

«n *n · · *n Ί
^2? ^2 ί * · 2 , ·2

• · · ·• · . · - ·
' ' · " ; * · : · · · · · · · ··· . . . . . . . ' ]

, 2n— ί ί Vln—i·) »> .̂ 2p*— i 9 ^2w-^o , ' U '·

en employant, d'une maniere quelconque, !?ιι — i lignes verticales. Or toute
fonction periodique de n variables sera impossible lorsqu'ayant 2 n — i groupes
de perio es simultanoos irteductibles avoir:'
je deteFiiijppnt Di j e la f^me,^ QOfopo^; ?vec ces iridices, s'annullera. En
eiFet, on arrivera a un Systeme de periodes simultaue^s infiniment petite§!9!,^ii
considerant dans la serie des formes:

^/c^es^^fit^l? de%rninant ne s'ev noujt point. La derniere
d'ailleurs esi dams ee cas, car on tfcouve aisemeiit:H* ^ : ^'

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 4. 42
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L'analyse que je viens d'employer, s'applique a une question bten diffe-
rente, a la theorie des nnite's complexes les plus gener ales, et donne ce
theorerae:

„Soit mf le norabre des racines reelles et des couples de racines ima-
„gittaires d'une equation irreductible a coefficients entiers et dont le premier
„coefficient est Punite, si Γόη a m9 unites complexes quelconques, formees
„avec les racines de cette equation, elles peuvent toujours s'exprimer par
„les produits des puissances entieres, positives ou negatives, de mf — l
„autres convenablement choisies *)."

Nommons
«19 α*·> · · an,

les racines reelles de Pequation proposee, et
l i y t i ll Y^ · · n'l Vn«>

les diverses couples de ses racines imaginaires. Soit encore

9i(«) = «£ + « / + a2^+ · · +«m"1/i,
une unite complexe quelconque, et

-f ar2(«)2 -f · - -f x

je dis qu'il est toujours possible de d^terminer pour x^ ΧΊ, . . xm,, un Systeme
de valeurs entieres, positives ou nogative^, telles qifon ait

(1.) F(«) = 0 ou V?W':-tf* ' ( « ) . . ^(«) = 1.
Gelte condition, d'ailleurs, aura necessairement Heu a la fois pour toutes les
racines, reelles ou imaginaires, puisqu'elles appartiennent, par hypothese, a une
equation irreductiblei

Supposons eti effel, rgqudtioii (1.) ίτηραέοίΜβ, et Voyons quelles con-
vont s'ensuivre.

*) Le theoreme complet savoir: Qu* y a eff ctivement, dans tous les cas^
mr^-l ifnitdq comnlexes independantes par les produits des puissances desquellep
n*pt faeYeprd&mf&rt iif6sle* a tres^d&l'bn des plus tib ortantfs' m' is li^i uh des

plus epineux de la science des HOmbres. La deraonstration rigaureuse de ce thoorerae
a ete donnee par M. Lejeune Dirichlet, dans les ^omptes rendus mensuels de PAcad.
de Berlin du 30 Mars 1846. Voir aussi caix 4'Avt 1842 et d'Octobre 1841, et une
lettre du meme auteur a M. Liouville (J. d. M. VobV. 1840). J.
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En premier Heu, deux systemes distincts de valeurs entieres des inde-
terminees, a?19 x^ * . o?^/, ne donneront jamais Ja meme yaleur de F(a).
Car ayant p. ex.

on en deduirait

c. a d. une solution de Tequation fl.)? ^e qui es^ contre l'hypothese admise.
Cela pose, je considere la forme quadratique:

dont le determinant est:
(«1)1 («1)2
(«2)1 («2)2

«„-1)1 («„-1)2

• · («2)m'-i

• * (#ft_l)m'-l

• · (ßl 9 yi)m'-l

' ' (ßl 5 J^m'-l

! · · (#i'9y»«')m<-l

et je le supposerai d'abord diiferent de zero.
Dans ce cas, si je cherche les minima de la forme F, pour des valeurs

indefiniment croissantes de d> ü es* clair qu'en posant

et par suite,

j'obtiendräi une infinite d'ünites complexes, ( ), totites difiFerentes, d'apres la
remarque preced eminent falle, et dont les Valeurs absolues reelles, ainsi que
les modules des valeurs imaginaires, seront aussi voisins de Punite qu'on Wiudra.
Or on aurait de la sorte, m' fonctions lineaires et homogenes, a mf indeter-
miuees entieres, qui seraient susceptibles de prendre une infinite de valeurs
inuneriques inegales et compri^^ß 4ans un Intervalle limite, ce qui est absurde«

Lorsque le ^elerminont O sem different de zero, on peut donc sakis-
faire, par des, »ouab^es einticxs ci.J'iequaUoii^·... M l·

^l(«)l+a?2(«)2+ · ' +tfm'(«)m' = 0.

42*
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Cela poöe, jet.feis '

» ( ) + ?2( )2+ · · + *>,*<(<*)„>< = logF(a),
les nombres entiers y, «, . . v, etant pris de maniere que le determinant
relatif ces equätions lineaires et a la preoedenie, soii l'unite. II est clair
qu'on pourra tirer de la, les valeufs des mf unites y/(«), exprimees par les
produits des puissances entieres de *Y(a)^ Z(a}, . . F(a), qui representent
d'autres unites complexes, au nombre seulement de m' — 1.

II me reste a examiner le cas oü le determinant de la forme F, est
suppose s'evanouir. Soit alors:

· · -f ̂ -i
et /?, le determinant de la forme

Si suppose />,_! nul, on trouve, tout-a-fait comme precedemment, que
^Di s'obtient en faisant la somme des carres des divers determinanls que
fournit le Systeme:

(«2)1

(«2)2 (ßl, /l)

(«1)1

l-i (A^Om'-M · ·. (ßn< tf^m'-l-i

employant wi'— l — i lignes verticales, Considerant donc dans la serie

te premiöre d^i^lles doMt* le determinant ne s'evanouit poiht (et Ift· deniiere
es! toujours d^s cö cas), on obtiendra absolument les momes resultats que
eötix auxqtiels noUB sommes |iarvetitiä tout-a-1 'heüre , püisqtie le dotertninant Z?z

devient d'une petitesse arbitraire pour* desiVbleürs ^ffiäamta^nt^raödeä de .̂
-
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Je ne sais, Monsieur, si ces resultats et la methode que j'ai employee,
spnt connus, et nommement s'ilß se trouvent deja dans l$s travaux de M. Kummer,
que Vous avez eu !a bönte de mTnaiquer. Äf. Liouvit/e sans doüte les pu-
bliefaft^ye inite'^adl^On joubal, si ftdtis |>ouViÖhH to)irV^ftun tMdufctkir, et
ce serait pour moi .particiflieff «n griind plaisir dB fdtetdre Cöimiissance de
ces recherches d'apres ce que Vous m'en avez ecrit. L'introduction du nombre
compkxe auquel M. Kummer donne le nom (Fideal, mMnteresserait surtout
au plus heut degre.

P. S. L'expression des unites complexes au moyen d'un nombre de-
termlne d'entre elles, donne lieu a une remarque essentielle et que j'ai omise,
lorsque les meines qui entrent dans leur composition, sont toutes imaginaires.
L'analyse que j'ai employee, conduit alors de nouyeau a isoler celles de ces
unites dont le module analytique est un, si toutefois il en existe. C'est au
reste le meme resultat auquel je suis parvenu par une toute autre voie dans
ma derniere lettre.
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