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_ 16.
Uber einige von Herrn Dr. Eisenstein aufge-

stellte Liehrsitze, irreductible Congruenzen betreffend
(S.182 Bd. 39 dieses Journals).

(Von Herrn Prof. Dr. Schonemann zu Brandenburg a. d. H.)

Aufgabe. Wemn a,, a,, ... a,_,, so wie b,, b,, ... b,_, ge-
gebene ganze Zahlen bedeuten, fx =0 (mod. p) eine irreductible Congruenz
vom nten Grade und o eine Wurzel der Gleichung fr=0 ist, so ist zu
untersuchen, in welchen Fillen sich 3 als Function von o so bestimmen
lafst, dafs es der Congruenz aye+ a0+ ... a, ;0" =b,3+ b, b,37" + ..
.. b,_yp" " geniigt, und in welchen Fallen fir ﬂ verschiedene Functionen von
o eintreten konnen.

Auflosung. Setzt man aye-ta,e¢+ta,0’4-... a,_ 0" ' = (Ka), so
erhilt man durch Potenziiren und in Beriicksichtigung, dafs 37" = /3 (mod. p, &)
ist, folgendes System von Congruenzen:

boB 4 b 37 + 0.7 .. 'f‘bn—lﬁpn_l (Ko)
bus B4 b7 40,37 . +bn—2ﬂp"—l (Ke)
- n_2/3+ bn_lﬁ”+bo/>’” + .- -I~bn ST = (Kay”

7

L

b /3 + 2/3" er ﬂ”’+ -} boﬂ’”"’l (K )”""-

Aus diesen Congruenzen ist nun klar, dafs sich im Allgemeinen /3 durch
(Ke), (Kap, ... (Ke)’"™", und zwar nur auf éine Weise werde darstellen lassen.
Doch wiirde es unrichtig sein, anzunehmen, dafs dies ohne Ausnahme geschehen
konne. Hiezu mifste erst nachgewiesen werden, dafs nicht irgend eine der auf-
gestellten Congruenzen sich als eine Folge gewisser anderer, oder aber auch mit
gewissen andern in Widerspruch stehend ergeben konnte. Im ersten Falle wiirde
es verschiedene Functionem /3 geben, die der Aufgabe Geniige leisten, im an-
dern keine. Glicklicherweise ist die Form dieser Congruenzen von der Art,
dafs sie eine ibersichtliche Auflosung gestatien, so dafs man aus derselben
die Kennzeichen fir die Ausnahme-Fille wird aufstellen konnen. Ist némlich
w eine nte Wurzel der Einheit und man multiplicirt diese Congruenz mit ",
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die zweite mit w', die dritte mit w?, etc. und addirt simmtliche Congruenzen,
indem man dem z alle Werthe von 0, 1, 2, ... »—1 beilegt, so erhilt man
. folgendes System von Congruenzen:
Bt by A b e BB T
= (Ko)+ (Kea) + .. (K
(b,,+ bow +b_w . bw)(BAw- AL BT
(Ka)+(Ka)Pw +. (Ka)v"“w"—l

(b“ + b,_, w1 _}_ bn w0 + w(n—l)l) ( ﬂ + ﬁp w1 _,_ ﬂp""‘l w(n-—l) )
= (Kea)+ (Ka)y w"““+ o (Ka)P" ™ w0,
Diese Congruenzen werden eine und nur eine Auflosung gestatten, wenn
Byt bpyt oo 0Bl w o By L (B F b L By
nicht = 0 (mod. p) ist. Sobald aber dieser Fall eintritt, ist es zweifelhaft,
ob es nur eine Auflosung fir 3 gebe, oder mehrere, oder gar keine. So
ist es insbesondere klar, dafs, wenn (Ka)-{-(K«x)” {—(Koc)”"‘ll nicht
=0 (mod.p, &) ist, wohl aber 6,46, ,4...5, =0 (mod p), fir 3 keine
Auflosung existiren konne. Ist aber b(,-]-b,,_l—[~ ... b, zugleich mit (Ka)
—{—(Ka)”—{—...(Ka)”"_IEO (mod. p, @) und (by-+b, w0+t ... 6w ...
oo (bt byt L b w™YY) nicht = 0 (mod. p, &), so giebt es fiir
/3 By ... 3" nur n—1 lineire Congruenzen, und da man nun die Summe
dieser Ausdrucke einer der Zahlen 0, 1, 2, ... p —1 congruent seizen kann,
so wird es offenbar fir 3 in diesem Falle p verschiedene Auflosungen geben.
Zur vollstindigen Beantwortung der Frage wird man gelangen, wenn man w
als Wurzel der Congruenz " —1= 0 (mod. ) ansieht und sowohl « als w als
Functionen der Wurzeln einer irreductibeln Congruenz yx =0 (mod. p) auffafst.
Untersuchen wir jetzt die Frage, ob &,3--6,"4 ... 6,_,f"" immer
ein vollstindiges Restensystem gebe, wenn man fir &,, &,, ... 5,_, alle mog-
lichen Werthe der Zahlen 0, 1, 2, ... p—1 setzt. Hier ist zunichst zu be-
merken, dafs, wenn n keine Primzahl und », ein Factor von » ist, 3 von
einer irreductibeln Congruenz vom Grade », abhangen kann. Da aber dann

-1, n .
von den Werthen 3, 7, ... 3" je = zusammenfallen, so kann jenes
n 1

Restensystem hochstens p™ verschiedene Reste fassen, also nicht vollsiandig
sein, indem das vollstindige System p" Reste in sich schliefst. Wenn aber
/3 von einer Congruenz nten Grades abhangt, so miifste nachgewiesen werden,
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dafs, wenn 8,3+ 6,37 . .. b, BT =Bt €7 F ... e 7 (mod. p, )
- ist, by=1¢,, b, =¢,, etc. (mod. p) sein miifste, oder dafs, wenn m,3-}-m,[3"-|-..
.. -{»m,,_l/i"’"'l = 0 (mod. p, ) ist und m,, m,,... m,_, bedeuten ganze Zahlen,
m,, n,, etc. einzeln =0 (mod. p) sein missen. Dieser Satz kann offenbar
wieder nur unter der Beschrinkung gelten, dafs 343" ... 3" ™" nicht =0
(mod. p, «) ist. Unter dieser Voraussetzung lifst sich der Satz leicht beweisen,
wenn p eine primitive Wurzel der Congruenz 2" —1=0 (mod.n) und »
eine Primzahl ist. In diesem Falle ist "—1 =0 (mod.p) eine irreductible
Congruenz, und keiner der Factoren m,tm,w--...m, ;0" kann =0
(mod. p, w) werden. (S. §. 50. der citirten Abhandlung.)

Setzt man nun in das oben aufgestellte System linedrer Gleichungen O statt
Ko, so mufs jeder der Ausdricke B-BPw ... w'=0 (mod. p, &)
werden. Da nun aber B+4pr ... g7 irgend einer ganzen Zahl n (mod. p)
congruent werden mufs, so wiirde man durch Addition aller dieser Gleichungen
nf3=mn (mod. p, ¢) erhalten; was der Voraussetzung widerspricht, dafs 3 von
einer irreductibeln Congruenz mten Grades abhangt.

Obgleich dieser Satz unter der gemachten Einschrinkung wahrschein-
lich allgemein richtig ist, so fehlt doch noch der allgemeine Beweis.

Il Es ist edl-we’+we”+ ... w e = w(e +wer | ..
+ u)”""ocp"'"z—}— w''eP") (mod.p, ), da w"=1 und o”" =« (mod. p, @) ist.

n—1

Setzt man nun efwo’+ ... w"e? = f (¢, w), so hat man f (e, w)
= wf (", w) =w"f,(¢"", w), Wo m irgend eine ganze Zahl bedeuten kann.
Sind nun w,, w,, ... w, verschiedene Wurzeln der Einheit, von der Art,
dafs w,, w,, ... w,=1 ist, so hat man fi(e, w)fi(e,w,) ... fi(e, w,)
= W, W, ... w, [P w) f(eFyw,) ... [P, w,) = [i(ePy wy) (0P w,) . .

[Py w,).  Setzt man f(e, w)f(e, w,) ... fle, w;) = II(a, w), so er-
giebt sich IT(e, w) = (o, w) . . . = IT(¢” ', w). Da sich nun die Summe
der letzten Ausdriicke aus den Coéfficienten der Gleichung fz = 0 bestimmen
lafst, so gilt Dasselbe auch fir jeden einzelnen Ausdruck, so lange 7= nicht
ein Vielfaches von p wird. Fir diesen Fall ist der gegebene Beweis nicht
geniigend.
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Notiz
(Von dem Herrn Prof. Dr. Schinemann zu Brandenburg a. d. H.)

Herr Dr. Eisenstein stellt in seiner Abhandlung tber die Lemniscaten-
theilung (im 2ten Hefte Band 39 Seite 166 dieses Journals) den Satz auf,
dafs die Gleichung Fw = 0 irreductibel sei, wenn der Coéfficient der hoch-
sten Potenz von w=—1 und alle iibrigen ganzzahligen Coéfficienten durch
eine reelle oder complexe Primzahl aufgehen, der letzte aber nicht durch das
Quadrat dieser Primzahl theilbar ist. Mit Hiilfe dieses Satzes beweiset er die
xP—1

—1
Herr Eisenstein ausdriicklich bemerkt, dafs ihm von letzterem Satze nur der
Beweis von Gaufs und von Kronecker bekannt sei, so sehe ich mich ver-
anlafst, daran zu erinnern, dafs ich bereits im Bande 31 dieses Journals §. 6,
- in meiner Abhandlung ,Grundzige einer allgemeinen Theorie der hohern
Congruenzen etc.” den ersten Satz fir reelle Primzahlen bewiesen und auch
den folgenden aus demselben abgeleitet habe und dafs ferner die von Herrn etc.
Eisenstein angewendete Methode nicht wesentlich von der meinigen verschieden
ist. Von dem letztern Satze habe ich ibrigens noch einen ganz verschiedenen
Beweis im ersten Theile und §. 50 derselben Abhandlung gegeben.

Brandenburg a. d. H., den 14ten December 1849.

Irreductibilitit der Gleichung = 0, wenn p eine Primzahl ist. Da




