
ίβ. Kummer* Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfaetoren*

16.
ber die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit
gebildeten complexen Zahlen in ihre Primfactoren.

(Von Herrn Dr. E. E. Kummer > Professor in Breslau.)

In dem vorstehenden Aufsatze, welchen ich als Einleitung zu dem hier fol-
genden anzusehen bitte, habe ich vor einiger Zeit die Resultate meiner Un-
tersuchungen ber die Zerlegung der complexen Zahlen niedergelegt. Die
Entwickelung und Begr ndung derselben soll nun der Gegenstand der gegen-
w rtigen Abhandlung sein.

S. 1.
Es sei λ eine Primzahl und a eine imagin re Wurzel der Gleichung αλ=1,

so ist die allgemeinste Form der complexen Zahlen, welche wir hier untersuchen :
φ(α) = aLa-\-a2a2-\-«3a3-f- . . . . -f Φ-ι«*""1;

in welchem Ausdruck die Coefficienten a^ #2> a3, etc. ganze Zahlen sind.
In besonderen F llen k nnen alle diejenigen Coefficienten der complexen Zahl,
welche mit den zu denselben Perioden geh renden Wurzeln der Einheit mul-
tiplicirt sind, einander gleich werden; so dafs die complexe Zahl zu einer
linearen Function der Perioden wird. Die Untersuchung dieser besondern
Art complexer Zahlen, welche andrerseits, da die Perioden auch eingliedrig
sein k nnen, die allgemeine complexe Zahl als besondern Fall in sich schliefst,
bildet die Grundlage f r die Auffindung der Primfactoren aller aus den Wurzeln
der Einheit geformten complexen Zahlen; weshalb wir zun chst nur von diesen
zu handeln haben.

Besteht die Zahl λ—l aus den beiden Factoren e und /, so dafs
λ —l =£·/', und bezeichnet γ eine primitive Wurzel von λ, so kann man
die imagin ren Wurzeln der Gleichung αλ = l folgenderma en in e Perioden
von je f Gliedern zusammenordnen:

l ve l v2e l i Jf—V*η = a -[- a? -J- w - f - . . . . -j-a* _,

2e-l , V3e-l , fe^l«r ^- tf φ φ , . . -|* &r .
43
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328 *#« Kammer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

Das Product zweier Perioden l fst sich bekanntlich als lineare Function
der hnlichen Perioden mit ganzzahligen Coefficienten darstellen; deshalb sei

3k * k l· Je
00 *?·*?* = ^+«ii + «tiii+e»2i72+.-.+»ie.1i7e.1,

woraus auch die scheinbar allgemeinere Gleichung folgt:
Je Tt Jt Je Je

(20 Wr+Jt

Der Coefficient μ ist immer gleich Null, aufser wenn f gerade und — 0,
Ti

oder f ungerade und zugleich k = %e ist; in welchen beiden F llen ^ = 1 ist.
Je

Die brigen Coefficienten mh haben sehr einfache Beziehungen zu einander,
welche wir kurz entwickeln wollen. Multiplicirt man zwei Perioden von
f Gliedern mit einander, so ist die Anzahl aller Glieder des entwickelten Pro-
ducts gleich ff i deshalb raufs, wenn in der Gleichung (10 die Perioden als
Summen von je f Wurzeln aufgefafst werden, die Summe aller Coefficienten
gleich f f , also

mithin
*

(30 f =

sein. Setzt man ferner in der Gleichung (20 nach einander r=0, l, 2, .... e— l
und nimmt die Summe, so erh lt man

*~1 Jt Je Je Je Jt

^r^rn^k = *ΪΡ ~ ™ ~ ***! ~ ™2 ~ · · · · ~ ̂ -1 ',
0

also, verm ge (<b), und weil ef—λ—Ι ist:
e-l Je

(40 Σ,η,η,+ι = μλ—f.
Je

Ber cksichtigt man noch den oben angegebenen Werth von μ, so zeigt sich,
dafs diese Summe immer gleich — f ist; mit Ausnahme der beiden F lle: er-
stens, wo f gerade und & = 0, und zweitens, wo f ungerade und k = %e ist;
in welchen F llen diese Summe gleich λ — /"ist.

Verwandelt man ferner in der Gleichung (2.) k in e — k, so wird
c~l e—k e— Jt e—Je e—Je

Setzt man aber in derselben Gleichung (S.) r — k statt r, so ist
Jt Je Je Je Je

^-h2T ' · ' ' 4" ̂ -l^r- +e-l·
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. Kummer^ Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfaetoren. 329

Durch Vergleichung dieser beiden Ausdrücke erhält man allgemein
* *-*

(5.) mh = _*.
Multiplicirt man endlich die Gleichung (2.) mit ? + und nimmt die Summe für
r = 0, l, 2, ---- e — l, so erhält man vermittels der Formel (4.):

e-l *
wenn f gerade ist und

wenn /* ungerade ist;

und weil sich in den Summen zur Linken Ä und A vertauschen lassen, so folgt
* Ä

mh = m^ wenn / gerade und
* ^

wenn f ungerade ist.

Die Gleichung (1.), welche die Grundlage jeder Rechnung mit den
Perioden ist, drückt eigentlich ein System von e verschiedenen Gleichungen
für Ä = 0, l, 2, .... e — l aus. Diese zusammen reichen auch gerade hin,
um aus ihnen die e Perioden selbst zu finden. Eliminirt man nämlich alle
Perioden, aufser der ersten , so erhält man für eine Gleichung vom «ten
Grade; und zwar genau jene bekannte Gleichung, deren Wurzeln alle e Pe-
rioden sind. Läfst man ferner irgend eine der e Gleichungen, welche in (1.)
enthalten sind, weg, und betrachtet die erste Periode als bekannt, die übrigen
e— l Perioden als unbekannt, so erhält man ein System von e— l Gleichun-
gen mit e—i Unbekannten; und zwar ein lineares System, aus welchem sich
^ 2 9 ____ ??<,_! alle rational durch ausdrücken lassen. Man erhält so die

Ausdrücke der Perioden als rationale Functionen der ersten (d. h. einer be-
liebigen ändern); welche Ausdrücke Gaufs auf andere Weise herleitet.

Wir fassen jetzt das System der in (1.) enthaltenen Gleichungen als
ein System von Congruenzen auf, für den Modtl qj wo q eine Primzahl sein
soll, welche der Bedingung qf=i mod. genfigt. Anstatt der Perioden
*h %5 %* · · · · ^e-i setzen wir die unbestimmten ganzen Zahlen u, fii, «r2, .. .. tr^.
Dies giebt folgendes System von Congruenzen:

K * 3k - * J
(7.) « = ̂ /+ mü+f^Hjt-f wt2tf2-f ---- -j-flWt*^, mod. q,

fftr Ä = 0, l, 2, . > . > « e—i. Es giebt nun immpr e wirkliche gartie Zahlen
#1 ton %? ···· #*~i5 welche diesem Systeme von Congruenzen genugthun:
denn eliminirt man auch hier alle Unbekannten, die erste w ausgenommen,
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330 *#· Kommet) Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

so erhält man eine Congruenz vom eten Grade für n, welche mit der Gleichung
für , welche alle Perioden zu Wurzeln hat, genau tibereinstimmt.

Diese Gleichung sei
V (80 r<4~ Ar^.+ ̂ r'-H .... +Ä = = Ö:

so hat die Congruenz Y=Q mod. q (wie ich in der Abhandlung über die
Divisoren gewisser Formen der Zahlen, welche aus der Theorie der Kreis-
theilung entstehen, in diesem Journal Bd. 30. S. 107 bewiesen habe) immer
e reale Wurzeln; falls nämlich, wie vorausgesetzt worden, q eine Primzahl
von der Art ist, dafs qf^ l, mod, . Wenn nun ti aus der Congruenz y^O,
mod. q, bestimmt ist, so werden t/2, w3, .... we-i mittels der in (7.)
enthaltenen Gleichungen nur noch linear bestimmt; eine Unmöglichkeit kann
demnach nirgends eintreten, da überdies der Modul eine Primzahl ist. Man
würde auch mit der einzigen Congruenz Y = 0 mod. q ausreichen, um alle
Zahlen u> tin ti2, .... we_i zu bestimmen, weil sie alle auf gleiche Weise
Wurzeln dieser Congruenz sind; aber man würde so nicht finden können, in
welcher Ordnung die Wurzeln dieser Congruenz zu nehmen sind, damit sie
auch den in (7.) enthaltenen Congruenzen genügen.

Da man jede beliebige der e Congruenzwurzeln von Y=Q mod. q als
erste ansehen kann (wonach sich dann nur die Reihenfolge der übrigen zu
richten hat, welche cyklisch immer dieselbe bleibt), so folgt, dafs die den Con-
gruenzen, welche in (7.) enthalten sind, genügenden Zahlen «/, ti19 w 2 , . . . . we_i,
ebenso auch der scheinbar allgemeineren, der Gleichung (2.) entsprechenden
Congruenz

* Je Ji+1 *
(9.) UrUr+l == fi/'-f W«r4-|llJlllr+l + »»2«r+2+ + "W ̂ l 9 *»0d. Cj,

genügen; für alle Werthe der Zahlen r und k. Jeder der e Perioden , ^
< , .... ^ entspricht also eine der Congruenzwurzeln u, u^ tf2, ti^,

in der Art, dafs, wenn man $tatt der Perioden in den Gleichungen (2.) ihre
analogen Congruenzwurzeln setzt, diese Gleichungen zu richtigen Congruenzen
für den Modul q werden.

§« 2,
Die Congruenzwurzeln ti, fft, #25 ···· ^~i befolgen, wie wir im vo-

rigen Paragraphen gazeigt haben, in ihrer Multiplication, genau dieselben Ge-
setze wie die Perioden; und da ohnedies die Addition und Subtraction für die
C0»frueniwurÄ€ifl dtesölbi ist^Wfe für tue Perioden, sä folgt der widhtige
Satz: D&ft %u jei^^GitiehiMjjf, unter deü Perioden, welche nur Additio-
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iß. Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactorcn. 331

nen, Subtractionen find Multiplicationen derselben enthalten, stets eine
entsprechende Congruenz sein mufs, welche man dadurch erhält, daß
man nur anstatt der Perioden ihre entsprechenden Congruenzwurzelm
setzt. Es gehören ferner zu einer einzigen solchen rationalen Gleichung im-
mer noch e—l conjugirte, welche aus ihr durch Vertauschung der Perioden,
mit Beibehaltung der cyklisehen Ordnung derselben, gebildet werden, oder, was
dasselbe ist, durch gleiche Vergröfserung aller Indices der Perioden; wobei
von den Indices, welche gröfser als e— i werden, e, oder Vielfache von e,
abzuziehen sind. Dafs nämlich eine solche Veränderung jeder rationalen Glei-
chung, unter den Perioden, die man auch nur als eine Änderung der Wurzel

^a der Gleichung r = Q ansehen kann, stets gestattet ist, folgt sehr leicht
cc—l

aus der Irreductibilität dieser Gleichung. Ebenso gehören auch eigentlich zu
einer solchen Gleichung unter den Perioden nicht nur eine, sondern stets e
Congruenzen, weil man die Congruenzwurzeln, mit Beibehaltung ihrer cykli-
schen Ordnung, auf e verschiedene Arten den Perioden zuordnen kann.

Hiernach folgt z.B. aus der Gleichung 17-f % "f % "f · · · · 4" %-i = = =—*
die Congruenz

(10 ti-f tii-f t*2-|- +*e-i = — l m<>d. q;
ferner aus der Gleichung (4.) §. 1. die Congruenz

(2.) 2rurur+k = —f mod. q;o
mit Ausnahme der beiden Fälle: erstens, wo f gerade und Ä = 0, und zwei-
tens, wo f ungerade und Ä=£e ist; in welchen Fallen diese Summe con-
gruent —/" ist.

Bezeichnet ferner Ify?) irgend eine ganze rationale Function der Pe-
rioden ??, ij!n %, . . . . ??e-i mit ganzzahligen Coefficienten, welche irgend wie
als Product von Factoren, oder als Summe solcher Producte erscheinen mag:
so kann man dieselbe bekanntlich immer auf die Form

(3.) Ffa) = 0^ + «1% + *??*+ 4-0e-l*?e-l

bringen. Setzt man nun statt der Perioden die Congruenzwurzeln, und zwar so,
dafs «,. statt , u^ statt nr+2 statt %, u. s.w. gesetzt wird, iu welchem Falle
wir die ganze Zahl, in welche F(n) übergeht, durch jp\t4r) bezeichnen, so ist

(4.) ·.*?(*;) snen^^tf^-f 0*1*?+^ ,·... * +awt*r^[ moif,
für jeden beliebigen Werth von r. Enthält F(^> d^n realen Factor y, so
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332 · Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

müssen, nachdem diese complexe Zahl auf die einfache Grundform (3.) ge-
bracht ist, alle Coefficienten a, ön n2, ae^ einzeln durch q theilbar
sein; und in diesem Falle mufs deshalb auch F(t*r) = 0 mod. q sein, für
jeden Werth von r. Stellt man sich ferner nicht nur die complexe Zahl F(rj\
sondern auch alle ihre conjugirten, welche durch cyklische Veränderung der
Perioden entstehen, auf die einfache Grundform gebracht vor, so erhält man

(5.)

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit 77*,
u.s. w. und addirt, so erhält man, vermöge der Gleichung (4. §. 1.), wenn /*
gerade ist:

(6.)

und da die Addition aller Gleichungen (5.)
(7.)

giebt, so erhält man:
(8.)

Wenn f ungerade ist, modificirt sich dieses Resultat nur insofern, dafs anstatt
, alsdann ^+^. herauskommt. Setzt man nun statt der Perioden die

Congruenzwurzeln , so ergiebt sich

(ti,_/')F(fi)-f-(iiA+l-f)F(ti1)+ .... +(**-i-/W«^0 = «A. , mod. q,
oder congruent ^. , wenn f ungerade ist. Wenn nun F(«O = 0 mod. ^
ist, für jeden Werth von r, so folgt aus dieser Congruenz, dafs sämmtliche
Coefficienten #, r/A, ß2, .... a^i durch ^ theilbar sind, dafs also auch die
complexe Zahl F(rf) den realen Factor q hat. Es sind demnach folgende zwei
Sätze bewiesen worden, von welchen einer der umgekehrte des ändern ist:

Wenn eine ganze rationale Fnnction der Perioden mit ganzzahligen
Cußfßcienten durch den realen Factor q theilbar ist, so sind auch
alle diejenigen ganzen Zahlen durch q theilbar, welche entstehen,
wenn man statt der Perioden ihre entsprechenden Congiruen%wur%eln
für dm Modul q setzt;
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ίβ. Kummer> Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren. 333

und umgekehrt:
Wenn alle die e ganzen Zahlen, welche aus einer ganzen rationalen
Function der Perioden entstehen, indem statt der Perioden die Con~
gruenzwurzeln f r den Modul q gesetzt werden, durch q theilbar
sind, so ist diese Function der Perioden selbst durch q theilbar.

Ist φ (η) irgend eine aus den Perioden gebildete complexe Zahl, so
nennen wir das Product aller conjugirten complexen Zahlen, welches immer
eine ganze Zahl ist, die Norm der complexen Zahl φ (η") und bezeichnen das-
selbe durch

N φ (η) = φ(ή)φ(ηι)φΜ — 9>fo*-i)·
Wendet man nun die sieben gefundenen S tze auf diese Norm an, so ergiebt
sich, dafs: Wenn die Norm N φ (η} durch q theilbar ist, stets auch eine
der ganzen Zahlen 9(11), φ («Ο, yC^)*·· · · <p(ue-i) durch q theilbar sein
mu ; und umgekehrt, dafs, wenn eine dieser Zahlen durch q theilbar ist,
auch die Norm durch q /heilbar sein mufs.

§· 3.
F r die Untersuchung der Primfactoren jeder gegebenen complexen

Zahl ist es noch sehr wichtig, zu beweisen, dafs es stets solche complexe,
aus Perioden gebildete Zahlen giebt, deren Norm durch q theilbar ist, aber
nicht durch q1; und zugleich zu zeigen, wie diese complexen Zahlen gefunden
werden k nnen. Im allgemeinen wird es schon unter den complexen Zahlen
u—t], «/i— η, v*—*], · · · · we-i — n> deren Normen alle durch q theilbar sind,
einige geben, welche die verlangte Eigenschaft haben; ja es ist leicht zu be-
weisen, dafs immer wenigstens eine dieser complexen Zahlen gen gt, sobald
es unter den Congruenzwurzeln u, ιιχ, ι/2, .... ue^ nur noch eine giebt,
welche keiner ndern gleich ist. Da dies aber wirklich, namentlich f r sehr
kleine Werthe von q und grofse Werthe von e, nicht immer der Fall ist, so
wenden wir, um diese verlangten complexen Zahlen zu finden, folgende Me-
thode an, welche stets sicher zum Ziele f hrt.

Wir suchen zun chst eine complexe Zahl φ (η) von der Art, dafs das
Product <jp07r)9>(tyi) durch q theilbar sei, sobald r und s verschieden sind;
aber nicht durch q theilbar, sobald r und s einander gleich sind. Eine solche
Zahl ist immer die folgende:

(1.) φ (ή) «= f-f ̂  + «^ + 1*2̂ 4 ... .+Κ*-ι%-ι·
Creile's Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 44
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334 J6· Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

Es ist nämlich

also , vermöge der Congruenz (2. §. 2.) ,
<p(f*r) = 0, mod, y,

mit Ausnahme der beiden Fälle: erstens, wo f gerade und r = 0, und zwei-
tens, wo f ungerade und r = %e ist; in welchen Fällen y(tfr) ist.
Eben so ist y(wÄ) = 0, oder = , unter denselben Bedingungen. Demnach ist
das Product

, (2.) 9(«r)SP(«O = 0, mod. y,
für jeden Werth von r und s; mit Ausnahme der beiden Fälle: erstens, wo
r = s = 0 und /* gerade 9 und zweitens, wo r = $ = \e und /" ungerade ist.
Läfst man nun die Congruenzwurzeln alle möglichen Werthe durchlaufen, mit
Beibehaltung der cyklischen Ordnung, so enthält diese eine Congruenz (2.)
eigentlich e Congruenzen, aus welchen mittels des zweiten Lehrsatzes im vori-
gen Paragraphen sogleich folgt, dafs

9>0?rM%) 0, mod. f,
ist; mit alleiniger Ausnahme des Falles r — $f wie es verlangt wurde.

Ich untersuche nun weiter von der complexen Zahl — ( ) =
die Norm

Entwickelt man das Product rechts, und läfst dabei alle durch q theilbaren
Theile weg, so erhält man mittels der Congruenz ( ) ( 3)^0, mod. q,
folgende Congruenz:

und da

ist, so ist
= 0, mod. y.

Eben so soll jetzt die Theilbarkeit durch q der complexen Zahl
i oder

untersucht werden, welche, mit Ausnahme des ersten Factors, alle Factoren
der Norm von V' (7?) enthält. Durch Entwicklung und Vernachläfsigung aller
durch q theilbaren Theile erhält man hier:

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/25/15 10:09 AM



1Θ. Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfaetoren. 335

und da

ist, so ist

also ist P(iy) nicht durch q theilbar. Ich behaupte nun, dafs immer ψ (ή), oder
doch ψ(η)-\-η, eine der verlangten complexen Zahlen ist, deren Norm den
Factor q einmal enth lt, aber nicht mehrmals. Um dies zu beweisen, ent-
wickle ich N($(tf)-\-q) nach dem Modul y2, was

JVtyfo) + ?) = Νφ(ή) + ι(Ψ(η)+ Ψ(ηύ+ . . . . + Ffo^O), mod. ̂ ,
giebt. Wenn also wirklich t//(??) nicht eine der verlangten Zahlen, sondern,
aufser durch q, auch durch q1 theilbar ist, so ist

Multiplicirt man mit Ψ(ή) und beachtet, dafs Ψ(η)Φ(η3 immer den Factor ^
enth lt, aufsei* wenn r = 0, so erh lt man

yMJVfyftHi) = ίτ(!Ρ(ι?))% mod. fr

und da (^(ι?))2 nicht mit y aufgeht, so folgt, dafs Nfyf ^q) nicht dureh
γ theilbar ist. Es giebt also stets complexe Zahlen, deren Normen einen
bestimmten realen Primfactor q nur einmal enthalten.

§. 4.
Wir wenden uns jetzt zu den allgemeineren complexen Zahlen, welche

nicht aus den Perioden, sondern irgend wie aus den Wurzeln der Gleichung
αλ = l gebildet sind und welche also auf die Form

f ( a ) = #!#-]- tf2 α2 ψ #3 a3-)- · · · · -f frl-i«2*4"
gebracht werden k nnen. Jede complexe Zahl ist ein Factor irgend einer
realen ganzen Zahl; namentlich ist sie stets ein Factor der Norm: deshalb ist
auch jeder Primfactor einer complexen Zahl zugleich Primfactor einer realen
ganzen Zahl; und zwar immer Primfactor der Norm. Aus diesem Grunde
haben wir zun chst die Bedingungen zu suchen v unter welchen die Norm einer
cotnplexen Zahl einen gegebenen realen Primfactor q efath lt. Alle nicht durch
λ theilbaren Zahlen k nnen nun bekanntlich nach den verschiedenen Expo-
nenten eingeteilt Werden, zu welchen sie gehutott, f r den^M dul λ (S. Gaufs
Disquisitiones arithm. §. 52.) ; und 'diese Eintheilung begr ndet auch die wesent-
lich verschiedenen Characterfe der Divisoren der Norm.

Es sei demnach q eine Primzahl, wefclfr^itrin fikpoftrent<m--i^MY'(eiti6iii
DiviMr 'von λ —1) geh rt, so dafs 4^= l, modl λ^ aber so; dafs keine niederere

44*

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/25/15 10:09 AM



336 16· Kummer* Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

Potenz von g der Eins eongruent sei: so ist (Vergl. die Abhandlung über
die Divisoren etc. in diesem Journal Bd. XXX. S. 115)

(1.) (/>))?= A<>, mod. q:

also, wenn man wiederholt zur ^ten Potenz erhebt:
(2.) (/(a))9* = /X<A mod.?,

und folglich, wenn Ä = 0, l, 2, f—l gesetzt und multiplicirt wird:

(3.) (f(aW+^+--+if-1 = /W(«9)f(«9f) · · · · (<**~\ mod. q.
Setzt man nun ayW statt er, und für q, wo es als Exponent des a. vorkommt,

seinen congruenten Werth, als Potenz einer primitiven Wurzel , welche, da
yf=l, mod. eine eie Potenz, also^^?^, mod. , sein mufs: so erhält man
(4.) (/•(«ym))1+(7+92-f·- +<?f~1 = f(a?m)f(a?re+myf(afre+m)... .f(a^r~^re+mh mod. y.
Es hat r keinen gemeinschaftlichen Factor mit f, weil q nach der Voraus-
setzung so zum Exponenten f gehört, dafs (fy aber keine niedrigere Potenz
von q, der Eins eongruent wird für den Modul . Giebt man also dem m nach
einander e Werthe, welche alle nach dem Modul incongruent sind, so erhält
man durch Multiplication dieser Congruenzen rechts das Product aller conju-
girten complexen Zählen, d. h. die Norm der complexen Zahl /*(«), folglich

(5.) (JJ/XO)1^^····^1 = W«), mod. q;
wo das Productzeichen U sich auf die e verschiedenen Werthe des m be-
zieht, welche nur der einen Bedingung unterworfen sind, dafs sie alle incon-
gruent sein müssen, für den Modul e. Wenn nun die Norm Nf(a) durch q
theilbar ist, so ist auch*

* (nf(azmtf+(i+(i2+"'^f'-1 = 0, mod. g;
woraus nothwendig folgt:

(6.) Hf(azm) = 0, mod. q.
» i

Wir haben also folgenden Satz:
Wenn Nf(a) durch q Iheilbar ist, wo q eine zum Exponenten f ge-
hörende Primzahl bezeichnet, so müssen von den —i conjugirten
complexen Zahlen /"(a), /*(«*), f(aP*)9 etc. je e, deren Wurzeln nur
verschiedenen von den e Perioden, zu je f Gliedern, angehören,
immer ein Product geben, welches durch q theilbar ist.

Aufserdem folgt noch als Zusatz;
Wenn Ale Norm Nf(a) durch den zum Exponenten f gehörenden
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Primfactor q theilbar ist, so miifs sie immer fmal den Factor q
enthalten, oder durch (f theilbar sein.

Um nun weiter die Congruenzbedingungen zu finden, welchen die Coef-
ficienten der complexen Zahl f(a) gen gen m ssen, damit die Norm der-
selben durch q theilbar sei, werden wir dieser complexen Zahl eine Form
geben, in welcher statt der einfachen Wurzeln a, a2, a3, etc., insoweit es m g-
lich ist, die Perioden von je /"Gliedern auftreten. Nach Gauf* Disqu. arithm.
§. 348, sind alle Wurzeln, welche in einer Periode von /"Gliedern vorkom-
men, zugleich Wurzeln einer Gleichung vom /*ten Grade von der Form

cf+Ptof^ + Pzcf-2+....+Pf == 0,
deren Coefficienten ganze und ganzzahlige Functionen der Perioden von je
f Gliedern sind. Mittels dieser Gleichung kann man aus dem Ausdrucke

f(d) = «1α-|-α2α2 + #3<*3+ . .Λ -(-α^α*"1

alle Potenzen des a, von αλ~* bis zu af hinab, eliminiren, und erh lt dadurch
einen Ausdruck von folgender Form:

(7.) f(a) = φ(7/) + αφ1(τ?) + α292(7?)+....+α^1φ^1(7?),
wo φ (??) 5 9i 0?) j ^2(77)9 etc. aus den Perioden von je f Gliedern gebildete
complexe ganze Zahlen sind. Es l fst sich auch eine bestimmte complexe Zahl f ( a )
nur auf eine einzige Weise auf diese Form bringen.

Der gefundene Satz ber die Theilbarkeit der Norm durch den Prim-
factor q l fst sich nun folgendermafsen ausdrucken:

Wenn Nf(a) durch den zum Exponenten f geh renden Primfactor q
theilbar ist, so mufs das Product der e Factoren

(8.)

l ( /oO +
stets durch q theilbar sein, f r alle beliebigen Werthe der durch c bezeich-
neten λ — l Coefficienten: denn alle einzelnen Theile dieses entwickelten Pro-
ducts sind dem obigen Satze zufolge durch q theilbar; ganz abgesehen von
dem Coefficienten. Setzen wir nun f r f(a) den gefundenen Ausdruck:

f(a) =
und der K rze .wegen
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* * . l l k
c-\- c\ -4- CQ - 4 - . . . . -T~ Cf— i ^^ (/*v [ l l * l l /—* *
* fc li f \ k

* * o * rr 11 * λ'2 j * 2y^ l 2y ^ [ l 2yv/~~"-»-J^ _ fl
i l l ^ i^ .... -j- /"—l- ~~"" 2 "?

(9.)

so verwandelt sich dieses Product in folgendes:

1 1 1 l

(10.) f"1 ""a

welches also ebenfalls durch q theilbar sein mufs, und zwar f r alle belie-
bigen Werthe der λ—l Gr fsen C: denn da die mit c bezeichneten Gr -
isen v llig beliebig waren, so folgt verm ge der Gleichungen (9.) das Gleiche
f r die Coefficienten C. Nimmt man diese Coefficienten unabh ngig von a an,

k
und setzt allgemein Ch = C7A, so geht das Product (10.) in die Norm der
nur aus Perioden gebildeten complexen Zahl

ber; und damit dieselbe den Factor q habe, mufs nach (§. 2.), wenn statt
der Perioden die zugeh rigen Congruenzwurzeln gesetzt werden,

(11.) Cfy(tir) + Cf
1^(n/.) + Cf292(^)+ .... +Cf_l9>M(tfr) = 0, mod. g,

sein, f r irgend einen Werth von r. Diese Congruenz aber kann, da die
Coefficienten noch v llig beliebig sind, nicht bestehen, ohne dafs die einzelnen
Glieder der Null congruent sind, also nicht ohne dafs

φ(ΐιΓ) ΞΞΞ Ο, φι (O = Ο, φ2(ιιΓ) = 0, 0y-i(«O ='0, mod. q,
ist Umgekehrt: wenn diese f Congruenzen erf llt werden, so ist auch

Λ«)Λ«ΟΛ<Ο · · · ·Λ<Ο = 0, mod. ^r,
also Nf(a} durch ̂  theilbar. Diese Resultate lassen sich:{durch folgenden Satz
aussprechen:

Wenn N f (a) durch dtePrimzahtq theilbar ist, welche zum Ex-
ponenten f geh rt, f ? den Modul λ: so m ssen die f Conflruenx-
bedmgungen

) = 09 . . . . ^tir) ~0 mod.
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iß, Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren. 339

erfüllt werden, für irgend einen Werlh von r; welche Congruen-zen
man dadurch erhält, dafs man f ( a ) auf die Form

bringt und statt der Perioden in ( ), (?? )> «pfe)? · · · · die ent-
sprechenden Congruenzwurzeln setzt. Umgekehrt: wenn die f Con-
gruenzbedingungen erfüllt werden, so ist auch Nf(a) durch q, (also
auch durch qf) theilbar.

Es giebt noch eine andere, aber weniger brauchbare Art, die Bedin-
gung auszudrücken, dafs Nf(a) durch q theilbar sein soll. Bildet man näm-
lich das Product

welches, als symmetrische Function der in einer Periode enthaltenen Wurzeln,
eine Function der Perioden von je f Gliedern ist, so erhält man

Nf(a) = F(n)F(riJFti2}....Ftie^.
Damit nun Nf(a) durch q theilbar sei, ist es nothwendig und hinreichend, dafs
J^(wr)^0, mod. q, sei, für irgend einen Werth von r. Es ist bemerkenswert,
dafs hier nur eine einzige Congruenzbedingung gefunden wurde, und zwar,
in Beziehung auf die Coefficienten von /*(«), vom /"ten Grade, während sich
oben f Congruenzbedingungen vom ersten Grade für die Theilbarkeit der Norm
Nf(a) durch die Primzahl q ergaben; und da beide in gleicher Weise hin-
reichend und nothwendig sind, so ist zu schliefsen, dafs die eine Congruenz
vom jften Grade F(ur} = 0, mod. q, genau Dasselbe ausdrückt, wie die f linea-
ren Congruenzen <£>(t/ r)=09 ^(tiJ^O, .... 9y_i(ur) = 0, mod. q, oder
dafs jene eine Congruenz nicht erfüllt werden kann, ohne dafs diese /"Con-
gruenzen zugleich erfüllt werden.

§. 5.
Wenn für eine complexe Zahl /*(«), welche auf die Form

f(a) = (^) + (^)+ 2
 2( ;)4- .... + a^1 ^( ) .

gebracht ist, die / Congruenzbedingungen
y(t*r)E=0, ^(0=0, 9>2(nr) = 0, .... +y/^1(tfr)==0, mod. q,

erfüllt werden , so wollen wir dies künftig kurz so ausdrücken: es sei/*(a) = 0,
mod. q, für 77 = 1*,.. Durch Festsetzung einer einzigen Congruenz wurzel, 'welche
einer Periode entsprechen soll, ist, da die cyklische Ordnung bei beiden stets
unverändert bleib t r zugleich für jede Periode die entsprechende Congruenz*-
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340 *#· Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfaetoren.

wurzel bestimmt; oder in der einen Bestimmung f r η — u,. liegen zugleich
die folgenden: ^ = 11̂ , ?72 = iir+2, etc.; auch ije-r==ii.

Hiernach ist leicht einzusehen, dafs, wenn f ( a ) als ein Product von
Factoren auftritt, und einer derselben hat die Eigenschaft, congruent Null zu
werden f r η = ηΓ: dafs dann auch das entwickelte Product dieselbe Eigen-
schaft haben mufs. Ist n mlich

(10 A«)^(«) = *(«)
und f ( a ) = 0, mod. q, f r r\ — ur und man bringt f ( a ) auf die Form

f(a) = y(^) + «iPi(^) + «2iP2(^)+....+«/:"Vf~i(??)i
so sind alle Glieder des Products f(u)g(a} mit einer der complexen Zahlen
<f(n)·) ^iC7?)? iPaC1?)* e*c- multiplicirt ; sie werden also alle durch q theilbar,
f r ri=ur. Um aber den umgekehrten Satz zu beweisen, n mlich, dafs, wenn
Λ(α) = 0, mod. q, f r ?j = tir, und^r(a) nicht congruent Null ist, f r y = ur,
nothwendig /*(α)Ξθ, mod. y, f r y = ur sein mufs, setze ich

Dann erh lt man aus der Gleichung / '(«) g (a) = A (et):
(2.) Ffo)efo) = Η(ΐϊ).

Wenn nun Af«)^0, mod. 9, f r ?? = «/,. ist, so ist auch /f(?7) = 0, mod. 9,
f r 7j = fir, oder (wie wir dies bisher immer kurz bezeichneten) H(uJ^iQ,
mod. 9." also mufs, wenn in (2.) ur statt 77 gesetzt wird, auch eine der bei-
den ganzen Zahlen F(ur) oder 6r(trr) durch ^ theilbar sein; und wenn nach
der Voraussetzung g (a) nicht Ξθ, mod. q, f r ?? = iir ist, so ist auch 6r(tir)
nicht congruent Null, also jF(tir) = 0, mod. ^r. Die Bedingung JF(tir)^0,
mod. ^r, ist aber, wie zu Ende des vorigen Paragraphen gezeigt wurde, iden-
tisch mit der Bedingung y(wr) = Ο, φλ(η^ ̂  0, ̂ 2(^r) = 0, .... 9/·-ι(«Γ) ̂  0,
mod. 9, also auch identisch mit der Bedingung /*(<*) = 0, mod. 9, f r η = ηΓ.

Da nun bewiesen ist, dafs die Bedingung f ( a ) = 0, mod. ̂ , f r i] = ur

stets dieselbe bleibt, es mag f ( a ) in entwickelter Form auftreten, oder in Form
eines Products aus zweien, und folglich auch aus mehreren complexen Zahlen :
so folgt von selbst der Satz:

Wenn eine aus Factoren bestehende complexe Zahl durch q theilbar
ist, so m ssen f r alle Werthe η=^u^ η = u^ , η =±= ιι2, . . . , η = ti^
irgend einige ihrer Factoren congruent Null werden, mod. q.
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und umgekehrt:
Wenn r jeden der Werth* η = ι* , η = UL , η = tf2, .... ηζ= tie-1

irgend einer der ffactoren einer complexen Zahl cangruent Null
wird, mod. q: so enth lt dieselbe den realen Factor y.

Die f Congruenzbedingungen, welche wir in dem Ausdrucke /*(<*) = 0,
mod. q^ f r r\^=ur zusammenfassen., lassen sich noch auf eine andere Weise
sehr einfach ausdr cken. Ist n mlich ψ (η) eine complexe Zahl von der Art,
wie wir sie in (§. 3.) fanden, nemlich, dafs die Norm derselben oder das
Product V/(??)l/;(7?i)1//(??2)· ·· · V(%-i) durch q theilbar sei, nicht aber durch q2:
so mufs, wie oben gezeigt, ^/(tir)^0, mod. q, sein, f r irgend einen bestimmten
Werth von r. Wird nun, wie in (§. 3.),

gesetzt, so behaupte ich, dafs die Bedingung f(a) ΞΟ, mod. q, f r
identisch ist mit der Bedingung f(a) Ψ (ή) = 0, mod. q. Es ist n mlich
weil es die e—i Factoren y(??i), yC7?*)} ---- yC7?*-!) enth lt, f r alle Werthe
77 = 11, «*!, ιι2, ____ ti^i, mit Ausnahme des Werths 77 = 11,., durch q theil-
bar: wenn also f ( a ) = 0, mod. ̂  ist, f r?^ = tir, so ist das Product f(a] Ψ (ή)
f r alle Werthe ?? = w, ιιχ, w2, ---- tirel, ohne Ausnahme, congruent Null,
mod, q, und enth lt also den realen Factor q. Wenn ferner, umgekehrt, f(a) Ψ(η)
durch q theilbar ist, so m ssen die beiden Factoren zusammen f r alle Werthe
^ = ti, tiA, ti 2, .... ue„! durch q theilbar sein, und da Ψ(η} f r rj=ur nicht
durch q theilbar ist, so raufs nothwendig der andere Factor f(a) = 0, mod. q,
f r 77 = t*r es £ein.

§· 6.
Die Coefficienten einer complexen Zahl von der Form

φ(η) = β^ + αι% + β2%+ ---- -f β«_ιΐ^ι

lassen sich, wie in (§. 2.) gezeigt, auf unendlich viele verschiedene Arten so
bestimmen, dafs die Norm N φ (η) durch die zum Exponenten f geh rende
Primzahl q theilbar, also ein Vielfaches von q wird. In vielen F llen, aber
nicht immer, gelingt es sogar, complexe Zahlen zu finden, deren Norm die
reale Primzahl q selbst ist, so dafs q = y(^)y(%)y(%) · · · · <jp(^i); die com-
plexe Zahl φ (η) mufs alsdann, wenn statt der Perioden die entsprechenden
Congruenzwurzeln gesetzt werden, durch q theilbar w^rdeja, so dafs y(tfr) = 0,
mod. q, ist, f r irgend einen bestimmten Werth voa r. Wenn nun die Norm
von φ (η} gleich q ist, so ist φ (η) eiE nicht weiter in Factoren zerlegbarer
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Primfactor der realen Zahl q. ^are n mlich φ (ή) in zwei cortiplexe Fadtoreft
zerlegbar, so dafsy^ ^^^^Wape, so m fst zun chst, Weil φ (1?) = 0, mod. q,
f r ?7=~υΓ ist, aueh einer det* beiden Factoren, zu welchen ich /*(«) nehme,
congruent Null nein, mod. ̂ , f r 17*= tir. Aus y(fl)^f(&}g(a} folgt aber Weiter,
wenn man α in o^/«?*,:«·./; "̂"1 verwandelt und die Gleichungen multiplicirt :

Da nun /"(a) = > f r 77 = nr ist, so ist das Proauclf(a)f(a^)f(a^. ...f(a?e~1}
durch q theilbar, also gleich ^JP(a); und da φ(η)φ(η^)φ(η^ ---- (pfye_1*) = q
ist, so erh lt man, nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors q:

es m ssen also alle Factoren rechts nur complexe Einheiten und mithin muis
namentlich ff (a) eine complexe Einheit sein* Wenn man demnach die Zahl
ψ(η)ϊ deren Norm die Primzahl^ ist, auf irgend eine Weise in zwei Factoren
zerlegt, so ist einer derselben stets nur eine complexe Einheit, und φ (ή) ist
also wirklich eine complexe Primzahl. Wenn nun irgend eine complexe Zahl
/*(«) diesen Primfactor φ (ή) der realen Primzahl q als Factor enth lt, so
dafs /(«) = y(^)^(«j !st9 so mu^s /\°0^0, mod. q, f r ?]==ur sein, weil
9>(tfr) = 0, moa.q, ist. Eine Umhehrung dieses Satzes l fst sich nicht ohne
Weiteres aufstellen; denn in vielen F llen existirt ein solcher Primfactor von
q nicht, w hrend die Congruenzbedingung f(&) = 0, mod. q, f r ^ = nr wirk-
lich erf llt wird. Diese Congruenzbedingung aber, als die bleibende und jener
Zuf lligkeit, ob q sich als Product von e conjugirten complexen Zahlen darstellen
lasse, nicht unterworfene Eigenschaft einer complexen Zahl, soll nun als Defi-
nition der complexen Primfactoren benutzt werdeii, welche selbst sodann ent-
weder als wirkliche complexe Zahlen f r sich darstellbar sein k nnen, oder
auch nicht; in welchem letzteren Falle sie ideale Primfectoren genannt wer~
den sollen. Anstatt der Congruenzbedingung selbst aber werden wir den Aus-
druck derselben am Ende des vorigen Paragraphen w hlen, weil dieser sich
lrt leichtesten auch auf den Fall ausdehnen lafst, wo einer und derselbe Prim^

factor mehrmals in einer complexeo Zahl enthalten ist.
Die aDgeineitle Definition der realen oder idealen Primfactoreh einer

gegebenen ίίοώρϊοχοιι af ist also folgende: n

J5k s$ 'ψ($ eine attrf deft e P&fioden von je f ΘΙίέΛέτη gebildete
complexe Zahl, Ubn d&' M, da/ die
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durch die zum Exponenten f geh rende F$al$ Primzahl g thalbar
nicht aber durch q2, so wie9 .dafs ψ(ν)^0> tnod.q: dann setze man

Wenn nun irgend eine complexe Zahl f{a) die Eigenschaft hat,
das Product f(a)*yfa) durch q theilbar ist, so soll dies so ausgedr ckt
werden: es enthalte f (a) den zu ηΓ== u geh renden Primfactqr von q.
Wenn ferner f(a) die Eigenschaft hat, da/s /(«)( Ψ(η^μ durch q?
theilbar ist, aber f(a}(W(t]r)^^ niclit theitbar durch gf*+l, so soll
dies heifsen: es enthalte f(a) den zu yr = u geh renden Primfactor
von q genau μ mal.

Die Zweckm fsigkeit dieser Definition kann sich erst aus der auf die-
selbe gegr ndeten Theorie ergeben; in welcher wir zeigen werden, dafs man
mit den Eigenschaften der coraplexen Zahlen, welche wir so eben als Prim-
factoren derselben definirten, und welche in vielen F llen auch wirkliche
Primfactoren derselben geben, genau eben so rechnen kann, wie mit den
ganzzahligen Primfactoren der zusammengesetzten ganzen Zahlen. Zun chst
aber ist hier noch nachzuweisen, dafs diese Primfactoren von den besondern
Eigenschaften der zu ihrer Auffindung zu benutzenden complexen Zahl Ψ (η)
ganz unabh ngig sind, oder dafs man immer genau dieselben Primfactoren
erh lt, auch wenn man statt der complexen Zahl Ψ(η) eine andere Zahl von
denselben oben angegebenen allgemeinen Eigenschaften anwendet.

Es sei also Ψ'(η) eine andere complexe Zahl, von der Art, dafs
y'fo) iP'Oh) ^'Ofe) · · · · y'OfcH-ι) durch <l> aber nicht durch f thejlbar ist, und
!P'(ti) = 0, mod. q; auch sei Ψ' (η} = y>0fa)y/(ife) ---- V(i]*-t): so wird b$r
hauptet, dafs, Yrennf(a)^(yjy durch* ̂  theilbar ist, nicht abep/p(a)C*f(flr)>l+1

durch ̂ +1, auch Γ(α)(Ψ'(η^Υ durch g" theilbar sein raufs, aber /1

nicht theilbar durch ^+1. Der Voraussetzung zufolge hat man

und Q(a) Ψ(η^ ist nicht theilbar durch, q, oder, was Dasselbe ist: Q(a) ist nicht
congruent Null, mod.f^, i riy r = «.. Ufoltiplicirt man nun mit
so ergie t sich
' . .j(*w(riy^ eVff(«w^y . . ,
Nun isV^C^)^^), die Norm νοα φ(ή)9 gleich g P/ wo, P ©ine? nicht dur<?h
q theilbare ganze Zahl ist; ferner ist φ(η,.)Ψ'(η3 *=~\gRfyj, d. h. eipe dijreh
q theilbare complexe Zahl. Setzt man diese Ausdr cke in die Gleichung, und1 ' " '""" "" * < ! ' C < < "^ ^ '" ' " * * K
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l fst den gemeinschaftlichen Factor (f weg, so erh lt man

und da P nicht durch q theilbar ist, so folgt, dafs ]Γ(α)(¥Γ(*7,.))ΑΙ durch q*1

theilbar sein mufs. Multiplicirt man nun noch einmal mit Ψ'(ηΓ\ so erh lt man

Es ist aber (?(a)C^(17r))'l'Plf(17r) nicht theilbar durch ^ weil keiner der drei
Factoren f r yr = tt mit q aufgeht: also ist auch /*(«)( ̂ '(^XK"1"1 nicht theil-
bar durch qt1*1. Es ist daher in der That Dasselbe, ob man die complexe
Zahl Ψ'(ή)) oder ¥^(17), zur Untersuchung des in f(a) enthaltenen Primfactors
anwendet.

Da wir die Bedingung, dafs f(a) den zu r\r — u geh renden Prim-
factor von q einmal enthalte, durch f Congruenzen ausgedr ckt haben, welchen
die Coefficienten der complexen Zahl f(a) gen gen m ssen, so wollen wir
hier auch zeigen, wie die Bedingung, dafs f(a) einen solchen Primfactor
mehreremale enthalte, durch Congruenzen auszudr cken sei. Bringt man f(a)
wieder auf die Form

f(a) = yfo) + «9ifo) + «2ifeOi) + · · · · +ct/1~V/'-i(7?)>
so ergiebt sich

f(«)yfor) = φ(η\Φ(^ + *φΜΨ(^+·...^
Wenn nun f(a) den zu η, = ιι geh renden Primfactor der zum Exponenten f
geh renden realen Primzahl q einmal enth lt, so dafs f(a) Ψ(ηΓ) durch q theilbar
ist, so m ssen, wie (§. 4.) zeigt, #>(??), <jPi(*?X ---- ^f-iC7?) alle denselben idealen
Primfactor enthalten : also m ssen auch φ(η)Ψ(η^
alle durch q theilbar sein. Setzt man demnach

so erh lt man
/(a)F(i?r) = q\ff'W + *tiW + *UW^^

Wenn nunjf(a) den zu ηΓ=.ν geh renden Primfactor von q zweimal enth lt,
so ist /*(<*) (Ϊ^Γ))2 durch q* theilbar; multiplicirt man dbher noch einmal mit
Ψ(ηλ so m ssen wieder φ'(ή)Ψ(ηλ φ((^ψ(^ ---- ^/-iC7?)^^) alle einzeln
durch q theilbar sein, folglich y(^)(^r))2, φ,(η}(Ψ(η^\ .... 9/.ι(ί)(?(ι?Γ))2

alle theilbar durch f2. So fertfahreiid, zeigt sieh, dafs, wenn /p(<0(¥r(*?i-)>M d«rch
^ theilbar ist, allemal auch φ(η)(Ψ(η^ ψι(ηΚΨ(η3Ϊ, ••'••Ψ^ΜΦΜΥ
einzeln durch y theilbar sein m ssen; oder, was Dasselbe ist: wenn /*(<*) den
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zu i/r = ti geh renden Primfactor von q μιηβΐ enth lt, so m sse» die
plexen, aus den Perioden gebildeten Zahlen #>(*?), <Ρι(η)<) φ^η)·) ···· <Pf~i(*l)
den n mlichen Primfactor jede μ mal enthalten. Entwickelt man nun das P r o-
duct φ* (^) (¥*"(*?,·)>" in linearer Form, so dafs

so folgt sehr leicht, dafs

ist. Multiplicirt man noch einmal mit (Ψ(ηΓ})μ und erw gt, dafs
immer durch (/ theilbar ist, den einen Fall r = s ausgenommen, so erh lt man

9*fo) C^))2" Ξ - (C+ Ct+ €!,+ . . . . -f CU) (FC?-))", mod. ?".
Hieraus folgt, dafs die Bedingung: φ(ηΓ}(Ψ(η3)μ sei durch y" theilbar,

identisch ist mit der Bedingung C-f-C^-f-C^-j- ·· · · -j-^-i^^ mod.y. Also
die Bedingung, dafs /*(«) den zu 7?r=tj geh renden (idealen) Primfactor von
q μ mal enthalte, wird durch f Congruenzen f r den Modul qn ausgedr ckt,
welche unter den Coefficienten der complexen Zahl f(o} Statt finden m ssen.
Wir bemerken noch ausdr cklich, dafs diese Congruenzen in Beziehung auf die
Coefficienten von f(o) nur vom ersten Grade sind; denn φι (η) enth lt die-
selben nur linear, und (^{η^Υ enth lt sie gar nicht; also enthalten auch C,
C19 C2, ---- Ce_i die Coefficienten nur in linearer Weise.

§. 7.
Wir haben nun dieselben einfachen S tze, welche f r die Rechnung

mit den realen ganzen Primfactoren der ganzen Zahlen gelten, f r die in dem
vorigen Paragraphen definirten idealen oder wirklichen Primfactorei* der com-
plexen Zahlen aufzustellen und zu beweisen. Es werde zun chst folgender
Satz bewiesen :

Dos entwickelte Product zweier oder mehrerer complexen Zahlen
hat genau dieselben Primfactoren wie die Factoren des Prodtocts
znsatnmengenommen.

Es seien f ( a ) und g(a) zwei complexe Factoren, A (a) das entwickelte
Product derselben, so dafs f (&}$(&} — &(&)· Es enthalte f(cc) de» zu i/r — ti
geh renden Primfactor von q genau μ mal, g (a) denselben Factor genau ymal:
so wird behauptet, dafs A (a) denselben ge att^^^ mal enth lt* Nach der
Voraussetzung \& ft&ttWftjy *=* f Q(a) ^ und y(*)(^r)y«<i (Ah und
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346 M* Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfmtoren.

weder 0(* ' ( ) »och JB(a)F(ijr5 ist durch q thöilbar, weil sonst ./(«) oder
'y(a) den zu r^ r==sti. gehörenden Primfactof vöft q, ^ + 1 mal oder -f l mal
enthalten würden; gegen die Voraussetzung. Hieraus folgt f(v)gfo)(W(ydy*v

= f+'Q(a)R(a), also auch ( )( ( ) ^ =pr^trO(a)Ä(«).. Multiplicirt
man noch einmal mit ( \ so ist h(a}(W(^^v'irl auch durch keine höhere
Potenz als durch y"+" theilbar; denn Q(a)R(a) ( ^) ist nicht durch g theilbar,
weil für , = u keiner der drei Factoren dieses Products der Null congruent
wird. Was nun hier von einem beliebigen idealen Primfactor bewiesen ist,
gilt offenbar für alle; und da man ferner auch jeden der Factoren des Pro-
ducts Bieder in Factoren zerfället sich vorstellen kann, so ist klar, dafs der
aufgestellte Satz auch eben so für jedes Product beliebig vieler Factoren gilt.

Dafs eine complexe Zahl, welche als Product mehrerer Factoren auf-
tritt, durch q theilbar ist, wenn sie alle e ideale Primfactoren von q ent-
hält, und nicht durch q theilbar, wenn sie irgend einen dieser Primfactoren
nicht fenfhält, ist schon oben in (§.5.) gezeigt worden; nur ist daselbst noch
nicht der Ausdruck idealer Pfimfactor, sondern statt dessen die ihm gleichbe-
deutende Congruenzbedingu&g gebraucht worden; Wir erweitern hier den Satz
wie fblgt: ;

Wenn eine cotnplexe Zahl f (a) alle idealen Primfactoren von q ent~
Hail;1 Und zwar denjenigen, welcher am wenigsten oft darin vorkommt,

mal, so ist die Zahl durch q^ tAelfiar.
Nach der Voraussetzung hat man folgende Congruenzen:

also ist auch die Summe« r >
;f(«)fWfl)>i + (Sr(fli)yi+ ..... +W^i))^] = 0,

Der Aii^driftfe W1 den Ktemmern ist aber eine -reale ganze Zahl, welchö nicht
durch q theilbar ist, weil sie sogar, wie leicht zu zeigen, keiften M&zigien
idealen Brimftctor von ^enthält: also Hmft f\®J dureh ^ tbeilbar sein; wie
es Ödiatrptet wurde. ^ \

Wenn die complexe Zahl f(a) genau m ideale frimfmt®rm der
realen, zum Exponenten f gehörenden Primzahl q enthüll, sie mögen
v ersc frieden, oder zupkTheil, ®der #11$ diesel^ey sein; so entluilt die

:J$f(a) de% Factor^qmf; aber keine ^öftere JPgte^ -«W*^
ßööjugirten 0omple«eii %*^

tothaitea Ml^ gleieh viel% und iaw^r |e|e ̂ mm m i
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Kummer> Zerieguny der Wurzeln der J&Vi etf iti Primfattoreti· 347

ndert man li mlich nur die Benenntmgeii der Primfactoren in /(ce^), jeden
um eine Stufe, so efli lt man die in /(a^*1) enthaltenen Prinafactoreii: Das
Product aller dieser λ-^t conjugirtlen Factoren, Welches gleich Νγ(ά} ist,
mufs also genau (λ—l)m, das heifst e.f.tri ideale Primfact ren von q ent-
halten. Ferner ist leicht zu sehen, dafs in diesem froductfe alle e ver^chiede-
nen Primfactoren von q gleichvielmal vorkommen, v^eii sonst W/(«) gar nicht
einmal eine ganze Zahl sein k nnte. Es mufs also jeder dieser Primfaetorett genau
m/mal vorkommen, und: folglich mufs Nf(a) genau durch tfm theilbar sein.

Hieraus folgt von selbst der wichtige Satz; :

Jede gegebene complexe Zahl enthalt nur eine endliche1 bestirntste
Anzahl (idealer) Primfactoren.

Umgekehrt aber ist, wettn die idealen Primfactoren einer complexen
Zahl bekannt sind, zu untersuchen, ob dieselben nur einer einzigen bestimmten,
oder auch verschiedenen complexen Zahlen angeh ren k nnen; Sind /(«) und
φ (a) zwei complexe Zahlen, welche genau dieselben (idealen) Primfactoren
enthalten, so ist zun chst aus dem so eben bewiesenen Satze, klar, dafs die
Normen derselben gleich seift m ssen, also dafs JV/(a) «JVy(j&) sein mufs.
Es mag nun /(a) sowohl, als φ'(α), m Primfactoren der zum Exponenten/
geh renden Primzahl q enthalten, m1Primfactoren der zum Exponenten f ge-
h renden Primzahl q, m" Primfactoren der ?um Exponenten /" geh renden
Primzahl q", etc., so ist:

Da f (a) dieselben (idealen) Primfacforett enth lt wie y(«), so mufs auch
f(&)φ(αδ)'φ.(βΡ*) · · · <f(aS~~*) genau dieselben enthalten wie Νφ^ρί): ^Iso mufs
es alle (idealen) Primf ctoren von q enthalten, jeden w/mal, alle Primf cto^
ren von q', jeden 'm'f mal, alle Primfactoren von q", jeden in"/" mal' u.X w.;
mithin mufs, nach einem oben bewiesenen Satze, /(α)φ(α^)φ(α^).*.. φ(^""2)
durch qmf und eben so durch ((m'f19 durch g'fai"f" u. s. w. theilbar sein, folglich
auch durch das Product davon, das heifst durch N φ (a). Es ist demnach

f(&)(f(</)<p(ctf)«.<*<f(aP ) f(a) jsi/^N.
±T , x =± —;—- = X^fCtJt• · J\ φ (et) · - φ (α) \ /i

',' ι ' ,vVx . « , ' ' ' · . :, ; \
wo E(a) eine ganze complexe Zahl bedeutet. Hieraus folgt weiter

/(a) = φ(α) Jff(a) und JV/(a) =
und da N φ (a) = JV/(«) ist, so f^lgt ;

NE(a) » 1; -v
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348 J6* Kummer* Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

also ist E (a} eine complexe Einheit und wir haben folgenden Satz:
Zwei complexe Zahlen, welche genau dieselben (idealen) Primfactoren
haben, unterscheiden sich nur durch eine complexe Einheit, welche
als Factor hinzutreten kann.

BJa möge jetzt ein Divisor (a) genau dieselben (idealen) Primfactoren
haben , welche wir so eben für diese complexe Zahl annahmen ; ein Dividendus
f(a) aber möge nicht nur dieselben Factoren haben, sondern aufser diesen
noch andere, oder auch die nemlichen mehrmals: dann läfst sich leicht zeigen,
dafs f ( a ) durch ( ) theilbar, d. h. dafs der Quotient eine complexe ganze
Zahl ist. Bringt man nämlich den Quotienten wieder auf die Form

f(«) = f (<*)
( ) («) »

so hat der Zähler f(a)g>(cf)q)(cf*) ---- 9>(«"*~"2) alle (idealen) Primfactoren,
welche der Nenner ( ) enthält; denn f(a) enthält der Voraussetzung nach
alle Primfactoren von (a). Dieser Zähler enthält also alle Primfactoren von y,
und zwar jeden m mal; weshalb er denn durch qmf theilbar sein mufs. Ferner
enthält er alle Primfactoren von gf, und zwar jeden mr mal, weshalb er durch

sein mufs, u. s. w. Der Zähler enthält also die ganze Zahl
% . . . als Factor, welche gleich ( ) ist: folglich ist

und (?(«) ist eine complexe ganze Zahl. Hieraus folgt weiter /"(<*) = ( ) Q ( );
und da das Product die idealen Primfactoren der beiden Factoren zusammen
enthält, so folgt, dafs (?(#) genau alle diejenigen Primfactoren enthalten mufs,
weiche Überschufs der Primfactoren des Dividendus f(a) über die des
Divisors (a) ausmachen. Wir erhalten also folgenden Satz:

Eine complexe Zahl ist durch eine andere theilbar, wenn alle (idea-
len) Primfactoren des Divisors auch im Dividendus enthalten sind9

und der Quotient enthält genau den Überschüfs der (idealen) Prim-
factoren des Dividendus über die des Divisors.

Aufser den hier behandelten Primfactoren derjenigen Primzahlen, welche
zu Divisoren von — l für den Modul gehörön, müssen noch die Primfac-
toren von l selbst, Besonders erwähnt werden. Da

(x — Ä)(<r — ce2) .. . . (x-^tl·*) =± äJ^-f aJ^-f .... -f-ff-f-1
ist, so erhält man, wenn man x = i setzt:

(l — cO (l ~ a2) (i-«3) v /..(l- *-1) = .
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18. Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfaetoren. 349

Es sind demnach l — «, l — er, etc. Factoren von λ, und zwar Primfactoren,
weil, wenn l — a = f(a) φ (α) gesetzt wird, auch Nf(a) · Νφ (a) = λ sein mufs;
woraus folgt, dafs einer der beiden ganzzahligen Factoren Nf(a) oder N φ (οι)
gleich Eins, also dafs eine der beiden complexen Zahlen /"(a) oder φ (a) eine
complexe Einheit sein mufs. Diese Primfactoren von λ haben das Eigent mliche,
dafs sie, wenn man die Einheiten abrechnet, mit welchen sie multiplicirt vorkom-
men, einander gleich sind; denn es ist l — an = (! — «)(l *f α-j-a2-f....-f a71""1),
und lyj-a-j-a2-)- -f-a71""1 ist eine complexe Einheit. Es ist also hier nie-
mals die Frage, welche Primfactoren von λ in einer complexen Zahl enthalten
sind, sondern nur, wie viele derselben es sind. Ist f(a) irgend eine complexe
Zahl, so hat man offenbar

(/(«))* =/>(!), mod.A.
Wenn nun f(a) einen Primfector von λ enth lt, so ist (/"(«))*, weil es deren
λ hat, durch λ theilbar; mithin mufs auch /*(!), d. h. die Summe aller Coeffi-
cienten von /*(<*), durch λ theilbar sein. Wenn aber diese Bedingung erf llt
ist, so kann man durch mehrmalige Addition oder Subtraction der Gleichung
l -j- a -j- cc2 -j- .. .. -[- αλ~Α = 0 diese Summe der Coefficienten gleich Null machen;
und alsdann ist die complexe Zahl offenbar durch l — a theilbar; sogar wenn
a eine belibige ver nderliche Gr fse bezeichnet. Will man daher wissen, wie
viele Primfactoren von λ eine complexe Zahl enthalte, so hat man nur zu
untersuchen, wie viele mal nach einander sie sich durch l —α dividiren lasse.

§· 8.
Nachdem in dem vohergehenden Paragraphen die einfachen Rech-

nungsregeln f r die Primfactoren der complexen Zahlen gefunden worden,
(welche stets dieselben sind, es m gen die Primfactoren f r sich als complexe
Zahlen darstellbar sein, oder nur ideale) wollen wir jetzt noch ber die Wirk-
lichkeit oder Idealit t der durch ihre Primfactoren gegebenen complexen Zahlen
einige Untersuchungen anstellen, bei welchen alles haupts chlich nur auf die
eine Hauptfrage ankommen wird: Welche ideale Primfacforen setzen sich
%u wirklichen complexen Zahlen zusammen; und welche nicht?

Das Product aller conjugirten idealen Primfactoren einer gegebenen
realen Primzahl g ist stets eine wirkliche complexe Zahl, und zwar die Zahl
q selbst, welche auch noch eine complexe Einheit zum Factor hallen kann.
Die Zahl q enth lt n mlich wirklich nach unserer Definition alle conjiigirten
Primfactoren von q, deren Anzahl gleich e ist, wenn q zum Exponenten f
geh rt, mod. λ, und efs=l—\ ist.

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 46

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/25/15 10:09 AM



350 <*#. Kummer* Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

Ist ferner l (a) irgend eine (ideale) complexe Zahl, welche beliebige
gegebene Primfactoren enthält.» so ist immer die Norm

eine wirkliche Zahl, und zwar : Wenn /(«) den zu u == ?/r gehörenden Prim-
factor von ^r, welcher zum Exponenten /* gehört, mal enthält, ferner den zu
uf = ?;', gehörenden Primfactor von 9', welcher zum Exponenten f gehört
//mal, u. s. w., so ist

N l(a} = f tf^'f . . . . ;

denn in der That enthält qtf<ft>'f' ____ alle in ( )1( ( ?*) ____ /( ^1) vor-
kommenden Primfactoren, jeden genau eben so oft, als er in diesem Producte
vorkommt; und aufser diesen keinen. Dies ist aber auch die einzige allge-
meine Art der Zusammensetzung idealer complexer JZahlen zu wirklichen, welche
sich vqn selbst darbietet.

Wenn irgend eine ideale complexe Zahl l (a) gegeben ist, so läfst sich
die Aufgabe, andere ideale Zahlen zu finden, welche, mit /(a) multiplicirt,
wirkliche complexe Zahlen geben, stets auf unendlich viele verschiedene Arten
lösen. Diese Aufgabe kann nämlich auch so ausgedruckt werden: Wirkliche
complexe Zahlen zu finden, welche gegebene (ideale) Primfactoren haben, und
welche aufser diesen gegebenen noch irgend andere enthalten dürfen. Die
Lösung beruht aber nur darauf, einer gewissen Anzahl Congruenzen vom ersten
Grade genugzuthun, welche für die Coefficienten einer wirklichen complexen
Zahl Statt haben müssen, und welche sich niemals widersprechen, sondern
stets eine unendliche Anzahl verschiedener Lösungen zulassen. Es giebt des-
halb auch immer eine unendliche Menge idealer Zahlen, welche, mit einer
gegebenen idealen Zahl multiplicirt, eine wirkliche complexe Zahl erzeugen.
Wählt man nun unter allen diesen immer nur diejenigen, deren Normen mög-
lichst klein sind, so findet man das sehr bemerkenswerte Resultat: Dafs stets
eine endliche bestimmte Zahl idealer Multiplicatoren hinreicht, um alle
idealen complexen Zahlen zu wirklichen zu machen. Wir wollen jetzt
den Beweis dieses ersten Hauptsatzes geben.

Die ideale complexe Zahl /(«) enthalte wieder, wie oben, den zu
u = gehörenden Primfactor der zum Exponenten f gehörenden Primzahl q,
und zwar mal; ferner den zu uf =zrfr* gehörenden Primfactor der zum Ex-
ponenten f gehörenden Primzahl <f, ' mal u. s. w. und es sei

.... -f ^ *"1
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ίβ. Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfmtoren. 351

eine wirkliche complexe Zahl, welche alle Primfactoren von /(#),
den idealen Factor jf(a) selbst enthalten soll. Es sind nun, damit F(a) den
zu u = r\r geh renden Primfactor von ^ μ mal enthalte, f Congruenzen f r
den Modul y" zu erf llen. Dieselben seien

Φ = 0, <*>! = (), Φ2 = 0, ---- Φ^1=0, mod. f.
Ferner sind, damit JP(a) den zu u' — rfrt geh renden Primfactor von 9', ^'mal
enthalte, weiter f Congruenzen f r den Modul qff*' zu erf llen; sie seien

Φ'=0, Φ1 = 0, Φ^ = 0, ---- Φ^1==0, mod. ̂ ';
und so fort. Alle diese Congruenzen sind auch, wie gezeigt, in Beziehung
auf die zu bestimmenden Coefficienten β19 #2, 3, .... «λ-1 nur linear.

Wir geben nun allen den λ — l Coefficienfen der complexen Zahl jF(cc)
alle die Werthe 0, l, 2, 3, ---- k— l, so dafs im Ganzen *-1 Werth-
combinationen Statt finden, welche eben so viele verschiedene complexe Zahlen
geben. F r diese verschiedenen Werthcombinationen kann jede der Gr feen
Φ, Φ19 Φ2, ---- <f>f„i nur ημ verschiedene Reste lassen, f r den Modul f";
eben so jede der f Gr fsen Φ', Φί, Φ2, ---- *f'~n nur qfft/ verschiedene
Reste, f r den Modul qtf*' etc. Die Anzahl aller verschiedenen Restcombinationen,
welche berhaupt Statt haben k nnen, ist also qtfq'Pf' .. . , Nimmt man mm
k so grofs an, dafs A2"1 > qpfq'f'f' . . . . , also die Anzahl der Werthcombina-
tionen der Coefficienten gr fser ist als die Anzahl aller Restcombinationen der
durch Φ bezeichneten Gr fsen, so m ssen immer gewisse Restcombinationen
sich wiederholen. Es m gen f r die bestimmten Werthe a^^^m^ α2 = «ι2,
a3 = fH3, . . . . %_! = ^_! die Gr fsen Φ, ΦΑ, . . . . Φ/>_ι, modulo ^,
Φ', Φχ, .... Φ^_ι, raodulo 9'̂ "', etc. alle einzeln dieselben Reste geben, wie
f r die Werthe α^ — η^ 2=rH 2 , β3 = η3, ---- α^1·=ηλ^ι: so folgt, dafs
die Gr fsen αΐ9 «2, «3, ---- α;ι_ι, weil sie in allen diesen Ausdr cken nur
linear vorkommen , alle congruent Null werden m ssen , f r a^ = m^ — ηλ ,
#2 = iw2 — w2, a3=w3 — fl3, ---- ^-i = *%-! — %-ι· Alle Congruenzen
also, welche n thig und hinreichend sind, damit F(a) die verlangten idealen
Primfactoren habe, lassen sich immer befriedigen, wenn man den Coefficienten
HOT positive oder negative Werthe giebt^ welche, abgesehen vom Vorzeichen,
nicht gr fser sind als A— l ; wo Λ nur durch die Bedingung ̂ l^>q^g^tft . . . .
bestimmt wir& ,

Da wir nun »ine gewisse Grenze der Gr fee gefunden haben, welche
die Coefficienten der complexefi Zahl F(a) nii it fcu berschreiten brauchen,

46*
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352 J6· Kummer* Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

um den Bedingungen der Aufgabe zu genügen, so wollen wir jetzt sehen, wie
grofs höchstens die Norm einer solchen complexen Zahl werden könne.

Multiplicirt man die beiden reciproken complexen Zahlen F(a) und
JF^cr"1) mit einander, verwandelt sodann in er, a3, .... â ""1} und addirt,
so erhält man sehr leicht folgende Gleichung:

· · · · +4-0
Sind nun die -Coefficienten nlv a2, . . . . - alle, absolut genommen, nicht
gröfser als k— l, so folgt hieraus:
F(a)F(O + ̂ («2)^(O + · · · · +F(a*^1>)F(«*<i+1>) <^ * ( —!)(*— l)2.

Aus dem möglich - gröfsten Werthe, welchen die Summe aller dieser stets po-
sitiven Gröfsen haben kann, läfst sich aber sehr leicht auf den möglich -gröfsten
Werth des Products derselben, welches die Norm NF (a) ist, schliefsen. Ein
solches Product positiver Gröfsen, deren Summe gegeben ist, erhält nämlich
seinen möglich -gröfsten Werth , wenn die einzelnen Factoren desselben alle
einander gleich angenommen werden : im gegenwärtigen Falle also, wenn jeder
der Factoren gleich dem £( — l)ten Theile der möglich -gröfsten Summe aller
gleichen genommen wird; also gleich (k — l)2. Hierdurch wird das. möglich-
gröfste Product aller gleich ~1}( — l/""1. Man erhält also

NF(a) <; *»-*>(*— l)2-1.
Nehmen wir nun die Zahl k so an, dafs, wie es oben verlangt wurde,
fr+Xff-ijrt' ..... , aber (k— iy~l<ff -g' >*'?'. . . . ist, so ergiebt sich

NF(a) < AW^.^.^f .. . .
Die wirkliche complexe Zahl F(«) enthält nach der Voraussetzung den idealen
Factor I(a). Setzt man daher F(a) = M (a) · 1(«), so ist NF(a) =NM(a) - ( ),
und da NI(a) = &· q^'ft ____ , so ist

NM («)< - ).
Die Multiplicatoren also, welche beliebige ideale complexe Zahlen zu wirklichen
machen, lassen sieh immer so annehmen, dafs die Normen derselben kleiner
sind als die bestimmte Zahl * ~~1} ; und da die Anzahl solcher idealer Zahlen nur
endlich und begrenzt seilt kann, so erhalten wir den Beweis folgenden Satzes:

Es giebt immer eine endliche bestimmte Anzahl idealer complexer Mul-
tiplicatoren, welc/te nöthiy und hinreichend sind, mm alle idealen com-
plexen Zahlen %u wirklichen %% machen. :
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§. 9.
Auf den im vorigen Paragraph bewiesenen Hauptsatz gründen wir nun

eine Classification der idealen complexen Zahlen, indem wir festsetzen:
Alle diejenigen (idealen) complexen Zahlen, welche durch Multipli-
cation mit einer und derselben (idealen) Zahl zu wirklichen com-
plexen Zahlen werden, sollen äquivalent heifsen und zusammen
eine Classe ausmachen.

Eine wirkliche complexe Zahl, mit einer idealen multiplicirt, kann
immer nur ein ideales, aber niemals ein wirkliches Product geben. Dies
ist eine unmittelbare Folge des in (§. 7.) bewiesenen Satzes, welchem zu-
folge eine wirkliche complexe Zahl durch eine andere wirkliche theilbar ist,
wenn alle idealen Primfactoren des Divisors auch im Dividendus enthalten sind
und der Quotient alsdann wieder eine wirkliche complexe Zahl ist. Wenn
nämlich eine wirkliche Zahl, mit einer idealen multiplicirt, eine wirkliche Zahl
zum Product gäbe, so müfste auch eine wirkliche Zahl, durch eine andere
wirkliche dividirt, welche keine ändern idealen Primfactoren hat als diese, eine
ideale Zahl zum Quotienten geben; was dem angeführten Satze widerspricht.

Es seien nun f ( a ) und y(«) zwei äquivalente ideale Zahlen; und zwar
sollen beide, mit derselben idealen Zahl M (a) multiplicirt, zu wirklichen wer-
den. Es werde ferner auch /*(«), mit //( ) multiplicirt, zu einer wirklichen
Zahl: so behaupte ich, dafs auch («), mit t//(a) multiplicirt, eine wirkliche
Zahl geben mufs. Da nämlich 1( )· ( ) wirklich ist, so folgt, dafs auch
A«2) A«3) · · · · f(a*-l)-M(c?)-M(c?) .... M(a^) wirklich sein mufs. Wird
dies mit der wirklichen Zahl ( } (a) multiplicirt, so folgt ferner, dafs
^a)f(a^f(c?)....f(a^l)^NM(a) eine wirkliche Zahl sein mufs; und da der Factor
'NM(a) wirklich ist, so mufs auch der andere Factor <p($f(<£)f(<£) /W""1)
wirklich sein. Multiplicirt man endlich noch mit der wirklichen Zahl /"(a) t//(a)
und erwägt, dafs Nf(a) wirklich ist, so folgt, dafs ( ) ( ) ebenfalls wirk-
lich sein mufs; wie behauptet; also:

Wenn zwei ideale complexe Zahlen äquivalent sind, so macht jeder
Multiplicator, durch welchen die eine zu einer wirklichen Zahl wird,
auch die andere zu einer wirklichen Zahl.

Aus diesem Satze folgt unmittelbar auch der folgende:
Wenn zwei ideale Zahlen einer und derselben dritten Zahl äqui-
valent sind, so sind sie auch unter einander äquivalent.
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354 *#· Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

Es müssen nämlich nach dem vorigen Satze diese Zahlen alle drei einen und
denselben Multiplicator haben, welcher sie zu wirklichen complexen Zahlen macht.

Durch diese Sätze erlangt der Begriff der Äquivalenz idealer com-
plexer Zahlen erst seine wahre Vollkommenheit; indem sich zeigt, dafs die
Äquivalenz eine von der zufälligen Wahl der Multiplicatoren unabhängige Be-
ziehung der idealen Zahlen zu einander ist, und dafs auch die Classification
nach der Äquivalenz und die endliche Anzahl der verschiedenen Classen nur
eine einzige bestimmte ist, für jeden Werth von .

In die Classification der idealen complexen Zahlen begreifen wir auch
die wirklichen mit ein. Der Ausdruck ideale complexe Zahl hat nämlich zwei
verschiedene Bedeutungen: eine weitere und eine engere; in der weiteren
Bedeutung des Idealen ist das Wirkliche nur ein besonderer Fall desselben;
in der engeren ist das Wirkliche der Gegensatz des Idealen: es verhält sich
hier das Ideale und Wirkliche, wie das Imaginäre und Reale. Die wirklichen
complexen Zahlen müssen unter einander alle als äquivalent betrachtet werden;
sie machen also eine Classe für sich aus, welche wir als die erste Classe an-
sehen und Hauplclasse nennen. Für die Anordnung der übrigen Classen
lassen sich nicht eher bestimmte Regeln geben, als bis von der Zusammen-
setzung der verschiedenen Classen äquivalenter Zahlen gehandelt worden ist;
über welche wir Folgendes erwähnen:

Äquivalente Zahlen, mit äquivalenten multiplicirt, geben stets äquiva-
lente Producte.

Es seien nämlich f ( a ) und /i(cc) zwei äquivalente Zahlen; ein Multipli-
cator, welcher beide zu wirklichen macht, sei m (a); es seien ferner (a)
und ( ) zwei andere äquivalente Zahlen, und M (a) der Multiplicator, welcher
beide zu wirklichen macht: so ist offenbar m(a)M(a) ein Multiplicator, der
sowohl das Product/"( )· ( ), als auph das Product /1( ) ·< ( ) zu einer wirk-
lichen complexen Zahl macht; mithin sind /*(«)· («) und / ( )· ( ) äquivalent.
Dieser Satz läfst sich auch folgendermaafsen ausdrücken:

Wenn man irgend zwei ideale Zahlen mit einander multipücirt, so
ist die Classe, welcher das Product angehört, durch die Classen, welchen
die Factoren angehören, vollständig bestimmt.

Multipücirt man irgend eine ideale Zahl mit einer Zahl aus jeder Classe,
so erhält man so viele Producte, als Classen vorhanden sind, und es kann
keines derselben irgend einem ändern äquivalent sein; oder jedes dieser Pro-
ducte gehört einer ändern Classe an. Unter diesen mufs es also auch immer
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1 . Kummer* Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren. 355

ein Product geben, und zwar nur eins, welches wirklich ist oder der Haupt-
classe angehört; also.4

Zu jeder Classe idealer Zahlen gehört eine bestimmte Zahl, welche,
mit ihr zusammengesetzt, die Hauptclasse giebt.

Es giebt hier auch noch solche Classen, welche, mit sich selbst zu-
sammengesetzt, die Hauptclasse geben (classes ancipites); namentlich ist die
Hauptclasse selbst stets eine solche. Aufser dieser existiren aber für besondere
Werthe von auch noch andere mit dieser Eigenschaft.

Erhebt man irgend eine ideale Zahl f(a) zu Potenzen, so ist klar, dafs
die Reihe idealer Zahlen

/*(<*), /W, t»3, A«)4, etc.
äquivalente Zahlen enthalten mufs; denn die Anzahl nicht äquivalenter Zahlen
ist eine endliche. Es seien nun f(a)r und f(a}s äquivalent, und m (a) sei ein
Multiplicator, welcher beide zu wirklichen Zahlen macht, so ist f(a)r*m(a)
wirklich, und auch f(a}s*m(a) ist wirklich. Ist nun s^>r, so kann man dem-
selben die Form f(a)s"r>f(a}r^m(a) geben, und da f(a}rm(a) wirklich ist, so
mufs auch der andere Factor f((*)s~~r wirklich sein. Wir erhalten hieraus fol-
genden wichtigen Satz:

Jede ideale complexe Zahl hat die Eigenschaft 9 dafs gewisse ganze
Potenzen derselben wirkliche complexe Zahlen sind. Alle idealen
complexen. Zahlen lassen sich daher als Wurzeln aus wirklichen
complexen Zahlen darstellen

Es sei nun die Ate Potenz der idealen Zahl f ( a ] die niedrigste, für
welche f(a)h zu einer wirklichen complexen Zahl wird, so müssen alle die
Zahlen

i, /·(<*), /Wi/Wi ···· /"W""1

verschiedenen Classen angehören; denn wäre f(&)r äquivalent f(a)*, wo .v>r
ist, und s und r beide kleiner sind als Ä, so würde wie oben folgen, dafs
f(&T~r eine wirkliche Zahl sei; gegen die Voraussetzung, da s — r<Ä ist.
Diese A complexen Zahlen können nun entweder alle vorhandenen Classen
grade erschöpfen, in welchem Fall die Anzahl aller Classen gleich h ist, oder
es können noch andere, nicht äquivalente ideale Zahlen vorhanden sein. Es
sei ( ) eine solche ideale Zahl, welche mit keiner der obigen äquivalent ist,
so behaupte ich, dafs auch die idealen Zahlen
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alle, sowohl unter sich, als auch mit den obigen , nicht äquivalent sind. Wäre
nämlich ( ) /"( )7 äquivalent («)/"(«)5, wo rund s beide kleiner als A sind,
so würde auch/(a)r äquivalent f(a)s sein; was unmöglich ist; und wäre ( )/"(«)
äquivalent jf(a)% so würde durch Multiplication mit /"(a)Ä~"r folgen, dafs ( )
äquivalent f(a)^Jl"r oder äquivalent f(a)*~r sei; welches ebenfalls der über

( ) gemachten Voraussetzung zuwider ist. Es kann nun geschehen, dafs
diese idealen Zahlen, zusammen mit den vorigen, alle nicht äquivalenten Zahlen
erschöpfen; in welchem Falle die Anzahl aller Classen gleich 2k sein würde:
es kann aber auch sein, dafs es aufser diesen noch andere nicht äquivalente
Zahlen giebt. In diesem letztern Falle beweiset man eben so, dafs eine mit den
obigen nicht äquivalente Zahl ( ) stets die ganze Gruppe

nach sich zieht; welche Zahlen sowohl unter sich, als mit den obigen, nicht
äquivalent sind. Sämmtliche nicht äquivalente ideale Zahlen ordnen sich so
immer in Gruppen von je h Zahlen; woraus folgt, dafs die vollständige An-
zahl derselben immer ein Vielfaches von h sein mufs. Wir sprechen dies
Resultat folgendermaafsen aus:

Die vollständige Anzahl aller Classen ist immer ein Vielfaches des
niedrigsten Exponenten derjenigen Potenz, zu welcher eine ideale
Zahl erhoben werden mufs, um zu einer tvirklichen zu werden.

Wenn es nun wirklich eine ideale Zahl f(a) giebt, von der Art, dafs
/*( ) , aber keine niedrigere Potenz von /*(«), eine wirkliche complexe Zahl
ist, und dafs l, f(a), /*( )2, /'( )3, ---- / «)*"1 a^e ™<&1 äquivalenten idea-
len Zahlen erschöpfen, so erhält man eine passende Anordnung aller Classen,
wenn man die wirklichen zur ersten Classe, die Classe, welche f(a) enthält,
zur zweiten, die /*(cc)2 enthaltende zur dritten nimmt u. s. w. Es kann alsdann
die Classe, welcher das Product zweier oder mehrerer Factoren angehört, aus
den Classen, welchen die Factoren angehören, unmittelbar bestimmt werden,
weil alsdann offenbar die Summe der um Eins verminderten Classenzahlen
aller Factoren der um Eins verminderten Classenzahl des Products, für den
Modul /i, congruent ist. Wenn aber eine solche ideale Zahl f ( a ) nicht existirt,
deren Potenzen alle Classen nicht äquivalenter Zahlen erschöpfen, so kann
man nach diesem Principe die Classen nur in Gruppen theilen und die den
einzelnen Gruppen angehörenden Classen ordnen; für die Ordnung der Grup-
pen unter einander ist aber dann ein anderes Princip nöthig.
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§· 10.
Wir haben schon oben bemerkt, dafs die idealen Primfaetoren stets

Primfactoren ganzer realer Primzahlen sind, und dafs die Natur derselben vor-
züglich von den Exponenten (Divisoren von — 1) abhängt, zu welchen diese
realen Primzahlen für den Modul gehören. Unter allen diesen sind die
idealen Primfactoren der zum Exponenten Eins gehörenden realen Primzahlen,
d. h. der Primzahlen von der Form 2# l, als die einfachsten zu betrachten,
welche vor den übrigen sich auszeichnen und darum besondere Beachtung
verdienen. Von den nur aus solchen idealen Prirafactoren zusammengesetzten
idealen Zahlen wollen wir nun zeigen, dafs sie auch allein alle oben angege-
benen Classen idealer Zahlen erschöpfen, und dafs die übrigen idealen Zahlen,
welche noch andere, zu höhern Exponenten gehörige Primfactoren enthalten,
für sich keine neuen Classen geben, sondern nur jenen sich einordnen*). Wir
beweisen zu diesem Zwecke zunächst folgenden Satz:

Jeder ideale Primfaclor, der %u einem Exponenten gehört, welcher
gröfser als Eins ist, ist einer idealen Zahl äquivalent, deren ideale
Primfactoren alle zu niedrigeren Exponenten gehören.

Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir von der Gleichung aus, deren
Wurzeln alle die in einer und derselben Periode von f Gliedern enthaltenen
Wurzeln der Gleichung « =1 sind, und von welcher schon oben (§.4.) Ge-
brauch gemacht wurde, nemlich von der Gleichung

(1.) /+ ( ?) ^1+ 2( 7) ^2+ .... + Pf ft) = 0,
in welcher die Coefficienten PI(T?), < ( )·> etc. aus den Perioden von je
/"Gliedern gebildete ganze complexe Zahlen sind. Es seien ferner PI(W), P2(w)^
P3(ti), etc. diejenigen ganzen Zahlen, welche man erhält, wenn man in jenen
statt der Perioden 77, 7?A, ?2> etc. die entsprechenden Congruenzwurzeln u, n19

«2, etc. für den Modul y setzt, der zum Exponenten f gehört. Setzt man jetzt
(2.) JF(a) = ^P1(ti)^-1 + P2(ti)a^2+ .... +P^W*+PfM + q,

so erhält man, wenn die Gleichung (1.) subtrahirt wird, und wenn man er-
wägt, dafs Pf(^)s=:±l, also Pf(ti)=Pffo) ist:

(3.) F(a) = ( 1(«)-

*) Statt: Idealer Primfactor einer realen, zum Exponenten f gehörigen Primzahl,
werden wir hier und im Folgenden kürzer: Zum Exponenten /gehöriger idealer Prim~
factor schreiben.
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Diese complexe Zahl F(a} hat nun, Erstens, keinen idealen Prim-
factor, welcher zu einem höhern Exponenten gehörte, als zum Exponenten /*.
Wenn nämlich /' ein gröfserer Divisor von — l ist, als f, so mufs man
nach (§.4.), um zu sehen ob eine wirkliche complexe Zahl einen zum Expo-
nenten f gehörende» idealen Primfactor haben könne, oder, was Dasselbe ist,
ob die Norm derselben durch eine zum Exponenten f gehörende reale Prim-
zahl theilbar sein könne, aus der zu untersuchenden Zahl mit Hülfe der Glei-
chung, deren Wurzeln die sämmtlichen, eine Periode von /"Gliedern bildenden
Wurzeln sind, alle Potenzen von a, welche höher sind als t/'"1, eliminiren;
worauf dann alle Glieder einzeln diesen idealen Factor haben müssen. Im
gegenwärtigen Falle enthält F(a) an sich schon keine höhern Potenzen von :
es hat also bereits die verlangte Form, welche im Allgemeinen durch Elimi-
nation der höhern Potenzen von hervorzubringen ist. Es müfsten dem-
nach in dem Ausdrucke von F(a), welchen die Gleichung (2.) giebt, wenn
F(a) einen zum Exponenten f gehörenden idealen Primfactor haben sollte, alle
Coefficienten der einzelnen Glieder, also auch der erste Coefficient Eins, den-
selben enthalten; was nicht möglich ist.

Zweitens hat ff (a} auch keinen idealen Primfactor einer ändern, zum
Exponenten f gehörenden Primzahl, als der Primzahl q; denn es müfste nach
(§. 4.) jeder solcher Primfactor auch ein gemeinschaftlicher Factor aller Glie-
der der complexen Zahl JP(a) in der Form (3.) sein , also namentlich auch
ein idealer Primfactor des letzten Gliedes q.

Drittens enthält F(a) auch nur einen einzigen idealen Primfactor
von q, nämlich den zu = gehörenden Factor, und diesen nur einmal.
Dafs es den genannten idealen Primfactor wirklich enthält, ist klar, weil
1 ( ) = 0, mod. q, ist, für 11 = 17; und wenn es den Factor mehrmals ent-
hielte, so mflfstenjn der Form (3.) alle einzelnen Glieder, also auch das letzte
Glied q, denselben mehrmals enthalten; welches nicht der Fall ist. Bildet man
forner folgende complexe Zahlen:

so enthält F(a) , den zu % = gehörenden Wpalen Primfactor von q>
den zu * = gehörenden, F2(«) den zu i/2 = ̂  gehörenden Faetor u.
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das Product aller dieser complexen Zahlen ist also, weil es alle idealen Prim-
factoren von q enthält, durch q theilbar. Enthielte nun aber -F(#) aufser dem
zu = gehörenden Primfactor noch einen ändern, welcher zu tir = ^ ge-
hören möge, so müfste das Produet dieser complexen Zahlen, auch mit Aus-
schlufs der Zahl Fr(a), durch ^theilbar sein, weil es auch schon ohne Fr(a)
alle idealen Primfactoren von q enthielte. Dieses Product wurde folgende
Form haben:

wo (7t, C2, etc. ganze Zahlen sind. Es müfsten also wieder alle einzelnen
Glieder, folglich auch das erste, dessen Coefficient Eins ist, durch ^theilbar
sein; was nicht der Fall ist.

Wir schliefsen hieraus, dafs es immer wirkliche complexe Zahlen giebt,
die nur einen einzigen, zum Exponenten/" gehörenden idealen Primfactor ent-
halten, deren übrige Primfactoren aber alle zu niedrigeren Exponenten gehören.
Dafs der Fall f== i eine Ausnahme macht, ist klar. Bezeichnet man nun den
einen, zum Exponenten f gehörenden idealen Primfactor, welcher in jF(ce)
enthalten ist, durch /"(a), und das Product aller übrigen, welche nur zu niedrigeren
Exponenten gehören, durch ( ), so dafs J^(cc) ==/*(«)· ( ) eine Wirkliche
complexe Zahl ist: so folgt, dafs f ( a ) äquivalent ist mit ( *) ( ?).... ( ?'~~'1)
denn beide, mit (a) multiplicirt , geben wirkliche Zahlen. Hiermit ist auch
der obige Satz vollständig bewiesen.

Aus dem so eben bewiesenen Satze folgt von selbst der allgemeine Satz:
Jede beliebige ideale Zahl ist einer ändern äquivalent, deren ideale
Primfactoren alle nur %um Exponenten Eins gehören.

Wenn nämlich in ( ), und folglich auch in ( 2) (a3) . . . . ( ~*), noch Prim-
factoren vorhanden sind, die nicht zum Exponenten Eins gehören, so kann
man sie immer durch äquivalente ideale Zahlen ersetzen, deren Primfactoren
zu immer niedrigeren Exponenten gehören; und so fortfahrend gelangt man
noth wendig dahin, dafs alle Primfactoren der äquivalenten Zahl nur zum Ex-
ponenten Eins gehören. Wenn ferner alle beliebigen Primfactoren solchen
idealen Zahlen äquivalent sind, so folgt das Nemliche für alle beliebigen zu-
sammengesetzten idealen Zahlen von selbst.

Anmerkung. Ich kann nicht umhin, hier, wo ich die allgemeine Theorie
der Zerlegung der complexen Zahlen, wenn auch unvollendet, verlasse, um
in den folgenden Paragraphen noch einige Anwendungen zu geben, auf die
grofse Analogie aufmerksam zu machen, welche diese Theorie mit der

47*
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hat Der chemischen Verbindung entspricht für die complexen Zahlen die
Multiplication; den Elementen, oder eigentlich den Atomgewichten derselben,
entsprechen die Primfactoren; und die chemischen Formeln für die Zerlegung
der Körper sind genau dieselben, wie die Formeln für die Zerlegung der
Zahlen. Auch selbst die idealen Zahlen unserer Theorie finden sich in der
Chemie, vielleicht nur allzuoft, als hypothetische Radicale, welche bisher noch
nicht dargestellt worden sind, die aber, so wie die idealen Zahlen, in den Zu-
sammensetzungen ihre Wirklichkeit haben. Das Fluor, für sich bisher nicht
darstellbar und noch den Elementen zugezählt, kann als Analogon eines idealen
Primfactors gelten. Die Idealität in der Chemie verhält sich aber darin wesent-
lich anders, als die der complexen Zahlen, dafs chemische ideale Stoffe, mit
wirklichen verbunden, auch wirkliche Stoffe produciren; was bei den idealen
Zahlen nicht der Fall ist. In der Chemie hat man ferner zur Prüfung der in
einem unbekannten aufgelöseten Körper enthaltenen Stoffe die Reagentien, welche
Niederschläge geben, aus denen die Anwesenheit der verschiedenen Stoffe
sich erkennen läfst. Ganz Dasselbe findet für die complexen Zahlen Statt; denn
es sind die oben mit bezeichneten complexen Zahlen ebenso die Reagen-
tien für die idealen Primfactoren, und die reale Primzahl </, welche nach der
Multiplication mit einer solchen als Factor aus dem Producte heraustritt, ist
genau Dasselbe, wie der unlösliche Niederschlag, der nach Anwendung des
Reagens zu Boden fällt. Auch der Begriff der Äquivalenz ist in der Chemie
fast derselbe, wie in der Theorie der complexen Zahlen. So wie nämlich
dort zwei Gewichtsmengen verschiedener Stoffe äquivalent heifsen, wenn sie
sich gegenseitig vertreten können, entweder zum Zwecke des Neutralisirens,
oder um Isomorphie hervorzubringen: so sind zwei ideale Zahlen äquivalent,
wenn sie für den Zweck, eine andere ideale Zahl zu einer wirklichen zu
machen, sich gegenseitig vertreten können. — Diese hier angedeuteten Analo-
gieen sind nicht etwa als blofse Spiele des Witzes zu betrachten, sondern
haben ihren guten Grund darin, dafs die Chemie, so wie der hier behandelte
Theil der Zahlentheorie, beide denselben Grundbegriff, nämlich den der Zu-
sammensetzung, wenn gleich innerhalb verschiedener Sphären des Seins, zu
ihrem Principe haben; woraus folgt, dafs auch die diesem verwandten, mit
ihm nothwendig gegebenen Begriffe sich in beiden auf ähnliche Weise finden
müssen. Die Chemie der natürlichen Stoffe und die hier behandelte Chemie
der complexen Zahlen sind beide als Verwirklichungen des Begriffs der Zu-
sammensetzung und der davon abhängigen Begriffs-Sphäre anzusehen: jene
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als eine physische, mit den Zufälligkeiten der äufsern Existenz verbundene und
deshalb reichere, diese als eine mathematische, in ihrer innern Noth wendig-
keit vollkommen reine, aber dafür auch ärmere, als jene.

s. 11.
Die hauptsächlichsten Schwierigkeiten der Lehre von der Kreistheilung

liegen bekanntlich in gewissen complexen, in derselben auftretenden Zahlen, Es
bleibt von der rein theoretischen Seite eine genauere Einsicht in die Natur dieser
complexen Zahlen, von der practischen Seite eine leichtere Methode für die
Bildung derselben noch zu wünschen. Diese beiden Mängel dürften nun mittels
der hier gegebenen Theorie der complexen Zahlen vollständig gehoben wer-
den können.

Ist p eine Primzahl von der Form /? = -|-1, g eine primitive Wurzel
von p, eine imaginäre Wurzel der Gleichung =1, und eine imaginäre
Wurzel der Gleichung xp = l , so beruht die hauptsächlichste Aufgabe der
Kreistheilung in der Bildung der Aten Potenz des Ausdrucks

(«, a?) = a? + aa*+a2a*'4- .... -\-cf-* xf~\
welche Potenz, von unabhängig, eine aus den Wurzeln a, a2, a3, etc. ge-
bildete complexe Zahl ist. Diese complexe Zahl setzt Jacob* (S. Monatsbe-
richte der Berliner Akademie vom Jahre 1837, wieder abgedruckt in diesem
Journal Bd. XXX. S. 166) als Product aus complexen, ebenfalls von unab-
hängigen Zahlen zusammen, welche durch die Gleichung

( , x) (a*, x)

bestimmt sind. Es ist nämlich

Nun weiset auch Jacabi a. a. 0. nach, dafs, wenn r eine primitive Wurzel
der Gleichung r^^l, und g dieselbe primitive Wurzel der Congruenz
gp-i = l ist, welche auch schon in (a, x) vorkommt, und wenn in dem von
unabhängigen Ausdrucke

anstatt der primitiven Wurzel r, die primitive Congruenzwurzel g gesetzt wird,
dafs dann

(g) = 0, raod. p,
ist, sobald « -f n >p—*l, «her m und it für sich kleiner als p— l und positiv
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» sind. Setzt man nun
f-m

 = a, g9""1~m g= ti, mod. p 9

n = Am, mod. /?—l, iw = Λμ> moA. p—l,
so ergiebt sich

ψ (r) = i/jk(ah^ also auch V(tt) Ξ V*(ttA)·
Es ist demnach i^(ti ) = 0, mod./?, f r m-|-w>/i—1; welche Bedingung
sich nach den festgesetzten Werthen von m und n darauf vereinfacht, dafs die
positiven Reste von h k und von A , f r den Modul λ, zusammen gr fser
sein m ssen als λ.

Dieses Jtfcoiische Resultat giebt unmittelbar die idealen Primfactoren
der complexen Zahl V*(a). ^n unsere Ausdrucksweise bersetzt, heifst es:
Es enth lt ψ/*(α) den zu a = uh geh renden idealen Primfactor von p,
wenn h und der positive Rest von hk, mod. λ, zusammen gr fser sind
als λ. Die Anzahl der Werthe von A, welche dieser Bedingung gen gen,
ist offenbar gleich |(λ—1); denn von je zwei Werthen von /i, deren Summe
gleich λ ist, gen gt immer einer, und zwar nur einer von beiden. Es sind
also dadurch £(λ—1) Primfactoren der complexen Zahl ^(a) gegeben, und
aufsei* diesen k nnen keine ndern vorhanden sein; denn V/A(a""1) mufs genau
eben so viele Primfactoren enthalten als ν*(α)* und da ^(«)^(α"~1)=/ι,
p aber nur λ—l (ideale) Primfactoren enth lt, so mufs ^( ) genau £(λ—1)
Primfactoren enthalten, welche die oben gefundenen sind. Bezeichnet f(a)
einen idealen Primfactor von /?, und zwar den zu a — u geh renden; bedeutet
ferner td£ diejenige positive Zahl, welche kleiner als λ ist und der Congruenz

= l, mod. λ, gen gt, so ist

wo das Productzeichen Π sich auf alle diejenigen γ (λ— 1) Werthe von h
bezieht, f r welche h und der positive Rest von h k, mod, λ, zusammen gr fser
sind als λ. Nach dem vorletzten Satze in (§. 7.) mufs diesem Producte,
welches nur durch seinen idealen Primfactor bestimmt ist, irgend eine complexe
Einheit E (a} als Factor beigegeben werden; diese mufs aber verm ge d^r
Gleichung yk (a) yk(crl")=p so beschaffen sein, dafs E (a) E (er1) = l ist; und
dieser Gleichung gen gt keine andere Einheit, und berhaupt keine andere com-
ptexe Zahl als ±«r, weshalb wir diese Einheit als Factor des Products hin-r-
zugef gt haben. : *

Mit den gefundenen PHmftt tor n von V'*(°0 sm& nun diejenigen der
Potenz (a, a?)2 zugleich mit gegeben. Der bestimmte, zu a = uh geh rige ideale
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Primfactor von p kommt nämlich in dem Producte */>i(«)VzC^OV»(ß)····^-^)
gerade so viele mal vor,, als es Zahlen k giebt, für welche der positive Rest
von kh, wenn A hinzu addirt wird, gröfser wird als , also für welche der
positive Rest von A, mod. , gröfser ist als —A. Nun hat für k «=
l, 2,3, — 2 das Product hk alle Reste l, 2, 3, —l , mit Ausnahme
von — A; die Anzahl derer, die gröfser sind als — h, ist also A—1; folg·*
lieh kommt der zu a==.uh gehörende ideale Primfactor von p, welcher nach
der obigen Bezeichnung f(amh) ist, in diesem Producte A—l mal vor. Man
erhält folglich

und wenn mit p=f(a)*f(a*)'f(<x*)....f(a*-l)i oder, was Dasselbe ist, mit
p = /-(amO/(am'0/(^13) · · ·. A^-1) multiplicirt wird:

welches nach einer ändern Anordnung der Factoren auch so dargestellt wer-
den kann:

(Man vergleiche das Breslauer Programm zur Jubelfeier der Universität Kö-
nigsberg, in welchem ich diese Darstellung des (a, o?)2 zuerst aufgestellt und
nach einer ändern einfachen Methode bewiesen habe; für den Fall, dafs f(a)
ein wirklicher (nicht idealer) complexer Primfactor von p ist.)

Zur Bestimmung des allein noch unbestimmt gebliebenen Factors ±«4

erwäge man, dafs (a, } = (1,# ) = — l, mod. , ist; es mufs also diesef
Factor so genommen werden, dafs auch die andere Seite dieser Gleichung
congruent —l werde, für den Modul *).

Für die Erkenntnifs der innern Natur dieser complexen Zahlen der
Kreistheilung lassen die gegebenen Zerlegungen in die Primfactoren nichts zu
wünschen übrig. Was ferner die wirkliche Berechnung derselben für be-
stimmte Werthe des p und betrifft, so reduciren sie die ganze Aufgabe auf
den einen Punct: einen complexen Primfactor von p zu finden, welcher immer,
entweder als wirkliche complexe Zahl, oder doch als Wurzel aus einer sol-
chen dargestellt werden kann. Irn ersten Fall läfst sich ein solcher Primfactor
durch indirecte Methoden, welche ich in dem erwähnten Programm ent-

, , r ' , . ;

*) Ich verdanke diese Bemerkung einer Privat -Mittheilung des Hrn. Dr. Eisenstein.
• n m. d. Verf.
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wickelt habe, stets sehr leicht finden; ist er ideal, so mufs man zunächst
ermitteln* zu welcher Potertz er erhoben werden mufs, um zu einem wirk-
lichen Factor zu werden. Diese Potenz läfst sich alsdann durch dieselben
Methoden finden, und die entsprechende Wurzel daraus giebt den gesuchten
idealen Factor. In diesem letzten Falle giebt es übrigens noch andere Mittel
zur wirklichen Berechnung von (a, a?)*; welche ich jedoch hier übergehe.
Hätte man eine vollständige Tafel aller coraplexen Primfactoren der realen
Primzahlen (z.B. bis /? = 997, als so weit der „Canon arithmeticus" von
Jacobi reicht), nicht blofs für den Fall, dafs eine Primzahl ist, sondern
auch wenn es eine Potenz einer Primzahl ist: so hätte man für den ganzen
Bereich dieser Tafel auch die Lösung aller Kreistheilungen, ohne alle weitere
Rechnung. Einen Anfang für eine solche Tafel der complexen Primfactoren
habe ich in dem erwähnten Programme gegeben.

§· 12.
Das Product idealer Primfactoren, durch welches wir die in der Kreis-

theilung vorkommenden, mit (°0 bezeichneten complexen Zahlen ausgedrückt
haben, nämlich

±a*ITf(am*) = </>*(<*),
wo h diejenigen l ( — 1) Werthe hat, welche der Bedingung genügen, dafs
der kleinste positive Rest von , mod. , um h vermehrt, gröfser als ist,
und wo mh eine der Congruenz Amh, mod. , genügende Zahl bedeutet, hat
die merkwürdige Eigenschaft, immer eine wirkliche complexe Zahl zu geben;
nicht blofs, wenn, wie im vorigen Paragraph, f ( a ] ein idealer Primfactor der
Primzahl p von der Form -\-1 ist, sondern auch wenn /*(«) irgend eine
beliebige ideale complexe Zahl ist. Ist nämlich f ( a ) irgend eine beliebige
ideale Zahl, so ist sie nach (§. 10.) stets solchen idealen Zahlen äquivalent,
deren ideale Primfactoren nur zum Exponenten Eins gehören. Was also in
Beziehung auf die Wirklichkeit des obigen Products von einer solchen idea-
len Zahl gilt, das gilt auch von jeder beliebigen. Ist aber /"(a) ein Pro-
duct aus idealen Primfactoren, welche alle zum Exponenten Eins gehören,
d. h. welche nur ideale Primfactoren realer Primzahlen von der Form -f-l
sind, so zerfällt das obige Product in ein Product ähnlicher Producte, welche
alle einzeln, dem vorigen Paragraphen zufolge, wirkliche complexe Zahlen
sind. Es ist demnach in der That ITf(amh) stets eine wirkliche complexe Zahl,
wenn f(a) irgend eine beliebige ideale Zahl bedeutet. Dasselbe gilt nun auch
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von dem Producte

ft^OVC^OYC«1"*)3 · · · · A -̂1/""1 = *>(«);
denn dieses ist, wie im vorigen Paragraph gezeigt , nur aus den obigen Pro-
ducten zusammengesetzt.

Es soll nun f r f(a) eine aus Perioden von je f Gliedern gebildete
ideale Zahl genommen werden, d. h. eine solche, welche, durch φ (η) be-
zeichnet, der Bedingung gen gt, dafs

yO?)yfoi)9>(%) · · · · y(%-i) = Atyfa) = M
gleich einer realen ganzen Zahl sei* Nach (§. 7.) gestattet auch jede
Zahl M9 welche die Eigenschaft hat, dafs alle ihre Divisoren , zur /"ten Potenz
erhoben, congruent Eins sind, f r den Modul λ, eine solche ideale Zerlegung
in complexe Factoren. Es sei ferner γ eine primitive Wurzel der Congruenz
7*~ζΞΐ, mod. λ, ferner allgemein yr der kleinste positive Rest, welchen f l fst,
f r den Modul λ, und dann

n 4- y«+i+ ?wi-f · · · · -f JV~D*+I =

so sind $0, $!, >29 ____ * î ganze Zahlen, weil diese Summen bekanntlich
alle durch λ theilbar sind. Schreibt man nun das Product P (a) in der Form

so erh lt man, wenn φ (η) statt /^(α) gesetzt wird,

(1.) P(«) = φ(η^·φ(*1^·φ(η^
Es ist aber, wie sich leicht zeigen l fst, im gegenw rtigen Fall nicht nur P(«)
eine wirkliche complexe Zahl, sondern auch die λ*β Wurzel daraus; denn es
ist allgemein

und wenn Λ-fl einer der Zahlen ye, y^? ---- y(f-i)c gleich angenommen wird,
so ist Ρ(α) = Ρ(α*+1) f r f(a} = <p(rf, also auch

P(a») = (^(«))S
d. h. P(«J), und folglich auch P(a) selbst die Ate Potenz einer wirklichen

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 48
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complexen Zahl Deshalb ist denn auch

eine wirkliche complexe Zahl. Es sei nun sr die kleinste der Zahlen *„, ^,
#2, se„t, so ist diese wirkliche complexe Zahl noch durch die wirkliche
Zahl [9 07)9(17-1)9 (17-2) 9(*?i)]Sr theilbar, und es ist

gleich einer wirklichen complexen Zahl. Dieses Resultat ist in dem Fall,
wo f (die Anzahl der in einer Periode enthaltenen Wurzeln) eine gerade
Zahl ist, nichtssagend: denn alsdann sind die Zahlen $0, s^ .?2, . . . . *«_i alle
einander gleich, und man erh lt nichts weiter, als dafs Eins eine wirkliche
Zahl ist. Wenn aber f ungerade ist, so sind die Zahlen * 9 .*19 ^2, .... ^ l

nicht alle gleich, sondern es ist nur $0-f s±e = ^-f .9w.1 = $2-j-^<,+2 =....= /'
Multiplicirt man also Φ (»7) mit der reciproken complexen Zahl, welche
ist, so erh lt man

(3.) ΦΟ?)·ΦΟ?$<>) = Λ* r «
Dies ist das analoge Resultat zu dem von Jacobi gefundenen ψ^(α]

=p. Der merkw rdigste specielle Fall ist unstreitig der, wenn e=2, /*— J (λ—1)
und, da /"ungerade sein mufs, λ von der Form 4ra~}-3 ist. Hier kommen
nur die beiden Perioden η und % vor, deren Werthe bekanntlich -J(—l+]/—λ)
sind; ferner ist Φ(ή) = &-\-γη, Φ(η^:=&~\-γηι un(^ (x~\~y"li)(&*{'y"r]i)
= ar—χγ-\·i(^4"l)>^5 auc^ ist hier λ^() gleich der Summe der quadratischen
Reste, und λ^ gleich der Summe der quadratischen Nichtreste. Bezeichnet
man diese Summen durch Σα und ^b, so erh lt man

(4.) M.1 = x1 — ^y~hi""(^H" I)y25

das heifst: die Potenz mit dem Exponenten -j-(Sb — 2a) von einer jedpn Zahl,
welche berhaupt durch quadratische Formen der Determinante —λ dargestellt
werden kann, ist stets durch die Hauptform a?2 — #}'-f i(^-jhl)j2 darstellbar.
Dasselbe kann auch so ausgedr ckt werden: Jede Classe quadratischer Formen
der Determinante — l, wenn sie -r(2b — Σ a) mal mit sich selbst zusammen-λ
gesetzt wird, giebt die Hauptclasse. Es ist dies dasselbe Resultat, aus welchem,
zusammengehalten mit dem Satze §.305. der Disqu. arithm. von Gaufs, Jacobi
zuerst vermuthet hat, dafs die Zahl -^(Sb — Sa) gleich der Anzahl der nicht
quivalenten Classen der quadratischen Formen der Determinante —λ sein durfte.
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(S. dieses Journal Bd. IX. S. 189.) Die allgemeinere Formel (3.) giebt zu
ähnlichen Vermuthungen über einen Zusammenhang der Zahlen s0, *19 $2, — -̂19
namentlich der Zahl f—2sr mit der Anzahl der nicht äquivalenten complexen
Zahlen für jeden Werlh von Anlafs.

Die Wirklichkeit des Products P (a) für alle beliebigen idealen Zahlen
f ( a ) gewährt noch ein Mittel, zu finden, welche Potenz einer idealen Zahl zu
einer wirklichen wird. Giebt man nämlich in dem Ausdrucke von JP(cc) dem
a die Werthe a, a2, a3, . ... a*""1, so erhält man —l Gleichungen, in wel-
chen man /*(«)> /*(<*% etc. als Unbekannte betrachten kann; und aus diesen
Gleichungen, welche für die Logarithmen dieser unbekannten Factoren nur
linear sind, kann man, weil sie nicht ganz unabhängig von einander sind,

zwar nicht f(a) selbst finden, aber man kann stets den Quotienten J _| ,

oder vielmehr eine bestimmte Potenz desselben finden, welche, durch P(«),
JP(a2), etc. ausgedrückt, eine wirkliche complexe Zahl ist. Ist nun (a) eine
ideale complexe Zahl, von der Art, dafs sie der Bedingung: #>(«) äquivalent
/"(^"^^(a), genügt, für irgend eine Bestimmung der idealen Zahl f ( a ) : so
kann man durch Auflösung eines Systems linearer Gleichungen, oder vielmehr
nur durch Ausrechnung der Determinante dieses Systems, stets eine Zahl n
finden, welche der Bedingung genügt, dafs ( ( )) eine wirkliche complexe
Zahl sei. Die wirkliche Ausrechnung hat folgende bestimmte Werthe des n
gegeben: n = l für = 5, 7, 11, 13, 17 und 19, n = 3 für =23, n = 2
für = 29, = 9 für = 31, = 37 für =37, n = il für = 41,
n = 2li für = 43, =5.139 für = 47.

Die vollständige Bestimmung derjenigen Potenzen idealer Zahlen, welche
zu wirklichen werden, so wie auch die Bestimmung der Anzahl nicht äquiva-
lenter idealer Zahlen, erfordert aber noch wesentlich andere Principien, als in
der gegenwärtigen Abhandlung enthalten sind. Wir verfolgen diese wichtige
Frage auch schon deshalb jetzt nicht weiter, weil, wie bereits erwähnt, die
Veröffentlichung einer Arbeit von Dirichlet nahe bevorsteht, in welcher er
dieselbe Frage für einen sehr nahe verwandten Gegenstand vollständig ge-
löset hat,

Breslau, im September 1846.
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