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n.
Demonstration elementaire d'une proposition

generale de la theorie des probabilites.
(Extra i t «Tun raemoire russe sur l'analyse £lementaire de la theorie des probabilites.)

(Par Mr. P. Tchebichef Moseou.)

§. 1. La proposition, dont la demonstration sera Tobjet de cette
note, est la smvante:

„On peut toujours assigner un nombre dVpreuves tel, qu'il donne
„une probabilite', aussi approcbante de la certitude qu'on le voudra, et que
Je rapport du nombre de re'pe'titions de l'e've'nement E celui des e'preuves
„ne s'ecartera pas de la moyenne des chances de E au dela des limites don-
„ne'es, quelques ressere'es que soient ces limites."

Cette proposition fundamentale de la theorie des probabilites, contenant
comme cas particulier la loi de Jacques Bernoulli, est de'duite par Mr. Pois-
son d'une formule, qu'il obtient en calculant approximativement la valeur d'une
integrale definie, assez complique'e. (V. Recherches sur les probabilites des juge-
ments^ chap. IV.) Toute ingenieuse que soit la methode employee par le ce-
lebre Ge'ometre, il reste a etre impossible de montrer la limite de Terreur que
peut admettre son analyse approximative, et par cette incertitude de la valeur
de l'erreur, s demonstration n'est pas rigoureuse. Je vais montrer ici, com-
ment on peut demontrer rigoureusement cette proposition par des conside-
rations tout a fait ele^entaires.

§. 2. Supposons que plf p2, /?3,.... p^ soient les chances de IVvene-
ment E dans μ e'preuves consecutives, Pm la probabilite que E arrivera au
rnoins m fois dans ces μ e'preuves. On parviendra, comme on sait, a Tex-
pression de Pm en dcveloppant le produit

·»/ · Ι Λ. S Χ/ *· § **/ \ § ** f "' >/ Γ » l ^

suivant les puissances de / et prenant la somme des coefficients de tm, tm+1,
.... ίμ. De l re'sultent e'videmment ces deux proprie'te's de Pm: 1) Cette quan-
tite' ne contient point de degre de pl9 p2, p3, .... ρμ plus haut que Vunite;
2) Elle est une fonction syme'trique par rapport pl9 p2f /?3, ....^<. En vertu de

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/4/15 10:54 AM



260 12. Tchebichef, par de la theorie des probaUlites.

la premiere propriete Pm pourra etre mise sous la forme U +
+ WP^PK oii U, V, T7!, W sont independantes de pl et /?2; en vertu de la se-
conde, F et V^ sont egales. Donc la forme de l'expression Pm est U+y(pfl-p^)
+ JVpip2\ ρύ Ζ7, ,̂ W ne contiennent ni /?x ni p2. D'apres cela il est fa-
cile de prouver sur l'expression Pm le the'oreme suivant:

Theoreme. „Si pl9 p2 ne sont pas e'gaux, on peut, sans changer les
„valeurs de pl + p2, p^, ....ρμ, augmenter celle de Pm en prenant pi=p2;
„ou on peut parvenir a une des e'quations suivantes: ^ = 0, ̂  = 1, sans di-
„minuer la valeur de Pm. "

Demonstration. Nous avons vu que l'expression de Pm peut etre
mise sous la forme V+F^+p^) 4- VTp^^ ou U, V, W sont indepen-
dantes de pl et p2. Or la formule U+ F(pt +/?2) + fVp\p^ pre'sente tou-
jours un des trois cas: 7>F>0, 7^=0, W<$.

Dans le premier cas la somme pi+p2 reste la meme, et la valeur de
Pm augmente de \W(pl—p^, quand on change pl9 p2 en
\(pi+p^)\ car la difference
v+ r ipt
se reduit \

Dans les deux dernlers cas on ne changera pas la valeur de la somme
Ρι+Ρ<£ et on ne diminuera pas celle de V+F(pi+p^^'TVplp'l9 en changeant
PI> P* en 0, pi+p2 ou en Ι,^ + ̂  — Ι ; car

+rfa+p^

Mais les premieres de ces valeurs de pl9 p2 pourront etre admises toutes
les fois que p^p^ ne surpasse pas 1; car elles sont alors positives et ne sur-
passent point l'unite'; dans le cas contraire ou />i+/?2>l» on pourra changer
pl en l, p% en pi+pz — l, ce qui prouve le theoreme e'nonce'. Le the'oreme
nous conduit encore au suivant.

Thdor&me. „La plus grande valeur que Pm peut avoir dans le cas
„o ΡΙ+ΡΖ+Ρ^-*- — +Ανβ*£ corespond aux valeurs pl9 p2, p^, .... ρμ don-
„nees par les e'quations

Pi s 0, pt «s 0, .... pg - Ο,
— _

" μ— ρ— G' PWW ~ μ— ρ—<7*' ···· P P β μ— ρ—α9

„ou Q, σ designent certains nombres,"
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12. TcJielichef, prop. de la theorie des prolab es. 261

Demonstration. Supposons que ΤΓΙ} ττ2, ττ3, .... Tfy soit le Systeme de
valeurs de /?i,/?2,/>3» — Ρμ qui> verifiant l'e'quation /7i+/72+/?3 + ....+/?/t = £
donnent la plus grande valeur a Pm et renferment en meme temps le plus
grand nombre possible de valeurs egales a l et 0 sous ces conditions. So-
yent d'ailleurs itl9 7t2, .... ττρ celles parmi les quantite's ΤΤΑ, ττ2, ττ3, .·.. π)«, qui
sont e'g les a 0; τΤρ+ι, πρ+2, ···· πρ+σ celles 'qui sont e'gales a l'unite'; toutes
les autres τΤρ+σ+ι, ττ^+σ+2, ....π^, e'tant suivant la supposition diffe'rentes
de 0 et l, doivent etre e'gales entre elles; comme nous allons le prouver
toute a Theure.

En effet, si πρ+.σ+\ n'est pas egal a or^a+2> cst possible, d'apres
le the'oreme prece'dant, ou de rendre Pm plus grand, sans changer la somme
7Τ1+7Τ2+....+7Τρ.+.σ4_ι + 7Τρ_|-0==:2'+·.... + 7Τ/ί, en prenant τΤρ+σ+ι = ττρ+σ_μ2, ou de
faire ττί>+σ+ι c'gal a l ou 0, sans diminuer la valeur de Pm. Mais le premier est
contraire a la supposition que le Systeme ΤΓΊ, ττ2, ττ3, ....πμ donne la plus
grande valeur a Pm sous la condition πι + π·2+π2-ΐτ....+πμ = $·, le second est
contraire a la supposition que de tous les systemes qui ont cette propriete,
#1, #2, ττ3, .... Tfy est celui qui renferme le plus grand nornbre de valeurs
egales a l et 0. Donc 11 faut necessairement que

.2 ==.. . .= 7Γ .

Mais outres ces equations nous avons

d'ou resultent les equations du the'oreme propose'.
§. 3. Passont maintenant a la recherche des valeurs de Texpression dejPm,

correspondantes a /?i=0, /?2=0, ....^=

' De la remarque que nous avons

faile par rapport a l'expression Pm, il suit que la valeur de Pm coresponrlante
a />j = 0, pt = 0, .... pQ = 0, ;>e-j-i = l, /?o+2 = l, ····

-^Ξ^6. '-Pn = J^ij^ est la somme des coefficienls de
s g — (j jU— S — o\ir*'—

im, Γ""1, ..., ^ dans le developpement du produit t°{—— ~t-l·· _
et parconsequent eile est e'gale a
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262 12. TcJitibichqf, prop. de la theorie des probabilites.

l .2. ...μ— ρ— G ί S— σ γ*~ σ ίμ— &~ ρ^γτ-ηι— g t μ— m— ρ S— σ
1.2.... m— tf.l.2....m— ρ V— ρ— er/ V— ρ— σ/ « j + m-tf-f-l μ— Sm-tf-f-l μ— S— ρ

μ~0ι— ρ-f-l
m— ff-f-1 μ— S— ρ m— (T-f-2 μ— S—G """·

— ρ S— σ μ—ιη—ρ+Ι S— σ
flt— tf-f-l μ— S— ρ m—a+2 μ—8—ρ " " μ— ρ— σ μ—8—ρ\ *

Voila l'expression qui, en consequence du theoreme precedent, pour certains
nombres entiers positifs Q et σ, sera la limite superieure de toutes les valeurs
de Pm, dans le cas, oii /?! +p^ -*-^3 + .. .. +/?^= £

En remarquant que la valeur de l'expression
l ^ μ—m— ρ S—a μ— m— ρ S— σ μ— m— ρ— 1 &~g

w_ 0.|_1 μ— g— $ m«.(y4-l μ—S—Q m— σ-»-2 μ— S— ρ " * '

μ— m— ρ S—σ μ—m— ρ— 1 S— σ l — σ
• · · · m— (Τ+1 μ—8—ρ τη—σ-+-2 μ— S— ρ " " μ— $— ρ μ—δ—ρ

est plus petite que celle de
l μ— m— ρ S— G /μ— m— ρ S— a \2 /i^-" ̂ ~ ρ *^— σ γι— wi— ρ

m— σ μ— S— ρ \ ^—^ μ— S— ρ/ "" V w— σ μ— S— ρ)

qui est le deve'loppernent de
—w—Q S— a \i*-m-Q
m— (T μ—8~ρ/ , (ffl— σ) (μ— &- ρ) Γ^ __ /^—ττι— ρ «S—cr \^— w— g~i

^—m— ρ «S1— (Τ OU de (m— Α)(,α— ρ— σ) L V m— 1 μ— S— ρ} J
m— tf jti.— — ρ

nous parvenons ce theoreme:
Theoreme. „Pour certains nombres entiers et positifs Q et y, la valeur

, ., . , . . . . — —
„de lexpression 1.2....m_ff.i.2 .... ̂ -

m—σ Γ- /μ—m—ρ S—σ VM-W-^TI η ι ι— ι Α — t — ι · surpasse ja valeur jrm de Ja probabilite
ffi—-o L \ w&—tf jti—ο—ρ/ J * r

„que l'evenement E dans /x cpreuves, ayant les chances pl9 p29 p3 ρμ> ar-
„rivera au moins m fois, ou S est la somme pl + p2+pa 4- .... + Ρμ·

§. 4. Arretons nous au cas, ou m surpasse *S + 1. Suivant le dernier
tbe'oreme nous avons

_ / _S—G
— \——ορ \μ—ρ—ο/ \μ— ρ—

^Τ£ Γ! — (l*~m~Q. 8~~ΰ y-m— ζ
' m— S L V «l— σ μ— S— ρ)

et plus forte raison
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12. Tchebichef, prop. de la theorie des probabilites. 263

l p ^ 1.2. ...μ— ρ— σ __ / s— a \™~ο μ~ρ ν* -™--Η-ΐ m— σ
^» <:

Mais m etant plus grand que S + l, la valeur de Fexpression
— σ V»— σ

diminuation des nombres entiers positifs o et σ. Εη effet, si nous divisons
par cette expression la valeur qu'elle prend apres le changement de σ en σ — l,
nous trouvons pour leur rapport

-- ---ΐ-Ι
_— _ ou t)ien
-

S— cr-f-1 /8—β+1\™—°/ μ— ρ— σ \μ~ g— σ-f-l
Τ»— (? V ^— ί> / \ ~ >— CF+1/

qui etant mis sous la forme*
τ . ,se reduit a

_ i , - ι ι τ ι lOr cette valeur est evidemment plus grande que 1; car - ̂ c "f e'̂

m— S+l Ύ, χ -
est egal a - _^ | — — ~ ------ > et ceci surpasse l u-

nite, parceque, m e'tant plus grand que *S-f-l par supposition, m — S — l
i ^ i i m~ 6 'est une valeur positive. Quant aux valeurs de (g__a . i\* — »^ ο—σ+ϊ *

m— σ l „ ·
i > ··"' es toutes sont Posltlves; car Par supposition,

m — σ surpassera S — σ-f-l, et 5— σ+l ne peut surpasser μ — ρ — σ-f-l; car
o ^

sans cela __ 7-, qui est la valeur de la probabilite' (voyez §. 2.), serait plus

grand que Tunite'. Donc nous nous convaincrons qu'avec la diminuation de σ
, , τ „ . 1.2....U— ρ— *
la valeur de lexpression 1.2....JW^.1.2...f

— ̂ 7 augmente. Le rneme a lieu par rapport o, Dela nous concluons pour

que la valeur de l'expression
34*
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264 12. Tc e ecAef, prop. de la theorie des probdbilites.

l.2....μ—ρ—σ / S— \m—a/m—S—g\u—™—g-t-l m—σ
1.2....wt—(Τ,1.2..*.μ--0ί—ρ\μ—ρ—σ/ V^_ρ—#/ 'm—S*

dans Fine'galite (1), ne peut surpasser s valeur corespondante a Q = 0, σ=0,
, , , 1.2.... μ /8\™/μ—SV—m-f-l m

qui est egale a i.2....m.i72~^V ' V"/ 'ϊ=§·

Nous pourrons donc par rine'galite' (1) conclure celle ci:

1.2.... μ / S\™ (μ—8\μ-m m
&m < 1.2....Μ.1.2..^μ^ιη\~μ/ v^T/ "ro^S"

ou m est suppose' plus grand que 5+1.

§. 5. Mais on sait, que la valeur du produit 1.2.... o? — l.o? est

plus petite que 2>53O7ar"f"^~"aj"f"i2i et plus grande que 2,50#a?~He~x*). Suivant

*) Voici comtuent on parvient trcs simplement a ce resultat.
« ,. .' . , i , . 1.2....*—*.* 1.2...O—1)*En divisant respectivement les valeurs des expressions -——; f-5 · —* , cor-

χχ·~ϊf> — a?-|- — χχ ·"·*Λ—^

respondantes a? = n-|- l, par leurs valeurs, correspondantes * = w, on trouve pour letir rapports

• G~~ , ce qui se reduit i

Π __ L^_J
C\n 2.45/(n-f-

-L-^ _!_! __ V
2.5.6/(n-f-l)5 "*"·'", e 12(n-f-l)2 12

La premi^re quantile etant plus grande que Funite, la seconde plus petite, ii est clair qu'en auginantant #,
I 2 χ l χ * 1 2 Λ?—· Ι Λ?

la valeur de '.i'" - ~r augmentera aussi, et celle de **! t - ~ diminuera.
v - x-"~~x

Donc pour toutes les valeurs de x, moindres que s, on aura

et par consequent

1.2....*—!.* 1.2....f — l.f 1.2....a?—l.a? 1.2.... s— 1.»~ ~ ~

1.2....S — l.s
ou Γ designe la valeur de Texpression — -τη -- ·

Α«^-5β— s

Mettons s =r QD et nommons T0 la valeur de — fri -- Γ" Pour * = ο°5 il suit de (A) que pour*-He-s
toutes les valeurs finies de * on aura

ou T0 est une constante.
En faisant dans ces inegalites * = 10, on trouvera que S0 est plus grand que 2,20 et plus petit

que 2,53; par consequent les inegalites precedentes donneut
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12. Tchebichef, prop. de la theorie des probabilites. 265

. , , τ ι » · 1.2....w / $ \m (μ—S\f*-~m m ,
ceci Ja valeur de lexpression J-K po" Z~ \—/ V— / "370 est plus

petite que -£-=^L* . _ . , , ^—\ ; · ( — l ( ) . —5 et plus forte2,50 Tnm~+~\.(jm iri)P—m-H \μ' \ μ ' m—o r

\μΡ'+% / S V» /S— aV*~~m m

raison plos petite que —ITTTT ς—zrn l — ι ι — ~ ) · 0; car pour' * n r/im"T~i(/a—m)*1* ~ m"*~2 V μ / \ μ J m—S1 r

i ji_ 2 50 *
la plus grande valeur de el2f*, qui est e1*, Je produit 0^0* tf12^* est encore plus
petit que ^. Donc on a suivant (2):

ou, ce qui est le meme:

·*-τη ^^ Ο/**. ΟΛ r "" \ ' l V ' JA^T/Z'—o^ μ \ μ / \μ—iw/

Cette ine'galite' offre le the'orerne suivant:
Theoreme. „Si Jes chances de l'evcnement jEJ dans μ e'preuves conse'-

„cutives sont pl9 p2, p3, — ρμ, et, que leur somme est S, la valeur de l'expres-
l Ί / ( α — ni) / 8\™/μ—8\μ~™+Ί , ,sion — - -~ l/— ̂ - - ( — l ( — — l pour un m plus grand que2(m— S) τ μ \ μ / \u—m/ l r & n

„surpasse toujours la probabilite que £ arrlvera au moins rn fois dans ces
,?/a epreuves."

En changeant m, /?lf /?2, /?3, .... p^9 S en μ — n, l—pi, l — />2»
l — 773,...· l — Ρμ, μ — *S, suit de ce the'orerne que si la somme l — pi
+ 1 — p2 + l — pz + ---- + 1 — ̂  est egale μ — S, la valeur de Fex-

1 Ί/η(μ— τι) /α— Sx^— w / S \ *+l ^ o · ipression — - ̂ V -— — - (- — l | — l pour μ — η>μ — 6 + 1 sur-r 2(μ— n) r μ V^-w/ \ w / r

passe celle de la probabilite' que Fevenement contraire a E arrivera au moins
μ — n fois dans μ e'preuves, o plf p2, /?3, . ... p^ sont les chances de E. En
observant que les conditions

se reduisent a

et que Fe've'nement contraire a E n?arrive pas moins que μ — n fois dans μ
e'preuves, si E ne se pre'sente dans ces e'preuves plus de n fois, nous arrivons
au the'oreme suivant:

Theoreme. „Si les chances de Fe've'nement E dans μ epreuves conse-
„cutives sont pt, /?2,/73, .... ρμ, et que leirr somme est Sl9 la valeur de Fex-
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266 12. Tchebichefj prop, de la theorie des probabilitos.

„pression ^ * i - pour un n plus petit que S-l, sur-

„passera toujours celle de la probabilite' que E n'arrivera dans ces epreuves
„plus de n fois.

§. 6. Mais la re'pe'tition de Te've'nement E ne peut presenter qu'un
de ces trois cas: ou Fe've'nement reviendra au moins m fois, ou pas plus de n
fois, ou enfin plus que n fois et moins que m fois. Donc la probabilite du
dernier cas sera de'termine'e par la diffe'rence de Funite' et des probabilite's de
deux premiers. Donc, en consequence des deux derniers theoremes, resulte
le suivant :

Thoor&me. „Si les chances de Fe've'nement E dans μ e'preuves conse-
„cutives sont ρι,ρι,ρζ, ....ρμ, et que leur somme est S, la probabilite' que
„le nombre de repetitions de Fe've'nement E dans ces μ epreuves sera moins
„que m et plus grand que n, surpassera, pour un m plus grand que *§ — l
et pour un n plus petit que S — l, la valeur de Fexpression

/ S γ» / μ—8γ —m+ΐ _ l ~ί/η(μ—η /μ—&\μ-η / S
μ, \m) \μ-ιη) 2(S-n)V μ \μ-η) \η

Pour deduire de ce the'oreme la proposition enoncee au commencement
de la note, nous remarquons que le rapport du nombre des repetitions de
TeVe'nement E dans μ epreuves au nombre μ, n'atteint pas les limites

O O

— 4-z et -- z, si E dans ces epreuves arrive moins que S -H μζ fois et plus

que S — μζ fois. Mais la probabilite' que ceci a lieu, surpassera (d'apres le der-

nier theoreme) pour z >· — , la valeur de Fexpression

-8-μ*) / S \8+P*/ μ-S γ-g-
μ \8+μζ/ \μ—8-μζ

(μ--8·+·μ'ζΤ( μ~8 γ-Β+ΐ**/ S _\
μ \μ-$+μζ) \S—uz/

qui peut etre mise sous la forme

2 l _ l~P Ί/
' Υ

Fe'sant pour abreger — ==/? et
y p \p+*S 1-p \I-~p-* / I-p \l-p~f-* / p -*

les e'quations (3.) nous donneront pour les logarithmes naturels de H, Hl les
series suivantes:
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12. Tchebichef, prop. de la tkeorie des probabiUtes. 267

~ ···· et

_ _
2p 6p2 · ' ' ·

d'oü il est clair que JET, fi^ sont des valeurs plus petite$ que l, II suit delä
que Fexpression (2) s'approche indefiniment de l par l'accroissement de ^,
de maniere qu'on rendra sä difference de l bien plus petite que Q, en
prenant pour un nombre quelconque plus grand que

J
_

lg H
Nous sommes dont parvenus a la dernonstration rigoureuse de la proposilioii
qui est l'objet de cette note.
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