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11.;

Von denjenigen Moduln, welche Potenzen von
Primzahlen sind.

(Yon Herrn Oberlehrer Dr. Schinemann am Gymnasio zu Brandenburg an der Havel)

(‘Fortsetzang und Schluls der Abhandlung Nr, 22, im vorigen Bande.)

§. 51.
Die Begriffe von einfachen und irreductibeln Ausdriicken von x sollen auch
auf zusammengesetzte Moduln angewendet werden.

Es lafst sich sogleich iibersehen, dafs jeder Ausdruck, in welchem der
Coéfficient der hochsten Potenz von & mit dem Modul keinen Factor gemein-
schaftlich hat, sich nach demselben dem Producte eines einfachen Ausdrucks und
des Coéfficienten der hochsten Potenz congruent setzen lasse. (Vergl. §. 2.)

§. 52.

Lehrsatz. Ist der Modul die ' Potenz einer Primzahl p, und das
Product zweier Ausdriicke von & ist =0 (mod. p™), so mufs der zweite Aus-
druck = 0 (mod. p™) sein, wenn der erste Ausdruck nicht =0 (mod. p) ist.

Bezeichnet man also jene beiden Ausdriicke durch fix und fix, ist
fiz bz =0 (mod. p™), und weifs man, dafs fix nicht =0 (mod. p) ist, so
mufs f,z =0 (mod. p™) sein.

Beweis. Zunichst folgt ;=0 (mod. p) (§. 4.); daher kann man
fix = pfix setzen, wo f;x einen Ausdruck von z bedeutet. Da nun
plizfie==0 (mod. p™) ist, so mufs fix & =0 (mod. p™") sein. Nun mufs
wieder (§.4.) iz =0 (mod. p) sein, wenn m grofser als 1 ist, und man
kann fiz =pfix und fz = p’fix setzen. Durch forigesetzte Anwendung
derselben Schlufsfolge erhalt man zulelzt f,& =p™f;,.=0 (mod.p™).

Zusatz. Istax-bx=cx-dz (mod. p™), wo ax, bx, ¢x und dx
Ausdricke von x bedeuten, und weifs man, dafs ex = cx (mod. p™) ist,
dafs aber diese beiden Ausdricke nicht = 0 (mod. p) sind: so mufs auch
bx =dx (mod. p™) sein. Da nimlich aus obiger Congruenz leicht folgt, dafs
az (bx — dx) =0 (mod. p™) sein miisse, und da nach der Voraussetzung @ nicht
= () (mod. p) ist, so mufs b2 — dz =0 (mod. p™) oder bx = dz (mod. p™) sein.
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§. 53.
Lehrsatz. Wenn
(@ a2 o0, A pFD) = (@@ b, Ak pF, ) (mod.p™)
ist und @y, @yy .... @,y b,y by, .... b,, A und 4, bedeuten ganze Zahlen, von
welchen A4 und A, nicht = 0 (mod. p) sind, und Fz und F,x sind Ausdricke
von x: so ist auch "4 a,u&" 4+ fa, =x"-bx*t +- -5, (mod. p™)
und A-+pFzx=A,+|pF,x (mod. p™). A

Beweis. Zunichst folgt der Satz fir m = 1 unmittelbar, und man kann
daher x"-+bx"'4-byx" .- b, ="} "' - @, 4plee" e @ e, )
und 4, = A} p= setzen, wo ¢,, ¢;,.... ¢, und % ganze Zahlen bedeuten.
Setzt man nun 2 +-F,x = F,x, so erhalt man (z"-}a, 2" *-}-----+a,)(A-} pFx)
= (@ a,@ oot 4, L p @ 6@ oo 6,1)) (A+p Fo) (mod. p™)
und hieraus

(@ taetfeLa) (pFr— Fux)
= ple,e"+ e+t e, ) (A4 pFrx) (mod. p™), und daher
@+ @t a) (e —F)

= (¢ &" 't e+ e, ) (A G pFy ) (mod. pmh).

Ist nun m grofser als 1, so findet die letzte Congruenz gewifs auch in
Bezug auf den Modul p Stait. Da aber rechts das Glied ausfillt, welches "
enthilt, so mufs das Gleiche auch auf der linken Seite geschehen. Dies kann
aber nur erfolgen, wenn Fr — F,x =0 (mod. p) ist. Setzt man demnach
Fr—F,x —=pF;x, so erhilt man, da A4 pF,x nicht =0 (mod. p) sein
kann, cyz"~'4-e¢,2"*+ - 4-¢,,=0 (mod. p). Setzt man daher den Aus-
druck ¢ya*'-+¢,2"*+...-4-¢,,=pox, wo @z einen Ausdruck von z
bedeutet, der den (#-—1)*" Grad nicht dbersteigen kann, so erhalt man
(z"+ a4 oo Fa,) e = (A4 pF,z) (mod. p™*) und
2+ b4+ b, = 2" a4 -+ a, 4 pPoa, und mithin
z+b4 b, = 2" ay2" -+ -+ @, (mod. p*).

Ist m grofser als 2, so mufs auch die Congruenz (z"{-a,2" ' }-a,) Fyz -
= gx (A+{pF,x) (mod. p) Statt finden. Da nun @ von einem geringeren Grade
als dem n*" ist, so mufs, wie vorhin, #;& = 0 (mod. p) sein. Man kann daher
Fy,x = pF,x setzen, wo F,x einen Ausdruck von x bedeutet; und hier-
nach mufs nun auch gz = 0 (mod. p) sein, oder es mufs sich gz = p¢,z
selzen lassen, wo ¢x einen Ausdruck von & bedeutet. Hiernach erhalt
man z"+4ba&" 4o 4 b, = "+ a2+ -+ a,+ pPo,x, und mithin
bt b, =2 - a2™ -+ a, (mod. p*).
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Durch fortgesetzte Anwendung derselben Schliisse beweiset man zunéchst,
dafs 2" 4-a,2" '+ -+ a, = 2"} by & +-+--}- b, (mod. p™) sei. Nachdem dies
bewiesen ist, folgt auch, dafs A|pFrx=A,+ pF,x (mod. p™) ist (§. 52. Zus.).

§. 54.

Lehrsatz, Jeder Ausdruck von der Form a,z” 4-a,2"*-} a,2"~*4--..
+ a,_,z"+ a,_, "4 ...+ a,, in welchem simmiliche Coéfficienten
dyy @, @, .... @,_,_, nach dem Modul p congruent O sind, @,_, aber nicht
congruent O nach dem Modul p ist, lafst sich nach dem Modul p™ einem Product
von der Form (z"-}-b,2"'+ ... +b,)(A-}pFx) congruent selzen, wo b,,
b, .... b, und A ganze Zahlen sind, Fx aber einen Ausdruck vom Grade
v —n bedeutet.

Beweis. Manbestimme f3,, 3, .... 3,50, dafs a,_, 2"+ a, .., "'+ a,
= a, (& "t ---. 3,) (mod. p) wird (§.2.). Nun giebt es offenbar
p™~' Zahlen, die nach dem Modul p einer gegebenen Zahl, etwa [3,, congruent,
nach dem Modul p™ aber verschieden sind; diese Zahlen sind namlich 3, 3,4 p,
Pit2p, ... BiH(pm~'—1)p. Danun der Ausdruck z"-} B3, "' +....43,,
n Coéfficienten f3,, 3,, .... 3, hat, so folgt leicht aus der Combinationslehre,
dafs es p™" einfache Ausdricke geben wird, die mit 2"+ B,x"'+}.... 3,
nach dem Modul p congruent und die unter sich nach dem Modul p™ simmi-
lich verschieden sein werden. Die Totalitit dieser Ausdriicke wollen wir die
erste Classe nennen.

Setzt man fiir A irgend eine unveranderliche Zahl, die= a,_, (mod. p) ist,
so giebt es so viele Ausdriicke von der Form A} pFx, die nach dem Modul p™
verschieden sind, als Ausdriicke, die nach dem Modul p congruent O und nach dem
Modul p™ verschieden sind. Da aber Fz im Allgemeinen ein vielfacher Ausdruck
vom Grade » —n ist, also v —n-|-1 verinderliche Coéfficienten in sich schliefst,
so folgt, wie vorhin, dafs es p"—D¢—+H Ausdriicke geben werde, die nach dem
Modul p mit 44pFx congruent sind, die aber nach dem Modul p™ verschie-
den sind. Die Totalitat dieser Ausdricke wollen wir die zweite Classe nennen.

Offenbar kann man nun p(m—0". p(n=DC=n+D) — p(m=NC+D Producte bilden,
die einen Factor aus der ersten Classe und einen aus der zweiten Classe in sich
schliefsen. Alle diese Producte werden (§.53.) nach dem Modul p™ verschie-
den, aber offenbar nach dem Modul p congruent sein. Nun giebt es aber im
Ganzen nur p"~VC+Y Augdricke, die mit

arta a0 ta, 2"+ Ha,
nach dem Modul p congruent, aber nach dem Modul p™ unter sich verschie-
13 *#
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schieden sind: es mufs also auch dieser Ausdruck sich einem Product zweier
Factoren aus der ersten und zweiten Classe congruent setzen lassen.

§. 55.

Lehrsatz. Ist das Product eines Ausdrucks, der nicht = 0 (mod. p)
ist, und eines einfachen, nach dem Modul p™ irreductibeln Ausdrucks dem
Producte zweier andern Ausdricke von o nach demselben Modul congruent,
so hat einer derselben den irreductibeln Ausdruck nach dem Modul p™ zum
Divisor, wenn der andre Ausdruck sich nicht durch den irreductiblen Ausdruck
in Bezug auf den Modul p dividiren lafst.

Beweis. Ist der irreductible Ausdruck vom 1'" Grade, so lafst sich
der Beweis wie in §. 5. fihren.

Wir wollen nun voraussetzen, der Satz sei bis zu dem Grade » be-
wiesen, und zeigen, er gelte auch fir den Grad n-}1. Es sei demnach ¢z
ein nach dem Modul p™ irreductibler, einfacher Ausdruck vom Grade n-}-1
und gz fer = Ax Bx (mod. p™), und fo sei nicht =0 (mod.p). Ferner
bezeichne man den algebraischen Quotienten, den man erhilt, wenn man Bx
durch ¢ & dividirt, durch Qx, und den Rest, welcher den n*" Grad nicht iber-
schreiten kann, durch Rz, so erhilt man gz (fo — Ax bx) = Ax Rx (mod. p™).
Wire nun Rz nicht = 0 (mod. p), so kann man Ra = g (k- pF'x) (mod. p™)
setzen, wo g einen einfachen Ausdruck von x anzeigt, Fa irgend einen Aus-
druck von x, und % eine ganze Zahl, die nicht = 0 (mod. p) ist, und wo
die Summe der Zahlen, welche die Grade von g und Fx angeben, gleich
dem Grade von Rz ist (§. 54.). Man erhilt nun ¢z (fr— Az Qx)
= Ax-gx(h+ pFr) (mod. p™). Da aber gz nur irreductible einfache Facto-
ren von einem geringern Grade als dem (m--1)°" einschliefsen kann, so
miissen diese auch in fo— Ax.Qux enthalien sein, indem ¢z irreductibel ist.
Setzt man nun fo —Ax-Qxr = gx Q,x (mod. p™), so erhilt man leicht
gx-Qx = Ax (k4 pFx) (mod. p™). Da aber nach der Voraussetzung ¢z
und fx nicht =0 (mod. p) sind, so kann auch Az nicht = 0 (mod. p)
sein. = Man kann daher Az = A,x(h+ pF,x) (mod. p™) setzen, wo
F,x ein Ausdruck von x, A,x ein einfacher Ausdruck von @, und 4
eine Zahl ist, die nicht = 0 (mod. p) ist. Hieraus erhilt man ¢z Q,x
= A,z (h+ pF,x)(h-}-pFz)(mod. p™). Da aber @,z auch nicht = 0 (mod. p)
sein kann, so kann man Q,x = Q,x(h,-}-pF,x) (mod. p™) setzen, wo Q,x
ein einfacher Ausdruck, und A, nicht =0 (mod. p) ist. Daraus ergiebt sich
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oz Q,x(h,+pF,x) = A, x(h,+pF,z)(h-+pFx) (mod. p™). Danungzx Q. x
und 4,z einfache Ausdriicke, und %, %, und %, nicht =0 (mod. p) sind, so
folgt leicht, dafs g Q,x = A4,z (mod. p™) (§. 53.) und dafs mithin ¢ ein
Factor von A, 2 und daher auch von Ax in Bezug auf den Modul p™ sei.

§. 56.

Zwei Ausdricke derselben Wurzel « eines nach dem Modul p™ irre-
ductiblen einfachen Ausdrucks fa sollen auch hier nach dem Modul p™,e con-
gruent heifsen, wenn sich der eine von ihnen als eine Summe des andern und
eines p™fachen Ausdrucks dieser Wurzel darstellen lafst.

Es folgt dann, wie in §. 14., dafs, wenn ¢ =yo (mod. p™, &) ist,
auch fo in Bezug auf den Modul p™ ein Theiler von @x —y 2 sein mufs;
und umgekehrt.

§. 57.

Lehrsatz. Wird ein Ausdruck von o, der nicht =0 (mod. p, &) ist,
in einen zweiten Ausdruck von o multiplicirt, so kann das Product nicht
=0 (mod. p™, &) werden, wenn nicht der zweite Ausdruck =0 (mod. p™, ) ist.

Gesetzt g sei ein Ausdruck von «, der nicht = 0 (mod. p, &) ist, und
ga-we=0 (mod. p™, o), so ist zu zeigen, dafs Yo =0 (mod. p™, ) ist.

Beweis. Da ga-ya=0 (mod. p”, ) ist, so mufs pz-ypx durch
den einfachen und in Bezug auf den Modul p™ irreductibeln Ausdruck fz
dividirbar sein. Man kann also g z-y 2 = fz-qx (mod. p™) setzen, wo g
ein Ausdruck von x ist. Setzt man nun gpx = fzr-Qz+ Rz, wo Qx den
Quotienten bedeutet, den man bei der Division von ¢ & durch fx erhilt, und Rz
den Rest: so kann Ra nicht = 0 (mod. p) sein, weil sonst pa =0 (mod. p, &)
wire. Da also ¢ in Bezug auf den Modul p nicht durch fa theilbar ist, so
mufs wax in Bezug auf den Modul p™ durch fa theilbar sein (§.52.). Hieraus
folgt aber ya =0 (mod. p™, a).

§. 58.

Lehrsatz. Ist das Product zweier einfacher Ausdricke von z dem
Product zweier anderer. einfacher Ausdriicke von = nach dem Modul p™ con-
gruent: haben ferner die Factoren eines solchen Products nach dem Modul p
keinen gemeinschaftlichen Factor, und sind die Factoren des einen Products
denen des andern nach dem Modul p congruent: so miissen sie auch nach dem
Modul p™ congruent sein.

Bedeuten also fz, fix, go und g,« Ausdricke von &, und ist
fr=f,x (mod. p) und gz =g, x (mod. p), ferner fr-gzr=f,z g« (mod. p™),
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so mufs auch fr =f,x (mod. p™) und yxr=g,x (mod. p™) sein, wenn fx
und g nach dem Modul p keinen gemeinschaftlichen Factor haben.

Beweis. Zum Beweise setze man f, x =fx-} ppx und g, =gz} py,
wo ¢z und ¥ Ausdricke von x bedeuten, so ist

frge = (fxtpopx)(goe+pyz) (mod p™).

Zunichst bemerke man, dafs ppa und py x von geringerem Grade sein
miissen, als fiz und ¢,& oder fz und gx, weil diese vier Ausdriicke nach der
Voraussetzung einfach sind. Wire nun ¢ eine Wurzel eines nach dem Modul p™
irreductibeln einfachen Ausdrucks von x, der nach demselben Modul ein Factor
von fa ist, und selbst ex heifsen mag: so folgt aus der Congruenz fr.gr =
(fx+ pypx) gzt pyx) (mod.p™) die folgende: 0= pya(gotpye) (mod. p™,c).
Da aber fx und g nach dem Modul p keinen gemeinschaftlichen Factor ha-
ben, so kann g« nicht =0 (mod. p, @) sein, und es folgt (§. 57.), dafs
pea=0 (mod.p™, ) sei, und daher, dafs ppx den Factor ex in Bezug auf
den Modul p™ in sich schliefse (§. 56.). Setzt man daher fa = ex-f,x (mod. p™)
und ppx =pex-p,x (mod. p™), so leitet man durch Division mit ex aus
der obigen Congruenz nach (§. 52. Zus.) leicht die Congruenz fox-gx
= (frix+pp.x)(gz+ pyz) (mod. p™) her. Nun folgt aber wieder, dafs pg.x
in Bezug auf den Modul p™ jeden einfachen Factor mit f,« gemeinschaftlich
haben miisse. Durch fortgesetzte Schlisse derselben Art beweiset man, dafs
pox dieselben Factoren in Bezug auf den Modul p™ enthalte, wie fa. Dies
geht aber nur an, wenn pozx =0 (mod. p™) ist, weil es von einem geringeren
Grade als fx ist. Ist aber ppx =0 (mod. p™), so ist fixz =Ffx (mod.p™),
und ebenso g,z =gx (mod. p™).

§. 59.

Lehrsatz. Ist irgend ein einfacher Ausdruck von = nach dem Modul p
in zwei einfache Factoren zerlegbar, die nach demselben Modul keinen gemein-
schaftlichen Divisor haben: so ist dieser Ausdruck auch nach dem Modul p™,
aber nur auf eine Weise, in zwei Facloren zerlegbar, welche jenen beiden
ersten nach dem Modul p congruent sind.

Bedeuten also Fr, fz, fiz, Qx und Q,r einfache Ausdriicke von z,
ist Fo = fz Qx (mod. p), und haben f und Q& keinen gemeinschaftlichen
Factor nach dem Modul p, so lafst sich auf eine, aber nur auf eine
Weise, For=f,z @,z (mod. p™) selzen, so dafs fix = fa (mod.p) und
0.c = Qa (mod. p) wird. |
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Beweis. Es sei fx vom Grade n, so giebt es p'"~" verschiedene

einfache Ausdricke nach dem Modul p™, die, nach dem Modul p genommen,
mit fa congruent werden. Bezeichnet nimlich a, irgend einen Coéfficienten von
fx, so ist die Reihe der Ausdricke a,, a,+p, a,42p, .... a,-F(p™'—1)p
congruent, aber nach dem Modul p™ verschieden. Da also in fz an die Stelle
jedes Coéfficienten p™*' verschiedene Werthe treten konnen, wenn man statt p
den Modul p™ einfiihrt, und da fr, aufser dem Coéfficienten der hochsten Potenz
von &, welcher 1 ist, n Coéfficienten hat, so kann dieser Ausdruck p"—" Werthe
annehmen, die nach dem Modul p™ verschieden, aber nach dem Modul p congruent
sind. Ist nun Qz vom Grade », so kann dieser Ausdruck nach dem Modul p™
ebenfalls p("—” verschiedene Werthe erhalten. Multiplicirt man einen Ausdruck
von fz mit einem Ausdruck von Qx, so erhilt das Product den Grad n--».
Man kann aber wie vorhin schliefsen, dafs es p™~Y"+" einfache Ausdricke
nach dem Modul p™ geben werde, die nach dem Modul p mit jenem Pro-
duct, oder auch mit Fir congruent und nach dem Modul p™ unter sich ver-
schieden sind. Nun giebt es p™—"" Ausdriicke, die an die Stelle von fux,
und p="” Ausdriicke, die an die Stelle von Qx treten konnen: also kann
man offenbar p("=1". p(m=¥ — pn=00+") Producte bilden, deren Factoren fz
und Q« nach dem Modul p beide congruent und nach dem Modul p™ nicht
beide congruent sind. Da alle diese Producte auch nach dem Modul p™ ver-
schieden sein missen, weil ihre beiden Factoren nach der Voraussetzung kei-
nen gemeinschaftlichen Theiler in Bezug auf den Modul p einschliefsen (§. 54.)
und es iberhaupt nur p"~P"+ yerschiedene Ausdriicke nach dem Modul p™
giebt, die mit Fr congruent werden, so folgt, dafs jeder dieser Ausdriicke,
also auch Fr, sich nach dem Modul p™ auf eine Weise in zwei Factoren
zerfillen lasse, die nach dem Modul p mit fz und Q& congruent werden.

§. 60.

Aus dem vorigen Paragraph ergiebt sich, dafs es bei einer Unter-
suchung iber die Moglichkeit der Zerfillung gegebener Ausdricke von ' nach
dem Modul p™ nur darauf ankommt, solche Ausdricke zu untersuchen, die
nach dem Modul p Potenzen von irreductiblen Ausdricken sind. Denn es
mufs jeder Ausdruck, der nach dem Modul p™ irreductibel ist, auch nach dem
Modul p irreductibel, oder die Potenz eines irreductibeln Ausdrucks sein.

Demnach ergiebt sich hier ganz naturgemifs folgende Aufgabe:
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§. 61.

Aufgabe. Zu uniersuchen, ob die Potenz eines nach dem Modul p
1rreduchbeln Ausdrucks, nach dem Modul p™ irreductibel sei, oder nicht.

Da es indessen scheint, als wenn die Losung dieser Aufgabe im All-
gemeinen sich nicht einfach geben lasse, so soll sie auf den Modul p* einge-
schriankt und es soll zundchst untersucht werden, in welchem Fall der Ausdruck
(x —a)"+pFx, wo a eine ganze Zahl und Fr einen Ausdruck von x be-
deutet, nach diesem Modul zerfallbar sei, oder nicht.

Nach dem Modul p hat (x —a)" 4+ pFz nur Factoren von der
Form (x — a)", wo « und m ganze Zahlen bedeuten (§. 6.); es mufs daher,
wenn (£ —a)"+pFax nach dem Modul p* zerfillbar ist, jeder der Factoren
die Form (z —a)"-}-p Rz haben; wo Rz einen Ausdruck von = bedeutet.
Es sei also (x—a)+} pFr = [(x—a)" +pRx][(c—a)'+ pQ0x] (mod. p*),
wo Qx ebenfalls einen Ausdruck von x, und ¢ eine ganze Zahl bedeutet.
Setzt man nun =@, so erhilt man offenbar pFa=0 (mod p’) und daher
Fa =0 (mod. p). Es mufs also Fr nach dem Modul p ‘den Factor r—a
haben, und man darf daher den Satz aussprechen: dafs (r —a)" | pFx nach
dem Modul p* irreductibel sein werde, wenn Fx nach dem Modul p nicht
den Factor x—a in sich schliefst. Ubrigens folgt leicht, dafs die Erfillung

dieser Bedingung hinreicht, um (2 — a)"+4 p Fx nach dem Modul p* zerfillbar
zu machen. .

Wenden wir das erhaliene Resultat auf den Ausdruck 'Z__ an, wo

—1
n eine Primzahl bedeutet. Es ist fir diesen Fall " — 1 = (@ —1)" (mod. n),
und man erhélt also

‘f::i = "'}z b1 = (@—1)""fnFe.
Fiir £ =1 erhalt man n——nF( 1) und daher F'(1)=1, und nicht =0 (mod. »).

Hieraus folgt, da/‘s

1 nack dem Modul n* stets irreductibel ist, wenn

n eine Primzahl bedeutet 3 mithin mufs dieser Ausdruck gewifs in alge-
braischer Beziehung irreductibel sein.

Die Leichtigkeit des Beweises. dieses Satzes ist auffallend da derselbe
in den ,Disquisitiones” mit einem viel grofsern Aufwande von Scharfsinn, und
dennoch viel umstandlicher gefiilirt ist.. (Vergl. §.50. Zus. 2.)

Bedeutet nun fo einen Ausdruck, der nach dem Modul p irreductibel
ist, so ist jetzt die Bedingung zu finden, unter welcher (fx)*-}pFx nach
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dem Modul p* irreductibel sei, oder nicht. Da (fx)"-p Fz nach dem Modul p
nur Factoren von der Form (fx)” haben kann, so mufs jeder Factor von
(fx)'+pFx in Bezug auf den Modul p* die Form (fx)"+4pRx haben.
Setzt man also (fx)'+pFx = [(fx)"+pBRx][(fz)'+p0x] (mod. p?),
und « eine Wurzel von fz, so erhilt man p Fo = 0 (mod. p?, ), und da-
her Fo =0 (mod. p, @). Soll demnack (fzr) +pFax nach dem Modu! p*
zerfillbar sein, so mufs Fo =0 (mod.p, «) und folglich fr in Bezug auf
den Modul p ein Factor von F'x sein *). Dafs diese Bedingung fir die
Zerfallbarkeit auch hinreiche, ist ebenfalls leicht zu sehen.
' §. 62.

Lehrsatz. Ist fo ein einfacher irreductibler Ausdruck in Bezug auf den
Modul p, und vom n'*" Grade, und ¢ irgend ein Ausdruck einer Wurzel dessel-
ben, der nicht = 0 (mod. p, &) ist: so ist stets (p )" *"V=1 (mod. p™, );
oder: Die p™~'(p"—1)" Potenz jedes Ausdrucks der Wurzel einer nach dem
Modul p irreductibeln einfachen Congruenz ist nach dem Modul (p™, ) con-
gruent 1, wenn der Ausdruck selbst nicht =0 (mod. p, &) ist.

Beweis. Es ist (pa))"'=1 (mod. p, ) (§.19.). Schreibt man diese
Congruenz als Gleichung, so erhilt man (9o’ '=1+4pRe, wo Re einen
Ausdruck von o bedeutet. Erhebt man beide Seiten der Gleichung zur Po-
tenz p™' und bedenkt, dafs (1--pRe)’™ =1 (mod.p™, a) ist (wie leicht
aus der Entwicklung nach dem binomischen Lehrsatze folgt), so erhalt man
(@ay™" "D =1 (mod. p™, e).

Zusatz. Da fo=(x—a)(x—a?)....(x—c"") (mod. p, &) ist (§. 18),
so erhilt man, wenn man diese Congruenz als Gleichung schreibt:

fr = (@—a)(@—a")....(x—a" )+ pF(x, a),
wo F'(x,c) einen Ausdruck von x bedeutet, dessen Coéfficienten Ausdricke
von o sind. Erhebt man beide Seiten dieser Gleichung zur (p™—*')*" Potenz
und schliefst wie vorher, so erhilt man

(fz)"" = [(m-—a)(w——ap)....(x——a”"" ' (mod. p™, ).

Man kann diese Formel als die allgemeinere der ersten Formel in (§. 18.) an-

pﬂl—

#) Setzt man nimlich Fxr = fo-qr+rax, wo qx den algebraischen Quotienten
bedeutet, den man erhélt, wenn man Fx durch f dividirt, und »2 den Divisions - Rest: so
ist offenbar Fe = ra. Danun Fa =0 (mod. p, @) ist, so mufs auch re =0 (mod. p, )
sein. Dies kann aber nur geschehen, wenn rx ein pfacher Ausdruck ist. In diesem
Falle ist dann aber fa in Bezug auf den Modul p ein Theiler von Fx, wie oben vor-
ausgesetzt wird. : :

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 2. 14
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sehen. Indessen wird die wahre Bedeulung jener Formel fiir den Modul (p™, @)
erst in Folgendem gezeigt werden.

§. 63.

Wenn fz ein einfacher und nach dem Modul p irreductibler Ausdruck
ist, dessen Wurzeln o, o;, &, .... @,_, sind; ferner ¢x irgend einen andern
Ausdruck von x bezeichnet, und (2 —gea)(z—qga,).... (2 — ¢e,_;), Welches
gleich F'z gesetzt werden mag, ebenfalls nach dem Modul p irreductibel ist, und
man hat Doa = fx-qx-+p"rx, wo Dox einen Ausdruck von ¢z, ¢ga und
rx aber Ausdricke von x bedeuten: so kann man auch Dz —= Fx. Q24 p"Rz2
setzen, wo Q2 und Rz ebenfalls Ausdricke von = bezeichnen. Oder, wenn
Dgo =0 (mod. p™, ) ist, so mufs auch D=0 (mod. p”, ) sein, wenn
Fz oder (2 — ¢a)(2—¢a,)....(8 — ge,_;) nach dem Modul p irreductibel ist.

Beweis. Man selze Dz == Fz Q,2+R,z, wo 0,2 den algebrai-
schen Quotienien und R,z den Rest bedeutet, welchen man erhilt, wenn
man Dz durch Fz dividitt. Da nun Dgx = fr.-ga-4p”"rax und daher
Dyo=prre, Dopo,=—p"roy, .... Dpa, ,=p™rea,_, ist, so folgt, dafs
NWDg)=DgaDge,.... Dga, ,=p""rare,....ra,_, sein werde. Es
ist mithin offenbar N (D)= 0 (mod. p), und daher F'z ein Theiler von D=
in Bezug auf den Modul p (§.11.). Man kann folglich B,z = p R,2 setzen,
wo R,z einen Ausdruck von & bedeutet. Dann erhielle man aber N(D;)
=N(pR,,)=p"NR,,—=p""ro,re,....re¢,, und mithin

N(RQF) = p""Vrare....1r0,_,.
Ist nun 22 >1, so mufs N(R,,) ebenfalls =0 (mod. p) und daher R,z von
der Form pR,z sein, wo R;2 einen Ausdruck von % bedeutet. Hieraus
folgt Ri2=p*R;2 und Dz=Fz-Q,2+p*'R;2. Selzt man diese Schlisse
fort, so erhilt man D2 = F2-Q,2+p™'R,z. Dann erhielte man aber
N(R,,))=N(p™™R,,,) =p" "IN, )=p""ro,ro....ra,, und mithin
NR, =p'rorore....ro, ;.
Hiernach wire schliefslich N(R,,,)=0 (mod.p) und R,z = pR,, 2, und
daher D2z —=F=z Q,2-}p"R,, 2. Selzi mannun @z=0,2 und Rz=R, =z,
so ist der Satz bewiesen.

§. 64.
Lehrsatz. Ist fo ein einfacher Ausdruck vom Grade », und in Bezug
auf den Modul p irreductibel: ist ferner F'z ebenfalls ein einfacher Ausdruck
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von 2, dessen Wurzeln die (p™~')* Potenzen der Wurzeln von fax sind: so
ist stets:

Fz = (2—p)E—p")(s—p")....(5—F"") (mod. p™ B);
wenn 3 eine Wurzel von F'z ist.

Beweis. Da fx= Fr (mod.p) sein mufs (§. 13.), so folgt, dafs
auch F'z, und somit auch F'z zugleich mit fx nach dem Modul p irreductibel
sein mufs. Ist nun ¢ eine Wurzel von fz, so erhilt man o™ "D |
=0 (mod. p™, &) (§. 58.). Hieraus folgt, dafs fx in Bezug auf den Modul p™
ein Factor von "' ®"- 1 jst (§.52.). Setzt man nun =" ==z, so erhilt
man a”"" "~ — = g"~'—1. Beide Ausdriicke treten an die Stelle von Doz
und Dz im vorigen Paragraphen. Da man nun z°"" ¢*"D—| — fr.qx }-p™rz
setzen kann, so folgt auch, dafs 2" ~'—1 = F'z-Q2}p" Rz, oder dafs
Fz in Bezug auf den Modul p™ ein Divisor von 2*"~'— 1 sei. Aber das
Product simmtlicher, nach dem Modul p verschiedenen irreductiblen Ausdriicke
von 2, deren Grad in n aufgeht, ist = 2P"~' (mod. p) (§. 45.): also konnen
Fz und Q= in Bezug auf den Modul p keinen gemeinschaftlichen Factor
haben. Setzt man in die letzte Gleichung statt = den Werth 3 und bedenkt,
dafs F'3 =20 ist, so erhalt man 3*"'—{ =p"Rf3 oder "' =1 (mod. p™, /3),
und hieraus ({5”“)(””"1)5 1 (mod. p™, 3) oder BV —1 =0 (mod. P73
Setzt man aber in dieselbe Gleichung statt 2 den Werth 3°, so erhilt man
(Br"=D— | = Fj3» Q3"+ p™ Rf3’, und mithin, da (3°)"" " —1==0 (mod. p™, 3)
isl, 3" Q3" =0 (mod. p™, 3). Da indessen der Ausdruck, dessen Wurzeln die
p'" Potenzen der Wurzeln von K2 sind, mit F'z nach dem Modul p congruent
ist, und Q= mit F'z keinen gemeinschaftlichen Factor nach dem Modul p hat,
so kann Q p” nicht =0 (mod. p, 3) sein: es mufs mithin F'p? = 0 (mod. p™, /3)
sein (§. 57.). Ebenso lifst sich beweisen, dafs jeder der Ausdricke
FpF, Fpr', ... =0 (mod. p™, 3) sei. Hiermit ist die Grundlage des Be-
weises gewonnen, und derselbe kann nun ganz éhnlich wie im §. 18. zu Ende
gefiihrt werden.

Zusalz 1. Man kann auch behaupten, dafs der einfache Ausdruck,
dessen Wurzeln die p'" Potenzen der Wurzeln von K'2 sind, mit F'z nach
dem Modul p™ congruent sein miisse. Man nenne namlich diesen Ausdruck &'z
und setze Gz = Fz+ Rz, wo Rz den Divisions-Rest bedeutet, den
man erhalt, wenn man G'z durch F'z dividirt. Setzt man nun statt 2 den

Werth (3” und bedenkt, dafs &3 =0 ist, so erhalt man K34 R =0.
14 *
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Und da nun ¥3°=0 (mod. p™, /3) ist, so mufs auch R3”= 0 (mod. p”,3) sein,
und folglich Rz die Form p™ R, % haben (§.56.), wo R,z einen Ausdruck von =
bedeutet. Man erhilt daher G2 = Fz2 -} p™ R,z oder Gz = F'z (mod. p™).
Zusatz 2. Esist in (§. 59.) gezeigt worden, dafs es p("—"" einfache
Ausdricke giebt, die mit fz nach dem Modul p congruent, die aber nach dem
Modul p™ verschieden sind. Entwickelt man nun einen einfachen Ausdruck,
dessen Wurzeln die (p™')*" Potenzen der Wurzeln irgend eines dieser Aus-
driicke sind, so wird man nach dem Modul p™ stets denselben Ausdruck erhalten.
Bezeichnet man namlich wie oben einen solchen Ausdruck durch F'x, so erhalt
man & '—1= Fx Qx+p"Rx (vergl. diesen §.), oder man hat z*"~' —1
= Fax Qx (mod. p™) und weils zugleich, dafs Bz = fx (mod. p) ist. Da
aber nun Kz und Qx keinen gemeinschaftlichen Theiler nach dem Modul p
haben konnen (§. 45.), so kann es nicht noch ein Paar Factoren /'« und Q,x
der Art geben, dafs z7"~' —1 = F\x Q,x (mod. p™), und F 2 = fx (mod. p)
sei (§.959.). Dies miifste aber der Fall sein, wenn zwei Ausdricke, die nach
dem Modul p congruent, nach dem Modul p™ aber verschieden sind, nach dem
Modul p™ zwei verschiedene Ausdricke erzeuglen, indem man diejenigen Aus-
driicke entwickelte, die von ihren Wurzeln die (p™)*" Potenzen enthielten.

Von den zusammengesetzten Moduln.

§. 65.

Ist der Modul von der Form a®b%¢? etc., wo a, b, ¢ etc. verschiedene
Primzahlen und e, (3, ¥ etc. natiirlich ganze pesitlive Exponenten bedeuten, so
leitet man leicht folgenden Satz ab: Wenn max und Ma Ausdricke von &
bedeuten, die nach den einzelnen Moduln % &%, ¢” etc. congruent sind, so
sind diese beiden Ausdriicke auch nach dem Modul «®#¢” etc. congruent. Be-
zeichnet man namlich zwei enisprechende Coéfficienten von M2 und max durch
A und @, so erhilt man 4—a = 0 (mod. ¢*), A—a = 0 (mod. ),
A—a= 0 (mod. ¢") etc. und daher A—a = 0 (mod. «*b¢” etc.) oder
A=a (mod. «*bc” etc.). Da also alle entsprechenden Coéfficienten von Mz
und mz nach dem Modul «®&%¢” etc. iibereinstimmen, so sind sie selbst nach
diesem Modul congruent.

Zusatz. Aus dem vorherstehenden Satze ergiebt sich unmittelbar folgen-
der: Lifst sich ein Ausdruck von x durch einen zweiten, in Bezug auf die
einzelnen Moduln @ &% ¢ etc. ohne Rest theilen, so lifst er sich auch in Be-
zug auf den Modul a°&”¢" elc. durch diesen Ausdruck ohne Rest theilen.
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§. 66.

Lehrsatz. Ist Fz ein einfacher Ausdruck, so kann man die Zahlen 2
und 2, stets so bestimmen, dafs (x*—1)* durch F'x in Bezug auf den Mo-
dul a®&fc? ete. sich theilen lasse.

Beweis. Zundchst bemerke man, dafs, wenn ein Ausdruck fz in
Bezug auf den Modul a® irreductibel ist, so ist er entweder in Bezug auf «
selbst irreductibel, oder die Potenz eines irreductibeln Ausdrucks (§. 60.). Fir
den ersten Fall folgt aus (§.62.), dafs fz ein Divisor von &°“" " =D —1 sei,
wo n den Grad von fa angiebt. Fir den zweiten Fall setze man n=mn,2,
wo n, und = ganze Zahlen bedeuten, und fxr = gpa™ 4| pyx, wo ¢x ein
einfacher irreductibler Ausdruck vom Grade 2z in Bezug auf den Modul p ist:
so ist ¢ in Bezug auf den Modul @ ein Theiler von z*“—'—1 (§. 18.);
woraus folgt, dafs (z*“~'—1)" in Bezug auf den Modul ¢ den Factor g™
habe, und dafs man ferner in Bezug auf denselben Modul auch fx oder
g™+ pwax als Factor von (x*“~!—1)" ansehen konne. Da nun (z*"—*—1)"
in Bezug auf den Modul ¢ den Factor fx in sich schliefst, so muls

(@ =*—1)"*"" in Bezug auf den Modul a® den Factor fz in sich schliefsen.
Hieraus folgt nun zunichst, dafs man, wenn fx in Bezug auf den Modul «*
irreductibel ist, stets die Zahlen £ und #, so bestimmen konne, dafs fx in
Bezug auf den Modul a4* ein Factor von (#'—1)" werde. Enthilt nun F'zr in
Bezug auf den Modul «” die einfachen irreductibeln Factoren fz, fiz, f;x etc.,
so bestimme man ¢, und #; so, dafs (z"—1)" in Bezug auf den Modul a® den
Factor fiz habe, und # und £ so, dafs (¢ —1)" in Bezug auf denselben
Modul den Factor f,x habe etc. Nennt man dann 7' das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von #,7,, #, etc., und T, die Summe von #,-} 4 -1+ etc.,
so folgt leicht, dafs (#T—1)"* den Factor F'x in Bezug auf den Modul a*
in sich schliefsen werde. Bildet man nun noch die Ausdricke (z%—1)%,
(@ —1)”+ etc., welche in Bezug auf die Moduln 6, ¢ etc. F'x als Factor
enthalten, so folgt zundchst, dafs (z”—1)T(25—1)% (2”7 —1)"".... in Be-
zug auf den Modul «*6f ¢’ etc. den Factor F'x enthalte (§. 65.). Es erhellet
aber auch leicht, dafs, wenn 2 das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
T, S, V etc., und 2, die Summe von T,, S, V, etc. ist, dafs alsdann
(z*—1)* in Bezug auf den Modul a*b?c? den Factor Fz in sich schliefsen
werde. (§. 65.)
Brandenburg, den 3ten April 1846.




